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Quelques applications des résolvantes de Ray

J. B. WaLsH (Lausanne) et P. A. MEYER (Strasbourg)

Le sujet d’¢tude favori en théorie des processus de Markov était,
tout récemment encore, la théorie du potentiel des processus de Hunt
et des processus standard, dont une version trés élégante, et sans doute
presque définitive, figure dans le livre récent de Blumenthal et Getoor [10].
Depuis lors, I'accent a été mis sur d’autres questions. Les méthodes
de compactification ont envahi la théorie, au cours des recherches sur
la frontiére de Martin (Kunita-Watanabe [3], [4]) et sur les chaines
de Markov (Doob [8, 9], Walsh [10], Chung!). La portée de ces
méthodes a été définitivement établie par un article de Shih [5], qui
¢tend aux processus de Markov continus a droite I'un des résultats les
plus difficiles de Blumenthal et Getoor sur les processus standard,
avec une démonstration beaucoup plus simple.

Il semble cependant que la puissance des méthodes de compacti-
fication, et tout particuliérement de la méthode de Ray et Knight, ne
soit pas encore suffisamment reconnue. Nous en faisons ici un exposé
d’ensemble, en lillustrant par quelques applications nouvelles. Les
résultats «que tout le monde connait» sont énoncés et admis. En
revanche, nous démontrons complétement ceux sur lesquels on ne peut
mettre aucun nom d’auteur (bien qu’ils fassent souvent partie du folklore)
ou qui n’ont été publiés que sous la forme d’une carte postale de Doob.
Nous avons signalé lorigine des différents résultats chaque fois que
nous I'avons pu, mais nous n’avons pas cherché a établir des priorités.

Nous utilisons largement la «théorie générale des processus sto-
chastiques», en nous référant soit au «Guide Gris» (Meyer [14]), soit
au livre a paraitre de Dellacherie pour les énoncés qui ne figurent pas
dans cet article.

§1. Résolvantes de Ray

Nous considérons un espace métrique compact F, et une résolvante
(U)),»0 sur cet espace. Nous supposerons que cette résolvante est

! Chung n’a rien publié sur les compactifications: ses méthodes dans [7] sont trés
différentes. Toutefois, ses idées ont eu une trés grande influence sur la théorie, en particulier
quant a lutilisation des temps d'arrét prévisibles, et les deux auteurs de cet article lui
doivent beaucoup.
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markovienne:

pU,1=1 pour tout p>0. 1)

On sait que le cas sousmarkovien se raméne au cas markovien par
I’addition d’'un point supplémentaire J, de sorte que (1) ne restreint
pas vraiment la généralité. Nous noterons %, le cone convexe A -stable
des fonctions continues g-surmédianes ( f €4, <> (f est continue, positive
et pU,,,f < fpour tout p>0)), et &, le cone | .

q

Définition. La résolvante (U,) est une résolvante de Ray si
1) pour tout p>0, U, applique ¢ (F) dans €(F),
2) &, sépare F.

Dans [1], Ray suppose que ¥ sépare F: cette hypothése est en
réalité équivalente a 2). En effet, soient x et y deux points distincts de F,
et supposons que %, les sépare; soit fe % telle que f(x)#f(y). Si 'on
agsl,onafed et ¥ sépare x et y. Sil'on a g> 1, les fonctions g="U, f
et h=f+(g—1) U, f sont 1-surmédianes, et 'une au moins d’entre elles
sépare x et y.

D’aprés le théoréme de Stone-Weierstrass, <, —%, est dense
dans € (F).

Nous allons maintenant rappeler les résultats «classiques» sur les
résolvantes de Ray, sans aucune démonstration (voir les indications
bibliographiques a la fin de Iarticle). Nous commengons par le théoréme
fondamental de Ray:

Théoréme 1. Il existe un semi-groupe (P),»o de noyaux markoviens
sur F (muni de sa tribu borélienne B(F)), tel que

o0
1) U,= [e P Rdt.
0
2) Pour tout fe€(F) et tout x, la fonction t+— P, f(x) est continue d
droite sur [0, oo[.
Ce semi-groupe est unique?.
Le noyau B, n’est pas égal a I en général: c’est la ce qui fait tout
Pintérét des résolvantes de Ray. Nous poserons la définition suivante:

Définition. On appelle points de branchement les points xeF tels
que &, P+¢,.. L'ensemble (borélien) des points de branchement est
noté B, et son complémentaire est noté D.

2 1 est utile de savoir aussi que toute fonction f€ %, est g-surmédiane pour le semi-
groupe (P): e~ P, f < f pour tout .
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Toute fonction fe . est telle que e %P, f < f pour tout t. En parti-
culier, on a R f < f Comme R B,=RE,, on montre sans peine que ¢, B
est portée par D pour tout xeE. C’est D qui sera le véritable espace
d’états pour les processus, les points de branchement servant seulement
a décrire leurs limites & gauche. Nous allons énoncer cela, aprés quelques
notations.

Désignons par W P'ensemble de toutes les applications w de IR,
dans D qui sont continues a droite, et admettent en tout point t€]0, oo[
une limite & gauche dans F. Posons comme d’habitude Y,(w)=w(t),
Y,_wW=w(t—), 4°=7(Y,,t=0), ¥°=7(Y,,0<t<s) — ces notations
désignent les tribus engendrées par les fonctions de la parenthése.

Théoréme 2. Pour toute loi p sur F, il existe une loi P* sur W et une
seule pour laquelle le processus (Y,) est markovien, admet (B) comme
semi-groupe de transition et (uF),», comme loi d’entrée.

Nous attirons I'attention du lecteur sur deux points trés importants,
que Iénoncé contient de maniére implicite, par la définition méme
de W: le processus (Y,) est d valeurs dans D et ne rencontre jamais les
points de branchement, méme pour t=0. D’autre part, sa loi initiale
n’est pas u, mais puf).

Pour appliquer des résultats de théorie générale des processus,
nous compléterons la famille de tribus: %* sera la complétion de ¥°
pour P* @* s’obtiendra en adjoignant a la tribu ¢ tous les ensembles
P#-négligeables.

Théoréme 3. La famille de tribus (4*) est continue d droite, et le
processus (Y;) est fortement markovien par rapport a cette famille. Si f est
une fonction g-excessive® (q=0) sur F, il existe deux fonctions boréliennes
g et h telles que g< f <h et que I'ensemble

{weW: il existe un ¢ tel que go Y (w)Fho Y (w)} )

soit P*-négligeable («f est presque-borélienne»). Pour P*-presque tout
we W, lapplication t— [o Y,(w) est continue d droite sur [0, cof, et pourvue
de limites a gauche sur 10, ool (d valeurs dans F ).

Limites a gauche des processus de Ray

A partir de maintenant, nous donnons des démonstrations com-
plétes; en particulier, nous redémontrons les théorémes établis dans
Walsh [6]. Le théoréme suivant est I'analogue du théoréme de quasi-
continuité & gauche pour les processus de Feller — cest a bien des
égards le résultat clef de cette théorie, du point de vue probabiliste.
C’est I’'extension facile d’un résultat de Doob [8].

3 Cela signifie, rappelons-le, que f est universellement mesurable positive sur F, que
pU,. /< f pour tout p>0, et que ‘}irngp+qf=f partout sur F.
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Théoréme 4. Soit (T,) une suite croissante de temps d’arrét de la
Samille (%), et soit T sa limite. Soit A={T<o0, T,<T pour tout n}.
Alors, si f est borélienne bornée sur F

E* [f" Yol ool V g",.]=f° Yrlgco et BfoYr_ 1y Phpst  (3)

Démonstration. Nous commengons par le cas ou f=U,h, he¥4(F),
p>0. Le processus

t
M,=e PfoY,+[e P hoY.ds
0

o)
est une version continue a droite de la martingale E [ {e P hoY, dslg,“]
0

et le théoréme de convergence des martingales nous donne
E*[ My \r{ - :li:n My Ptps.
En tenant compte de la continuité de l'intégrale en ¢, nous obtenons
E*[U,ho Yrlig ol \'{ G 1=Uho Yp I qoylge+ Uho Yp_ -1y

Multiplions par p, faisons tendre p vers +oco: pU,h tend partout vers
R h, et comme Y; appartient toujours & D, on a B ho Yr=ho Y. Ainsi

Eu[ho YTI{T<(D)I \"/ g%n]:ho YTI{T<®}IAC+I)0hO YT——IA'

On passe de 1a au cas d’une fonction borélienne quelconque par un
argument de classes monotones.

Corollaire. Les ensembles {Yr=Y;_}nA et {Yr_eD}nA sont
Pt-p.s. égaux.

Démonstration. Comme on a YpeD, le premier ensemble est contenu
dans le second. Désignons par H le second, qui appartient & V %y .

. . . n
Soient e et f deux fonctions continues sur F. Nous avons

[e(Yr_) f(Yr)dP*= [e(Yr ) B [(Yp_)dP"= [e(Yr_) f(Yr_)dP*

H H H
d’aprés le théoréme 4, R, f étant égal a f sur D. Un argument de classes
monotones nous donne alors que, pour toute fonction borélienne
bornée u sur F x F

fu(Yr_, Yy) dP“=£u(YT_, Yy_)dP*.
H

4 Ce théoréme est lié & la «propriété de Markov modérée» du processus X, _, pour
laquelle ou consultera [6].
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Prenant pour u l'indicatrice de la diagonale de F x F, on voit que
Yr=Y;_ p.s.sur H.

Noter le sens de ce corollaire: ona Y, — Yy sur {T< oo}, a 'exception
des trajectoires pour lesquelles T,<T pour tout n, et pour lesquelles
Yr_ est un point de branchement. En I'absence de points de branche-
ment, cest donc exactement la quasi-continuité a gauche classique.

Propriétés de la famille de tribus %"

Nous dirons qu’un point de branchement x est dégénéré s'il existe
un point y (appartenant nécessairement a D) tel que ¢, B, =¢,. L’ensemble
B, des points de branchements dégénérés est borélien, et 'application
de B, dans D qui a x associe y est borélienne.

L’existence de points de branchement dégénérés n’est pas un phéno-
mene pathologique. De tels points de branchement apparaissent de
maniére naturelle dans beaucoup de questions. Pour prendre un exemple
simple, si on désigne par (Q,) le semi-groupe obtenu en tuant un
processus de Hunt a sa premiére entrée dans un ouvert E, et si xeE,
ona ¢, Qy=¢, — autrement dit, x est un point de branchement dégénéré.

Théoréme 5. Soit T un temps d’arrét prévisible de la famille (%4!). On
a G4 =%%_ si et seulement si l'ensemble {0<T <0, Yp_eB~B,} est
P#-négligeable.

Démonstration. T étant prévisible, choisissons une suite (7;) de temps
d’arrét de la famille (4"), croissante, telle que 'on ait

T,<T pour tout n sur {T>0}, lim,T,=T.

On a d’aprés le théoréme 4

Ef[foYrlip oyl9r 1=foYolg_oy+ B fo Yr_locrcm-

1) Si %4_=%%, Y; est ¥4 _-mesurable, et nous avons donc P*-p.s.
sur {0<T<oo} B fo Yp_=fo Yy, avec la conséquence que, A désignant
la loi de Y;_ sur {0<T< o0}

K(fe)=h/f-Rhg 4pp

si f et g sont boréliennes bornées. Il est bien connu que dans ces con-
ditions ¢, B est une masse 'unite' £, pour A-presque tout x, ce qui signifie
que Y;_ est P“-p.s. un point de DU B,.

2) Inversement, notons 7 l’application borélienne sur DU B, qui
associe a x l'unique y tel que g, Ry=¢,. Si 'on a P*-p.s. ¥;_eDuUB,
sur {0<T< o}, on a P*p.s. Yp=meo Y,_ sur cet ensemble, et Y, est
donc %% _-mesurable. Nous laissons alors au lecteur le soin de vérifier
que pour toute variable aléatoire bornée %°-mesurable Z on a

11 Inventiones math., Vol. 14
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E*[Z\%5 ) =E*"[Z|%9%_] P*p.s. (commencer par des v.a. de la forme
fio Y --f, oY), et d’en déduire que Fr=94%_.

Théoréme 6. L’ensemble f={(t,w): t>0, Y,_(w)e B} est P"-indistin-
guable d’une réunion dénombrable de graphes de temps d’arrét prévisibles.

Démonstration. Cet ensemble est prévisible, car le processus (Y,_)
est prévisible. Il est d’autre part contenu dans {(t, w): Y,_(w)= Y,(w)},
qui est une réunion dénombrable de graphes de temps d’arrét. Il ne
reste plus qu’a appliquer un résultat de théorie générale des processus
(Dellacherie [13], chap. 5, § 4, ou Meyer [15]).

Théoréme 7. Soit T un temps d’arrét de la famille (9").
a) La partie totalement inaccessible de T est T, ou®
A={0<T<oo, Yr_€D, Yr_+Y;}.

b) Si Pon a P-p.s. Ye=Y;_ sur {0<T<o0}, T est prévisible, et
GhL=94_.

Démonstration. Nous établirons d’abord I'assertion b), en utilisant
le critére suivant:

si pour toute v.a. Ze L' la martingale Z,= E*[Z|%*] (dont on choisit
une version continue a droite) est PP-p.s. continue a linstant T sur
{0<T< o0}, alors T est prévisible et 94 =94 _

En effet, le processus croissant A,= I, r, est alors naturel (Guide
Gris n°303), donc T est prévisible (méme réf., 305). Soit alors T, une
suite croissante de temps d’arrét telle que lim, T,=T, T, < T pour tout n
sur {T>0}; on a E[Z|9%_]1=lim,E[Z|9% 1=lim,Z; =Z; d’apres
I’hypothese, et Z=E[Z|%%4], d’ou aussitdt I'égalité ¥4 =%% .

Pour établir b), il suffit alors de faire cette vérification lorsque Z
parcourt un ensemble dense dans I!'(P*), autrement dit, de trouver
assez de variables aléatoires Z telles que la martingale Z, soit continue
la ou les trajectoires le sont. Un tel systéme figure p. 171 de Blumenthal-
Getoor [11] (voir appendice).

Passons 4 a): tout revient a démontrer que si Y;_€D, Y. +Y;,
et T>0 P*-p.s. sur {T <0}, T est totalement inaccessible, et qu’inverse-
ment si sur {T<ow}ona T=00u Yr_eB, ou Yr=Y;_, Test accessible.
La premiére propriété résulte du théoréme4 et de son corollaire: si
une suite (7,) converge en croissant vers un tel temps d’arrét T, on a
T,=T pour n grand sur {T < o0}, ce qui exprime que T est totalement
inaccessible. Pour la seconde, on désigne par J, K, L respectivement
les événements {T=0}, {0<T <0, Yp_€B}, {0<T<c0, Yr_=Y;}, et
comme T=T; ATy AT, il suffit de montrer que chacun de ces temps
d’arrét est accessible. Pour T c’est évident; pour T; cela résulte de la

5 On rappelle que pour Ae%%, T, est le temps d’arrét qui vaut Tsur A, + o0 sur A°.
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propriété b) qui vient détre établie. Pour Ty enfin, cela résulte du
théoréme 6: le graphe de Ty passe dans f3, qui ne rencontre aucun graphe
de temps d’arrét totalement inaccessible.

Fonctions excessives régulieres

Soit g une fonction p-excessive bornée (p>0). Nous dirons que g
est u-réguliére si la surmartingale (e~ ?*go ¥) est réguli¢re pour la loi
P* au sens attribué a ce terme en théorie des martingales. Autrement
dit, si pour toute suite croissante de temps d’arrét T, de la famille (¥¥)
on a, en posant T=I1im, T,

Et[e PTgo Yy, 1=E* [e?Tgo Yp].

Nous dirons que g est réguliére si elle est py-reguliere pour toute loi p.
Cela revient a dire que la fonctionnelle additive prévisible qui 'engendre
est continue.

It convient de distinguer soigneusement les deux processus go Y,_
(valeur de g au point Y,_(w)), et (go ¥,)_ (limite & gauche de go Y, a
I'instant t). On a entre ces deux processus les relations suivantes.

Théoréme 8. Soit g une fonction p-excessive bornée (p >0).

1} On a pour P"-presque tout w

(goY)_(w)2ge Y,_(w) pour tout t>0, @)
avec Pégalité si Y,_(w)eD et Y,_(w)FY,(w).

2) Lafonction g est u-réguliére si et seulement si 'on a, pour P*-presque

tout
oy (goY)_(w)=go Y,_(w) pour tout t. (5)

Remarque. La propriété (4), s’étend en fait & toute fonction p-excessive,
bornée ou non. Quant a (5), elle montre que la p-régularité ne dépend

pas du paramétre p, et elle permet de définir cette notion pour des
fonctions excessives non nécessairement bornées.

Démonstration. Considérons les ensembles
U={(t,w): t>0,(go Y;)_(w)<go ¥_(w)}
U={(tw): t>0,(go ¥)_(w*go Y,_(w)]}.

Nous voulons montrer que U est P*-évanescent, et que U’ est P*-
évanescent si g est réguliére. Or les processus (go ¥;)_ et (Y,_) sont
prévisibles par continuité 4 gauche, donc (geo Y,_) est aussi prévisible
puisque g est presque-borélienne. D’aprés le théoréme de section des
ensembles prévisibles (Guide gris, n®207), il suffit de démontrer que
pour tout temps d’arrét prévisible T, la probabilité que le graphe de T
11*
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rencontre U (resp. U’) est nulle. Nous pouvons supposer que T>0 et
T<oo Pt-p.s.

Soit (T;) une suite croissante de temps d’arrét telle que lim, T,=T,
T,<T pour tout n. Les variables aléatoires e ?T"go Yy, e PTgo ¥y
forment une surmartingale (indexée par Nu {+ c0}). Il est est alors de
méme des variables aléatoires e™?T"go Yy et e PTE[go Y, |¥%_T; celle
ci vaut e"?TB(Yy_, g) (th. 4), ou encore e ?T go Y;_ puisque B g=g,
g étant p-excessive. Faisons tendre n vers + oo, et appliquons le théoréme
de convergence des surmartingales, il vient que les deux variables
aléatoires e PT(go Yy)_ et e T go ¥, forment une surmartingale —
mais comme elles sont toutes deux %% _-mesurables, on a simplement

e ?T(goYy)_Ze ?TgoYr. Phps.

Autrement dit, le graphe de T ne peut rencontrer U avec probabilité
positive. Si g est u-réguliére, les espérances des deux membres sont
égales, ceux-ci sont donc eux méme égaux, et le graphe ne rencontre
pas U'.

On remarquera qu'inversement, si (5) a lieu

lim, E*[e=?™go Yy ]=E[e ?Tgo Yr_]1=E[e "' Rgo Y7].

On peut remplacer B g par g puisque g est excessive, et g est bien
réguliére (nous avons en fait été un peu négligents, en imposant & T
d’étre fini p.s., mais le lecteur y pourvoira).

Pour étendre (4) a toutes les fonctions p-excessives, on remarque
que toute fonction p-excessive g est limite d’une suite croissante de
p-potentiels bornés, c’est a dire de fonctions p-excessives régulieres,
auxquelles on peut appliquer (5). L’inégalité (4) s’obtient alors par
passage A la limite. L’égalité aux points ot Y,_€D, Y,_ #Y, résulte du
fait que 'ensembie {(t, w): Y,(w)=* Y,_(w), ¥,_(w)e D} est une réunion de
graphes de temps d’arrét totalement inaccessibles (th.7), tandis que
{(t,w): goY,_(w)+(goY)_(w)} est une réunion de graphes de temps
d’arrét prévisibles.

Remarque. Pour éviter des confusions avec le théoréme 13 du §3,
on notera que si g et h sont deux fonctions p-excessives réguliéres, la
fonction g A h satisfait encore a (5), mais nest pas p-excessive en général
(elle n’est que p-surmédiane).

Lois d’entrée bornées

La fin de ce paragraphe est une digression, et peut étre omise sans
inconvénient pour la suite. Elle présente pourtant un certain intérét:
historiquement, c’est comme «frontiéres d’entrée» que les compacti-
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fications de Ray-Knight ont fait leur apparition, et le théoréme9
ci-dessous emprunté a larticle [4], explique ce réle.

Rappelons qu’on appelle loi d’entrée pour le semi-groupe (B) une
famille (y,),, o de mesures positives telle que y, B=y,,, pour tout couple
(s, t). Comme nous avons supposé que les noyaux P sont markoviens,
les mesures g, ont toutes la méme masse. Nous supposerons dans la
suite que cette masse est finie, et en fait qu’elle est égale a 1.

Théoréme 9. 1! existe une loi de probabilité unique p portée par D
telle que p B=p, pour tout t>0.

Démonstration. Si fe4,, la fonction t— e~ {y,, ) est décroissante.
Elle a donc une limite lorsque t— >0. Il en est de méme de la fonction
t—{u, f>; q étant arbitraire, et &, étant total dans % (F), on voit que
les mesures y, ont une limite vague u lorsque t — 0.

La relation y,B=p,, , nous donne, aprés multiplication par e~?*
et intégration

i, Up 7= (j;e“’s<uz+s,f> ds (fe€(F)).

En faisant tendre ¢ vers 0, en utilisant le fait que U, fe@(F) dans le
membre de gauche et le théoréme de Lebesgue dans celui de droite,

il vient que {y, U, f>= [ e™?*Cu,, f> ds. En inversant la transformation
0

de Laplace, cela donne u P=y,, le résultat cherché.
En construisant la loi P*, on voit que g, converge vaguement aussi
vers uBy. Donc u=pu R, et u est donc portée par D. L'unicité est évidente.

§ 2. Compactification de Ray-Knight

Aprés avoir étudié les résolvantes et les processus de Ray, nous
montrons dans ce paragraphe pourquoi «ce qui est vrai pour les pro-
cessus de Ray est vrai pour tous les processus de Markov».

Considérons un espace topologique E, lusinien et métrisable: cela
signifie tout simplement que E peut étre plonge dans un espace métrique
compact E, et que E est borélien dans E. Nous choisirons une fois pour
toutes un tel espace E, et nous désignerons par % 'ensemble des restric-
tions & E des fonctions continues sur E: muni de la norme de la con-
vergence uniforme, ¢’est un espace de Banach séparable.

Considérons sur E un semi-groupe (B),»o de noyaux markoviens:
8’il était sousmarkovien au départ, nous adjoignons un point absorbant 0
avant toute autre opération, et nous englobons 6 dans E. Nous n’exigeons
pas que ce semi-groupe soit borélien: il transforme les fonctions boré-
liennes en fonctions universellement mesurables. Cela nous compliquera
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I'existence, mais c’est indispensable pour les applications. Nous suppo-
serons que le semi-groupe satisfait aux deux hypothéses droites, dont
voici la premiére.

HD1: pour toute loi y sur E, il existe un processus de M arkov admettant
(P) comme semi-groupe de tramsition, yu comme loi initiale, et dont les
trajectoires sont continues a droite.

Nous construisons alors la réalisation continue a droite canonique
du semi-groupe (P): Q désignant 'ensemble de toutes les applications
continues & droite de IR , dans E, X, 'application coordonnée d’indice ¢
sur Q, F°, #° désignant les tribus engendrées sur Q par les applications
X,, resp. X, s<t a valeurs dans (E, 2 (E)), nous munirons € des mesures
P* pour lesquelles le processus (X,) est markovien, admet (P) comme
semi-groupe de transition et y comme loi initiale. Les complétions
usuelles nous permettrons de définir ensuite les tribus F*, F*.

L’hypothése HD1 entraine évidemment la continuité a droite du
semi-groupe, et 'on peut donc définir sa résolvante U,.

Nous passons a la seconde hypothése. Celle-ci entraine la propriété
de Markov forte, et lui serait équivalente si le semi-groupe était borélien.

HD2: Soit f une fonction p-excessive. Alors f est presque-borélienne,
et pour P*-presque tout wef lapplication twfo X,(w) est continue a
droite sur R , .

Nous n’exigeons rien d’autre — en particulier, nous n’exigeons rien
quant a lexistence de limites & gauche. Si la limite & gauche de la tra-
jectoire w existe (dans E et pour la topologie de E) a I'instant ¢ >0, nous

la désignerons par X}* (w), pour la distinguer de la limite 4 gauche
dans le compactifié F, qui sera notée X,_(w) par la suite.

L’hypothése HD?2 entraine que la famille de tribus %* est continue
a droite.

Compactification

Soit & le plus petit cOne convexe A -stable, stable par la résolvante
(U (#)= & si p>0), contenant toutes les fonctions U, f, fe€+. Toute
fonction se est positive bornée, g-excessive pour un ¢>0, donc
presque-borélienne et finement continue. Le cone &% contient les cons-
tantes positives (car p U, 1=1), et sépare les points de E (car ¢+ sépare E,
etsife€* ona Jin;p U, f=1). De plus, & est séparable pour la topologie

de la convergence uniforme. Ce résultat trés simple constitue le «lemme
de Knight» (Knight [2]): c’est I'ceuf de Christophe Colomb de la théorie
de la compactification.
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Rappelons briévement la construction de & Si # est un cOne
convexe de fonctions positives bornées, posons

RA)={U, fi++U, f; neN,py, ..., p,eR, {0}, f, ..., freH}
A(H)={g Nngr " Ngy; NEN, g1, ..., 8,6}

() est un cone convexe, séparable si A est séparable (car on obtient
un ensemble dense dans £ (#) en prenant des p; rationnels, ¢t en faisant
parcourir aux f; un ensemble dense dans #). A () est un cone convexe,
comme on le voit en applicant de maniére répétée la formule f+ (g A h)=
(f+g) A(f+h); de plus, il est évidemment séparable si # est séparable.
Noter que A(s#) contient #. Posons maintenant, par récurrence

5= R(E)
G1= A%V R(S))

alors ¥, croit avec n, et =\ ) ¢,
n
11 faut bien noter que % ne contient pas € mais seulement Z(%).

Tout élément de &% est comme finie de fonctions de la forme
U, inUy, fon--AU, f,, ou fi,...,f, appartiennent 4 € ou a ¥
Mais on remarquera que si fe%, U, f est limite uniforme des fonctions
U,(qU, f) lorsque g — 0, et que q U, f appartient a .%. Ainsi

Les fonctionsdela forme U, fi A - AU, f(P1,....Px>0.f1, ..., LES),
forment un ensemble total dans .

On établit maintenant sans peine le résultat suivant:

Il existe un espace métrique compact F, admettant E comme sous-
ensemble dense (non comme sous-espace!) tel que toute fonction feS
soit la restriction a E d’une fonction unique fe%(F), et que les fonctions
f (feS) séparent F. Cet espace (unique d isomorphisme prés) est appelé
le compactifié de Ray-Knight de E.

Cette terminologie n’est pas tout a fait correcte. On utilise parfois
d’autres compactifications de Ray (relatives a des cones & différents),
et celle-ci n’est méme pas canonique, puisqu’elle dépend de E. Ce n’est
pas un inconvénient grave. B

Nous noterons & I'ensemble des f, pour fe%; & est un cOne convexe
A -stable de fonctions continues sur F, contenant les constantes positives
et séparant: ¥ —.% est donc dense dans €(F) (théoréme de Stone-
Weierstrass). Pour toute fonction ge¥, la fonction U,g appartient
aussi a & et admet donc un prolongement par cont1nu1te arF, Ug.
Nous avons ainsi une application U,: g—g—U,g— U g de & dans
% (F). On vérifie treés facilement qu elle est llnealre et crmssante sur &,
et que pUp 1p=1p. On peut alors prolonger par linéarité, puis par
continuité, U, en une application positive de € (F) dans % (F), i.e. un
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noyau. Nous laissons au lecteur la vérification du fait que ((7,,)1»0 est
une résolvante markovienne.

Pour montrer que (U,) est une résolvante de Ray, on remarque que
pour toute fonction fe.%; il existe un g >0 tel que f soit g-surmédiane
pour la résolvante U,: autrement dit, pU,,, f < f'sur E pour tout p>0.
En prolongeant cette relation & F par continuité, on voit que f est
g-surmédiane sur F pour la résolvante (U,). Les fonctions f séparent
donc F, et nous pouvons appliquer la théorie du paragraphe 1. Nous
conserverons les notations de ce paragraphe, en notant simplement P
le semi-groupe, et P* les lois de probabilité sur W pour éviter des
confusions.

Draprés la mani¢re méme dont cette résolvante a été construite,
elle posséde une propriété spéciale:

Lemme 1. L’ensemble des points de branchement dégénérés est vide.

Démonstration. Nous avons vu que les fonctions U, fiA--- AU, f,
forment un ensemble total dans & lorsque f,, ..., f, parcourent ¥
Leurs prolongements U, fya - AU, f, forment donc un ensemble
total dans €(F), et _les fonctions U, f (p>0, fe&) séparent donc F.
Ainsi, la relation ¢, U,=¢, U, pour tout p entraine x=y. En particulier,
la relation ¢, Ry = ¢, entraine x = y, et il n’y a pas de points de branchement
dégénérés.

Il nous reste a faire la partic la plus importante du travail, qui
consiste & comparer les processus associés & (P) et a (P).

Comparaison des processus

Nous commengons par jeter hors de Q les w tels que pour un fe¥
au moins, 'application fo X, (w) ne soit pas continue a droite et pourvue
de limites a gauche. Comme & est séparable, nous ne rejetons ainsi qu’un
ensemble de trajectoires qui est négligeable pour toute loi P* sur Q.
Les trajectoires restantes sont continues a droite lorsque E est muni de
la topologie induite par F, et admettent des limites a gauche X,_ dans F.

Ensuite, fixons une loi initiale p sur E. A toute fonction fe& asso-
cions deux fonctions boréliennes f” et f” boréliennes sur E telles que 'on
ait /< f<f", et P* {w: il existe t 20 tel que f' o X,(w)< f" o X, (w)} =0.
Notons H, I'ensemble { f"= "}, et E, I'intersection des H,, f parcourant
un ensemble dénombrable dense dans .. Les ensembles H, et E, sont
boréliens dans E, E, porte 4, et on a pour P*-presque tout w X,(w)€E,
pour tout .

L’introduction de E, est nécessaire pour la raison suivante: rien ne
permet d’affirmer que E soit universellement mesurable dans F. En
revanche, E, est borélien dans E, et la restriction 4 E, de toute f €S
(donc de toute fe% (F)) est borélienne sur E « Autrement dit, I'injection
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de E, dans F est borélienne. Comme E, est un espace lusinien, un célébre
et difficile théoréme de Lusin affirme que E, est borélien dans F °. Nous
pouvons identifier u, portée par E,, & sa mesure image dans F, qui est
une loi sur F portée par E,, donc par E, et nous pouvons en particulier
construire sur W la mesure P“.

Considérons le processus (X,), pour la mesure P*, comme un pro-
cessus a valeurs dans E,. Soit fe¥; le processus

1
e U, foX,+ [e " fo X ds
0

est une martingale continue a doite. Mais cela peut s’énoncer autre-
ment: pour toute €Y, le processus

t
e U, foX,+ [e P foX,ds
0

est une martingale continue a droite. Le processus (X,) étant continu a
droite pour la topologie induite par F sur E,, une inversion de trans-
formation de Laplace nous donne le résultat suivant:

Lorsque Q est muni de la loi P*, le processus (X,), considéré comme
processus d valeurs dans F, est markovien, admet (F) comme semi-groupe
de transition et p comme loi initiale.

Munissons W de la loi P*. Notons H, le sous-ensemble, a la fois
de Q et de W, formé des applications de R dans E, qui sont continues
a droite pour la topologie de E et pour la topologie de F, et admettent
des limites & gauche dans F pour Ia topologie de F. Sur H, on a X, =Y,
pour tout t, et les tribus #° et ° coincident (car E et F induisent la
méme tribu borélienne sur E,). D’autre part, H, porte P*, ce qui signifie
que H, contient un ensemble 4 #° mesurable tel que P“(4)=1. Les
processus (X,) et (Y,) ayant méme loi, on a aussi P*(A4)=1, et les lois P
et P* induisent la méme loi sur H, qui les porte toutes deux.

On a ainsi un moyen de transporter sur Q, pour la mesure P*, tous les
résultats établis au §1 pour le processus (Y,) et la mesure P*.

Nous ne parlerons plus désormais que du processus (X,) et des
mesures P*, Rappelons que les limites & gauche dans F sont notées X, _,
et les limites 4 gauche dans E X* (si elles existent).

Signalons tout de suite une conséquence, qui n’était pas €vidente a
priori: si xe E, les mesures U, (x, -), F(x, -) sont portées par E, et induisent
sur E les mesures U,(x,), B(x,-). D’autre part la continuité a droite

6 L¢noncé usuel de ce théoréme (par exemple, Bourbaki [17], chap.9, §6, n°7,
corollaire du théoréme 3) est le suivant: si L est un espace lusinien, M un espace separé,
et si f est continue et injective de L dans M, alors f(L) est borélien dans M. Alors, si M
est aussi lusinien, on a le méme résultat pour une fonction f borélienne injective (le graphe
L de f dans L x M est borélien, donc lusinien, la projection p de L sur f(L) est continue,
donc f(M)=p (M) est borélien).
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du processus (X,) & l'instant 0 pour la topologie de F, lorsque € est
muni de la loi P*, signifie que x¢ B. Ainsi BNE=0.

Parties inutiles

Nous dirons qu'une partie 4 de F est p-inutile (1 désignant toujours
une loi sur E) si elle n’est P*-p.s. rencontrée, ni par le processus (X)),
ni par le processus (X,_). Si A est p-inutile pour toute loi p sur E, nous
dirons simplement que A4 est inutile. Le théoréme suivant montre que
tous les points «utiles» de F sont des points d’entrée dans E.

Théoréme 10. L'ensemble des xeF tels que ¢ P, ne soit pas portée
par E est inutile.

Démonstration. Comme cet ensemble est contenu dans F~ E, il n’est
pas rencontré par le processus (X,), qui prend ses valeurs dans E. Soit
ensuite H, Pensemble boré¢lien dans F

{xeF: ¢ P, nest pas portée par E.}.

11 nous suffit de montrer que le processus (X,_) ne rencontre P“-p.s.
pas H,, ou encore que pour tout temps d’arrét prévisible T tel que
0<T<oo P*-p.s.,ona P*{X;_€H,}=0. Or on a d’aprés le théoréme 4

0=P*{XreE}=E*[P*{XreE;|#_}]1=E*[B(X;_, E})].
Ainsi on a bien X;_¢H, P*-p.s.

Corollaire 1. L'ensemble des x¢E qui ne sont pas des points de
branchement est inutile.

En effet, pour un tel x la mesure ¢ P,=¢, n'est pas portée par E.

Corollaire 2. L'ensemble des xeF tels que les mesures &, (71, ne soient
pas portées par E est inutile.

En effet, si ¢, B, est portée par E, il en est de méme de &, UI, pour
tout p. On peut méme dire mieux: si ¢, B, =4 est portée par E, F\E est
polaire pour la mesure P*= P~

Corollaire 3. Si pour tout xeE, U,(x,-) est absolument continue par
rapport a une mesure &, lensemble des xeF tels que U,(x,-) ne soit pas
absolument continue par rapport a ¢ est inutile.

En effet, si ¢ P, est portée par E, ¢, Up=sxl% U, est absolument
continue par rapport a &.

§3. Applications de la théorie de Ray

Citons d’abord, pour mémoire, 'important théoréme de Shih [5].
Les méthodes développées ici permettent de ’étendre a des semi-groupes
non boréliens, ce qui est bien commode.
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Théoréme 11. Soit A un ensemble presque-borélien dans E. Supposons
que la loi u ne charge pas I'ensemble des points de A irréguliers pour A.
Il existe alors une suite décroissante (G,) d’ensembles finement ouverts
presque boréliens contenant A, telle que Ty 1 T, P*-p.s.

Un résultat d’accessibilité

Getoor a démontré récemment le théoréme suivant: si le processus
(X,) est standard, et si T est un temps d’arrét de la famille (%"), tel que
T<( et X}¥_ =X, P*p.s’,alors T est accessible. Nous démontrons un
résultat analogue pour des processus qui ne sont pas standard.

Théoréme 12. Soit u une loi sur E, et soit T un temps d’arrét de la
famille (F), tel que pour P*-presque tout we {0 < T< o0}, ou bien X§_ ()
rexiste pas, ou bien X3} _(w)=Xr(w). Alors T est accessible.

Démonstration. Nous prouvons d’abord un lemme:

Lemme 2. L’ensemble H={(t,w): t>0, XF (w) n’existe pas ou
X* (w)*X,_(w)} est P*-indistinguable d’une réunion dénombrable de
graphes de temps d’arrét prévisibles.

Démonstration. Lapplication t+> X, (w) est continue a droite dans E
et F a la fois. Les deux espaces étant métriques, Pensemble J(w) des ¢
qui sont des points de discontinuité dans I'un des espaces est dé-
nombrable, et il contient la coupe H(w). Supposons qu’on ait montré
que H est un ensemble prévisible. La conclusion découle alors d’un
théoréme de Dellacherie ([13], chap. 5, § 4) sur les ensembles a coupes
dénombrables. 1l n’y a donc que ce point a établir.

Plongeons E dans le cube [0, 1]V, et notons ¢, les coordonnées. Il
résulte d’'un théoréme de la «théorie générale des processus» que les
processus (I7),. o, (SV); o définis par

I"w)=liminfc, o X (@), S}(w)=limsupc,° X (w)
St s<t st s<1t
sont prévisibles (Dellacherie [13], chap.5, §1). Notons I, et §, les
points de [0, 17N dont les coordonnées sont I}, Sj. Ces deux processus

sont prévisibles, et 'ensemble K des (f, w) tels que X (w) n’existe pas
est la réunion des deux ensembles prévisibles

K, ={(t, ): t>0, L(w)=*S, ()},
K,={(t, w): t>0, S,(w)¢E}.

11 faut encore montrer que H n K¢ est prévisible. On remarque d’abord
que sur K¢ le processus (X;* ) est bien défini, égal a (S,), et donc pré-

"1l n’est siirement pas inutile de rappeler que X* est la limite & gauche dans la
topologie usuelle de E.
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visible. Ensuite, que H K° est la réunion des ensembles prévisibles
Hp={(t, w): 1>0, (1, 0)e K", fo X (0)+(f° X,)_(w)}

ou f parcourt une suite dense dans % Finalement, H est bien prévisible
et le lemme est démontré.

La démonstration du théoréme 12 est alors trés courte. Soit R un
temps d’arrét totalement inaccessible; son graphe ne peut rencontrer H,
donc X}_ existe P*-p.s. sur {R< o0} et vaut Xz_. Or Xi_ + Xy P*-p.s.
sur {R<oo} d’aprés le théoréme 7, d’ou finalement X} =+ Xz. Ainsi
les graphes de R et de T sont disjoints. Comme R est arbitraire, T est
accessible.

Sur la quasi-continuité a gauche

It est bien connu que les processus standard «spéciaux», i.e. les
processus standard dont la famille de tribus canonique ne posseéde pas
de temps de discontinuité, possédent des propriétés trés voisines de
celles des processus de Hunt. Le théoréme suivant explique pourquoi
il en est ainsi: tout processus dont la famille de tribus canonique est
dépourvue de temps de discontinuité devient un processus de Hunt, si
'on remplace la topologie initiale de E par la topologie induite par F
sur E. L’ensemble des points de branchement est en effet inutile d’aprés
le théoréme suivant, donc (remarque précédente) E° est inutile, ni le
processus (X,) ni ses limites 4 gauche ne sortent de E, et la quasi-
continuité a gauche a lieu dans E d’aprés le théoréme 4.

Théoréme 13. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1) Quelle que soit la loi p sur E, la famille (#*) est dépourvue de
temps de discontinuité.

2) Quels que soient le nombre p >0, et les fonctions p-excessives fet g
réguliéres bornées sur E, la fonction p-excessive f A g sur E est réguliére.

3) L'ensemble B (et donc E¢) est inutile.

Démonstration. Supposons que la famille (%*) soit dépourvue de
temps de discontinuité. Une surmartingale (S,) pour cette famille est
alors réguliére si et seulement si elle n’a pas de sauts prévisibles®. Il est
alors évident que si (S,) et (S;) sont réguliéres, il en est de méme de
(S, A S;). En appliquant cela aux surmartingales (e 7 fo X ) et (e 7' go X)),
on voit que 1) = 2). Il faut noter que la condition 2) ne concerne que E,
et que fet g ne sont pas nécessairement les restrictions & E de fonctions
excessives réguliéres sur F.

Pour montrer que 2) = 3), nous rappelons que les fonctions fe%
de la forme f=U, fi AU, - AU, f,, ou fi, ..., f, appartiennent & &,

8 Meyer [12], chap. VII, n® 51.
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forment un ensemble total dans & Leurs prolongements f forment
donc un ensemble total dans € (F). D’autre part, si 2) a lieu et si p est
le plus grand des p;, f est p-excessive réguliére sur E. D’apres un argu-
ment déja utilis¢é dans la démonstration du théoréme 8§, si T est un
temps d’arrét prévisible tel que 0<T< oo P*-p.s.,, on a

Efle PTfo X |F 1=e"PT(fo X7)_  Php.s.

Faisons disparaitre le coefficient e=?" qui est % _-mesurable, et rem-
plagons (fo Xr)_ par fo X,_, grace a la continuité de f sur F. Nous
pouvons aussi remplacer fo X, par fo X,. Et maintenant, comme les
fonctions f forment un ensemble total dans € (F), il vient que

Frlvo Xp|F¢ 1=ve X;_  P*p.s.
pour toute fonction ve®(F). Par conséquent, si ue®(F) il vient que
Efluo Xq_vo Xqy]=E*{uo Xy_vo Xp_].

Nous avons déja vu dans la démonstration du corollaire du théoréme 4
que cela entraine X;=X;_ P*-p.s, donc X;_€E P*-p.s. L’ensemble
prévisible {(t,w): t>0, X, (w)¢E} n’a donc pas de sections, et cela
entraine que F E, donc aussi B, est u-inutile.

Enfin, 3) entraine que F##'=%¢_ pour tout temps d’arrét pré-
visible T (th.5), ce qui est équivalent a I'absence de temps de discon-
tinuité de la famille (%#*) (Dellacherie [13], chap. 2, § 2).

Interprétation du caractére standard

Nous allons supposer maintenant que le processus (X,) est standard
pour la topologie initiale. Nous distinguons donc un point absorbant
deE, nous désignons par { le temps d’entrée dans I'ensemble {7}, et
nous faisons ’hypothése de quasi-continuité a gauche avant :

si les T, sont des temps d’arrét de la famille (%*), qui tendent en croissant
vers T, Xp_tend P*-p.s. vers X dans la topologie de E sur {T<(}.

Cela pour toute loi initiale u sur E. Nous allons voir ce que cela
signifie pour le processus (X,) considéré dans la topologie de F, i.e. pour
le processus de Ray correspondant. Le modéle le plus simple de pro-
cessus standard que Pon rencontre dans la nature, et qui ne soit pas
«standard spécial», consiste & prendre un processus de translation
uniforme sur la droite ou sur le cercle, dont les particules sont tuées
avec probabilité p>0 & leur passage par l'origine. Il est assez surprenant
qu'une description de ce genre soit valable pour tous les processus
standard.

Appelons fourche un point de branchement x qui possede la pro-
priété suivante: il existe un point yeE et un coefficient p(x)e]0, 1[
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tel que
a £ B=p(x) g+ (1—p(x) .

L’ensemble des fourches sera noté I1. Nous laissons au lecteur le soin
de vérifier que II est borélien dans F, et que les fonctions p: x+- p(x)
et m: x> y sont boréliennes sur 1.

Théoréme 14. Supposons que (X,) soit standard, et soit p une loi sur E.

1) Pour P*-presque tout w, on a pour tout t<<{{w) ou bien X* (w)=
X,_(w), ou bien X,_(w)eB et X} (w)=X,(w).

2) L’ensemble B~1II est inutile (et on peut remplacer B par Il dans
la relation précédente).

Démonstration. Considérons 'ensemble
H={(t,0): 0<t<{(w), X} (0)*X,_(w), X,_(w)¢B}.

H est contenudans {(t, w): 0<t, X} (w)n’existe pasou X} (w)+X,_(w)}
(lemme 2), qui est réunion dénombrable de graphes de temps d’arrét
prévisibles. D’autre part, si T est un temps d’arrét prévisible

Xr_¢B= X, _=X; sur {0<T<ow} (th.4),

T<{=X} =X; sur {0<T} (caractére standard).

Le graphe de T ne peut donc rencontrer H, qui est donc évanes-
cent. Autrement dit, (0<t<{, X;¥ +£X,_)=(X,_eB). Mais I'ensemble
{(t, w): X,_(w)eB} est réunion dénombrable de graphes de temps
d’arrét prévisibles (th. 6), et en vertu du caractére standard

(X,_eB,0<t<{)= (X* =X)).

Donc finalement 0<t<{, X}* X, )= (X,_eB, X}* =X,), Cest a dire
la premiére assertion de 'énoncé. Elle signifie si 'on veut que le processus
standard (X,) est «plus continu» dans la topologie de E que dans celle
de F.

Passons a la seconde assertion. Nous allons démontrer d’abord le
résultat suivant:

Soit T un temps d’arrét prévisible tel que T>0 P*-p.s, et que
Xr_€B sur {T<ow}. Alors on a X;_ell P*-p.s. sur {T<{}.

Soit A la mesure sur F, portée par B
AMA)=P*{X;_€A, T<(}.

Soit ! P'indicatrice de F \ {0}; soit L = {T<(}, et soit @ la tribu engendrée
par Z#_ et L. Nous avons d’aprés le théoréme 4, si f est borélienne

bornée sur F
E"[f" XTI(T< oo)|«9'-ru—]=Pof° Xr_ I(T< o}
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On a, en convenant que 0/0=0
E*[fo Xy, T<oo, LIFF ]
P*[L, T< | ] L
E*[fo Xy, T<oo, L|FF.
PHLL, T<oo|FF ]

E* [f° XTI(T< oo)l‘p] =

Ie.

Nous supposerons f nulle au point J. Le dernier terme est nul.
Drautre part, T étant prévisible, on a X;=X3}_ sur {T<{}, donc
foXypliy oy=foXF_1I;, qui est d-mesurable. En définitive, il reste

RXr_, /1

fo XTI(T<C):mI{T<C}
B [
Posons Q(x, f) =—9P;(%il)l st le dénominateur n’est pas nul, 0 s’il est nul.
o\X,

La formule précédente s’étend aussitdt a toute f borélienne bornée,
méme non nulle en g, et elle entraine

Xy .fe)=0Xy ,N)Q(Xy_,g) Pps. sur {T<(}.

En faisant parcourir a f et g une partie dénombrable dense dans € (F),
on voit que

pour A-presque tout x, @(x, -) est une masse unité, ou 0.

Autrement dit, pour A-presque tout x, B(x,-) est de la forme

p(x)e;+(1—p(x))e, (veE)

mais les éventualités p(x)=0, ou y=2 (auquel cas p(x) est indéterminé)
ne sont pas exclues a priori. Elles le sont pourtant, car ce sont des cas
de branchement dégénérés (vers y ou vers 0), et 'ensemble des points
de branchement dégénérés est vide (lemme 1).

Nous pouvons maintenant conclure: I'ensemble prévisible
J={(t,w): 1>0, X,_(w)eB~1I}

est réunion dénombrable de graphes de temps d’arrét prévisibles T,.
Mais nous venons de voir que X, _elIT sur {T, <{}. Ainsi, J est contenu
dans le graphe de {. J est alors le graphe d’un temps d’arrét prévisible S
tel que, sur {S<oo}, on ait P*-p.s. Xg_€B, Xg=0.

On en déduit aussitot que R(Xs_, {d})=1 sur {S<oo}. L’ensemble
des points de branchement dégénérés étant vide, on a S=oo PH-p.s,
et le théoréme de section entraine que J est P#-évanescent.
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Remarque. Considérons I'ensemble prévisible
G={(t,w): O0<t<oo, X} (w) n’existe pas dans E, X,_(w)eB}.

G est le graphe d’un temps d’arrét S prévisible, tel que sur {S<oo} on
ait Xg=0, X5_e€B — en effet, la seule valeur de t pour laquelle X} (®)
puisse ne pas exister est {(w). Nous venons de voir que cela entraine
S=o00 p.s. Autrement dit

(X, n’existe pas, 0<t< )= (X,_¢B)=(X,=X,_)=(X,_=0).

On peut montrer® que le processus standard (X,) sur E est sub-
ordonné a un processus standard spécial (X,) sur E, dont la construction
peut se décrire intuitivement de la maniére suivante: a l'instant {, on
examine la limite X7_; si elle n’existe pas, on ne modifie pas la tra-
jectoire. Mais si elle existe, au lieu de jeter la particule au point 4, on
la ressuscite au point X# , a partir duquel elle reprend son évolution
suivant (B). On itére transfiniment cette construction, de sorte que le
processus (X,) obtenu par recollement transfini est tel que X7_ n’existe
pas dans E sur {{<o0}.

Il est facile de montrer que le processus (X,) est (p.s.) continu a
droite pour la topologie de F, et pourvu de limites a gauche dans F
sur Pintervalle ]O, oof: en effet les fonctions de & sont des différences
de fonctions p-excessives pour le semi-groupe (B). La limite a gauche
X,_ ne differe de X* qu’en des points ¢ tels que X* =X,, tandis que
X,_ell, et le théoréme 14 nous dit exactement quelle est la fonctionnelle
multiplicative qui permet de passer du processus (X,) au sous-pro-

cessus (X,): c’est -
‘ M= [] (1-p(X, ).
LSSt
Xs-ell
Nous nous abstenons de démontrer ces résultats: nos lecteurs
pourront ainsi en faire de bons problémes d’examen.

Une application du critére d’accessibilité

Nous allons, dans cette derniére partie, oublier complétement F,
et travailler uniquement sur le processus (X,) considéré dans E. Les
mots compact, ouvert, etc, sont relatifs a la topologie de E. Nous suppo-
sons que le semi-groupe (F) satisfait & I'hypothése suivante (hypothése
(B) de Hunt):

pour tout ensemble presque-borélien A, tout ouvert G contenant A
et tout p>0,on a FFPf=PF}.

9 Meyer. Les relations entre diverses propriétés des processus de Markov. Inventiones
math. 1, 59 — 100 (1966).
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Nous allons utiliser le théoréme 12 pour établir la conséquence

suivante de I’hypothése (B), qui est, elle, indépendante de la topologie
de E:

Théoréme 15. Supposons que Thypothése (B) soit satisfaite, et soit T
un temps d’arrét totalement inaccessible de la famille (#"). La loi uPy
ne charge pas les ensembles semi-polaires.

Démonstration. Nous n’utiliserons pas le fait que T est totalement
inaccessible, mais seulement la conclusion du théoréme 12: X¥_ existe
Pt-p.s. sur {T< oo}, et X§_ =+ X, P*-p.s. Quitte & modifier légérement T,
nous pouvons supposer que c’est un temps d’arrét de la famille (%)
(et non Z£*), et qu’il satisfait sans ensemble exceptionnel & la propriété

sur {T<oo}, ona T>0, X¥_ existe dans E, et X¥_+Xr.

Supposons que u B charge un compact totalement effilé K. Soit d une
distance définissant la topologie de E. Si ¢ est assez petit, la répartition
1B charge K, ou

T'=T si d(X;_,Xq;)>4e, T'=o00 sinon.

On peut alors trouver un compact Lc K, de diamétre <g, tel que la
répartition u B charge L. Posons

T'=T si XpeL, T'=o0 sinon

et soit G le voisinage d’ordre ¢ de L: sur T" < oo, nous avons X,..€L
et X;_¢G. Si o est telle que T"(w)< o, et si r rationnel est < T"(w),
assez pres de T"(w), nous avons alors

T"(w)=r+T0,w), X;,0,w)el.
Donc si r est bien choisi, et si 4 est la mesure yu E, nous avons
P*{X%}__ existe dans E, X;_eL}>0.

Mais L est un compact totalement effilé, et cela entraine
P*{T, 0 0;.>T.}>0, dot R¥F?+R? pour p>0, en contradiction avec
I’hypothése (B).

Nous déduisons maintenant du théoréme 15 'amélioration suivante
du théoréme fondamental de convergence de la théorie du potentiel:

Théoréme 16. Soit (v,) une suite décroissante de fonctions p-excessives
bornées, soit v sa limite, et soit ¥ la régularisée de v. Si U est réguliére,
et si Phypothése (B) est satisfaite, on a v=1 quasi-partout.

Démonstration. Pour simplifier les notations, nous supposerons que
p=0. Considérons I'ensemble H ={(t,w): vo X,(w)>1 0 X,(w)}. L’en-
semble {v>7} étant semi-polaire, il ne passe dans H aucun graphe

12a  Inventiones math., Vol. 14
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de temps d’arrét totalement inaccessible (th. 15). Il nous suffit donc de
montrer que, pour tout temps d’arrét prévisible T >0 borné, le graphe
de T est p.s. contenu dans H®: c’est ce que nous allons faire a présent.

Nous commengons par remarquer que la fonction v, enveloppe
inférieure d’une suite décroissante de fonctions excessives, satisfait aux
inégalités de Doob sur les nombres de montées et de descentes. Il en
résulte que la surmartingale (v o X,), bien que non séparable a priori,
est pourvue de limites & droite et a gauche. L’ensemble K, (w)=
{t: vo X,(w)=80 X,(w)+¢} est donc pour presque tout @ un ensemble
discret dans R, , quel que soit £>0. Ces faits sont bien connus — ils
étaient 4 la base de la premiére démonstration, par Doob, du fait que
{v>1} est semi-polaire.

Soit T, une suite de temps d’arrét telle que T, 1 T, T, < T pour tout n.
Comme K, (w) est isolé pour presque tout w, on a

lim,vo Xp =lim, 00 Xy, p.s.
et par conséquent, les fonctions étant bornées et ¢ réguliére,
lim,E[ve Xr J=lim E[6o Xy J=E[Do X].

Mais d’autre part v satisfait au théoréme d’arrét, et la premiére limite
vaut donc au moins E[v ¢ X], d’ou finalement

E[ve Xp]SE[Do X1].

Mais on a 6 <o, donc v e Xy =100 Xy p.s., ce qui acheve la démonstration.

L’hypothése suivant laquelle v est bornée n’est 1 que pour sim-
plifier la démonstration: dans les cas usuels, on s’en débarrasse aisément
par troncation.

Appendice

Nous nous apercevons lors de la correction des épreuves que la
référence a Blumenthal-Getoor [ 11] dans la démonstration du théoréme 7
est insuffisante. Blumenthal et Getoor montrent que les variables
aléatoires de la forme

Z={e ™ foX,dt...[ e "' [0 X, dt
0 0

ou n est entier, py,...,p, sont >0, et fi,..., f, sont continues sur F,
forment un ensemble total dans L!(P*). Nous voulons montrer que les
martingales E[Z|%*] sont continues la ot les trajectoires sont continues.
Il résulte du calcul explicite de ces martingales donné par Blumenthal
et Getoor que cela revient a prouver que les fonctions x> E*[Z] sont
continues sur F.
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Ce point n’est pas évident, et nous nous bornerons ici au principe de la
démonstration, qui (bien que facile) est un peu longue, et paraitra dans
le volume VI du séminaire de probabilités de Strasbourg. On munit
I'ensemble de toutes les applications continues a droite ¢t pourvues de
limites & gauche de R, dans F de la topologie de la convergence en
mesure sur tout intervalle compact deIR ,, définie par les écarts

d(w, )= fe_'" | fo X (w)—fo X ()] dt
0

{p>0, f continue sur F). Les fonctions Z(w) étant alors continues, il
suffit de montrer le résultat (intéressant par lui méme) que I'application
x> P* est étroitement continue. Cela se fait en deux étapes: construire
des compacts portant toutes les lois P* a ¢ prés (condition de Prokhorov),
au moyen des inégalités de Doob sur les nombres de montées et de
descentes des surmartingales, qui valent uniformément en x. Puis
montrer que si des x, convergent vers x, les P™ convergeant étroitement
vers une loi Q, on a Q =P~
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