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Quelques applications des r6solvantes de Ray 

J. B. WALSH (Lausanne) et P. A. MEYER (Strasbourg) 

Le sujet d'~tude favori en th~orie des processus de Markov ~tait, 
tout r6cemment encore, la th~orie du potentiel des processus de Hunt  
et des processus standard, dont une version tr~s 61~gante, et sans doute 
presque d6finitive, figure dans le livre r~cent de Blumenthal et Getoor [ 10]. 
Depuis lors, l 'accent a 6t~ mis sur d'autres questions. Les m6thodes 
de compactification ont envahi ta th6orie, au cours des recherches sur 
la fronti~re de Martin (Kunita-Watanabe [3], [4]) et sur les chaines 
de Markov (Doob [8, 9], Walsh [10], Chung~). La port6e de ces 
m6thodes a 6t6 d6finitivement 6tablie par un article de Shih [5], qui 
6tend aux processus de Markov continus/~ droite l'un des r6sultats les 
plus difficiles de Blumenthal et Getoor  sur les processus standard, 
avec une d6monstration beaucoup plus simple. 

II semble cependant que la puissance des m6thodes de compacti- 
fication, et tout particuli6rement de la m6thode de Ray et Knight, ne 
soit pas encore suffisamment reconnue. Nous en raisons ici un expos~ 
d'ensemble, en l'illustrant par quelques applications nouvelles. Les 
r6sultats ~que tout le monde conna~t~ sont 6nonces et admis. En 
revanche, nous d6montrons compl6tement ceux sur lesquels on ne peut 
mettre aucun nom d'auteur (bien qu'ils fassent souvent partie du folklore) 
ou qui n'ont 6t6 publi6s que sous la forme d'une carte postale de Doob.  
Nous avons signal6 l'origine des diff6rents r6sultats chaque fois que 
nous l 'avons pu, mais nous n'avons pas cherch~/~ 6tablir des priorit6s. 

Nous  utilisons largement la ~th6orie g6n6rale des processus sto- 
chastiques~, en nous r6f6rant soit au ~Guide Grist) (Meyer [14]), soit 
au livre ~ para~tre de Dellacherie pour  les 6nonc6s qui ne figurent pas 
dans cet article. 

w 1. R~solvantes de Ray 
Nous consid6rons un espace m6trique compact  F, et une r6solvante 

(Up)p, o sur cet espace. Nous supposerons que cette r6solvante est 

Chung  n'a rien publi6 sur les compactifications: ses m6thodes dans [7] sont  tr6s 
diff+rentes. Toutefois, ses idles ont  eu une tr+s grande influence sur la th6orie, en particulier 
quant /t l 'utilisation des temps d'arrat pr6visibles, et les deux auteurs de cet article lui 
doivent beaucoup. 
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markovienne: 

p U p l = l  p o u r t o u t  p > 0 .  (1) 

On sait que le cas sousmarkovien se ram6ne au cas markovien par 
l'addition d'un point suppl6mentaire ~, de sorte que (1) ne restreint 
pas vraiment la g6n6ralit6. Nous noterons 5eq le c6ne convexe /x-stable 
des fonctions continues q-surm6dianes ( f ~  ,~ ( f e s t  continue, positive 
et p U p + q f < f p o u r  tout p>0)), et 5e| le c6ne U ~ -  

q 

D6finition. La r6solvante (Up) est une r6solvante de Ray si 

1) pour tout p>0 ,  Up applique oK(F) dans C~(F), 

2) 5e~ s6pare F. 

Dans [1], Ray suppose que ~ s6pare F: cette hypoth6se est en 
r6alit6 6quivalente/l 2). En effet, soient x et y deux points distincts de F, 
et supposons que 5 e  les s6pare; soit f E , ~  telle que f (x )+f (y ) .  Si l'on 
a q <  1, on a f ~  et ~ s6pare x et y. Si l'on a q >  1, les fonctions g =  Ul f  
et h = f + ( q - 1 ) U  1 f sont 1-surm6dianes, et l'une au moins d'entre elles 
s6pare x et y. 

D'apr6s le th6or6me de Stone-Weierstrass, 5e~o-SP~ o est dense 
dans cg (F). 

Nous allons maintenant rappeler les r6sultats (( classiques >> sur les 
r6solvantes de Ray, sans aucune d6monstration (voir les indications 
bibliographiques/t la fin de l'article). Nous commenqons par le th6or6me 
fondamental de Ray: 

Th6or6me 1. I1 existe un semi-groupe (Pt)t>=o de noyaux markoviens 
sur F (muni de sa tribu bor~lienne ~(F)) ,  tel que 

o o  

1) Up= ~e-ptptdt. 
0 

2) Pour tout f~Cg(F) et tout x, la fonction t~--~Ptf(x) est continue gt 
droite sur [0, oo[. 

Ce semi-groupe est unique2. 

Le noyau Po n'est pas 6gal ~t I en g6n6ral: c'est lfi ce qui fair tout 
l'int~rdt des r~solvantes de Ray. Nous poserons la d6finition suivante: 

D6finition. On appelle points de branchement les points x eF  tels 
que ~xPo+-ex . L'ensemble (bor61ien) des points de branchement est 
not6 B, et son compl6mentaire est not6 D. 

2 I1 est utile de savoir aussi que toute fonction f~5~q est q-surm6diane pour le semi- 
groupe (Pt): e- ~t Pt f < f pour tout t. 
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Toute fonction f e ~  est telle que e - q t P t f < f p o u r  tout t. En parti- 
culier, on a P o f < f  Comme PoPo =Po, on montre sans peine que exPo 
est portde par D pour tout x e E .  C'est D qui sera le v6ritable espace 
d'6tats pour les processus, les points de branchement servant seulement 
fi d6crire leurs limites fi gauche. Nous allons 6noncer cela, apr6s quelques 
notations. 

D6signons par W l'ensemble de toutes tes applications w de IR+ 
dans D qui sont continues fi droite, et admettent en tout point re]0,  oo[ 
une limite fi gauche dans F. Posons comme d'habitude Yt(w)=w(t),  
Yt- ( w ) = w ( t - ) ,  ~~ t>0),  c~~ O<t<=s) - ces notations 
d6signent les tribus engendr6es par les fonctions de la parenth6se. 

Th6or6me 2. Pour toute loi ~ sur F, il existe une Ioi pu sur W e t  une 
seule pour laquelle le processus (Yt) est markovien, admet (PO comme 
semi-groupe de transition et (# P~)t>=o comme loi d'entrke. 

Nous attirons l'attention du lecteur sur deux points tr6s importants, 
que l'6nonc6 contient de mani6re implicite, par la d6finition m~me 
de W: le processus (Yt) est ci valeurs dans D et ne rencontre jamais les 
points de branchement, m6me pour t=0.  D'autre part, sa Ioi initiale 
n'est pas/~, mais PPo. 

Pour  appliquer des r6sultats de th6orie g6n6rale des processus, 
nous compl6terons la famille de tribus: flu sera la compl6tion de ~o 
pour P", ~ s'obtiendra en adjoignant/t  la tribu f#o tousles  ensembles 
PU-n6gligeables. 

Th6or6me 3. La familIe de tribus (~t u) est continue d droite, et le 
processus (Y  t) est fortement  markovien par rapport fi cette famille. Si f est 
une fonction q-excessive 3 (q >= O) sur F, il existe deux fonctions bor~liennes 
g e t  h telles que g <  f < h  et que rensemble 

{ w e W :  il existe un t tel que go Yt(w)+ho Yt(w)} (2) 

soit PU-n~gligeable ((r presque-bor61ienne))). Pour P~-presque tout 
w e  W,, l'application t ~--~ f o Yt (w) est continue gt droite sur [0, oo[, et pourvue 
de limites d gauche sur ]0, oo[ (& valeurs dans F).  

Limites ?t gauche des processus de Ray  

A partir de maintenant, nous donnons des d6monstrations com- 
pl6tes; en particulier, nous red6montrons les th6or6mes 6tablis dans 
Walsh [6]. Le th6or6me suivant est l'analogue du th6or6me de quasi- 
continuit6 h gauche pour les processus de Feller - c'est /l bien des 
6gards le r6sultat clef de cette th6orie, du point de vue probabiliste. 
C'est l'extension facile d'un r6sultat de Doob [8]. 

a Cela signifie, rappelons-le, que f est universellement mesurable positive sur F, que 
PUp+qf<_fpour tout p>0 ,  et que limpUp+qf=fpartout sur F. 
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Th~or~me 4. Soit (T,) une suite croissante de temps d'arr~t de la 
famille (~3~), et soit T sa limite. Soit A = { T < ~ ,  Tn < T pour tout n}. 
Alors, si f est bor~lienne born~e sur F 

EU[fo YrI{r<~o}l V N~. ]=fo  YrI{r<~}la~+Pofo Yr-" Ia PU-P .s.4 (3) 
H 

D~monstration. Nous commenqons par le cas off f=Uph,  heCg(F), 
p > 0. Le processus 

t 

Mt=e-P t f  ~ Yt+ ~ e -psh o Y~ ds 
0 

est une version continue/t droite de la martingale E e-PSh o Y~ ds[Nt" 

et le th6or6me de convergence des martingales nous donne 

E"[Mr] V ff~.] =l imMT. P"-p.s. 

En tenant compte de la continuit6 de l'int6grale en t, nous obtenons 

E"[Upho Yrltr< +}1V . ~ , ]  -- Upho Yr I{r< ~}IA~+ Uph o Yr-"  IA. 

Multiplions par p, faisons tendre p vers + oo: p Up h tend partout vers 
Po h, et comme Yr appartient toujours fi D, on a Po h o Yr = h o Yr. Ainsi 

EU[h o yrI{r< oo}1V ~ , ]  =ho  Yrl{r< oo~lao+ Poh~ Yr- IA. 

On passe de 1/l au cas d'une fonction bor61ienne quelconque par un 
argument de classes monotones. 

Corollaire. Les ensembles {Yr=Yr_}c~A et { Y r _ e D } n A  sont 
pU_p. s. Ogaux. 

D~monstration. Comme on a YreD, le premier ensemble est contenu 
dans le second. D6signons par H le second, qui appartient /t V Nr,. 
Soient e et f d e u x  fonctions continues sur F. Nous avons 

I e (Yr - ) f (Yr )  dP"= I e (Yr - )Po f (Yr - )dP"= I e (Yr_) f (Yr_)dP" 
H H H 

d'apr6s le th6or6me 4, Po f 6tant 6gal ~ f sur D. Un argument de classes 
monotones nous donne alors que, pour toute fonction bor61ienne 
born6e u sur F x F 

I u(Yr_, Yr) dP" = I u(Yr_, Yr-) dP". 
H H 

a Ce th6orr est lir ~ la ((propriOt6 de Markov modOree)> du processus X,_,  pour  
laquelle ou consultera [6]. 
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Prenant pour u l'indicatrice de la diagonale de F x F, on voit que 
Yr=YT_ p.s. sur H. 

Noter  le sens de ce corollaire: on a Y T ~  YT sur {T< oo},/~ rexception 
des trajectoires pour lesquelles T . < T  pour tout n, et pour lesquelles 
Yr- est un point de branchement. En l'absence de points de branche- 
ment, c'est donc exactement la quasi-continuit6 ~ gauche classique. 

PropriOtds de la famille de tribus ~t u 

Nous dirons qu'un point de branchement x est ddgdn&O s'il existe 
un point y (appartenant n6cessairement ~ D) tel que exP o = ey. L'ensemble 
Bd des points de branchements d6g6n6r& est bor61ien, et l 'application 
de B a dans D qui ~ x associe y est bor61ienne. 

L'existence de points de branchement d6g6n6r6s n'est pas un ph6no- 
m6ne pathologique. De tels points de branchement apparaissent de 
mani6re naturelle dans beaucoup de questions. Pour  prendre un exemple 
simple, si l 'on d6signe par (Qt) le semi-groupe obtenu en tuant un 
processus de Hunt  ~ sa premiere entr6e dans un ouvert E, et si x~E, 
on a ex Qo = e0 - autrement dit, x est un point de branchement d6g6n6r6. 

Th6or~me 5. Soit Tun  temps d'arr& prdvisible de la famille (~) .  On 
a ~u_f~UT_ T- si et seulement si rensemble { 0 < T < ~ ,  YT ~ B \ B a }  est 
W-ndgligeable. 

Ddmonstration. T &ant prOvisible, choisissons une suite (T.) de temps 
d 'arr& de la famille (fr croissante, telle que l'on ait 

T, < T pour tout n sur { T > 0}, lira, T, = T. 

On a d'apr6s le thOor6me 4 

EU[f o YT l(r < ~[(a~._ ]= f o YoI(T=o~ + Po f o YT_lio< r <o~). 

1) Si ~r =~r Yr est ~r -mesurable, et nous avons donc W-p.s. 
sur {0< T <  ~ }  Pofo YT- = f ~  YT, avec la  cons6quence que, 2 d6signant 
la loi de Yr- sur { 0 < T < ~ }  

Po ( fg )  = P0 f"  Po g ).-P. P- 

si f et g sont bor61iennes born6es. I1 est bien connu que dans ces con- 
ditions ~, Po est une masse unit6 zy pour 2-presque tout x, ce qui signifie 
que YT- est W-p. s. un point de D w B d. 

2) Inversement, notons ~r l 'application bor61ienne sur D uBd qui 
associe ~t x l 'unique y tel que exPo=ey. Si ron a W-p.s. Y T E D u B  a 
sur { 0 < T < ~ } ,  on a W-p.s. YT=nO YT- sur cet ensemble, et YT est 
donc ff~ -mesurable. Nous laissons alors au lecteur le soin de v6rifier 
que pour toute variable al6atoire born& ~r176 Z on a 

11 Inventiones math., Vol. 14 
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Eu[ZIfa~]=Eu[Z]f#~._] PU-p.s. (commencer par des v.a. de la forme 
fl  ~ Yt," "f, ~ Yr,), et d'en d6duire que fa~ = fa~_. 

Th6or~me 6. I_? ensemb le //={(t, w): t>0 ,  Yt_(w)~B} est PU-indistin- 
guable d'une rOunion ddnombrable de graphes de temps d'arrYt prOvisibles. 

D~monstration. Cet ensemble est pr6visible, car le processus (Yt-) 
est pr6visible. I1 est d'autre part contenu dans {(t,w): Yt_(w)~ Yt(w)}, 
qui est une r6union d6nombrable de graphes de temps d'arr~t. I1 ne 
reste plus qu'~ appliquer un r6sultat de th6orie g6n6rale des processus 
(Dellacherie [13], chap. 5, w 4, ou Meyer [15]). 

Th6or~me 7. Soit Tun  temps d'arr~t de la famille (fa~). 

a) La partie totalement inaccessible de T est TA, otis 

A = { 0 < T < ~ ,  YT_~D, YT_ # Yr}. 

b) Si l'on a P"-p.s. YT=YT_ sur { 0 < T < ~ } ,  T est prgvisible, et 
It It fat = far-.  

Ddmonstration. Nous 6tablirons d'abord l'assertion b), en utilisant 
le crit6re suivant: 

si pour toute v.a. Z ~ L  1 la martingale Zt=E"[Zifat  ~] (dont on choisit 
une version continue dt droite) est P"-p.s. continue h l'instant T sur 
{0< T <  ~ } ,  alors Tes t  prdvisible et fa" - fa"  T - -  T - - "  

En effet, le processus croissant A,=I(,>=T~ est alors naturel (Guide 
Gris n ~ 303), donc T e s t  pr6visible (m~me r6f., 305). Soit alors T~ une 
suite croissante de temps d'arr6t telle que lira. T, = T, T. < T pour tout n 
sur {T>0};  on a E[Zlfa~,_]=lim, E[Zl fa~,]=l im,  Z r = Z T  d'apr~s 

/t /t rhypoth6se, et ZT = E [ZI fa~'], d'o/1 aussit6t l'6galit6 fat = faT-. 
Pour 6tablir b), il suffit alors de faire cette v6rification lorsque Z 

parcourt un ensemble dense dans L~(P~), autrement dit, de trouver 
assez de variables al6atoires Z telles que la martingale Zt soit continue 
1~ off les trajectoires le sont. Un tel syst6me figure p. 171 de Blumenthal- 
Getoor  [11] (voir appendice). 

Passons /~ a): tout revient ~ d6montrer que si YT-zD,  YT-+  YT, 
et T > 0 pu_p. s. sur { T < ~ }, Tes t  totalement inaccessible, et qu'inverse- 
merit si sur { T < ov } on a T = 0 ou YT- ~ B, OU YT = YT-,  Test  accessible. 
La premiere propri6t6 r6sulte du th6or6me4 et de son corollaire: si 
une suite (T.) converge en croissant vers un tel temps d'arr~t T, on a 
T n = T pour  n grand sur {T< ~} ,  ce qui exprime que Tes t  totalement 
inaccessible. Pour  la seconde, on d6signe par J, K, L respectivement 
les 6v6nements {T=0},  { 0 < T < ~ ,  Yr_~B},  { 0 < T < ~ ,  YT_=YT}, et 
comme T =  T s ^ T x ^ T z il suffit de montrer que chacun de ces temps 
d'arr6t est accessible. Pour  T s c'est 6vident; pour T L cela r6sulte de la 

5 O n  rappe l l e  q u e  p o u r  A 6 f # ~ . ,  T A est  le t e m p s  d 'a r r~ t  qu i  vau t  T s u r  A, + oo sur  A ~ . 



Quelques applications des resolvantes de Ray 149 

propri6t6 b) qui vient d'6tre 6tablie. Pour TK enfin, cela r6sulte du 
th6or6me 6: le graphe de TK passe dans/3, qui ne rencontre aucun graphe 
de temps d'arr6t totalement inaccessible. 

Fonctions excessives r~gulibres 

Soit g une fonction p-excessive born6e (p>0). Nous dirons que g 
est p-r~gulibre si la surmartingale (e-ptg o y~) est r6guli6re pour la loi 
pu, au sens attribu6 ~ ce terme en th6orie des martingales. Autrement 
dit, si pour toute suite croissante de temps d'arr6t T, de la famille ( ~ )  
on a, en posant T =  lim, T, 

E~'[e-Pr"g o y r J = E . [ e - P r g  o YT]. 

Nous dirons que g est rdgulidre si elle est p-r6guli~re pour toute loi #. 
Cela revient ~i dire que la fonctionnelle additive pr~visible qui l'engendre 
est continue. 

I1 convient de distinguer soigneusement les deux processus g o Yt- 
(valeur de g au point Y~_ (w)), et (g o Yt)- (limite h gauche de g o Yo h 
l'instant t). On a entre ces deux processus les relations suivantes. 

Th6or6me 8. Soit g une fonction p-excessive born~e (p > 0). 

1) On a pour PU-presque tout w 

(go YO_(w)>go Yt_(w) pour tout t > 0 ,  
avec l'Ogalit~ si Yt_(w)ED et Yt_(w)4= Yt(w). (4) 

2) La fonction g est #-rOgulikre si et seulement si l'on a, pour W-presque 
tout w 

(g ~ Yt)-(w)=g o Yt-(w) pour tout t. (5) 

Remarque. La propri6t6 (4), s'6tend en fait gt toute fonction p-excessive, 
born6e ou non. Quant / t  (5), elle montre que la p-r6gularit6 ne d6pend 
pas du param6tre p, et elle permet de d6finir cette notion pour des 
fonctions excessives non n6cessairement born6es. 

D~monstration. Consid6rons les ensembles 

U={(t,w): t>O,(go Yt)_(w)<go Yt_ (w)} 

U' = {(t, w): t > 0, (g o Yt)- (w) 4 = g o Yt- (w)}. 

Nous voulons montrer que U est W-6vanescent, et que U' est P"- 
6vanescent si g est r6guli6re. Or les processus (go y~)_ et (Y~_) sont 
pr6visibles par continuit6 /~ gauche, donc (g o Yt-) est aussi pr6visible 
puisque g est presque-bor61ienne. D'apr6s le th6or6me de section des 
ensembles pr6visibles (Guide gris, n ~ 207), il suffit de d6montrer que 
pour tout temps d'arr& pr6visible T, la probabilit6 que le graphe de T 
11" 
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rencontre U (resp. U') est nulle. Nous pouvons supposer que T > 0  et 
T < o o  P"-p. s. 

Soit (T.) une suite croissante de temps d'arr6t telle que lim.T~= T, 
T~<T pour tout n. Les variables al6atoires e-PT"go IT,, e-Prg ~ YT 
forment une surmartingale (index6e par N w { + oo }). I1 est est alors de 
m~me des variables al6atoires e-PT"g o YT. et e-PTE[g o YTlff~_]; celle 
ci vaut e-prpo(YT_,g) (th. 4), ou encore e-Prgo YT- puisque Pog=g, 
g 6rant p-excessive. Faisons tendre n vers + oo, et appliquons le th6or6me 
de convergence des surmartingales, il vient que les deux variables 
al6atoires e-PT(go liT)- et e-prgo YT- forment une surmartingale - 
mais comme elles sont toutes deux (~._-mesurables, on a simplement 

e-Pr(g ~ YT)->=e-pTg ~ YT- PU-P "s" 

Autrement dit, le graphe de T n e  peut rencontrer U avec probabilit6 
positive. Si g est #-r6guli6re, les esp6rances des deux membres sont 
6gales, ceux-ci sont donc eux m6me 6gaux, et le graphe ne rencontre 
pas U'. 

On remarquera qu'inversement, si (5) a lieu 

lim, EU[e-pT, g o yTJ=E[e-pTg  o yT_]=E[e-pTPogo YT]" 

On peut remplacer Pog par g puisque g est excessive, et g est bien 
r6guli6re (nous avons en fait ~t6 un peu n6gligents, en imposant /~ T 
d'6tre fini p.s., mais le lecteur y pourvoira). 

Pour 6tendre (4) ~t routes les fonctions p-excessives, on remarque 
que toute fonction p-excessive g est limite d'une suite croissante de 
p-potentiels born6s, c'est /t dire de fonctions p-excessives r6guli6res, 
auxquelles on peut appliquer (5). L'in6galit6 (4) s'obtient alors par 
passage/t  la limite. L'6galit6 aux points off Y,_ e D, Yt-~= Y, r6sulte du 
fait que l'ensemble {(t, co): Yt(co)#: Yt_(co), Yt_(t~)~D} est une r6union de 
graphes de temps d'arr6t totalement inaccessibles (th. 7), tandis que 
{(t, co): go Yt_(co)4:(goY~)_(co)} est une r6union de graphes de temps 
d'arr6t pr6visibles. 

Remarque. Pour 6viter des confusions avec le th6or6me 13 du w 
on notera que si g e t  h sont deux fonctions p-excessives r6guli6res, la 
fonction g ^ h satisfait encore ~ (5), mais n'est pas p-excessive en g~n~ral 
(elle n'est que p-surm6diane). 

Lois d'entr~e born~es 

La fin de ce paragraphe est une digression, et peut 6tre omise sans 
inconv6nient pour la suite. Elle pr6sente pourtant un certain int6r6t: 
historiquement, c'est comme ~fronti~res d'entr6e>> que les compacti- 
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fications de Ray-Knight  ont fait leur apparition, et le th6or+me9 
ci-dessous emprunt6/ t  rarticle [4], explique ce r61e. 

Rappelons qu'on appelle loi d'entrOe pour le semi-groupe (P3 une 
famille (#,)t>o de mesures positives telle que #tP~=#~+t pour  tout couple 
(s, t). Comme nous avons suppos6 que les noyaux Pt sont markoviens, 
les mesures #, ont toutes la m~me masse. Nous supposerons dans la 
suite que cette masse est finie, et en fait qu'elle est 6gale ~ 1. 

Th~or~me 9. II existe une loi de probabilit~ unique # port~e par D 
telle que #Pt=#t pour tout t>0 .  

D~monstration. Si f ~ ,  la fonction t ~ e -q '  (#, ,  f )  est d6croissante. 
Elle a donc une limite lorsque t -  > 0. I1 en est de m~me de la fonction 
t~-, ( /~ t , f ) ;  q 6tant arbitraire, et 5~ 6tant total dans Cg(F), on voit que 
les mesures # ton t  une limite vague # lorsque t ~ 0. 

La relation #tP~=#t+~ nous donne, apr~s multiplication par e -ps 
et int6gration 

oo 

(#t, Up f )  = S e-P~ (#t+s, f )  ds (f~Cg(F)). 
0 

En faisant tendre t vers O, en utilisant le fait que Upf~Cg(F) dans le 
membre de gauche et le th6or+me de Lebesgue dans celui de droite, 

oo 

il vient que (kt, Up f ) =  S e - P ~ ( # s , f )  ds. En inversant la transformation 
0 

de Laplace, cela donne #Pt=#t ,  le r6sultat cherch6. 
En construisant la loi P", on voit que #t converge vaguement aussi 

vers #Po. Donc #=#P o ,  et # est donc port6e par D. L'unicit6 est 6vidente. 

w Compactification de Ray-Knight 
Apr+s avoir 6tudi6 les r6solvantes et les processus de Ray, nous 

montrons dans ce paragraphe pourquoi <(ce qui est vrai pour les pro- 
cessus de Ray est vrai pour tousles  processus de Markov>). 

Consid6rons un espace topologique E, lusinien et mdtrisable: cela 
signifie tout simplement que E peut ~tre plong6 dans un espace m6trique 
compact/~,  et que E est bordlien dans/~. Nous choisirons une fois pour 
toutes un tel espace E, et nous d6signerons par cg rensemble des restric- 
tions fi E des fonctions continues sur/~:  muni de la norme de la con- 
vergence uniforme, c'est un espace de Banach s6parable. 

Consid6rons sur E un semi-groupe (Pt),_>o de noyaux markoviens: 
s'il 6tait sousmarkovien au d6part, nous adjoignons un point absorbant  c~ 
avant toute autre op6ration, et nous englobons 0 dans E. Nous n'exigeons 
pas que ce semi-groupe soit bor61ien: il transforme les fonctions bor6- 
liennes en fonctions universellement mesurables. Cela nous compliquera 
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rexistence, mais c'est indispensable pour les applications. Nous suppo- 
serons que le semi-groupe satisfait aux deux hypotheses droites, dont 
voici la premi6re. 

HD 1 : pour route loi p sur E, il existe un processus de Markov admettant 
(Pt) comme semi-groupe de transition, g comme loi initiale, et dont les 
trajectoires sont continues g~ droite. 

Nous construisons alors la rOalisation continue ~ droite canonique 
du semi-groupe (Pt): (2 d6signant l'ensemble de toutes les applications 
continues/t droite de IR+dans E, X t rapplication coordonn6e d'indice t 
sur f2, o~o, o~ 0 d6signant les tribus engendr6es sur f2 par les applications 
Xs, resp. Xs, s< t  it valeurs dans (E, N(E)), nous munirons f2 des mesures 
P" pour lesquelles le processus (Xt) est markovien, admet (Pt) comme 
semi-groupe de transition et # comme loi initiale. Les compl6tions 
usuelles nous permettrons de d6finir ensuite les tribus o~", o~". 

L'hypoth6se HD1 entraine 6videmment la continuit6 it droite du 
semi-groupe, et ron peut donc d6finir sa r6solvante U v. 

Nous passons it la seconde hypoth6se. Celle-ci entraine la propri6t6 
de Markov forte, et lui serait 6quivalente si le semi-groupe 6tait bor61ien. 

HD 2: Soit f une fonction p-excessive. Alors f est presque-borOlienne, 
et pour PU-presque tout o~g2 l'application t~--~foXt(co) est continue fi 
droite sur lit+. 

Nous n'exigeons rien d'autre - en particulier, nous n'exigeons rien 
quant ~ rexistence de limites it gauche. Si la limite/t gauche de la tra- 
jectoire co existe (dans E et pour la topologie de E)/i rinstant t > 0, nous 
la d6signerons par X *  (co), pour la distinguer de la limite /l gauche 
dans le compactifi6 F, qui sera not6e Xt_ (~o) par la suite. 

L'hypoth6se HD2 entraine que la famille de tribus o~" est continue 
it droite. 

CompactiJ~cation 

Soit ~9 ~ le plus petit c6ne convexe A-stable, stable par la r6solvante 
(Up(5~)cS: si p>0), contenant toutes les fonctions Up f, fecg+. Toute 
fonction sES: est positive born6e, q-excessive pour un q>0,  donc 
presque-bor61ienne et finement continue. Le c6ne 5: contient les cons- 
tantes positives (car p Up 1 = 1), et s6pare les points de E (car cg+ s6pare E, 
et sifecg + on a limp Upf=f ) .  De plus, 5: est s~parable pour la topologie 

p ~ o o  

de la convergence uniforme. Ce r6sultat tr6s simple constitue le (<lemme 
de Knight)) (Knight [2]): c'est l'~euf de Christophe Colomb de la th6orie 
de la compactification. 
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Rappelons bri6vement la construction de 5'I. Si ~ est un c6ne 
convexe de fonctions positives born6es, posons 

~(~(F)= {Ur, fl + . . .+Up,  f"; n6N ,  p, . . . .  ,p ,  elR+ \ {0},/1 . . . .  , f " ~ }  

A (~(F) = {gl A gz""  A g,; heN ,  gl . . . . .  g,e~F}. 

( ~ )  est un c6ne convexe, sdparable si ~ est s6parable (car on obtient 
un ensemble dense dans ~ ( ~ )  en prenant des Pl rationnels, et en faisant 
parcourir aux f /un  ensemble dense darts ~ ) .  A (~,ug) est un cSne convexe, 
comme on le voit en applicant de mani6re r6pdtde la f o r m u l e f +  (g A h)= 
( f + g )  A ( f + h ) ;  de plus, il est 6videmment s6parable si ~ est s6parable. 
Noter que A(~ff) contient ~ .  Posons maintenant, par r6currence 

~% = ~ (~) 

alors ~ croit avec n, et . ~ =  U ,Z. 
n 

I1 faut bien noter que 5 ~ ne contient pas ~ mais seulement ~((g). 
Tout 616ment de 5P est comme finie de fonctions de la forme 
Up1.[ 1 A Up2f2/x ... A Up, f . ,  off f l ,  . . . , f "  appartiennent fi cg ou /l 
Mais on remarquera que si f e (g ,  Upf  est limite uniJorme des fonctions 
Up(q Uqf)  lorsque q ~oo ,  et que q Uqf appartient ~t ~ Ainsi 

Les fonctions de la forme Up, f x A ... A Up, f .  (Pl . . . . .  p, > O,J~ . . . .  , f .  ~ 5,~), 
forment un ensemble total dans 

On 6tablit maintenant sans peine le r6sultat suivant: 
II existe un espace mOtrique compact F, admettant E comme sous- 

ensemble dense (non comme sous-espace!) tel que toute fonction f e5  e 
soit la restriction d E d'une fonction unique f Ecg(F), et que les fonctions 
.f  ( f  ~5, ~ )  sOparent F. Cet espace (unique gt isomorphisme pros) est appel~ 
le compact(fi~ de Ray-Knight  de E. 

Cette terminologie n'est pas tout ~ fait correcte. On utilise parfois 
d'autres compactifications de Ray (relatives ~t des cSnes 5 p diff6rents), 
et celle-ci n'est mame pas canonique, puisqu'elle d6pend de/2. Ce n'est 
pas un inconv6nient_grave. 

Nous noterons 5 ~ l'ensemble desJ~ p o u r f e ~ ;  57 est un c6ne convexe 
A -stable de fonctions continues sur F, contenant les constantes positives 
et s6parant: 5 e - 5  ~ est donc dense dans (g(F) (th6or6me de Stone- 
Weierstrass). Pour  route fonction g e ~  la fonction Upg appartient 
aussi /t ~ et admet donc un prolongement par continuit6 /t F ,  U~g. 
Nous avons ainsi une application Up: ~,---,g---~ U p g ~  Upg de 5 e dans 
Cg(F). On v6rifie tr6s facilement qu'elle est lin6aire et croissante sur 5~ 
et que p U ~ l r = l v .  On peut alors prolonger par lin6arit6, puis par 
continuit6, Up en une application positive de (g(F) dans Cg(F), i.e. un 
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noyau. Nous laissons au lecteur la v6rification du fait que (Ur)p> o est 
une r6solvante markovienne. 

Pour  montrer que (Up) est une r6solvante de Ray, on remarque que 
pour toute fonction f ~  il existe un q >0  tel que f soit q-surm6diane 
pour la r6solvante Up: autrement dit, p Up+qf<fsur E pour tout p>0 .  
En prolongeant cette relation ~_ F par continuit6, on voit que f est 
q-surm6diane sur F pour la r6solvante (Up). Les fonctions f s6parent 
donc F, et nous pouvons appliquer la th6orie du paragraphe 1. Nous 
conserverons les notations de ce paragraphe, en notant simplement ~' 
le semi-groupe, et flu les lois de probabilit6 sur W pour 6viter des 
confusions. 

D'apr6s la mani6re m6me dont cette r6solvante a 6t6 construite, 
elle poss~de une propri~t6 sp6ciale: 

Lemme 1. L'ensemble des points de branchement d~g~n~r~s est vide. 

DOmonstration. Nous avons vu que les fonctions Up~fx A... /x Up.f, 
forment un ensemble total dans ~ lorsque fl  . . . .  , f ,  parcourent 5(. 
Leurs prolongements Up~J~A... A U p.f ,  forment donc un ensemble 
total dans ~(F), et les fonctions Upf (p>0,  f e 5  p) s6parent donc F. 
Ainsi, la relation e~ Up = e r Up pour tout p entraine x = y. En particulier, 
la relation e~fio = er entraine x = y, et il n'y a pas de points de branchement 
d6g6n6r6s. 

I1 nous reste h faire la partie la plus importante du travail, qui 
consiste ~ comparer les processus associ6s h (Pt) et ~ (~). 

Comparaison des processus 

Nous commengons par jeter hors de O les o~ tels que pour un fES~ 
au moins, rappl ica t ionfo  X~ (05) ne soit pas continue ~ droite et pourvue 
de limites h gauche. Comme 5 Pest s6parable, nous ne rejetons ainsi qu'un 
ensemble de trajectoires qui est n6gligeable pour toute loi P" sur O. 
Les trajectoires restantes sont continues h droite lorsque E est muni de 
la topologie induite par F, et admettent des limites ~ gauche Xt_ dans F. 

Ensuite, fixons une loi initiale p sur E. A toute fonction f ~ 5  p asso- 
cions deux fonctions bor61iennesf' e t f "  bor61iennes sur E telles que ron 
a i t f ' < f < f " ,  et pu {~o: il existe t > 0  tel q u e f ' o  X t ( ~ ) < f "  o Xt(~o)} =0. 
Notons Hf rensemble { f '  = f " } ,  et Eu rintersection des Hf,fparcourant 
un ensemble d6nombrable dense dans 5(. Les ensembles H I et E u sont 
bor61iens dans E, Eu porte p, et on a pour PU-presque tout ~o X,(~o)~E u 
pour tout t. 

L'introduction de E u est n6cessaire pour la raison suivante: rien ne 
permet d'affirmer que E soit universellement mesurable dans F. En 
revanche, E~ est bor61ien dans E, et la restriction h E, de toute fE57 
(donc de toutef~rg(F))  est bor61ienne sur E u. Autrement dit, rinjection 
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de E u dans F est bor61ienne. Comme E u est un espace lusinien, un c61~bre 
et difficile th6or6me de Lusin affirme que Eu est borOlien dans F 6. Nous 
pouvons identifier/~, port6e par Eu, ~ sa mesure image dans F, qui est 
une loi sur F port6e par Eu, _donc par E, et nous pouvons en particulier 
construire sur W la mesure pu. 

Consid6rons le processus (X,), pour la mesure pu, comme un pro- 
cessus ~ valeurs dans E u. Soit f~Se; le processus 

e -pt Upfo X , +  i e -PS f  ~ Xs ds 
o 

est une martingale continue h doite. Mais cela peut s'enoncer autre- 
ment: pour toute f~S'~ le processus 

e-P'V,/oX,+ie-P%Xsds 
o 

est une martingale continue/~ droite. Le processus (Xt) 6tant cont inu/ t  
droite pour la topologie induite par F sur E~,, une inversion de trans- 
formation de Laplace nous donne le r6sultat suivant: 

Lorsque • est muni de la loi pu, le processus (fit), consid~r~ comme 
processus d valeurs dans F, est markovien, admet (Pt) comme semi-groupe 
de transition et I ~ comme loi initiale. 

Munissons W de la loi flu. Notons /4~ le sous-ensemble, h la fois 
de ~ et de W, form6 des applications de IR+ darts Eu qui sont continues 
~t droite pour la topologie de E et pour la topologie de F, et admettent 
des limites ~ gauche dans F pour la topologie de F. Sur H u on a X, = Yt 
pour tout t, et les tribus ~ o  et fro coincident (car E et F induisent la 
m6me tribu bor61ienne sur E,). D'autre part, H u porte P", ce qui signifie 
que H,  contient un ensemble A .~o mesurable tel que P~'(A)= 1. Les 
processus (X,) et (Y,) ayant meme loi, on a aussi P"(A)= 1, et les lois PU 
et ~u induisent la meme loi sur H,  qui les porte toutes deux. 

On a ainsi un moyen de transporter sur ~2, pour la mesure PU, tous les  
r&ultats Otablis au w pour le processus (Yt) et la mesure flu. 

Nous ne parlerons plus d6sormais que du processus (X,) et des 
mesures pu. Rappelons que les limites ~t gauche dans F sont not6es X,_,  
et les limites ~ gauche darts E X* (si elles existent). 

Signalons tout de suite une cons6quence, qui n'6tait pas 6vidente a 
priori: si x e E ,  les mesures Up(x,.), fi,(x,-) sont port6es par E, et induisent 
sur E les mesures Up(x,-), Pt(x,-). D'autre part la continuit6 ~ droite 

6 L'6nonc6 usuel de ce th6or~me (par exemple, Bourbaki [17], chap. 9, }6, n o 7, 
coro|laire du th6or6me 3) est le suivant: si L e s t  un espace lusinien, M un espace separ6, 
et si f est continue et injective de L dans M, alors f(L) est bor61ien dans M. Alors, si M 
est aussi lusinien, on a le  m6me r6sultat pour une fonction f bor~lienne injective (le graphe 
s de f dans L x M est bor61ien, donc lusinien, la projection p de E sur f (L) est continue, 
donc f (M)  =p (M) est bor~lien). 
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du processus (X 0 ~ l'instant 0 pour la topologie de F, lorsque O est 
muni de la loi px, signifie que xr  Ainsi Bc~E=O. 

Parties inutiles 

Nous dirons qu'une partie A de F est i~-inutile (l~ d6signant toujours 
une loi sur E) si elle n'est pu_p.s, rencontr6e, ni par le processus (X,), 
ni par le processus (X t_). Si A est/t-inutile pour toute loi p sur E, nous 
dirons simplement que A est inutile. Le th6or+me suivant montre que 
tous les points <~utiles>> de F sont des points d'entr6e dans E. 

Th6or6me 10. L'ensemble des x e F  tels que exfi o ne soit pas port~e 
par E est inutile. 

D~monstration. Comme cet ensemble est contenu dans F \  E, il n'est 
pas rencontr6 par le processus (Xt), qui prend ses valeurs dans E. Soit 
ensuite Hu l'ensemble bor61ien dans F 

{x~F" exfio n'est pas port6e par E,}. 

I1 nous suffit de montrer que le processus (Xt_) ne rencontre PU-p.s. 
pas H, ,  ou encore que pour tout temps d'arr~t pr6visible T tel que 
0 < T < o o  W-p.s., on a W { X T e H , } = O .  Or on a d'apr6s le th6or6me 4 

0 = P" { XT  e E• } = E" [ P" { X T ~ E~I~r } ] = E" [rio ( X T - ,  E;)]. 

Ainsi on a bien XT_ r H u W-p .  s, 

Corollairel. L'ensemble des x C E  qui ne sont pas des points de 
branchement est inutile. 

En effet, pour un tel x la mesure a, fio =ex n'est pas portee par E. 

Corollaire 2. L'ensemble des x e F  tels que les mesures e~ Up ne soient 
pas port~es par E est inutile. 

En effet, si e, fio est port6e par E, il en est de m~me de e x Up pour 
tout p. On peut meme dire mieux: si e~fio=2 est portae par E, F \ E  est 
polaire pour la mesure pa=  fix. 

Corollaire 3. Si pour tout x e E ,  Up(x, .) est absolument continue par 
rapport a une mesure 4, rensemble des x e F  tels que Up(x, .) ne soit pas 
absolument continue par rapport a ~ est inutile. 

En effet, si exfio est portae par E, e~Up=~xfio Up est absolument 
continue par rapport  a 4. 

w 3. Applications de la th6orie de Ray 

Citons d'abord, pour m6moire, l ' important th6or~me de Shih [5]. 
Les m&hodes d6velopp~es ici permettent de l'~tendre & des semi-groupes 
non bor~liens, ce qui est bien commode. 
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Th6or6me l l .  Soit A un ensemble presque-borOlien dans E. Supposons 
que la loi # ne charge pas l'ensemble des points de A irrOguliers pour A. 
II existe alors une suite d(croissante (G,) d'ensembles f inement  ouverts 
presque borOliens contenant A, telle que T6, ~ T A PU-p.s. 

Un r~sultat d' accessibilit~ 

Getoo r  a d6montr6 r6cemment  le th6or6me suivant:  si le processus 
(Xt) est s tandard,  et si T est un temps d'arrSt de la famille (~u),  tel que 
T < ~  et X *  = X  T PU-p.sLalors  T est accessible. Nous  d6mont rons  un 
r6sultat analogue pour  des processus qui ne sont pas s tandard.  

Th6or6me 12. Soit p une loi sur E, et soit T un temps d'arrdt de la 
famille (~tu), tel que pour PU-presque tout cot {0 < T <  oo}, ou bien X~_ (co) 
n'existe pas, ou bien X *  (co)=Xr(co). Alors T e s t  accessible. 

D~monstration. Nous  p rouvons  d ' abord  un lemme:  

L e m m e 2 .  L'ensemble H = { ( t ,  co): t > 0 ,  X* (co) n'existe pas ou 
X *  (co)@Xr_(co)} est PU-indistinguable d'une r~union d~nombrable de 
graphes de temps d'arrdt prOvisibles. 

DOmonstration. L'appl ica t ion t~-~ X~(co) est cont inue ~ droite dans E 
et F & la fois. Les deux espaces 6tant m6triques, rensemble  J(co) des t 
qui sont des points  de discontinuit6 dans run  des espaces est db- 
nombrable ,  et il contient  la coupe H(co). Supposons  qu 'on  ait mont r6  
que H est un ensemble pr6visible. La conclusion d6coule alors d 'un  
th6or6me de Dellacherie ([13], chap. 5, w sur les ensembles  "fi coupes 
ddnombrables .  I1 n'y a donc  que ce point  b. 6tablir. 

P longeons  E dans le cube [0, 1] N, et no tons  c, les coordonn6es.  I1 
r6sulte d 'un  th6or6me de la <<th6orie g6n6rale des processus>> que les 
processus (IT)t> o, (S~'), > o d6finis par  

I7 (co) = lim inf c, o X~ (co), S~'(co) = lim sup c, o X~ (co) 
S ~ t ,  S <  t S ~ I ,  S < t  

sont pr6visibles (Dellacherie [13], chap. 5, w 1). N o t o n s  I~ et St les 
points  de [0, l ]  N dont  les coordonn6es  sont I~', $7. Ces deux processus 
sont pr6visibles, et rensemble  K des (t, co) tels que X *  (co) n'existe pas 
est la r6union des deux ensembles pr6visibles 

K 1 ={(t,  co): t > 0 ,  It(co)4=St(co)}, 

K z = {(t, co): t>O, S,(co)6E}. 

I1 faut encore mont re r  que H c~ K r est prhvisible. On remarque  d ' abo rd  
que sur K r le processus (X*_) est bien dhfini, 6gal h (St), et donc pr6- 

7 I1 n'est sfirement pas inutile de rappeler que X*_ est la limite ~t gauche dans la 
topologie usuelle de E. 
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visible. Ensuite, que H& K c est la r6union des ensembles pr6visibles 

H I =  {(t, ~o): t>0 ,  (t, ~o)eK c, f o  S*_ ((o) + ( f o  Xt)_ (~o)} 

off f parcourt une suite dense dans ~ Finalement, H est bien pr6visible 
et le lemme est d6montr6. 

La d6monstration du th6or6me 12 est alors tr6s courte. Soit R u n  
temps d'arr~t totalement inaccessible; son graphe ne peut rencontrer H, 
donc X*_ existe PU-p.s. sur {R< ~ }  et vaut XR . Or Xn_ 4:Xn PU-p.s. 
sur {R<ov} d'apr6s le th6or+me7, d'ofi finalement X*_4=XR. Ainsi 
les graphes de R et de T sont disjoints. Comme R est arbitraire, Tes t  
accessible. 

Sur la quasi-continuitb d gauche 

I1 est bien connu que les processus standard (( sp6ciaux )), i.e. les 
processus standard dont la famille de tribus canonique ne poss6de pas 
de temps de discontinuit6, poss6dent des propri6t6s tr6s voisines de 
celles des processus de Hunt. Le th6or6me suivant explique pourquoi 
il en est ainsi: tout processus dont la famille de tribus canonique est 
d6pourvue de temps de discontinuit6 devient un processus de Hunt, si 
l'on remplace la topologie initiale de E par la topologie induite par F 
sur E. L'ensemble des points de branchement est en effet inutile d'apr6s 
le th6or6me suivant, donc (remarque pr6c6dente) E c est inutile, n i l e  
processus (Xt) ni ses limites ~t gauche ne sortent de E, et la quasi- 
continuit6 5- gauche a lieu dans E d'apr6s le th6or6me 4. 

Th6or~me 13. Les propri~t~s suivantes sont ~quivalentes. 

1) Quelle que soit la loi p sur E, la famille ( ~ )  est dOpourvue de 
temps de discontinuitO. 

2) Quels que soient le nombre p > O, et les fonctions p-excessives f e t  g 
rOgulidres bornOes sur E, la fonction p-excessive f /x  g sur E est rdgulidre. 

3) L'ensemble B (et donc U)  est inutile. 

Ddmonstration. Supposons que la famille (~,~) soit d6pourvue de 
temps de discontinuit6. Une surmartingale (S~) pour cette famille est 
alors r6guli6re si et seulement si elle n'a pas de sauts pr6visibles 8. I1 est 
alors 6vident que si (St) et (S't) sont r6guli6res, il en est de m6me de 
(St ^ S'0. En appliquant cela aux surmartingales (e-ptfo Xt) et (e -ptg o Xt), 
on voit que 1) =:,2). Il faut noter que la condition 2) ne concerne que E, 
et q u e f e t  g ne sont pas n6cessairement les restrictions h E de fonctions 
excessives rdguliOres sur F. 

Pour montrer  que 2)=~3), nous rappelons que les fonctions f e 6  ~ 
de la forme f = Up~ f l  ^ Up~ f2" ' "  A Up. f , ,  off f l ,  ..., f .  appartiennent 5_ 

s Meyer [12],  chap. VII, n o 51. 
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forment un ensemble total dans 64. Leurs prolongements f forment 
donc un ensemble total dans Cg(F). D'autre part, si 2) a lieu et s ip  est 
le plus grand des pg, f est p-excessive r6guli6re sur E. D'apr6s un argu- 
ment d6jfi utilis6 dans la d6monstration du th6or6me8, si T est un 
temps d'arr6t pr6visible tel que 0<  T <  oo PU-p.s., on a 

EU[e-Pr f o Xrl~U ] = e - p T ( f  o Xr)_ PU-p.s. 

Faisons disparaitre le coefficient e -pr qui est fie. -mesurable, et rem- 
plagons (fo XT)_ par fo  Xr_ ,  grgce ~ la continuit6 de f sur F. Nous 
pouvons aussi remplacer fo  XT par f o  Xr.  Et maintenant, comme les 
fonctions f f o r m e n t  un ensemble total dans Cg(F), il vient que 

Eu [v o Xr[o~ ~_ ] = v o X T _  PU-p. s. 

pour toute fonction veCg(F). Par cons6quent, si ueCg(F) il vient que 

EU[u o XT_ v o X T ]  =EU[u o XT_ I) o X T _ ] .  

Nous avons d6j/t vu dans la d6monstration du corollaire du th6or6me 4 
que cela entraine X r = Xr_ PU-p.s., donc X r_ e E pu_p.s. L'ensemble 
pr6visible {(t, co): t>0 ,  Xt_(co)r } n'a donc pas de sections, et cela 
entraine que F \  E, donc aussi B, est/~-inutile. 

Enfin, 3) entraine que ~Te=Yr u_ pour tout temps d'arr~t pr6- 
visible T (th. 5), ce qui est 6quivalent ~ l'absence de temps de discon- 
tinuit6 de la famille (o~t ") (Dellacherie [13], chap. 2, w 2). 

Interpretation du caractOre standard 

Nous allons supposer maintenant que le processus (X,) est standard 
pour la topologie initiale. Nous distinguons donc un point absorbant 
0eE, nous d6signons par ( le temps d'entr6e dans l'ensemble {0}, et 
nous faisons l'hypoth6se de quasi-continuit6 ~t gauche avant (: 

si les T, sont des temps d'arrYt de la famille ( ~ ) ,  qui tendent en croissant 
vers T, Xr ,  tend PU-p.s. vers Xr  dans la topologie de E sur {T<(}.  

Cela pour toute loi initiale p sur E. Nous allons voir ce que cela 
signifie pour le processus (Xt) consid6r6 dans la topologie de F, i.e. pour 
le processus de Ray correspondant. Le mod61e le plus simple de pro- 
cessus standard que l'on rencontre dans la nature, et qui ne soit pas 
~<standard sp6cial>>, consiste ~t prendre un processus de translation 
uniforme sur la droite ou sur le cercle, dont les particules sont tu6es 
avec probabilit6 p > 0 ~ leur passage par l'origine. I1 est assez surprenant 
qu'une description de ce genre soit valable pour tous les processus 
standard. 

Appelons fourche un point de branchement x qui poss6de la pro- 
pri6t6 suivante: il existe un point y e E  et un coefficient p(x)e]0, 1[ 
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tel que ex Po = P (x) eo + (1 - p (x)) ey. 

L'ensemble des fourches sera not6 H. Nous laissons au lecteur le soin 
de v6rifier que /7 est bor6lien dans F, et que les fonctions p: xv--,p(x) 
et 7t: x w-~ y sont bor61iennes sur/7.  

Th~or~me 14. Supposons que (Xt) soit standard, et soit I.t une loi sur E. 

1) Pour PU-presque tout o), on a pour tout t<~(co) ou bien X *  (~o)= 
Xt_ (o9), ou bien Xt_  (r et X*_ (e))=Xt(to). 

2) L'ensemble B \ H  est inutile (et on peut remplacer B par H dans 
la relation pr~eOdente). 

DOmonstration. Consid6rons l'ensemble 

H =  {(t, e)): 0 <  t <~(o)), X*_ (o))+X,_ (~o), X,_ (~o)q~B}. 

H est contenu dans {(t, r 0 < t, X *  (r n'existe pas ou X *  (o)) 4= X t_ (r 
(lemme 2), qui est r6union d6nombrable de graphes de temps d'arr6t 
pr6visibles. D'autre part, si T e s t  un temps d'arrat pr6visible 

X T _ r  = X T  sur { 0 < T < o o }  (th. 4), 

T <  ~ =~ X * _  = X r sur {0 < T} (caract6re standard). 

Le graphe de T n e  peut donc rencontrer H, qui est donc 6vanes- 
cent. Autrement dit, ( 0 < t < ~ ,  X *  + X  t_ ) =*. (X  t_ eB).  Mais l'ensemble 
{(t,r Xt_(tn)eB} est r6union d6nombrable de graphes de temps 
d'arrat pr6visibles (th. 6), et en vertu du caract6re standard 

(x,_ EB, 0< t<~) =~ (X*_ =X,). 

Donc finalement ( 0 < t < ~ ,  X *  4:X,_) =~ (X,_ EB, X *  =X~), c'est/t  dire 
la premi4re assertion de l'6nonc6. Elle signifie si l'on veut que le processus 
standard (X,) est <<plus continu>> dans la topologie de E que dans celle 
de F. 

Passons ~t la seconde assertion. Nous allons dhmontrer d'abord le 
r4sultat suivant: 

Soit T un temps d'arrat prhvisible tel que T > 0  PU-p.s., et que 
X r _ ~ B  sur {T<oe}.  Alors on a X r _ e H  PU-p.s. sur {T<{}. 

Soit 2 la mesure sur F, port6e par B 

2 ( A ) = P  u {Xr_ cA, T<~}.  

Soit l rindicatrice de F \ {~}; soit L = { T <  ~}, et soit �9 la tribu engendr6e 
par ~-~_ et L. Nous avons d'apr~s le th6or6me 4, si f est bor61ienne 
born6e sur F 

E ~ I f  o Xr  I{r < oo~1o~r ] = Po f ~ X r -  I{r < oo~. 
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O n  a, en convenant que 0/0 = 0 

EU[f o XT, T< oo, L[~r 
E" [J'o XrI{r < ~/]q~] - P" [L, T <  oolo~_ ] It. 

E u [ f o  XT, T< o% LCl~Te_] 
4 IL~. 

p .  [U, T <  ~1o~_ ] 

Nous supposerons f nulle au point c?. Le dernier terme est nul. 
D'autre part, T 6tant pr6visible, on a X T = X *  sur {T<~}, donc 
f o X r I ( r < ~ l = f o X * l L ,  qui est ~-mesurable. En d6finitive, il reste 

Po(XT_ , f l)  
f ~  XTIlr<~-- Po(Xr_,l)  I~r<~. 

Posons Q(x, f )= Po(x, f l)  si le ddnominateur n'est pas nul, 0 s'il est nul. 
Po (x, l) 

La formule pr6c6dente s'6tend aussit6t /l toute f bor61ienne born6e, 
mame non nulle en ~3, et elle entraine 

Q ( X r _ , f g ) = Q ( X r _ , f ) Q ( X r _ , g  ) PU-p.s. sur {T<~}. 

En faisant parcourir/~.f et g une partie d6nombrable dense dans C~(F), 
on voit que 

pour 2-presque tout x, Q(x, .) est une masse unit6, ou 0. 

Autrement dit, pour 2-presque tout x, Po(x,') est de la forme 

p(x) e0+(1 -p(x)) er (y~E) 

mais les 6ventualit6s p(x)=O, ou y=O (auquel cas p(x) est ind&termin6) 
ne sont pas exclues a priori. Elles le sont pourtant, car ce sont des cas 
de branchement d6g~n~r~s (vers y ou verst?), et l'ensemble des points 
de branchement d6g6n6r~s est vide (lemme 1). 

Nous pouvons maintenant conclure: l'ensemble pr6visible 

J =  {(t, co): t>O, X t_ (co)eB'-.H} 

est r6union d6nombrable de graphes de temps d'arr6t pr6visibles T,. 
Mais nous venons de voir que Xr ._  ~H sur { T, < ~}. Ainsi, J e s t  contenu 
dans le graphe de ~. J e s t  alors le graphe d'un temps d'arr6t pr6visible S 
tel que, sur {S<oo}, on ait W-p.s. X s ~ B ,  Xs=O. 

On en d6duit aussit6t que Po(Xs_, {0})=I sur {S<oo}. L'ensemble 
des points de branchement d6g6n6r6s 6tant vide, on a S=oo  W-p.s., 
et le th6or6me de section entra]ne que J e s t  W-6vanescent. 
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Remarque. Consid6rons l'ensemble pr6visible 

G=  ((t, ~o): 0 < t <  ~ ,  X *  (~o) n'existe pas dans E, X t_ (o2)~B}. 

G est le graphe d'un temps d'arrfit S pr6visible, tel que sur {S< ~}  on 
ait X s = O ,  X s _ ~ B  - en effet, la seule valeur de t pour laquelle X* (co) 
puisse ne pas exister est ~(co). Nous venons de voir que cela entraine 
S = oo p.s. Autrement dit 

(X* n'existe pas, 0 < t < oo) =~ (Xt_ r B) =~ (X, = X t_) ~ (X  t_ = ~). 

On peut montrer 9 que le processus standard (At) sur E est sub- 
ordonn6 ~ un processus standard sp6cial (-~t) sur E, dont la construction 
peut se d6crire intuitivement de la mani6re suivante: ~ l'instant ~, on 

, examine la limite X(_, si elle n'existe pas, on ne modifie pas la tra- 
jectoire. Mais si elle existe, au lieu de jeter la particule au point 9, on 
la ressuscite au point X~_, ~ partir duquel elle reprend son 6volution 
suivant (Pt)- On it6re transfiniment cette construction, de sorte que le 
processus 0(t) obtenu par recollement transfini est tel que . ~ _  n'existe 
pas dans E sur {~ <~} .  

I1 est facile de montrer que le processus (-('t) est (p.s.) continu /t 
droite pour  la topologie de F, et pourvu de limites ~ gauche dans F 
sur l'intervalle ]0, oo[: en effet les fonctions de 5g sont des diff6rences 
de fonctions p-excessives pour le semi-groupe (~). La limite /l gauche 
)( t-  ne diff~re de ) ( *  qu'en des points t tels que ,~* =2~t, tandis que 
-~t- el l ,  et le th6or6me 14 nous dit exactement quelle est la fonctionnelle 
multiplicative qui permet de passer du processus ()(t) au sous-pro- 
cessus (X,): c'est 

m,= I] (1-p(27,_)). 
~ $ - - - - . t  

X s  - ~ I I  

Nous nous abstenons de d6montrer ces r~sultats: nos lecteurs 
pourront  ainsi en faire de bons probl6mes d'examen. 

Une application du crit~re d'accessibilitk 

Nous allons, dans cette derni6re partie, oublier compl6tement F, 
et travailler uniquement sur le processus (Xt) consid6r6 dans E. Les 
mots compact, ouvert, etc, sont relatifs/t la topologie de E. Nous suppo- 
sons que le semi-groupe (Pt) satisfait/~ l'hypoth6se suivante (hypoth6se 
(B) de Hunt): 

pour tout ensemble presque-bor~lien A, tout ouvert G contenant A 
et tout p > 0 ,  on a P~ PAP----PA v. 

9 Meyer. Les relations entre diverses propri+t6s des processus de Markov. Inventiones 
math. 1, 59 - 100 (1966). 
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Nous allons utiliser le th6or6me 12 pour 6tablir la cons6quence 
suivante de l'hypoth6se (B), qui est, elle, ind6pendante de la topologie 
de E: 

Th6or6me 15. Supposons que l'hypothOse (B) soit satisfaite, et soit T 
un temps d'arrdt totalement inaccessible de la famille (~u). La loi #PT 
ne charge pas les ensembles semi-polaires. 

D~monstration. Nous n'utiliserons pas le fait que T est totalement 
inaccessible, mais seulement la conclusion du th6or~me 12: X~-_ existe 
W-p.s. sur {T< ~} ,  et X*_ 4:XT PU-p.s. Quitte & modifier 16g6rement T, 
nous pouvons supposer que c'est un temps d'arr6t de la famille ( 4 )  
(et non ~ ) ,  et qu'il satisfait sans ensemble exceptionnel & la propri6t6 

sur { T < ~ } ,  on a T > 0 ,  X*_ existe dans E, et X*_ 4:Xr.  

Supposons que/2 PT charge un compact totalement effil6 K. Soit d u n e  
distance d6finissant la topologie de/2. Si ~ est assez petit, la r6partition 
/2PT" charge K, off 

T '=  T si d ( X T _ , X T ) > 4 8  , T'=oo sinon. 

On peut alors trouver un compact L c K ,  de diam6tre <e,  tel que la 
r6partition/2 PT' charge L. Posons 

T" = T' si XT,~L,  T" = oo sinon 

et soit G le voisinage d'ordre e de L: sur T " < c ~ ,  nous avons XT,,~L 
et XT,,_~G. Si o9 est telle que T"(co)< ~ ,  et s i r  rationnel est < T'(o)), 
assez pr6s de T"(co), nous avons alors 

T"(r = r + T6(Or~), XTc(Oro;)~L. 

Donc s i r  est bien choisi, et si 2 est la mesure/2P~, nous avons 

PZ {X*~_ existe dans E, X T ~ L  } >0 .  

Mais L est un compact totalement effil6, et cela entra]ne 
Pz { TL o OT~ > TL} > 0, d'ofl P~P PL p 4= PL p pour p > 0, en contradiction avec 
l 'hypoth6se (B). 

Nous d6duisons maintenant du th6or6me 15 l'am61ioration suivante 
du th6or6me fondamental de convergence de la th6orie du potentiel: 

Th6or6me 16. Soit (v,) une suite d~croissante de fonctions p-excessives 
born~es, soit v sa limite, et soit ~ la r~gularis~e de v. Si ~ est r~guli&e, 
et si l'hypoth~se (B) est satisfaite, on a v = ~ quasi-partout. 

D~monstration. Pour simplifier les notations, nous supposerons que 
p--0 .  Consid6rons l'ensemble H - -  {(t, a~): v o Xt(o~)>~ o Xt(~o)}. L'en- 
semble {v>~} 6tant semi-polaire, il ne passe dans H aucun graphe 
12 a Inventiones math., Vol. 14 
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de temps d'arrSt to ta lement  inaccessible (th. 15). I1 nous suffit donc  de 
m on t r e r  que, pour  tout  t emps  d'arrOt pr6visible T > 0  born6, le graphe 
de T e s t  p.s. contenu dans  He: c'est ce que nous allons faire ~t pr6sent. 

Nous  commen~ons  pa r  r emarque r  que la fonction v, enveloppe 
infOrieure d 'une suite dOcroissante de fonctions excessives, satisfait aux 
in6galit8s de D o o b  sur les nombres  de mont6es  et de descentes. I1 en 
rOsulte que la surmar t ingale  (v o Xt), bien que non sOparable a priori, 
est pourvue  de limites ~t droi te  et ~t gauche. L 'ensemble  K~(r 
{t: v o Xt(o)_->t~ o Xt(~o)+e} est donc  pour  presque tout  ~ un ensemble  
discret darts ~ + ,  quel que soit e >0 .  Ces faits sont bien connus - ils 
6taient ~ la base de la premi8re dOmonstrat ion,  par  Doob ,  du fait que 
{v > ~} est semi-polaire.  

Soit T, une suite de temps d'arrOt telle que T~ T T, T, < T pour  tout  n. 
C o m m e  K~(r est isol6 pou r  presque tout  ~,  on a 

l im, v o X r ,  = l im, ~ o X r .  p.s. 

et par  consOquent, les fonctions 6tant born8es et t~ rOguliOre, 

l im, E [v o XT. ] = l im.  E [t3 o X r .  ] = E [~ o XT].  

Mais  d 'au t re  par t  v satisfait au th6or+me d'arrSt, et la premi6re limite 
vaut  donc  au moins  E Iv o Xr] ,  d'ofi  f inalement 

E [v o X~]  < E [~ o XT].  

Mais  on a ~__< v, donc  v o XT = ~ o X r  p. s., ce qui ach6ve la d6monstra t ion.  

L 'hypoth6se  suivant laquelle v e s t  born6e n'est  l~t que pour  sim- 
plifier la dSmonst ra t ion:  dans  les cas usuels, on s'en d6barrasse ais6ment 
pa r  t roncat ion.  

Appendice 
Nous  nous apercevons  lors de la correct ion des 6preuves que la 

r6f6rence ~ B lumen tha l -Ge toor  [11] dans la d6mons t ra t ion  du th6or6me 7 
est insuffisante. Blumenthal  et G e t o o r  mon t ren t  que les variables 
al6atoires de la forme 

oo ct3 

Z =  S e-ruff1 ~  dt . . .  ~ e -P" ' f ,  oXt dt 
0 0 

off n e s t  entier, Pl . . . . .  p ,  sont >0 ,  et f l  . . . . .  f ,  sont continues sur F, 
forment  un ensemble  to ta l  dans  L I(W). Nous  voulons  mon t r e r  que les 
mar t ingales  E [ Z I ~  ~] sont  continues l~t off les trajectoires sont continues.  
II rOsulte du calcul explicite de ces mar t ingales  donn6 par  Blumenthal  
et G e t o o r  que cela revient ~ prouver que les fonctions x v-* E x [Z ]  sont 
continues sur F. 
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Ce  po in t  n 'es t  pas  6vident ,  et nous  n o u s  b o r n e r o n s  ici au  p r inc ipe  de la 
d 6 m o n s t r a t i o n ,  qu i  (bien que  facile) est un  peu  longue ,  et p a r a R r a  dans  

le v o l u m e  VI  du s6mina i re  de  p robab i l i t6s  de S t r a sbou rg .  O n  m u n i t  
l ' en semble  de  tou tes  les app l i ca t i ons  c o n t i n u e s  ~. d ro i t e  et p o u r v u e s  de 
l imi tes  h g a u c h e  de  IR+ dans  F de la t o p o l o g i e  de  la c o n v e r g e n c e  en 

m e s u r e  sur  t ou t  in te rva l l e  c o m p a c t  de  IR+, d6finie p a r  les 6carts  

d(eo, ~o')= 5 e -pt  IfoX,(~o)-foX,(oo')l dt 
0 

( p > 0 ,  f c o n t i n u e  sur  F). Les fonc t ions  Z(oo) 6 tan t  a lo rs  con t inues ,  il 

suffit de m o n t r e r  le r6sul tat  ( int6ressant  pa r  lui m e m e )  que  l ' a p p l i c a t i o n  
x ~ P~ est ktroitement continue. Cela  se fait  en d e u x  6 tapes :  c o n s t r u i r e  
des  c o m p a c t s  p o r t a n t  tou tes  les lois P~ ~ e pr6s ( cond i t i on  de  P r o k h o r o v ) ,  

au  m o y e n  des  in6gali t6s de D o o b  sur les n o m b r e s  de m o n t 6 e s  et de  

descen tes  des  su rmar t inga l e s ,  qu i  va len t  u n i f o r m 6 m e n t  en x. Puis  
m o n t r e r  q u e  si des x ,  c o n v e r g e n t  vers x, les p~,l c o n v e r g e a n t  6 t r o i t e m e n t  

vers  une  loi  Q, on a Q = px. 
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