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Estimation de l'erreur d'interpolation d'Hermite dans IR* 

J.L. Gout 
D6partement de Math6matiques, Universit6 de Pau, BP 290, F-64016 Pau, France 

Estimation of the Hermite Interpolation Error in ~" 

Summary. This paper is devoted to study the Hermite interpolation error in 
an open subset of ~n. 

It follows a previous work of Arcangeli and Gout [1]. Like this one, 
it is based principally on the paper of Ciarlet and Raviart [7]. 

We obtain two kinds of the Hermite interpolation error, the first from 
the Hermite interpolation polynomial, the other from approximation method 
using the Taylor polynomial. 

Finally in the last part we study some numerical examples concerning 
straight finite element methods: in the first and second examples, we use 
finite elements which are included in the affine theory, but it is not the case 
in the last example. However, in this case, it is possible to refer to the affine 
theory by the way of particular study (cf. Argyris et al. [2]; Ciarlet [6]; 
Ciarlet and Raviart [7]; Raviart [11]). 

Subject Classifications. AMS(Mos): 65D05, 65N30; CR: 5.13, 5.17. 

1. Notations et preliminaires 

La plupart des notations utilis6es ici sont celles de Ciarlet [6], Ciarlet et Raviart 
[7], Raviart [11] (cf. 6galement Arcangeli-Gout [1]). 

Soient nun entier > 1 et Q un ouvert born6 non vide de R". On suppose IR" 
muni de la norme euclidienne usueUe, not6e II'll, et on d6signe par h le diam6tre 
de f2. 

Rappelons tout d'abord quelques d6finitions de calcul diff6rentiel. Etant 
donn6s deux espaces vectoriels X et Y sur un m6me corps de scalaires, et l un 
entier > 1, on note ~ ( X ;  Y) l'espace des applications /-lin6aires de X z dans Y 
off X t d6signe le produit cart6sien, effectu6 /-fois, de X par lui-m~me. Quand 
/=1 on 6crira ~ ( X ;  Y) au lieu de ~ I (X;  Y). 
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Etant donn6e une fonction u: I2~--~R, sa  tiptoe d6riv6e D~u(x) en un point x 
de t2 (lorsqu'elle est d6finie) est un 616ment de Aaz(lR'; R). On 6crira en particulier: 

V r  Dlu(x )  �9 (4, ~ . . . .  , ~ ) = D l u ( x ) .  (~)l 
l lois 

et pour tout r < l: 

V ~ i ~  ~, l < i < r ,  V ~ e l R  ~, 

Otu(x) . ( ~  . . . .  , ~ , ,  ~ . . . .  , ~ ) =  O~u(x). ( ~ ,  . . . ,  ~ , ,  ( r  

(l--r fois) 

La norme de Dlu(x)  dans l'espace ~ z ( ~  ~, ~ )  dont la norme est 6galement 
not6e I['l], est d~finie par 

IlOlu(x)ll = sup IDlu(x) �9 (ix . . . .  , ~l)l. 
~ie~. n, 1 < i < l  

De plus, pour tout multi-indice 0t=(0q . . . .  , ~ , ) eN n, on pose 

"" \ ~ x ~ /  ' 

de m~me pour  x =(Xl, ..., x,)elR" on d6finit x a par: 

et on note 

10el =~t1+~2 + ... +~,  et 0 C ! = ~ I  ! . . .  0in!. 

Enfin si {ei}l<_i~ n d6signe l'ensemble des 
de R ~ on a: 

vecteurs de la base canonique 

Oau(x) = Dt~lu(x) " (el ,  . . . ,  e l , . . . ,  ei, . . . ,  el . . . .  , e , ,  . . . ,  e,) .  
~q fois ai fois an foois 

D'autre part, soit p u n  nombre tel que 1 < p <  + oo. Pour tout m~lN, on d6signe 
par Wm' P(O) l'espace de Sobolev des (classes) de fonctions u qui appartiennent 
/t LP(f2) ainsi que toutes leurs d6riv6es partielles d 'u  d'ordre [0tl<m, muni de sa 
topologie natureUe. On munit 6galement wm'P(f2) des semi-normes: 

1 

lulz.v, 11=(j IlDlu(x)l[Pdx) ~, O<-l<-m, 
11 

lorsque p <  +0% avec la modification habituetle torsque p =  + oo. Toutefois 
pour K compact de R n, on 6crira pour simplifier, comme c'est l'usage, W "  P(K) 
(ou Hm(K) dans le cas p = 2 )  au lieu de Wm' P(K), K d6signant l'int6rieur de K, 
et i'lt, p,x au lieu de ['lz, v,k. 

Soit enfin k un entier > 1. On d6signe par Pk l'espace des polyn6mes de degr~ 
< k e n  les n variables xl ,  ..., x~. 
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Donnons maintenant quelques d6finitions et notations sp6cifiques ~t l'int6r- 
polation d'Hermite (cf. Ciarlet I-6]; Ciarlet et Raviart 17]; Raviart [11]). Etant 
donn6 un entier s tel que 1 < s < k, on se donne un ensemble fini ~' de N formes 
lin6aires sur.~k(~), lin6airement ind6pendantes, d6finies ~t partir d'un ensemble 
{a~}os,_<~ de points de ~ (les ~noeuds)~ de l'616ment fini), N, repr6sentant le 

1 ~--i~Nr 

nombre de nceuds ~ r fix6: 

q~o: v~__,dpO(v)=v(aO) 1 < i < No, 
(1-2) 

~b~: v~--,dpi'j(v)=D'v(a~).~i ~ l < r < s ,  l < i < N , ,  l < j < d i ,  

ot~ ves t  une fonction suffisamment r6guli6re sur ~, ot~ d,, d6signe le nombre de 
formes lin6aires associ6es au noeud ~ et ot~ les r d6pendent de la g6om6trie de 
l'ensemble des noeuds. On a ainsi: 

(1-3) ~-------{q~~ ,<=,<=N., 1<=j<__d,. 

et 

\ i =  i ; 

D'autre part P 6tant un espace de fonctions d6finies sur O, 

(1-4) 

on dira que l'ensemble ~ est P-unisolvant si quels que soient les scalaires 
ct ~ ( l < i < N o )  et ~j  ( l<r<s ,  l < i < N , ,  l < j < d i ,  ) donn6s, il existe une 
fonction unique v ~ P telle que: 

~bO(v) = ~o, 1 < i < N O 

(~rj(v)____O~ijr, l<_r<_s, l<i<_N,, l< j<d i , .  

L'ensemble ~ 6tant P-unisolvent on a dim P = N. 
De fa~on 6quivalente montrer que ~ est P-unisolvant revient ~ montrer 

l'existence d'un ensemble ~ = {pO } 1 <_ i <__ SoU {P~j} 1 __<,__< ~, 1 __< i __< S,. 1 _-< i--< a,~ de N fonc- 
tions de P qui satisfont ~t: 

0 0 4, (p j) = 6,j 
0 r q~i (Pjk) = 0 
r 0 4','j~p~) = 0  
r r '  

4)o(Pu) = ~,,, 6ik 6 j~ 

1 <-i,j<-N o 

l < i < N o ,  l < r < s ,  I < j < N , ,  l< k< d i ,  

l < r < s ,  l < i < N , ,  l < j ~ d i , ,  l < k < N o  

l~_r,r'<s, l < i < N , ,  l < k < N , ,  l< j<d i , ,  l< l<dk .  

est l'ensemble des fonctions de base de P relativement ~ ~.  Si on se donne 
alors une fonction v d6finie sur t2 suffisamment r6guli6re on d6finit son P-interpol6 
d'Hermite relativement h ~ ,  not6 I-Iv, par: 

cP~176 l ~i<-No 
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soit encore: 

No s Nr dlr 

(1-5) Hv= Z dP~ ~ + Z Z 2 ~)rJ(l))Pi~" 
i = 1  r = l  i=1  j = l  

On d6finit ainsi l'op6rateur de P-interpolation d'Hermite relativement h ~ .  

2. Etude directe de l'erreur d'interpolation 

On suppose que 

(2-1) k + l > s +  n 
P 

(2-2) f2 est un ouvert born6 non vide de IR", ~t fronti6re lipschitzienne, tel que 
soit 6toi16 par rapport ~ chacun des noeuds ~ de l'interpolation. 

(2-3) ~ est un ensemble P-unisolvant (cf. (1-4)), ~ &ant d6fini par (1-2) et (1-3) 
et P tel que Pk C P c ~k(~). 

Pour tout r=0 ,  1, . . . ,s, pour tout ueCk§ pour tout a~t~ tel que t] soit 
6toi16 par rapport au point a, pour tout x e O, on pose: 

1 

(2-4) Jr(u, a)(x)= ~ (1 --t)k-rDk+lU[X +t(a--x)] �9 (a--x)k-'+l dt; 
0 

ainsi J,(u, a)(x)~,( IR",  R). 
Compte tenu de (2-2) et (2-3) l'application h Dru de la formule de Taylor 

l'ordre k - r  avec reste int6gral, donne, pour tout u~ C k+ l(t~) et pour tout x~f2 
les relations: 

1 k r 1 r (2-5) D'u(a~)=D'u(x)+... + ~  Dku(x) �9 (a~--x) - + (~_r)). J~(u, a,)(x), 

avec O<r<s, l ~ i < N , .  

I1 vient alors la 

Proposition 2-1. On suppose v~rifi6es les hypotheses (2-1) et (2-2).Alors pour 
tout r=0 ,  1, . . . ,s, pour tout u~Ck+~(O) et pour tout aaf2 tel que f2 soit 6toi16 
par rapport au point a 

_1 1 
_ h k + l  - ,  (2-6) (~ IIJ,(u, a)(x)l[ p dx) p <- lulk+ x, p. 

n o k + l - r - -  
P 

D~monstration. Le principe de la d6monstration est le m~me que celui utilis6 
pour la proposition 1-i de [1]. On a compte tenu de (2-4): 

1 

IJJ,(u, a)(x)[I < ~ (1 - t) k-" liD k+ 1 u[x + t (a-x)]  II h k + l - "  dt. 
0 
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On prend alors la norme LP(F2) des deux membres consid6r6s comme fonction 
de x et ron  reprend alors la d6monstration de la proposition 1-1 de [1] avec ici 

1 [(k + 1 - r ) - p ]  et on obtient le r6sultat compte tenu de rhypoth~se (2-1). lq e= ~  

Indiquons maintenant quelques notations utilis6es dans la d6monstration 
de la proposition suivante. On d6signera par A, rensemble {1, 2 . . . .  , n} et pour 
tout 2=(21, 22, ..., 2r)e(A,) ~ on notera e~ l'616ment de (N")' d6fini par 

e[ =(ex,, ..., e J ,  1 <r<s, 

off les ez,, 1 < i <  r, appartiennent/t  la base canonique de N". 
D'autre part, on notera e~,, l'616ment de N" d6fini par: 

ez,, = ea, + ... + ear. 

Si on considSre alors x =(x  1 . . . . .  x,)e(lR")', on d6finit x ea par 

X e~ = Xel "~1 exr 
�9 . ,  X r , 

off x~ ~' est d6fini par (1-1). 
Enfin pour e et BEN", e = ( e l ,  ..., e,) et /~=(fl l ,  ...,/~n) on d6finit la relation 

d'ordre oc sur IN n par 

eoc~ ~(o~i < ~i pour 1 <iNn). 

On peut alors montrer le r6sultat suivant (cf. Ciarlet et Raviart [7]): 

Proposition 2-2. Les hypotheses (2-1), (2-2) et (2-3) 6tant suppos6es v6rifi6es, 
pour tout ueC~k+~(~) et pour tout m=0,  1, . . . ,k  on a pour tout xeO: 

in~ o DmpO(x) ) (2-7) D'u(x)= ~ o l  (~[D'u(x).(ai -x)'  ] 

+ (l-r)l ~ [DZu(x)" ((aT-x) '-', ~7j)] D~PTj(x) �9 
r = l  / = r  i -  j = l  

D~monstration 1. Compte tenu de (1-2) et (1-5) le polyn6me de P-interpolation 
d'Hermite relativement h ~2, Flu est d6fini par: 

NO $ Nr dir 
Flu = ~,, uta ~ pO + ~ ~, ~ (O,u(ar). r p~j). 

i = 1  r = l  i = 1  j = l  

Si, pour tout zef2, on consid~re alors l'616ment ~e~ de Pk d6fini sur f2 par 

~(x)=(x-z)  ~ avec I~l__<k, 

cornme pDpk, on a en particulier: 

(2-8) ~,(x)= E ~,(a~176 + ~ ~I(D'~P~(a~)'~'5)P~J (x) " 
i ~ 1  r = l  i = 1  j =  

utilise ici une suggestion de J. Meinguet (communication personnelle) 
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Soit f leN".  On d6rive fl fois les deux membres  de (2-8) par  rappor t  h x et on 
obtient:  

0 a ~':(x)= ~ ~:(a ~ Oaf(x)+ ~ (D' ~:(a/) �9 r daP[s(x) �9 
i = 1  r = l  ( . i = 1  j = l  

Or, pour  l<r<s, 

e~ ,  r ~ 

Donc  
No 

c3 p ~(x)= ~ (a ~ -z)  ~ Oa p~ 
i = 1  

�9 = t  I . i = 1  

I" 1411 - -  e .i, t- r e ~  - - ( a , - z )  ' ( r  �9 

j = l  
e x ,  r o e ~  

D'ofl en faisant tendre z vers x: 

(2-9) 
N O  

! 6:a = F, (a ~ - x): 0 ~ pp(x) 
i = l  

+ ~ ~ ~ ( ~ (~-ex,,)! (a'i-xY<-"~"(~'s)e~)O'p,,(x), 
r = l  i = 1  j : l  le~, = r  

od 6aa = 0  si ~4:fl et 6,a = 1 si ~ =ft. 
Soit alors O<l<k et Ifll=m<k; de (2-9) on d6duit en multipliant les deux 

O=u(x) . 
membres  p a r l )  ~'i"= e--! " 

Or 

No O:u(x) (a o _ x) ~ Oa pO(x ) 
Z o=u(x)<~=~ = Z Z 

I~1 :  l i =  1 I~1 = t 

r =  1 I . i =  1 j L l a l = /  e~., ~t 
le~. rl = r 

a u (x), o ,: Dlu(x) .(aO_xy 
~ t a i  -x )  = l! 

I~1 = 1 

(~ --ex,,)! ] I  J 

et 

D z u(x)" ((~(l-r)!- xy-r, ~b) = ~ ~9~u(x ) [ ~ (a~-~xy- ~' ~(~j)e~]j. 
I~l = z e ~ ,  

le;c, rl = r  
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D'ofi 

No ( D,u(x) . (aO_x) ,  T. 

"~- r=l ~ (~-~.̀=1 j=l  ~ ( hlu(x)'((ari-X)l-r~'5,)~Bprij(X))(l-F)[ 

Utilisant alors la d6finition de la d6riv6e m i~mr d 'une fonction f e n  un point  x e R":  

V yi=(yi~, . . . ,  y J e l R " ,  1 < i < m ,  

O O 
O ' f ( x ) . ( y ~ , . . . , y m ) = ~  Oxj~ c3x~ f(x)y~,j~ ...y,~.i~, 

off la sommat ion  est & e n d u e / l  toutes les suites distinctes {jr . . . .  , Jm} d'entiers 
de { 1 . . . . .  n}, le r6sultat suit. D 

On a alors le 

Th6or6me 2-1. On suppose v6rifi6es les hypotheses (2-1), (2-2) et (2-3). Soient H 
l 'op6rateur de P- interpola t ion d 'Hermi te  relativement ~ ~ et ~ l 'ensemble des 
fonctions de base de P relativement ~ ~, (cf. w 1). 

Alors pour  tout  u~wk+LP(t2) et pour  tout m = 0 ,  1, . . . ,  k, on a: 

(2-10) 
1 1 

] u - H u l m ' n ' a ~ k !  n 
k + l - -  

P 

' 1 1 
+ 

r91 (k - r) I 
= " k + l - r - -  

JP~ . . . .  ~ lUlk + l, p, a h k + l 
\i= 1 

[Pill . . . .  ~[~i~] [Ulk+1, v,~ hk+1-',  
/'/ i-- 1=1 
P 

r r r n r  avec ~ij=(iij ,  1,, ..., ~ij,~)~(lR ) .  

Ddmonstration. 1. On montre  d 'abord  (2-10) pour  t/~(~k+l(~) et p <  + ~ .  
On reprend la d6monstra t ion du th6or6me 3 de Ciarlet et Raviart  [7]. On a 

n~ = 2 ~(~o) pO + , L  L (D'~(.'). r 
i=1 = ki=l  j= l  

d'ofl sur ~2 pour  tout  m = 0, 1 . . . .  , k 

t (2-11) D ~ l l u  = ~, u(a ~ D~p ~ + (Dru(d3 �9 ~j) D~p~j . 
i=1 r=l i=1 j= 

Appliquant alors la formule de Taylor  avec reste int6gral, ~ l 'ordre k -  r, ~ D'u 
aux points ~ on obtient  compte  tenu de (2-4) les relations 

Dru(a~) = D~u(x) + . . .  + ~  D k u(x) " k , 1 �9 ( .~-  x) - + ( ~ - r ) ' .  L(u, d,)(x), 

avec O-<r<=s, l <=i<=N r. 
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A partir de (2-11) il vient pour tout x~O: 

1=0  L i = I  

r 1 - - r  r n l  r 1 ~, (Dlu(x) .  ((a i - x )  , ~,j)) D pij(X) 
+ (k-r)!  j=l r = l  l=r i= 

(d,(u, a~)(x). ~j) Omp~j(x +~-.V. ,=lY"[J~176176 (k-r)!  ~i=1 j=~ " 

D'aprds la proposition 2-2 on a pour tout xeO: 

DmHu(x)__Dmu(x)= ~_~ " No ~, [do(u, a~ D"p~ 
" i = 1  

+ (J,(u, a3 ix)" ~i'j) D" pi~ ix) 
(k - r ) !  ~=1 j=~ 

P 

r = l  

ce qui donne, compte tenu de ce que [~[j] = II~i~, 111"'" IJ ~i'j, ,l], 

 ,No 
IIDm(u-Ilu)(x)ll < 2 [IJo(u, a~ IID'p~ 

�9 i = 1  

+ IIJ,(u, 4)(x)lr [~Tj] flDmNj(x)[I 
(k - r) ! j ='-~ 

g 

r = l  i = 1  

Apr~s avoir major6 llDmpi~(x)ll par tPi~[ . . . .  o, si on prend les normes LP(O) des 
deux membres consid6r6s comme fonctions de x on obtient: 

1 No I 
~ (~ IIJo(u,a~ dx~lp~ . . . .  lu -nulm. , ,o<~.  

�9 i =  

+ (k - r ) t  2 (f IIJ~(u, a~)(x)ll p dx~[r IP,51 . . . .  ~ , 
r = l  k i = l  j = l  f/ 

d'ofl le r6sultat, en utilisant la proposition 2 - 1 .  
2. On en d6duit le cas g6n6ral en distinguant les cas p < + ~ et p = + 

comme dans la d6monstration du th6or6me 1 - 1  de [1] en remarquant qu'ici 
Wk+t'P(O) ~-+Cgs(S0) et que P 6tant de dimension finie on a toujours 

r l ~ . ~ ( w  ~+~, ~(o), w ~, p(o)). 

Remarque 2-1. Plaqons-nous dans le cadre de la (<th~orie affine>> (cf. Ciarlet [6]; 
Ciarlet et Raviart [7]; Raviart [11]): on exclut donc ici le cas off l'ensemble 
contient des formes lin6aires faisant intervenir des d6riv6es normales. On peut 
alors reprendre les r6sultats de la remarque 1-1 de [1]. 

On constate encore que le th6or6me 2-1 s'applique ~ la m6thode des 616ments 
finis droits et que lorsque O est un 616ment quelconque K d'une triangulation 
9~h , 616ment d'une suite r6guli6re de triangulation (~)  d'un ouvert poly6drique 
de R" (cf. Ciarlet [6]; Ciarlet et Raviart [7]; Raviart [11]), la formule (2-10) 
conduit ~t des majorations uniformes de l'erreur d'interpolation (il faut entendre 
par lh que ces majorations sont de la forme 
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lu--l-lul,~.p.KNC~(n,k,m,p,s) lulk+lp,~h k+l-m, 

off Cg(n, k, m, p, s) ne d6pend pas de ~ et de K). I1 suffit pour le v6rifier, d'utiliser 
un changement de variables qui ram6ne le calcul des IP~l~ . . . .  ~ et des [Po" Ira. ~o, a 

un calcul dans un n-simplexe de r6f6rence et de tenir compte de r6sultats de 
Ciarlet et Raviart [71 pour l'expression des [~j]. En particulier lorsque, comme 
c'est souvent le cas dans les applications, les ~i'j ont pour diff6rentes composantes 
des vecteurs dont l'origine et l'extr6mit6 sont des noeuds a 7 (donc dans K) on a 
alors pour tout r = l  . . . .  , s: 

(2-12) [ ~ j ] < h ' ,  l < i < N ,  et l<=j<=d,., 

d'ofl (2-10) devient: 

(2-13) lu-l-lutm, p.r 

( 1 
=< .1! k + l - - -  

N o  1 1 Nr dir t 

~IP~ . . . .  ~+,---1 ( k - r ) t  k + l - r  n i=1 i=a / ' /  i = 1  = - - - -  

P P 
�9 ]Ulk+l,p,g hk+l. 

Remarque 2-2 (toujours dans le cadre de la th6orie affine). Ici ~galement on peut 
reprendre les r6sultats de la remarque 1-2 de [1]. En effet on peut calculer effec- 
tivement ~t partir des relations (2-10) des majorations de l'erreur d'interpolation 
d'Hermite dans la m6thode des ~l~ments finis droits. K = ~ et (~)  6tant d6finis 
comme dans la remarque 2-1, et les ~i~ v6rifiant (2-12), si les fonctions de base 
pOet p~ sont explicit6es sous la forme 

p~176 . . . . .  2.+~(x)) l < i < N o ,  

p~j(x)=fi~(2l(-x),...,,~n+l(x)) l<_r<_s, l<i<N~, l<=j<=di, , 

off les fonctions fi ~ et f/~ sont de classe C k et ind6pendantes de ~ et de K et off 
21(x) . . . .  ,2.+1(x ) d6signent les coordonn6es barycentriques de x par rapport 
aux sommets du n-simplexe K, on obtient des r6sultats analogues ~ ceux de la 
remarque 1-2 de [1], soient pour tout m=0,  1 . . . .  , k: 

hk+l 
[u-Hulm, p ,r~C(n,k ,m,p ,s ,K) lulk+l ,p ,r  pro, (2-14) 

avec 

(2-15) C(n, k, m, p, s, K) 

1 1 ~x [max ( ~ m!~5- . . . .  ' 2"+l(x)l ) ]  
- k !  n Lx~K ~. It3=fi~ 

k + l _  i I~ ,, 
P 

s 1 1 

+,--~1 (k - r ) !  k+ 1 - r  - n-- 
P 

�9 max [O fij(2t (x), ..., 2.+ 1 (x 
i= j= x~K l~ m ~ 

off a~IN "+ I. 
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La relation (2-15) permet de v6rifier tt nouveau, la suite (~h) 6tant r6guli6re, 
que les majorations (2-14) sont uniformes. En effet le second membre de (2-15) 
est en fait independant de K puisque, dans le cadre de la th6orie affine et de par 
l'utilisation des coordonn6es barycentriques, il ne d6pend que d'un n-simplexe 
fixe. On retrouve ainsi le th6or6me 6 de Ciarlet et Raviart [7]. 

3. Etude bas6e sur I'approximation 

Soient toujours n, k, p, s, I2 et h d6finis comme dans le paragraphe 1. Pour tout 
u e W k+L P(I2), 1 <p  < + oo et pour presque tout a e ~2, on note ~Vr(u, a) le <<poly- 
n6me de Taylor h l'ordre k de u au point a>> d6fini par: 

(3-1) Vx~12, ~r(u, a)(x)= ~, 
Dlu(a) �9 (x-a)' 

l=o I! ' 

et D m ~r(u, a)(x) la d6riv6e m i~me de l'application x~--~ ~r(u, a)(x). 
On v6rifie que l'application (x, a)~-~llDr"~r(u, h)(x)ll appartient ~t LP(f2x f2). 

Utilisant alors la proposition 2-1 de [1] il vient le 

Th6or6me 3-1. On suppose que les hypothOses (2-1), (2-2) et (2-3) sont v6rifi6es, 
que de plus t2 est convexe et que 11 est l 'op6rateur de P-interpolation d'Hermite 
relativement ~ ~ .  Alors pour tout u~wk+I"P(t2), pour tout entier m ~ 0  tel que 

k + 1 > m + n et pour tout q > 1, on a: 
P 

~ 1 1 
P _ _  (3-2) l u - H u l " q ' t ~ < ( m e s  f2)q ( k - m ) !  

k + l - m - - -  

I 1 hk+l ,U,k+l, p, 
n 

P 
1 1 1 .o 1 ( Y  Ip~ ~, a)lulk+ h k+l + 

1 k !  n " "  1 . . , ~  1 
- -  i = 1  (mes  f2) p k + 1 - - -  (rues O) p 

P 

" EIP,'jIm.q,o[~,'~] hk+l-" lUlk+l.p,O. 
n "= j = l  _/~---r! k + l - r - - - -  ' 
P 

D~monstration. I1 suffit de montrer  le r6sultat pour  u~ ck+l(~),  le cas g6n6ral 
s 'obtenant en raisonnant par densit6 lorsque p < + cr et en passant h la limite 
sur p pour p =  +oo.  Soit donc u~Ck+l(f2). 

Pour tout ~vep on a 

II~t'= 

en particulier, pour ~ =  ~r(u, a). I1 vient alors: 

u -  l-lu = u -  ~r(u, a) + 1 1 ( u -  ~T(U, a)) 

et pour tout x~t2 

(3-3) Dm(u - Hu) (x) = Dm(u - ~r (u, a)) (x) + D m 11(u - % (u, a)) (x). 
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Or 
No 

D "  r l  (u - ~er(u, a))(x) = ~ (u - ~.(u,  a))(a ~ Dmp~ 
i = l  

+ 

D'O6 

IlDm lI(u - ~gr(u, a))(x)[I < 

D'apr6s (3-3) on a donc :  

(3-4) 

i Nr die 

2 ~ D'(u - 5PT(U , a))(a[). 4,5 Dmp,5(x) �9 
r = l  i = 1  j = l  

No 1 

~ .  Ido(u, a~ IID'p~ 
i = 1  

S Nr dir 1 

+,~=~ ~ ~ (k-r)V IIJ.(u, a~)(a)l] [~j]ll Dmp~j(x)[I. 
= J = l  j = l  

LID'(u-/Ju)(x)lL < Libra(u- %(u, a))(x)LI 

+ ~ Ido( u, a~ llDmp~ 
i = 1  " 

s Nr dir ] 

+ ~_~ E E (k-r)~ IId~(u, a~)(a)ll [~,~3 llD"p,~(x)lt. 
= i = 1  j = l  

Prenant  alors les normes LP(O) des deux membres de (3-4) consid6r6s comme 
fonction de a et utilisant la proposi t ion 2-1 de [1] et les majorat ions (2-6) de la 
proposi t ion 2-1 il vient: 

_1 1 1 
(mes t2) p I[O'(u - / - /u)(x)l l  < - -  lulk+L p, ~ h k§ -m 

n (k-m)! k+ 1 - m - - -  
P 

q IlD"p~ lulk+L~,~h k+x 
\ i = 1  / k! n 

k + l - - -  
P i{1 + 

,=~ ~ - - r ) !  

q ~ n 
(mes 0)  ~ ' k + 1 - r - - -  

P 
�9 lulk+l,~,~. 

k + l - r - - -  
P 

Prenant alors les normes Lq(O) des deux membres par rapport  ~ x on obtient  

i ~ I 1 
lu-Hulm,.~<(mes 0) ~ ~ (k-m)!  k + l _ m  n_n_ [u[k+l'p'ahk+l-m 

P 
0 hk+l 1 1 1 IPi Ira, q, lulk+l,p,n 

-t _1 k! n i=t 
(mes OF k + 1 - - -  

P 

2 IPJSlm,,,o[~'~J] hk+l-" 
i-- j=l  
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Le r6sultat suit compte  tenu du fait que wk+l'P(~'-~)c.~wm'q(~) puisque 
n 

k + 1 > m + - -  et que t2 est born& 
P 

Remarque 3-1. C o m m e  dans  la r emarque  2-1 on se place dans  le cadre de la th6orie 
affine. Le thbor6me 3-1 s 'applique,  c o m m e  le th6or6me 2-1, /l la m6thode  des 
616ments finis droits.  Lorsque  la suite de t r iangulat ions est r6guli6re, pou r  les 
m~mes raisons que celles indiqu6es dans  la r emarque  2-1 la formule  (3-2) fournit  
des majora t ions  uniformes de l 'erreur  d ' in te rpola t ion  dans un n-simplexe. De 
m~me, m o y e n n a n t  (2-12), on obt ient  une formule  analogue/L (2-13). En effet (3-2) 
devient:  

x 1 1 
(3-5) l u - I lu lm,  q ,g<(mes  K) q p ( k - m ) ~  n lUlk+Lv'ghk+l-r"  

k + l  - - m - - - -  
P 

1 1 1 IPi ~ , . K  
Jr 1 k . t  n i 

( m e s K )  ~ k + l - - -  - 
P 

+.~a 1 1 IPiSl,., q, r 

P 
�9 lule+l,p,K hk, 

Remarque 3-2 ( toujours dans le cadre  de la th6orie affine). Supposan t  r6alis6es 
les condi t ions  indiqu6es dans  la r emarque  2-2 en part icul ier  pour  l 'expression 
des fonctions de base, il vient pour  tout  u s  W k+l' V(K), pour  tout  entier m > 0  tel 

n 
que k + 1 > m + - -  et pou r  tou t  q > 1 : 

P 

(3-6) lu-I lUlm,  q,r 

oil 

(3-7) 

1 1 1 1 
< (mes K) ~ v _ _  

( k - m ) !  k +  1 - m  -n-  
P 

~ k +  l - m  
�9 U k + l , p , K  n 

+ c g ' ( n , k , m , p , q , s , K )  (~)  m} 

1 1 1 
~"" '~ - -  K , m , p , q , s , ~ j =  • k! n 

(rues K) p k + 1 - - -  
P 

1 

�9 F, O ' f ? ( 2 d x )  . . . . .  ;. .+~(x d x  
, i = l  la m 

1 ~ 1 1 

+ 1 .~1 (k - r) ! n 
(rues K) ~ = k + 1 - r - - -  

P 

No d,, m!  q q . 
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Pour calculer les constantes d6finies par (3-7) on peut utiliser les formules de 
Zienkiewicz 1-13] donn6es dans la remarque 2-2 de [1]. 

La relation (3-7) permet de v6rifier 6galement ici que, la suite (~~h) 6tant r6gu- 
li6re, les majorations (3-6) sont uniformes pour des raisons analogues/t celles in- 
diqu6es dans la remarque 2-2; il suffit de remarquer que 

1 1 z l  I'~ 

(mes K) ~ ~ < h  qt~-~J. 

D'autre part on doit noter que le th6or6me 3-1, en raison de l'hypoth6se 
n 

k + 1 > m + - - ,  peut n'avoir lieu que pour m =0, 1 . . . .  , s alors que le th6or6me 2-1 
P 

est toujours valable pour m=0,  1, ..., k. 

4. Exemples num6riques 

Exemple I: Triangle d'Hermite de type (3) 

Soit K un triangle quelconque de IR 2, de diam6tre h et soit p le diam6tre du cercle 
inscrit dans K. 

L'ensemble des noeuds de l'616ment fini est form6 des trois sommets at, az, a3 
et du barycentre a 4 du triangle. 

L'ensemble ~ des degr6s de libert6 de l'616ment fini est d6fini par: 

1 

off les ~o et les q~i~ sont d6finies par les formules (1-2) avec ici 

0 1 
a i = a i = a i 

a 0 : a 4 

et 

1 < i < 3  

01 132 

~i=aj -a i  l <i, j<3, i~j .  

L'ensemble ~' 6tant Pa-unisolvant on peut successivement appliquer les th6o- 
r6mes 2-1 et 3-1 avec P=P3 et par exemple p=q =2. De plus on se trouve bien ici 
clans le cadre de la th6orie affine. 

1) Application du th6or6me 2-1 

Utilisant les majorations (2-15) on obtient les r6sultats suivants pour tout u e H 4 (K) 

lu-Ilulo, z,j: <4 [ul4,2,rh 4, 
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h 4 
tu-/-/ulx, 2,K ~ lUl4, 2, g - -  

P 
h 4 

lu-Ilul2,5,x < 191ul4,5,~ /95 

h 4 
lu-l-lula, 5,r <451u14,2,r p3 

2) Application du th6or6me 3-1 

Le th6or6me 3-1 est ici applicable pour m =0, 1, 2. Utilisant les majorations (3-6) 
on obtient les r6sultats pour tout u~H4(K): 

In - / /u lo ,  2, x<�88 lul4, 2,~ h4, 

'u-Ilull, 2, x< (�88 2 h )  lul4,2, xh 3, 

lu-/-/uls.  2, K_-< 1+13--~- lul4,2, xh  2. 

Remarque 4-I. Comme dans les exemples num6riques de [1] on peut remarquer 
qu'ici aussi, lorsque les deux th6or6mes sont applicables, le th6or6me 3-1 donne 
de meilleurs r6sultats num6riques que le th6or6me 2-1. 

Remarque 4-2. Si l'on effectue les calculs pour l'616ment P3-unisolvant de Lagrange 
dont les degr6s de libert6 sont d6finis par les valeurs de la fonction aux trois 
sommets du triangle, au barycentre et aux points situ6s aux tiers et aux deux 
tiers des c6t6s, on constate que les majorations obtenues sont tr~s proches de 
celles obtenues ci-dessus. En effet on obtient successivement: 
- par application du th6or~me 1-1 de [1], pour tout uEH4(K): 

lu-//ulo, 2, ~_-< lu14, 2 , K  h4, 
h 4 

lu -HUl l ,  2, r=<4 lul4, 2 , r - -  
P 
h 4 

lu - / /u12 ,2 ,  x-<21 lu14,2,x p2 , 

h 4 
lu-1-lu13, z,x<321u14,2,x pa ; 

- par application du th6or6me 2-1 de [1], pour tout ueH4(K) 

lu - / / u l o ,  5, x- -<~ lu14, 2, x h4, 

lu-1-1ulx, 5,x<- (�88 h)  lul4,2, xh a, 

lu-llul2,2,x<- (l+12 hf--T) lul,,5, xh 2. 
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Exemple II: Triangle d'Hermite de type (5) 

Soient K un triangle quelconque de IR 2, de diam&re h et p le diam6tre du cercle 
inscrit dans K. 

L'ensemble des nceuds de l'616ment fini est form6 des trois sommets al, a 2 
et a 3 du triangle et des trois milieux a4, a5 e t a  6 des c6t6s du triangle. L'ensemble 
des degr& de libert6 de l'616ment fini est d6fini par: 

E ~  0 1 1 2 
{4~i }i_<~3 i <-j<-3 U { (~i j}  l <=i, j <  3 _ _ , 

i , )  

off 

a ~ =a~ = a  2 =a~ 

a~+a = a i +  3 

1 ~v-aj-a, 

pour 1 < i < 3 ,  

pour 1 < i < 3 ,  

pour l = i ,  j < 3 ,  i4:j, 

pour I < i < 3  

et off enfin 

2 2 ~V=(~iik,r 2 pour 1<i,  j < 3  et 1</ ,  k < 3 ,  

l~-i et k 4:i est d6fini h partir de ~2 k = ak--a, (un seul des deux vecteurs (~2k, r  
et 2 2 (r CVk) 6tant 6videmment utilis6). 

al ~ " ~ a2 
Q5 

a2= io, i) 

. . ~  a6 

a3=(O,O) as a~ =(I,O) 

L'ensemble ~ 6tant Ps-unisolvant, on peut successivement appliquer les 
th6or6mes 2-1 et 3-1 avec P=Ps  et, par exemple, p = q = 2 .  De plus il est clair 
qu'on se trouve ici dans le cadre de la th6orie affine. 

On doit tout d 'abord d6terminer l'ensemble des fonctions de base de P5 
relativement h ~ (cf. Argyris et al. [2]; Bernadou [5]; Ciarlet [6]; Raviart [11]; 
Thomasset [12]) en utilisant les formules rappel6es dans le paragraphe 1 ce qui 
a 6t6 fait ici par r6solution num6rique sur ordinateur. 

On obtient ainsi, dans le triangle /~ de r6f6rence de sommets ~1=(1,0), 
a2 = (0, 1), a 3 = (0, 0) et off par cons6quent a ,  = (0, x A ~), a~ = (�89 o ) ,  ~ " " " ^ a6 = t~, ~), les fonc- 
tions de base exprim6es en fonction de x 1 et x 2 (voir annexe ci-jointe). 

Pour appliquer les th6or6mes 2-1 et 3-1 on calcule ensuite des approximations 
num6riques des constantes ~ et ~ '  d6finies par (2-15) et (3-7): dans le premier 
cas on est ramen6 ~t des calculs de maximums, dans le second h des calculs d'in- 
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t6grales. Pour cela il suffit d'utiliser les expressions des fonctions de base don- 
n6es dans l'annexe, compte tenu du fait qu'elles peuvent ~tre consid6r6es comme 
exprim6es en fonction des coordonn6es barycentriques (21 =xl ,  22=x2). 

1) Application du th60r6me 2-1 

On est conduit/t calculer des approximations de quantit6s du type Max g(~l, x2) 
:eE/~ 

o~ les fonctions g sont de la forme (cf. (2-15)): 

m! 
g(~2) =1~1=.2 ~-~ Ic3~P~ : ~ 2 ) [ 4 .  ou g(:~)= I~=,.~'v [d~'P~J (~1' 5c2)1" 

On a donc: 

Max g(~l, ~2) = Iglo, o~, t:. 
.~K 

I1 est important de noter que les fonctions g, quoiqu'en g6n6ral non diff6rentiables 
au sens usuel sur /~, appartiennent n6anmoins /~ W 1' oo(/~). 

On introduit alors un r~seau ~a ( l e N  *) de points de R d~fini par: 

(Xl ,X2)SN,x l=Ld  et x2=Md,  L e N ,  M e N ,  O<=L+M<= . 

Le r6seau ~a d~finit un recouvrement de/~ au moyen de triangles/~j de diam~tre 
d 1/~ (voir figure ci-dessous). 

~2 

( o , 1 ) ~  

(o,o) . . . . .  ~ Xl (1,o) 
On calcule alors Max g*(:Xl, x2) o1~, pour tout j, g* est la fonction (positive) 

i e g  
telle que g*lKj soit le Pl-interpol6 de Lagrange de g aux sommets de/~j (cf. re- 
marque 4-3 ci-apr6s). 

On v6rifie que 

Max g* (xl, x2) = Ig* Io, oo. K = Sup g(xl, x2)" 

Etant donn6 que pour tout j, glib appartient h WI'~176 on a, en appliquant 
le th6or6me 1-1 de [1]: 
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I g - g  Io, o~,rc~<- 31/~ dlgh, ~,~:j, 

o/1 pour simplifier on a not6 ge t  g* au lieu de glg~ et g*lg,. 
D'ofl la majoration d'erreur sur /~: 

I Max g(~l, ~ 2 ) - M a x  g*(~l, ~2)1 = ]lglo, |  ~,~] <31/~dlgll ,  oo, g. 

Remarque 4-3. On v6rifie ainsi la convergence de la m6thode lorsque d tend vers 0. 
Pour avoir la convergence, il suffit d'ailleurs de prendre pour approximation g* 
de g l'616ment de L~~ tel que pour tout j, g*lgj soit le Po-interpol6 de Lagrange 
de g au centre gravit6 (par exemple) d e / ( j .  Etant donn6e la r6gularit6 de g, on 
obtient d'ailleurs dans ce cas le m~me ordre asymptotique de convergence. 
Cependant les r6sultats num6riques sont alors moins satisfaisants que dans le 
cas pr6c6dent. 

Ayant pris successivement d=0,1 puis d =0,05, on a constat6 que la variation 
des approximations num6riques obtenues pour les constantes ~ de (2-15) 6tait de 
l'ordre de 0,01: On se borne donc ici fi indiquer les r6sultats obtenus pour d=0,1. 

Pour tout u 6 H 6 (K): 

lu -- HUlo, z, r <0,03 lul6, 2, K h6, 
h 6 

lu - l-luh, 2, K ~ 0,2 ]u[6, 2 , r - - ,  
P 

h 6 
lu -Hu12 ,  g .r<3,1  lu16, z,x p2 ,  

h 6 

l u - I l u l a , 2 , r < 4 7  [ U I 6 , 2 , K  103 ' 

h 6 

[u-/-/ul4, 2, K ~ 3 3 0  ]U[6,  2, K /04 ' 

h 6 
tu -Flu l s ,  2, x <853 [u16, z,r /05 " 

2) Application du th6or6me 3-1 

Pour calculer des approximations des int6grales intervenant dans les formules (3-7) 
on utilise une formule d'int6gration approch6e sur chaque triangle /~  (d6fini 
cornme pr6c6demment). 

^ ^ 

b l J3 1 



424 J.L. Gout 

Pour tout triangle ~ i  on a pris la formule/t trois points 

d 2 [ 3  

i=~ J s 

ofl blj, ~zl et ~3j sont les milieux des c6t6s de /~ i ,  ce qui par sommation sur j 
donne une valeur approch6e de ~ g(~) d~. 

Etant donn6 que g6Wl'~(g.) et que la formule d'int6gration num6rique 
utilis6e est exacte sur P0 (en fair sur P2) il r6sulte du th6or6me 3-1 de [1] que l'erreur 
d'int6gration sur chaque triangle ~ i  

Rj(g)=Sg(:x)d:~--~-[i~lg(~ij)  ] �9 
P,.+ 

est telle que 

IRj(g)l < 2(mes g9 d ]/~lgh, +, gj. 

on en d6duit que 

Ig(g)l < 2(mes/( )  d 1/21gh, o~, 

off R(g) d6signe l'erreur d'int6gration sur /(. 

Remarque 4-4. On v6rifie donc la convergence de la m6thode quand d tend vers 0. 
Notons que pour avoir la convergence (et, vu la r6gularit6 de g, le m~me ordre 
asymtotique de convergence) il suffit d'utiliser la formule 

d 2 

off $i est un point quelconque de /(j. 
Ayant pris successivement, comme pour le calcul des maximums, d=0,1 

puis d =0,05, on a constat6 que la variation des approximations num6riques 
obtenues pour les constantes cr de (3-7) 6tait ici aussi de l'ordre de 0,01. On se 
borne donc/L indiquer les r6sultats obtenus pour d = 0, 1. 

Pour tout u E H 6(K) 

] u - / I U l o ,  2, g ~ 0 ,  002 [uI6,2, K h 6 + 0 ,  01 [u[6, 2,K h6, 

h 6 
[u-/-/ 'u[1, 2, K m<0,01 [u16,2, rh5--kO,O8[u[6,2,K , 

P 
h 6 

[U--Ilu[2,2,1C, <=0'06 [U16,2, g h + + 0 '  94 [u[6,2, g p2 ' 

h 6 
[U--/'/U[a, 2, K~0 '25  [u16,2,r ha-k16 [u16, E,r p3 , 

h 6 
[/'/-/7/'/[3, 2, r -<( [u ]6, 2, r h2 + 160 lul6, 2, K -~ .  



Estimation de l'erreur d'interpolation d'Hermite dans R n 425 

Remarque 4-5. On v6rifie encore ici que lorsque les deux th6or6mes sont appli- 
cables le th6or6me 3-1 donne de meilleurs r6sultats num6riques que le th6o- 
r6me 2-1. 

Remarque 4-6. Signalons ent'm que le calcul des constantes c~ de (2-15) et c~, de 
(3-7) n'a 6t6 effectu6 dans l'616ment de r6f6rence/( que par raison de commodit6. 
On sait que l'utilisation des coordonn6es barycentriques permet d'6viter le re- 
cours/ t  l'616ment fini de r6f6rence. 

Exemple III:  Triangle d'Argyris de type (5)  

Soit K un triangle quelconque de IR 2 de diam6tre h et soit p le diam6tre du cercle 
inscrit dans K. 

L'ensemble des n~euds de l'616ment fini d'Argyris est le m6me que celui de 
l'616ment fini d'Hermite de type (5) indiqu6 dans l'exemple II. 

D'autre part, l'ensemble des degr6s de libert6 est 6galement le m~me que celui 
de l'616ment fini d'Hermite de type (5),/t l'exception des degr6s de libert6 associ6s 
aux milieux des c6t6s du triangle: ici les vecteurs r (1 < i < 3 )  repr6- 
sentent les vecteurs unit6s des normales ext6rieurs ~t K au milieu des c6t6s. 
Ainsi cet exemple ne rel6ve pas de la th6orie affine. Toutefois on montre (cf. 
Argyris [2]; Ciarlet [6]; Raviart [11]) que l'on peut calculer l'erreur d'inter- 
polation d'Hermite dans ce cas en se ramenant au calcul de l'erreur pour l'616ment 
fini d'Hermite de type (5) donc ~ un 616ment fini qui entre dans la th6orie affine. 

Cl 5 

01 I 06 G2 

Dans cet exemple, reprenant en cela les notations de Ciarlet [6], on appelle/1 
l'op6rateur de Ps-interpolation correspondant au triangle d'Argyris, A l'op6ra- 
teur de Ps-interpolation correspondant au triangle d'Hermite et ~ l'expression 
I I u - A u ,  off u~W6'p(K). 

On a 6videmment, pour tout u ~ W 6' p (K) et pour tout m = 0, 1 ..., 5: 

lu - I l  ulm, p.x ~ l u -  Aulp, p,x + IAu - l-l ulm, p, x. 

D'autre part (cf. Ciarlet [6], chapitre 13), il vient: 

3 
1 t$=I- lu-hu= ~ -x-------(u-Au)(al+ a)<ai-ai+ 3, vi+ 3 >Pi+ 3,i. 

i=1 G~i+ 3 
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On a alors 

[~l.,p,K < ~ O---~(u-Au)(a~+3) Ip~+3,ilz, p,K h 
i=1  ~ V i + 3  

06 
3 

(4-1) 161,.,p,K < ~ [IO(u- Au)(al+ 3)li lpl+ a, il,.,p,K h. 
i = 1  

Utilisant le fait que 

~ePs A ~ = 7 '  

on choisit 7J= ~r(u, a), o6 7Jr(u, a) est pour presque tout  aeK le <<polyn6me de 
Taylor ~t l 'ordre 5 de u au point a>> (cf. [-1]), et on obtient pour i =  1, 2, 3: 

IIO(u- au)@+ 3)ll < liD(u- %(u, a))(al+ 3)11 + IlOa(u- 7'r(u, a))(al+ 3)[I 
soit 

1 
(4-2) [ID(u-Au)(al+3)[l < []Jl(u, a/+a)(a)][ + ]IDA(u- ~r(i, a))(ai+3)H, =(k-1)~ 
(Pour la d6finition de J,(u, a)(x), r =0,  1 . . . .  , s) voir la formule (2-4).) Par d6finition 
de A on a: 

3 

A(u -  7tT(U,a))= ~ (u--Ttr(u,a))(a~ ~ + ~ D(u--tt'T(u,a))(a~). ~,�89 
1=1 1< l , j<3  

3 

+ ~,D(u-~Pr(u,a) ) (a~+3)"  1 1 r 
/=1  

+ Y O2(u- ~T(u, a))@). ~,~2 p,~. 
l < l , j ~ 3  

Pour i =  1, 2, 3, on en d6duit, vu que les ~lj v6rifient la formule (2-12), 
3 

IIDA(u- ~r(u, a))(a~+ 3)II _-< ~ I(u- ~er(u, a))(a~ II Dp~ 3)11 
l = l  

+ ~ IlO(u-~r(u,a))(a~)ll 1 1 [IOptj(ai+ 3)11 h 
l~_l,j~_3 

l * j  

3 

+ ~ I[D(u- tPT(U, a))(a~+ 3)11 1 I[Op,+ 3,,(a~+ 3)11 h 
/ = 1  

+ ~ IIO2(u- %(u,a))(aZ)N [IDp~@+3)I[ h 2, 
l < l , j < 3  

soit encore 
3 

(4-3) IIDh(u- ~r(u, a))@+3)ll _-< Z IJo(u, a~176 ~,K 
l = l  

+ y' lIJdu, a~)(a)ll 1 IPtjlL~,K h 
l < l , j ~ 3  

3 

+ Y, 114(u, a~+ 3)(a)l[ Ip~+ 3, ,IL ~ , r  h 
1=1 

+ ~, iiJ2(u, a2)(a)ll 2 2 IP~h, ~, x h . 
l ~ l , j ~ 3  



Estimation de l'erreur d'interpolation d'Hermite dans R" 427 

Utilisant (4-2) et prenant les normes LP(K) des deux membres de (4-1) consid6r6s 
comme fonction de a, on obtient: 

_1 a f 1 
(mes K)PlfI~p,K< ~=I ~(~-l)V. [IJl(u'a~+a)llLn(r) 

t '  + IIDA(u- ~T(U, a))(aI+a)llL,~K~ IP~+3, ~lm, p, Kh. 

Compte tenu de (4-3) et de la proposition 2-1 on a: 

(4-4) 
1 

(mes k) p I~I~, ~, 

--<2 1 i=1 ( k -  1)! 

1 q 
(k-1) !  k _ 2  

P 
1 1 

(k-2)~ k - ~ - - -  

k_2lul6'p'rhS-~ k! 2 l= IP~ lUI6'p'Kh6 
k + l - - -  

P P 

IPoll ,~,r+ 21P~+3,111,~,K lul6,p,K h6 
l<=l,j<3 /=1 l*j 

2 6} IPi+a,~lm, p,X h.  2 ( E IP,Jll,~,r)lUl6,~,r h 1 l <=l,j<<_3 
P 

Remarque 4-7. On v6rifie que la majoration (4-4) de [6lm, p,K est de la forme 

( ~ )  h6 
161,., p, x~ ---- C1+C2 lul6, p,K pro, 

o/1 C1 et C 2 ne d6pendent que de n, k, m, p, s. Donc, si la suite de triangulations 
est r6guli6re (cf. Ciarlet [6]; Ciarlet et Raviart [7]; Raviart [11]) l'in6galit6 (4-4) 
conduit ~ des majorations uniformes de 6. 

Donnons pour terminer des r6sultats num6riques pour p =2. 
Pour m=0,  1, ..., 5, l'erreur d'interpolation correspondant au triangle d~r-  

gyris est de la forme 

lu--Ilulm, 2, K <Iu-- Aulm, 2, K +IOII, 2, K. 

Rappelons que des majorations des quantit6s [ u -  Aulm, 2, r o n t  6t6 calcul6es dans 
l'exemple II. On se borne donc ~ expliciter des majorations des quantit6s Ifilm, 2, x. 
Utilisant (4-4) on obtient: 

16'o, 2, K<= (O,Ol +O,o2 h )  lul6,2, rh 6, 

( h )  h 6 
[t$[1,2, r<__ 0,02+0,24 1u[6,2. ~ P 

1~12,2,~< 0,22+4,55 h lul6, a,K pe ,  
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( 1613,2, K~_~ ~ 4 + 8 1  [UI6,2, K p 3 '  

( h) h~ 
Ic5[4.2. x ~  39+810 7 lu16. z.x p4,  

( p )  h6 
1~15,2,x< 15+303 h lu16,2,x pS- 

Annexe 

Fonct ions  de base de l'616ment fini d'Hermite de type (5) dans / (  (on notera 
xl, x2, p au lieu de x l ,  x2,/3). 

p~ =10x  3+15x~ x 2 - 1 5 x ~ - 3 0 x  3 x 2 -15x~  x ~ + 6 x ~ - 1 5 x ~ x  z 
+ 15x~ x22, 

p~ x2) = 1 5 x l x ~ + 1 0 x  3 - 1 5 x ~ x ~ - 3 0 x l x  3 - 1 5 x ~ + l s x ~ x ~ + 1 5 x  lx~ 
+6x~,  

p~ x2) = 1 - 1 0 ~  - 15 ~x ~ - lOx ,  ~ + 15 x~ + 3 0 ~  ~2 + 30x~ x~ + 3 0 ~  ~I  
+15x  4 - 6 x ~ - 1 5 x  4 x 2 - 1 5 x ~  x22-15x 2x 3 - 1 5 x  1 x 4 - 6 x ~ ,  

3 xv 2 7 x ' ~ - 2 1 X ~ X z - 2 2 x ~ x  ~ + 3 x  15+-~-x~23 ,,x2 Pt2(x1, x2)=4xl  + T X l  x2-- 
+ 2 2 x  3 x 2 •  . . 2 . 3  T ")-- "~" 1 ~ 2 ,  

Pla (x , , x2 )=  - 5x~ x2 +14x~ x2 + ~ x ~  a*2 -o.1~ 4 . 2 - T  **3v 3 " 2*2-T-127 2 x 3 ' 

1 17 2 3 -22x~  xl P21(Xl,X2)=TXlX2+4X2 X2__21 X23 __ 7 .~2 _I_T.~ 1 . 4 - - 2 7 .  3 X2 + 22X x 2  2 X23 
23 4- 5 

+ - ~ ' - X  1 X 2 +3x2,  
p~3(xl ,x2)= 2 37 2 _ 5 Xl Xz + T  Xt X2 +14  Xl _ 3.% - - T  " 3 * 2A'2 - - T  " 2 X3 --8 XI X4 ' 

p l l ( X l , X 2 ) = X x _ 6 X 3  7 2 -~x~ x2-11,q x~ +8~  +7,4 x2+ 17x~ x~ + 18~x x~ 
3x~ 7 4 3.2 2 7 . 2 x ~ _ 8 x x x 4  ' - -  - - I X  1 X 2 -6x~ * 2  - T * l  

p ~ 2 ( x l , x 2 ) = x 2 . _ l l x ~  x 2 _ . ~ x  x22_6x32 +18x~  x2 +17x~  x2 + 7x l  x~ + 8 x  4 
S/- 4 . 27 . .3  - - u Z 1  A'2--"2-  ~1 X2 - 6 x 2  3 7 x 2 - ~ , q  x ~ - a x ~ ,  

P~a(Xl, x2) = 16Xl x 2 - 32x 2 x 2 - 32xl x~ + 16xl a x 2 + 32x 2 x 3 + 16x I x~, 

p~52(x~, x2)= 16x 2 x 2 - 3 2 x ~  x2 - 3 2 x  2 x~ + 16x~ x2 + 3 2 x  3 x22 + 16x 2 x23, 

p~3(x~,  x2)= 16x 2 x22 - 16x23 x22 - 16x 2 x2 a, 
2 2 4- 3 2 p21(X 1 , X2)--'~ - - X l  2 X 2 + 3 X  2 x2 + X  1 X 2 - 2 x l  x2 - 2 x l  X2, 

2 ..5. 2 2 3 3 ..2 5 . .2  
P l 2 ( X l ,  X 2 ) = 4 X I  X 2 X 3,  - - ~ X  1 A 2 - - g A  1 

3 X5 
2 X l  5 2 4- 7 - -3  -- 5 - -2  + 3 x 3 x 2 

- -2A'1  "7"2--'2"~ 1 2 Px3(Xl  ,X2  ) ~ _ . ~ T + ~ X  1 X 2 _ X  1 X 2 +  "~1 + 9 X 4 X 2  

+ 5 . . 2 . 3  
"4"X'l " 2 ,  

2 5 2 ~ 3 2 ~ 2 
P21(X1,  X2)-~"gX 1 X~ X 3 - - 4 X l  X 2 - - 4 X 1  
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ph(x~,x2)= -xl xl +~ ~+3x~ x~-2~ ~-2~1 ~,  

p23(X1,X2) 5 2 3 5. .2 . 2 7 . . . 3 - - 5 .  3 = a  XI X2 ,.I.. X2 __~ AI .,,t.2 __~ . I  A.2 _I_.g J~I X2 Jr_ 3 X2 X3 9 4 +~  X~ x 2 + - -  

p ~ l ( X l , X 2 ) = ~  3 3 --~x I ---- 

3 2 X32, +'g X 1 

p322(X1, X2)---- X 2 X 1 X 2 
2 4 

X 1 X24 

4 

,,2,~_+~ ,4 + ,4 x~ 
2 -x2x2 

x~ 
2 '  

X'l x't x~ 4- x~ x~ 
2 4 

3 3  : x 2 - ~ x 2 +  +~x~ 3 3  2 2 + 3 x ~  x2 + x t  x 3 

x~ 

2 '  

p2 a(xl ,  x 2 ) = x l  x 2 - 4 x  2 x 2 - 4 x ~  x2 2 + 5x~ x 2 + 10x 2 x2 2 + 5 x I x2 a - 2 x ~  x 2 

- 6 x ~  x ~ - 6 x ~  ~ - 2 ~  ~ .  
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