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Estimation de P’erreur d’interpolation d’Hermite dans IR®

J.L. Gout
Département de Mathématiques, Université de Pau, BP 290, F-64016 Pau, France

Estimation of the Hermite Interpolation Error in R®

Summary. This paper is devoted to study the Hermite interpolation error in
an open subset of IR™.

It follows a previous work of Arcangeli and Gout [1]. Like this one,
it is based principally on the paper of Ciarlet and Raviart [7].

We obtain two kinds of the Hermite interpolation error, the first from
the Hermite interpolation polynomial, the other from approximation method
using the Taylor polynomial.

Finally in the last part we study some numerical examples concerning
straight finite element methods: in the first and second examples, we use
finite elements which are included in the affine theory, but it is not the case
in the last example. However, in this case, it is possible to refer to the affine
theory by the way of particular study (cf. Argyrisetal. [2]; Ciarlet [6];
Ciarlet and Raviart [7]; Raviart [11]).

Subject Classifications. AMS (Mos): 65D05, 65N30; CR: 5.13, 5.17.

1. Notations et preliminaires

La plupart des notations utilisées ici sont celles de Ciarlet [6], Ciarlet et Raviart
[71, Raviart [11] (cf. également Arcangeli-Gout [1]).

Soient n un entier =1 et Q un ouvert borné non vide de IR". On suppose R"
muni de la norme euclidienne usuelle, notée |||, et on désigne par h le diametre
de Q.

Rappelons tout d’abord quelques définitions de calcul différentiel. Etant
donnés deux espaces vectoriels X et Y sur un méme corps de scalaires, et [ un
entier > 1, on note %(X; Y) I'espace des applications I-linéaires de X' dans Y
ou X' désigne le produit cartésien, effectué [-fois, de X par lui-méme. Quand
=1 on écrira #(X; Y) au lieu de Z,(X; Y).
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Etant donnée une fonction u: Q—IR, sa [*™ dérivée D'u(x) en un point x
de Q (lorsqu’elle est définie) est un élément de £ (IR"; R). On écrira en particulier:

VEeR® D'u(x)-(§¢, ..., &)=Du(x)- (&
Il fois

et pour tout r</:
VEeR", 15isr, VEeR®,
Du(x)- (1, s & & o O=Du(x)- (¢4, ..., &, (')

p e g
(I —r fois)
La norme de D'u(x) dans I'espace .Z(R", IR) dont la norme est également
notée ||-||, est définie par

ID'ul = sup  ID'u(x)- (s oo G-
feb 1 2is1

De plus, pour tout multi-indice x=(a,, ..., ®,)cN", on pose

= (.‘7_) . (i)
0x; ox,/’
de méme pour x =(x,, ..., x,)€IR"” on définit x* par:
1-1) x*=xPx%... x5
et on note
o =0y +o, +--+a, et al=o!.. !

Enfin si {e;},;<, désigne I'ensemble des vecteurs de la base canonique
de R* on a:

Pu(x) =D U(x) (€1, «..) €1y coer @iy orey €iyaeey €py very ).
N st N et

N, st
o1 fois a; fois ay, fois

Drautre part, soit p un nombre tel que 1 <p £ + co. Pour tout meN, on désigne
par W™ P(Q) 'espace de Sobolev des (classes) de fonctions u qui appartiennent
a IP(Q) ainsi que toutes leurs dérivées partielles 0°u d’ordre |¢| <m, muni de sa
topologie naturelle. On munit également W™ (Q2) des semi-normes:

1
ul, 0 =(] 1D u(x)|?dx)p, Osl<m,
0

lorsque p< + o0, avec la modification habituelle lorsque p= + 00. Toutefois
pour K compact de R", on écrira pour 51mp11ﬁer comme c'est I'usage, W™ #(K)
(ou H™(K) dans le cas p=2) au lieu de W™ "(K), K désignant lintérieur de K,
et ||, »x au lieu de [}, , %

Soit enfin k un entier > 1. On désigne par B, 'espace des polynomes de degré
<k en les n variables x,, ..., x,.
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Donnons maintenant quelques définitions et notations spécifiques a I'intér-
polation d’Hermite (cf. Ciarlet [6]; Ciarlet et Raviart [7]; Raviart [11]). Etant
donné un entier s tel que 1 <5<k, on se donne un ensemble fini Z de N formes
linéaires sur, ¢%(Q), linéairement indépendantes, définies a partir d’un ensemble

{al}o<,<s de points de Q (les «noeuds» de I'élément fini), N, représentant le
15iZN,
nombre de nceuds 4 r fixé:

¢7: v (v)=v(a))

1<
1-2 <
. it o) =D"va)-&;  1=r

s, ISisN,, 1£j=d

ir

ol v est une fonction suffisamment réguliére sur Q, o d, désigne le nombre de
formes linéaires associées au noeud ] et ou les &7; dépendent de la géométrie de
I'ensemble des noeuds. On a ainsi:

(1-3) z={¢?}1§i§No U{(Vij}lggs, 1EigN,, 1Sjsdr

et

N=No+ Y (%d,.,).

J= 1 M=1
Drautre part P étant un espace de fonctions définies sur Q,

on dira que I'ensemble ) est P-unisolvant si quels que soient les scalaires

o (1ZiZNy)et of; (1Sr<s, 1SiSN,, 15j<d,) donnés, il existe une
(1-4) fonction unique ve P telle que:

Pv)=0af, 1<i<N,

¢:J(U)=a:j, lérés’ 1§1§Nr3 1§J<d

=%ir-
L’ensemble ) étant P-unisolvent on a dim P=N.
De fagon équivalente montrer que ) est P-unisolvant revient 3 montrer
lexistence d’un ensemble B ={p?}, <;<n,\J {Pij}12r<s 12ixn, 12524, de N fonc-
tions de P qui satisfont a:

¢?(P?) =5ij 1-_<—.iaj§No

¢ =0 1SiS Ny, 15r<s, 1S/EN,, 1sk=d,

P =0 1<r<s, 1ZiEN,, 1£jsd,, 1SkEN,
¢:J(pl’:l)=5rr'6lk6ﬂ 1§r,r’§s, lélépr lék-S-Nr’ lé .édlr’ 1—S—1Sdk

% est I'ensemble des fonctions de base de P relativement a Y. Si on se donne
alors une fonction v définie sur Q suffisamment réguliére on définit son P-interpolé
d’Hermite relativement & ), noté ITv, par:

¢ (M)=¢7(), 1
PifIlv)=i(v), 1
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soit encore:

s N,  dip

(1 5) HU-— Z ¢0(U)Pl + Z Z Z ¢:j(v)pu

r=1i=1 j=1

On définit ainsi Popérateur de P-interpolation d’Hermite relativement & ) .

2. Etude directe de Perreur d’interpolation

On suppose que
@-1) k+1>s+€}

(2-2) € est un ouvert borné non vide de IR”, 4 frontiére lipschitzienne, tel que Q
soit étoilé par rapport a chacun des noeuds & de I'interpolation.

(2-3) Y est un ensemble P-unisolvant (cf. (1-4)), ) étant défini par (1-2) et (1-3)
et P tel que B, Pc¥4Q).

Pour tout r=0,1,...,s, pour tout ue C** (), pour tout aeQ tel que € soit
étoilé par rapport au point g, pour tout xef2, on pose:

04).Mmaﬂﬂ=fﬂf4Y”D“4M}+da—w](a—ﬂ“”“dm
0

ainsi J{u, a)(x)e Z,(R", R).

Compte tenu de (2-2) et (2-3) l'application & D'u de la formule de Taylor
a Pordre k —r avec reste intégral, donne, pour tout ue C**(Q) et pour tout xeQ
les relations:

(2-5) D'uw(@)=Du(x)+ -+ DFu(x)- (a} —x)* "+

(k my Ju, @) (x),

avec 0=r=<s, 1ZiEN,.

(k)

11 vient alors Ia

Proposition 2-1. On suppose vérifiées les hypotheses (2-1) et (2-2). Alors pour
tout r=0, 1, ..., s, pour tout ue C**1() et pour tout aeQ tel que Q soit étoilé
par rapport au pomt a

1
1 1
(2-6) ([ 19,0, dX)1Pdx)P S ————— |ty 1, p o B**' 7
0 n
ktl-r—2

Démonstration. Le principe de la démonstration est le méme que celui utilisé
pour la proposition 1-1 de [1]. On a compte tenu de (2-4):

19, )(x)| = 51(1 —tf | D tulx +ta—x)] | B 1T e
0
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On prend alors la norme I?(Q) des deux membres considérés comme fonction
de x et 'on reprend alors la démonstration de la proposition 1-1 de {1] avec ici

g =% [(k+ 1-1) ——Z] et on obtient le résultat compte tenu de 'hypothése (2-1). []

Indiquons maintenant quelques notations utilisées dans la démonstration
de la proposition suivante. On désignera par 4, 'ensemble {1,2, ..., n} et pour
tout A=(4,, 4,, ..., 4,)e(4,) on notera ¢}, I'¢lément de (N"Y défini par

ei=(e;,...,e,), 1=r<s,

ou les e;, 1 <i<r, appartiennent & la base canonique de R".
D’autre part, on notera e, , 'élément de IN” défini par:

e r=e€,t te,.

Si on considére alors x =(xy, ..., x,)e(R"Y, on définit x°* par

e;,r
r

e’ e
xA=x7"0x

ol x;** est défini par (1-1).

Enfin pour a et feN", a=(ay,...,a,) et f=(f;, ..., B,) on définit la relation
d’ordre oc sur IN” par

aocf <> (a; 2B, pour LZiZn).
On peut alors montrer le résultat suivant (cf. Ciarlet et Raviart [7]):
Proposition 2-2. Les hypothéses (2-1), (2-2) et (2-3) étant supposées vérifiées,
pour tout ue%** () et pour tout m=0, 1, ...,k on a pour tout xeQ:

k

@ pru=Y (z[D'u<x) (@ %1 D"p2())

s 1 N, dir .,
;{Z e PIDILLCRCEN RN D'"p.,(x))}

l=r i=1 j=1

Démonstration !. Compte tenu de (1-2) et (1-5) le polynéme de P-interpolation
d’Hermite relativement a ), ITu est défini par:

s Ny dir
Mu= Zu(a") P+ Z Y 2 (Du@)- &)y
i= r=1i=1 j=1
Si, pour tout zeQ, on considére alors 'élément ¥, de B, défini sur Q par
Y (x)=(x—z)* avec [x|<k,

comme P> F, on a en particulier:

s N, dir
(2-8) ¥ (x)= 2 pl(x)+ z {z zl(D' ¥ (a5) - &) p:,-(x)}.

' On utilise ici une suggestion de J. Meinguet (communication personnelle)
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Soit felN". On dérive § fois les deux membres de (2-8) par rapport &4 x et on
obtient:

No s Nr  dir
o ‘l”z(>€)=§1 ?(a?) O pP(x)+ 2. {Z Y (D ¥(a)- &) 0”115,-(36)}-

r=1 {i=1 j=1
Or, pour 15rSs,
. al "
DY) &= Y ——(di—zr (&)=

learrd=r (2 —€,,)!

€A, rxd

Donc

No
o ¥ (x)= Y (af —z & pi()

s (N dir o! v gp—ear(gryen ) of o
E{E 5 (2 ) o)

D’oti en faisant tendre z vers x:
No

(29) aldp= D (af —x) & p{(x)
i=1

s N, dir al B ; 5
+3 {z B (5 s pi,-<x)},

oud=0sia+petdy=1sia=p.
Soit alors 0<I<k et |f|=m=k; de (2-9) on déduit en multipliant les deux

membres par Y. a"‘ufx):
faf=1 &:
No 3
¥ Fudy= % % TP - o
lai=1 i=1 |aj=1
I (R Gs . (@i ="~ (E*\T ap s }
+r§1 {i; jg‘l La}il@ " (|ei§°=a (x—e; ) )] 0 pij(x) .
Or
Fux) o, Dulx)
P
et

DU (=" 8)_ 5 gy A=)

(l—r)‘ la| =1 €a, roca (a_eﬂ.,r)!
Iel, rl=r
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D’ou
0 1 Aa® —
Pu(x)d,,= »ZV"‘I (B_'f_(_{)_l(!ﬂ)_x)l) & pO(x)
L% b D) (=2 TN E))
+,§1 {i;1 ,-;1 ( (I=r) )6/’Pij(X)}.

Utilisant alors la définition de la dérivée m'*™ d’une fonction f en un point x€IR™:

Vyi::(y,'l,...,yi")GIRn, lglém’

0 5}
D"‘f(x)~(yl,...,ym)=z Ix. "‘ax. f(x)ij, oo Vo, jms
i m

ou la sommation est étendue A toutes les suites distinctes {j,, ..., j,,} d’entiers
de {1, ...,n}, le résultat suit. []

On a alors le

Théoréme 2-1. On suppose vérifiées les hypothéses (2-1), (2-2) et (2-3). Soient IT
Popérateur de P-interpolation d’Hermite relativement a ) et # I'ensemble des
fonctions de base de P relativement a Z (cf. § 1)

Alors pour tout ue W+ 7(Q) et pour tout m=0,1, ...,k on a:

1 1 No
(2-10) [u—ITul, , oS+ (z 20l w,g) R

' .
! k+1—= "=t
5 1 1 N, dir . ) i
+ Z (k—r)! Z Z IPiilm, o0, @LEE] ) el s 1, p 0 »
r=1 k41 i=1 j=1

ot [& =& Ml ... 1€, 11 avec &=(&y,, ..., & Je(RY.
Démonstration. 1. On montre d’abord (2-10) pour ue%**(Q) et p< + .
On reprend la démonstration du théoréme 3 de Ciarlet et Raviart [7]. On a

No s Ny  dir
Mu= Y @)+ 3 {z 2<D'u(a:>'¢:j>pzj},
i=1 r=1 li=1j=1
d’ot sur Q pour tout m=0,1,..., k
No s N, di
(2-11) D"Mu=Y u(@®)D"pY+ Y. {Z Y (Du(d@)- &) D"‘p’i,}-
i=1 r=1 (i=1 j=1

Appliquant alors la formule de Taylor avec reste intégral, & 'ordre k—r, & D'u
aux points & on obtient compte tenu de (2-4) les relations
D'uw(@)=Du(x)+ -+

D*u(x) - (df —x)* "+ J(u, d))(x),

1 i
k—n! (k=)

avec 0<r<s, 1Z5iEN,.
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A partir de (2-11) il vient pour tout xeQ:
k 1 No
D" ITut)= 3. | 2 (0'ut)-(af =) D3]

s Ny dir
+ _21{2 i [Z 2 (Dulx)- (@i =)™, &) D'"p,,(x)]}

o s 1 y  dir
g s e+ 3 |5 S ke e .

D’aprés la proposition 2-2 on a pour tout xe£:

D" Iu(x) ~ Du(x) =57 Y ol ) () D304

s r dir
LGy )'{,21 JZ(J o (u, a)(x) - ¢ij) D PU(X)}

ce qui donne, compte tenu de ce que [£],] =& 41|+ 1&5; ,Il,

I1D™(u—Mu)(x)| = kl, leJo(u a?) ) 1D p} ()|

Nr dir

+Z(k ).{Z 2 1w, d (x)u[anD"'p;ju)u}.

i=1 j=

Aprés avoir majoré | D™pj(x)|l par |pil, « 0, si on prend les normes 17(€2) des
deux membres considérés comme fonctions de x on obtient:

No
ju=TTul,, 07 g(jnJo(u AN A 1 0
LG

N, di
{Z 2§ 1, a')(X)H"dx)” L&31P%1m, <, 9},

i=1 j=1

—7)!

d’ou le résultat, en utilisant la proposition 2—1.

2. On en déduit le cas général en distinguant les cas p< 400 et p=+®
comme dans la démonstration du théoréme 1—1 de [1] en remarquant qu’ici
WL r(Q) —%°(Q) et que P étant de dimension finie on a toujours

e L (W1 P(Q), W™ P(Q)).

Remarque 2-1. Plagons-nous dans le cadre de la «théorie affine» (cf. Ciarlet [6];
Ciarlet et Raviart [7]; Raviart [11]): on exclut donc ici le cas ou I'ensemble Yy
contient des formes linéaires faisant intervenir des dérivées normales. On peut
alors reprendre les résultats de la remarque 1-1 de [1].

On constate encore que le théoréme 2-1 s’applique a la méthode des éléments
finis droits et que lorsque Q est un élément quelconque K d’une triangulation
7,, élément d'une suite réguliére de triangulation () d’un ouvert polyédrique
de R" (cf. Ciarlet [6]; Ciarlet et Raviart [7]; Raviart [11]), la formule (2-10)
conduit & des majorations uniformes de 'erreur d’interpolation (il faut entendre
par 14 que ces majorations sont de la forme
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Iu—'HuIm.p,Kég(’% ka m, p, s){u|k+1p,th+l—m’

ou € (n, k, m, p, s) ne dépend pas de Z et de K). Il suffit pour le vérifier, d’utiliser
un changement de variables qui raméne le calcul des [p}|,, ., o €t d€s |P}ilm o 0
4 un calcul dans un n-simplexe de référence et de tenir compte de résultats de
Ciarlet et Raviart [7] pour I'expression des [£};]. En particulier lorsque, comme
c’est souvent le cas dans les applications, les &; ont pour différentes composantes
des vecteurs dont l'origine et Pextrémité sont des nceuds o} (donc dans K) on a
alors pour tout r=1, ..., s:

(2-12) [&1sh, 1<isN et 15jsd,,
d’ou (2-10) devient:
(2-13) ju—Hul, ,

1 I M
i Bt 5 =% S}

k1=t k+1—r——"i=ti=1
p P

‘lu|k+1,p,xhk+1-

Remarque 2-2 (toujours dans le cadre de la théorie affine). Ici également on peut
reprendre les résultats de la remarque 1-2 de [1]. En effet on peut calculer effec-
tivement a partir des relations (2-10) des majorations de P'erreur d’interpolation
d’Hermite dans la méthode des éléments finis droits. K= et (7,) étant définis
comme dans la remarque 2-1, et les &; vérifiant (2-12), si les fonctions de base
p{ et p; sont explicitées sous la forme

PY) =12 (%), s Ay (%)) 1SISN,
Py = [0 60), os A () 1SrSs, 1ZISN, 1S4,

ir>»

ol les fonctions f;° et f; sont de classe C* et indépendantes de )" et de K et ou
Ay(%), ..., A, .1(x) désignent les coordonnées barycentriques de x par rapport
aux sommets du n-simplexe K, on obtient des résultats analogues a ceux de la
remarque 1-2 de [1], soient pour tout m=0,1, ..., k:

k+1

2-14) |u—Hul,, , xS Cm,kmp,s,K)uless, px —m e

avec
(2-15) C(n, k,m,p,s,K)

L5 [ (z LTI ane)|

k-k+1__’1_:=1 xeK \jy)=m
P
1 1

+ 2
—!

r=1(k r) k+1__r___

[N ¥ mal)((( ) %|aafi§()*1(x)’“")‘"“(x)l)]

ou WEIN"””.
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La relation (2-15) permet de vérifier & nouveau, la suite (7;) étant réguliére,
que les majorations (2-14) sont uniformes. En effet le second membre de (2-15)
est en fait independant de K puisque, dans le cadre de la théorie affine et de par
P'utilisation des coordonnées barycentriques, il ne dépend que d’un n-simplexe
fixe. On retrouve ainsi le théoréme 6 de Ciarlet et Raviart [7].

3. Etude basée sur Papproximation

Soient toujours n, k, p, s, 2 et h définis comme dans le paragraphe 1. Pour tout
ueWk+17(Q), 1<p< + oo et pour presque tout acf, on note ¥ (u, a) le «poly-
ndme de Taylor a Pordre k de u au point a» défini par:

(B-1) ¥Yxe®, ¥ a)(x)= i}?’:ﬁ‘i@_a_)’

et D™ ¥ (u, a)(x) la dérivée m'*™ de lapplication x+— ¥ (u, a)(x).
On vérifie que I'application (x, a)+ ||D™ ¥-(u, a)(x)|| appartient a L7(Qx Q).
Utilisant alors la proposition 2-1 de [1] il vient le

Théoréme 3-1. On suppose que les hypothéses (2-1), (2-2) et (2-3) sont vérifiées,
que de plus Q est convexe et que II est opérateur de P-interpolation d’Hermite
relativement a Y. Alors pour tout ue W**?(Q), pour tout entier m20 tel que

n
k+1>m+—l—7— et pour tout g=1, on a:

1 1
11 1
(3-2) Ju= Il ¢ o S(mes Q7 ful s B
k+l1—m——
p
1 1 1 < 1
+ F n (Z lp?lm,q, ﬂ)lullw-l,p,!Zh’H—1 + 1
(mes Q)? k+1——’7 =1 (mes Q)7

1 Ny  dyy
{, r), (Z Z ‘pulm q, ﬂ[é ) hk+1_'} Iu'k+ 1,p,02*

k+1l—r—— B oN-1 -1
p

Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat pour ue C**1(Q), le cas général
s'obtenant en raisonnant par densité lorsque p<4-co et en passant a la limite
sur p pour p= + 0. Soit donc ue C**1(Q).

Pour tout YeP on a

ny=vy

en particulier, pour ¥ = ¥%(y, a). Il vient alors:
u—Iu=u— ¥Yu, a)+ II{u— ¥ (u, a))

et pour tout xeQ

(3-3) D™u— Hu)(x)=D"(u— ¥ (u, a))(x)+ D™ II (u — ¥ (u, a))(x).
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Or
D™ II(u — ¥ (u, a))(x)= ZO (u~ ¥ (u, a))(a?) D™ p(x)
i=1

FY Y Y Dl B, @) - & DB,
D’ou

t
D™ IT(u ~ ¥ (u, a) ()| = 3 o1 ol af)a)l D™ p) ()]
i=1

), I (u, @)@l [&5;111 D™ Pl ()]l

Draprés (3-3) on a donc:
(3-4)  |ID™(u—Hu)(x)| = | D™ (u— ¥rlu, ) )

No 1
+ 2, 7 Mol aD @IID"p ()

5 Nr dir
£33 3 G M @l L 1D

Prenant alors les normes IP(Q) des deux membres de (3-4) considérés comme
fonction de a et utilisant la proposition 2-1 de [1] et les majorations (2-6) de la
proposition 2-1 il vient:

1

(mes QF D™~ M) (x)] S i ! =

|u|k+1,p,9hk+l—m

k+1-m——
p

1 1 Q m .0 k+1
g (S 10PN ) 101, 5. 0h

{
k k+1—'— i=1
p

+ 3 i 1 (Z il '(x>n[c'])hk+1—f}|u|
,;1 (k—r)! _n\a5 pi; ij k+1,p, 0

P ktl—r——

Prenant alors les normes I2(£) des deux membres par rapport a x on obtient

11 1
‘u_nu|m, q,gé(mes Q)q p (k-—m)' ‘ulk+1,p,ghk+1—m
k+1-m——
N p
1 1 1 o
+ 1 7(— (Z !p?]m,q,g) |u|k+l,p_nh“+1
(mes Q) i=1
: ! ¥ ¥ k+1-r
+ 1 Z (k ) n (Z Z Ipt_;|m.1 r)[é l) h
(mes Q) "=! k41— i=1j=

* Iulk+l,p, Q
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Le résultat suit compte tenu du fait que W**1?(Q)>W™4(Q) puisque
k+1 >m+% et que Q est borné.

Remarque 3-1. Comme dans la remarque 2-1 on se place dans le cadre de la théorie
affine. Le théoréme 3-1 s’applique, comme le théoréme 2-1, 4 la méthode des
éléments finis droits. Lorsque la suite de triangulations est réguliére, pour les
mémes raisons que celles indiquées dans la remarque 2-1 la formule (3-2) fournit
des majorations uniformes de Perreur d’interpolation dans un n-simplexe. De
méme, moyennant (2-12), on obtient une formule analogue a (2-13). En effet (3-2)
devient:

1 1 1 1
(3'5) Iu'—Hulm,q,Ké(mes K)q r (k—m)' n 'u|k+l,p,th+1—m
k+1—m——
p
1 1 1 Mo
+ 1 {F n (.le?lm,q,K\)
(mes K)? ~ k+1——p— i=1
s oL _(¥F
+ (% 3160 )}
=1 (k=—1)! k+1—r———n— i=1j=1 7ima. K
14
: Iu|k+1,p,th'

Remarque 3-2 (toujours dans le cadre de la théorie affine). Supposant réalisées
les conditions indiquées dans la remarque 2-2 en particulier pour I'expression
des fonctions de base, il vient pour tout ue W**1.#(K), pour tout entier m=0 tel

que k+1>m+n; et pour tout g=1:

(3'6) |u_Hu'm.q,K

11 1 hY"
S<{(mesK)? * +%'(n,k,m,p,q,s K) |-
1
k=my 1 om-2 p
p
’Iu!k+1,p,th+1_m
ou
1 1 1
(3'7) (6,(71, ks mp,dq,s, K)= 1 7(7

(mes K)? k+1—-%

No ! q
) {5 [ RN ...,An+1(x))] dx}

|a|=m
1 o1 1

+
(mes K)_;’ i (k—n)!

ktlor—2
p

1
q

: (i: 3 {j[ )) %iaaﬁ(/ll(x),...,An+1(x))]qu} )

1j=1 ja} =m
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Pour calculer les constantes définies par (3-7) on peut utiliser les formules de
Zienkiewicz {13] données dans la remarque 2-2 de [1].

La relation (3-7) permet de vérifier également ici que, la suite (7,) étant régu-
liére, les majorations (3-6) sont uniformes pour des raisons analogues a celles in-
diquées dans la remarque 2-2; il suffit de remarquer que

1 1 1 1

(mes K)? Péhq P
D’autre part on doit noter que le théoréme 3-1, en raison de Ihypothése

n o
k+1 >m+7, peut n’avoir lieu que pour m=0, 1, ..., s alors que le théoréme 2-1

est toujours valable pour m=0,1, ...,k

4. Exemples numériques
Exemple I: Triangle d’ Hermite de type (3)

Soit K un triangle quelconque de R?, de diamétre h et soit p le diamétre du cercle
inscrit dans K.

L’ensemble des nceuds de I'élément fini est formé des trois sommets a,, a,, d,
et du barycentre a, du triangle.

L’ensemble )’ des degrés de liberté de I'élément fini est défini par:

Z={¢?}1§i§4 U{¢}j}1§i§3, 15js2
ou les @) et les ¢}; sont définies par les formules (1-2) avec ici

1<i<3

0 _ 1 _
a =a; =aq;
0

g =0d4

et
i=a;—a; 1Zi, j<3, i+j.

L’ensemble Z étant B-unisolvant on peut successivement appliquer les théo-
remes 2-1 et 3-1 avec P =B, et par exemple p=q =2. De plus on se trouve bien ici
dans le cadre de la théorie affine.

1) Application du théoréme 2-1

Utilisant les majorations (2-1 5) on obtient les résultats suivants pour tout ue H*(K)

|“’H“‘o, 2 k5% lulg, 2, x h*,
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4
lu—Tul; ; ¢ -§%‘% luls, 2, x _p—

4
I““H"|2, 2,k S 19|“|4, 2,1(7)‘2‘
4
|M—H“|3, 2,K§45|“|4, 2,K_p§_

2) Application du théoréme 3-1
Le théoréme 3-1 est ici applicable pour m=0, 1, 2. Utilisant les majorations (3-6)
on obtient les résultats pour tout ue H*(K):

|“-H“|o,2,x§% luly, 2,K h*,

h
[u—ITu|, 5 x< (%"'2;) |uly, 2,k H°,

h2
lu—Ilu|, , x < (1+13'p—2—) ulg, 2 x 2.

Remarque 4-1. Comme dans les exemples numériques de [1] on peut remarquer
qu’ici aussi, lorsque les deux théorémes sont applicables, le théoréme 3-1 donne
de meilleurs résultats numériques que le théoréme 2-1.

Remarque 4-2. Si I'on effectue les calculs pour 'é1ément B-unisolvant de Lagrange
dont les degrés de liberté sont définis par les valeurs de la fonction aux trois
sommets du triangle, au barycentre et aux points situés aux tiers et aux deux
tiers des cOtés, on constate que les majorations obtenues sont trés proches de
celles obtenues ci-dessus. En effet on obtient successivement:

— par application du théoréme 1-1 de [1], pour tout ue H*(K):

|u—-Hu|0, 2,1(.5_[“'4, 2,xh4a

h4
|“—‘H“l1,z,1(§4 l“|4, 2,K p

4

lu—ITul, 5 x<21|uly 5 & ra

4
lu—1ITuls 5 x <32 |ul,, 2,K73‘;
— par application du théoréme 2-1 de [1], pour tout ue H*(K)
|“—H“|o,2,x§‘}%|“|4,2,xh4,
h
ju—Muly 5 < (i+2;) july 2, B,

h2
|u—IIu|, , x < (1‘*'12 7) lulg, 2, x B2
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Exemple 11: Triangle & Hermite de type (5)

Soient K un triangle quelconque de IR?, de diamétre h et p le diamétre du cercle
inscrit dans K.

L’ensemble des neuds de P'élément fini est formé des trois sommets a,, a,
et a, du triangle et des trois milieux a,, as et a des cotés du triangle. Censemble )
des degreés de liberté de ’élément fini est défini par:

Z={¢?}1 <ig3 U{¢i1j}1 ;i,g;a U{¢}+ 3, i}l £ig3 U{¢i2j}15i§3, 15j53
i¥j

ou
& =al=a’=q pour 15i<3,
aly3=0;,3 pour 1=5i<3,
h=a-a pour 154, j<3, i+,
Leai=Gi— Gy pour 1<is<3

et ou enfin
2=, Ehpe(R?)?  pour 150, j<3 et 1L, k=<3,

I%i et k=i est défini & partir de &%, =a, —a; (un seul des deux vecteurs (£, &)
et (&7, &7,) étant évidemment utilisé).

&=0,0 *  §=00

Lensemble ) étant B-unisolvant, on peut successivement appliquer les
théorémes 2-1 et 3-1 avec P=F et, par exemple, p=¢g=2. De plus il est clair
qu’on se trouve ici dans le cadre de la théorie affine.

On doit tout d’abord déterminer I'ensemble des fonctions de base de B
relativement a ). (cf. Argyris et al. [2]; Bernadou [5]; Ciarlet [6]; Raviart [11];
Thomasset [12]) en utilisant les formules rappelées dans le paragraphe 1 ce qui
a €té fait ici par résolution numérique sur ordinateur.

On obtient ainsi, dans le triangle K de référence de sommets 4, =(1,0),
d,=(0, 1), 4, =(0, 0) et out par conséquent d, =(0,1), 45=3,0), 4s=(3, 3), les fonc-
tions de base exprimées en fonction de x, et x, (voir annexe ci-jointe).

Pour appliquer les théorémes 2-1 et 3-1 on calcule ensuite des approximations
numériques des constantes € et € définies par (2-15) et (3-7): dans le premier
€as on est ramené a des calculs de maximums, dans le second a des calculs d’'in-
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tégrales. Pour cela il suffit d’utiliser les expressions des fonctions de base don-
nées dans Pannexe, compte tenu du fait qu’elles peuvent étre considérées comme
exprimées en fonction des coordonnées barycentriques (4, =%;, A,=%,).

1) Application du théoréme 2-1

On est conduit a calculer des approximations de quantités du type Mz}x g(X,, %,)
e

ou les fonctions g sont de la forme (cf. (2-15)):

N m! . N mto L .
gX)= Z —&—'—Iaap?(xl,xzﬂ ou g(x)=llz ?w pii(Xy, X,).

la)=m

On a donc:
Max g(X, %) =|glo, «, &-
ek

11 est important de noter que les fonctions g, quoiqu’en général non différentiables
au sens usuel sur K, appartiennent néanmoins a W' *(R).

1
——e]N*) de points de K défini par:

On introduit alors un réseau %, ( 7

1
924={(£1,>%2)em2,>21=1,d et %,=Md, LeN, MeN, 0§L+M§7}.

Le réseau &, définit un recouvrement de K au moyen de triangles K de diamétre
d1/2 (voir figure ci-dessous).

(0,1)>

\i
x>

(0,0

(1,0)

On calcule alors ME;X g*(%;, %,) ou, pour tout j, g* est la fonction (positive)
e
telle que g*| K; soit le B-interpolé de Lagrange de g aux sommets de K; (cf. re-
marque 4-3 ci-apres).
On vérifie que
Man (%15 X2)=18*lo, 0, K—Supg(xl,xz)

xed

Etant donné que pour tout j, g|z, appartient a wt (K j» on a, en appliquant
le théoréme 1-1 de [1]:
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Ig_g*lo,oo,f(j§3l/§d|g|1,a),ﬁj:

ou pour simplifier on a noté g et g* au lieu de glg, et g*|¢ .
D’ou la majoration d’erreur sur K:

|1¥I5}x8(£1, iz)‘?ng*(il”%zN:“gb, w, 2180, oo,Kl £3y2digly, o 1

Remarque 4-3. On vérifie ainsi la convergence de la méthode lorsque d tend vers 0.
Pour avoir la convergence, il suffit d’ailleurs de prendre pour approximation g*
de g I'élément de L*(K) tel que pour tout J g*|g, soit le K-interpolé de Lagrange
de g au centre gravité (par exemple) de K;. Etant donn¢e la régularité de g, on
obtient d’ailleurs dans ce cas le méme ordre asymptotique de convergence.
Cependant les résultats numériques sont alors moins satisfaisants que dans le
cas précédent.

Ayant pris successivement d =0,1 puis d =0,05, on a constaté que la variation
des approximations numériques obtenues pour les constantes ¥ de (2-15) était de
Pordre de 0,01: On se borne donc ici 4 indiquer les résultats obtenus pour d =0,1.

Pour tout ue H®(K):

lu—1Iulg k=003 |uls 5 h,
h6
lu—1IIu|; 5 xS0.2 |ulg, 2, x ‘7)‘3
h6
o7’

h6
|“—H“|3, 2,K§47 |“|6,2,K 7

ju —H“|z, 2,K £31 Ms, 2,K

3>

h6
fu—ITul,, 2,K—_<=3301u|5,z,x‘51—,

h6
1“"”“15, 2, k=853 ulg 2 & 7

2) Application du théoréme 3-1

Pour calculer des approximations des intégrales intervenant dans les formules (3-7)
on utilise une formule d’intégration approchée sur chaque triangle K; (défini
comme précédemment).
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Pour tout triangle Kj on a pris la formule 3 trois points
d2 3
Je&)di~c | %86,
K; i=1
ou b, R b, ; et b, ; sont les milieux des cotés de K j» €& qui par sommation sur j

donne une valeur approchée de | g(%)dx.

R
Etant donné que ge W *(K) et que la formule d’intégration numérique
utilisée est exacte sur R, (en fait sur B) il résulte du théoréme 3-1 de [1] que 'erreur

d’intégration sur chaque triangle K ;

R R dz 3
Ri(g) =12{ g(x)dx e [i;g(gij)]-
est telle que

IR;(g)| <2(mes K ) d/2|gly, g,

on en déduit que

IR(g)|<2(mes K)dV/21gly, .2

ou R(g) désigne 'erreur d’intégration sur K.

Remarque 4-4. On vérifie donc la convergence de la méthode quand d tend vers 0.
Notons que pour avoir la convergence (et, vu la régularité de g, le méme ordre
asymtotique de convergence) il suffit d’utiliser la formule

. d?
ng(fc) df~— gb)

ou b; est un point quelconque de K;.

Ayant pris successivement, comme pour le calcul des maximums, d=0,1
puis d=0,05, on a constaté que la variation des approximations numériques
obtenues pour les constantes €’ de (3-7) était ici aussi de I'ordre de 0,01. On se
borne donc a indiquer les résultats obtenus pour d=0, 1.

Pour tout ue H%(K)

lu—ITuly, 5, x 0,002 [ulg, 5 x h®+0,01 [uls 5 « h°,
h6
|u—-Hu|1' 2,K§0’01 |u|6, 2, K h5 +0,08 ‘u!é, 2,K —;)—,

h6
lu "‘H“IL Z,K§0’06 Iu|6’ 2,K h4+0,94 Iu|6, 2,K "5—2_,

h6
[u—ITuly 5 0,25 |ulg, 5 x B>+ 16 |ulg 5 & ’55”,

h6
lu—ITuly 5 g Slule, o, x B> +160 juls 5 ¢ ;:p
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Remarque 4-5. On vérifie encore ici que lorsque les deux théorémes sont appli-
cables le théoréme 3-1 donne de meilleurs résultats numériques que le théo-
reme 2-1.

Remarque 4-6. Signalons enfin que le calcul des constantes € de (2-15) et €' de
(3-7) n’a été effectué dans 'élément de référence K que par raison de commodité.
On sait que l'utilisation des coordonnées barycentriques permet d’éviter le re-
cours a ’élément fini de référence.

Exemple I11: Triangle d’ Argyris de type (5)

Soit K un triangle quelconque de IR? de diamétre h et soit p le diamétre du cercle
inscrit dans K.

Lensemble des neeuds de 1’él1ément fini d’Argyris est le méme que celui de
I'élément fini d’Hermite de type (5) indiqué dans 1’exemple 11.

D’autre part, 'ensemble des degrés de liberté est également le méme que celui
de I’é1ément fini d’Hermite de type (5), a 'exception des degrés de liberté associés
aux milieux des cdtés du triangle: ici les vecteurs &, 5 ;=v;, 3 (1Si<3) repré-
sentent les vecteurs unités des normales extérieurs 3 K au milieu des cotés.
Ainsi cet exemple ne reléve pas de la théorie affine. Toutefois on montre (cf.
Argyris [2]; Ciarlet [6]; Raviart [11]) que 'on peut calculer 'erreur d’inter-
polation d’Hermite dans ce cas en se ramenant au calcul de 'erreur pour '¢lément
fini d’Hermite de type (5) donc & un élément fini qui entre dans la théorie affine.

a3

as
a

a
Qi l 6 az

Dans cet exemple, reprenant en cela les notations de Ciarlet [6], on appelle IT
l'opérateur de B-interpolation correspondant au triangle d’Argyris, A Popéra-
teur de B-interpolation correspondant au triangle d’Hermite et 6 I'expression
u— Au, ot ue W p(K).

On a évidemment, pour tout ue W ?(K) et pour tout m=0,1...,5:

|u——Hulm’p,K§|u——Au|pyp,K+IAu—Hulep_K.

D’autre part (cf. Ciarlet [6], chapitre 13), il vient:

3
o=IHu—Au=Y

i=10Vis3

1
(u—Au)(a}, 3)<a—a;, 3, Viy3>Pirsie
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On a alors
3
10ln, 5, x = Z

(u —Au)(a,ﬂ 3) |P§+ 3, i{m,p,K h

1+3
ou

3
(4°1) Ialm,p,K é Z "D(u —Au)((l:+ 3)" |p11+ 3, ilm, p. K h.
i=1
Utilisant le fait que
PeP, AP=VY

on choisit ¥ = ¥(u, a), ou ¥.(u, a) est pour presque tout acK le «polynéme de
Taylor a l'ordre 5 de u au point a» (cf. [1]), et on obtient pour i=1,2, 3:

ID(u— Au)(ai, )| < | D(u~ ¥ (u, @))(ai, 3)| + | DA — P (u, a))(ai,5)]
soit

(4-2) llD(u—Au)(a?+3)l|S(k 11),[111(14 a;,3)(@)] + | DA — (i, a))(a;,. 5)-

(Pour la définition de J,(u, a)(x), r =0, 1, ..., s) voir la formule (2-4).) Par définition
de A on a:

Alu— ¥r(u,a)) = Z(u Trwa)(a)pl + Y Du—¥ua)ah)-&;pi;

15hjs3
TIE]
+ ZD(“—TT(% a))(at+3)'51+3,11711+ 3,1
=1
+ Y D*u—Yl(u,a)(a})- & pi;.
151,53

Pour i=1,2, 3, on en déduit, vu que les ¢;; vérifient la formule (2-12),
3

IDA(— Pr(u, @))(ai, 3)l| = Z | —Pp(u, @) (@) | Dp} (a5

+ Y D= ¥(u, (@)l 1 Dpy(ai, ) b

151,j53

+lZ I1D(u— Pr(u, )@, ) [1DpL, 5, 0(ai s )l B

+ Y ID*(u— ¥ (u, a)(a))ll | Dpiai,3) 12,

1s1,j=3
sott encore

3
(4-3) [DA(u— ¥r(u, a))(a;, )| él;lJo(u, a)@Ip?ls, o,k

+ 2 Iy (u, ap)(a)| lp}jll,oo,K h

si,js3

-

3
+ Z 1y @, ap s )@ P4 3,0y 0k P
+ Z 13, @, a?) (@)l |1PEly, o x B2

=Ljs3
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Utilisant (4-2) et prenant les normes I?(K) des deux membres de (4-1) considérés
comme fonction de g, on obtient:

1 3
(mes K)? |6}, , x < Z { k—1)! J1 (u, az!+3)||1,p(1()

+ | DA(u— ¥ (u, a))(“hs)“um} |P5+3, ilm, p, B

Compte tenu de (4-3) et de la proposition 2-1 on a:

(4-4) (mes k)% |01, 5,

3 1 1 1 3
§Z {(k 1), | 16pxh5+‘]‘c’,—“—2(Z‘P?h,w,x)l“k,p,th
=t = B
P
1 1 > X3
+(k 1), 2 1;12§ |Ptjl1,w,x+l§1|l’l+3,t|1,oo,x lulg, p, x
p
1 1
+ (Y 165l w x)lule, kB 2 1Pis3,ilm, p & -
k=21 |2 \siies
p
Remarque 4-7. On vérifie que la majoration (4-4) de |6, , x est de la forme
h h¢
10|, p, x S (C1+C2 ) |“|6,p,K“/7;,

ou C, et C, ne dépendent que de n, k, m, p, s. Dong, si la suite de triangulations
est réguliére (cf. Ciarlet [6]; Ciarlet et Raviart [7]; Raviart [11]) I'inégalité (4-4)
conduit a des majorations uniformes de 4.

Donnons pour terminer des résultats numériques pour p=2.

Pour m=0,1, ..., 5, 'erreur d’interpolation correspondant au triangle d’Ar-
gyris est de la forme

|u—Hu‘m,2,Kélu_Aulm,Z,K+i6‘m,2,K'

Rappelons que des majorations des quantités ju — Au|,, , x ont été calculées dans
exemple I1. On se borne donc & expliciter des majorations des quantités |J|,, » .
Utilisant (4-4) on obtient:

h
1610, 2 k< (0,01+o,02 ?) lule 2 xh°,

h hS
101, 2. x < (0,02+o,24;) e, 2.5

h h®
16152, xS (0,22+4,55 7)—) lule, 2, x —p—z—,
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h h®
615,265 (4+81-1) Il 2.x -

h h®
610,565 (394810 1) e 5,5

- h n
1615, 2 x < (15+303 7)—) e, 2.

Annexe

Fonctions de base de I'élément fini d’Hermite de type (5) dans K (on notera
X1, X5, p au lieu de X, %X,, p).

pY(x;, %) =10x3 +15x2 x, —15x% —30x3 x, —15x3 x2+6x} —15x7 x,
+15x3 x2,

Pa(xy, x5) =15%; x3+10x3 —15x2 x3 ~30x, x3 —15x5+15x% x3 +15x, x4
+6x3,

P3(x;, x;) =1—10x7 —15x, x2—10x3 +15x} +30x3 x, +30x? x2 +30x, x3

+15x5—-6x3 —15x} x, —15x3 x2 ~15x% x3 —15x, x5 —6x3,

a0y, xp)=4x3 + 3 x2 x, —Txd ~21x3 x, —22x3 x3+3x5 +33x% x,
+22x3 x3+% x? x3,

Pia(xy, X)= —5x3 x5+ 14x] x5 + 3 %} x5 —8x% x, =¥ x{ x3 — 4 x} x3,

PLi0ey, Xo) =4 x; x2 +4x3 —22x3 x3—21x, x5 —Tx5+34x3 x2+22x% x3
+33x, x3+3x3,

P13(%y, Xg)= — 5% x5 +3 x3 x5 +14x, x5 — % x} x] ~3 x} x3 —8x; x5,

P31(x1, X3)=x; —6x3 —Fx3 x, —11x; x3+8x} +7x3 x, +17x3 x2 +18x,; x3

=3x3 ~3x% x, —6x3 x3 ~ 4 x} x5 —8x; x3,
P32(x1, X)) =%, —11x% x; —Fx; x2 —6x3 +18x3 x, +17x3 x2 +7x, x3 +8x%
—8x% x, & x3 x5 —~6xF x3 —Fx; x5 ~3x3,

Phi(xq, x,)=16x; x3 —32x% x2 —32x, x3 +16x3 x3 +32x% x3 +16x, x3,

Pia(xy, x)=16x3 x, ~32x3 x, —32xZ x2+ 16 xF x, +32x} x2 +16x% x3,

Pi3(x1, X,)=16x% x2—16x3 x2 —16x% x3,

PEi0xg, X2)= —x3 x34+3x} X, +x} x3 —2x} x, —2x3 x3,

2 _5.,2.2_3.3.2_5.2_3
Pi2(X1, X5) =3 X7 X3 —3X7 X3 —3X1 X3,
3 5

X1 5.2 4 1.3 5,22, %1
5= HEX] Xp—X] —FX] X —FX] X5 +——

3 5 +9x% x,+3x3 x2

2 -
p1a(xg, x5)=
5.2 .3

+IX1 X3,

2 5.2 .2 3.2 2,3
P31(x1, xz) =3 x7 x5 —3x3 x3 "%xl X2,
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2 _ 2, .22 3 2.3 4
P22(Xy, Xp) = —X; X3 +x7 X3 +3x; x3 —2x7 x5 —2x, X3,
2 5. 2,3 _5.2.2 7. .3 ,5.3.2 2.,3,09 x3
_5 5 7 s 4
P23(%1, X3) =3 Xy X3 +X3 —5X] X3 —3 X X3 +3X7 X3 +3x] x2+zx1x2+—2 ,
2 2 3 5 4
x xZx x3x X xTx
2 X 33 XiXp 3.4, X1X3 3, 1 1X2 3 2
P:n(xl,xz)-——"z —IXi Ty +3X]+ 5 TXiXaT Ty +Xx1 X3

3.,.2.3
+le X2

2 2 3
sz(xn xz)z——z T4 ——%x% "x% X, -+ +%x§ +%x? x% +x€ xi
4 5
X X2 X3
4 2°

P3a(xy, Xp)=x; X, —4x3 x, —4x; x3 +5x3 x, +10x% x2+5x, x3~2x% x,
—6x3 x2—6x3 x3—2x, x3}.
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