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Deux nouveaux facteurs de type 

J. DIXMIER et E. C. LANCE (Paris et Newcast le  upon Tyne)  

Depuis  les t ravaux de Mur ray  et von Neumann  [-3], Schwartz [6-1, 
Wai-Mee Ching [1], Sakai I-5-1, on conna~t cinq facteurs de type II a deux 
/l deux non isomorphes  dans les espaces hilbertiens s6parables. En 
utilisant des id6es voisines de celles de Ching et Sakai, nous allons con- 
struire deux nouveaux  facteurs de type II 1. Zeller-Meier a obtenu encore 
deux autres facteurs de type IIi (cf. un article ult6rieur dans ce journal).  

Le premier  auteur  a b6n6fici6 de remarques  de Zeller-Meier, le 
deuxi6me de remarques  de Kadison et Vowden,  tous deux ont pu 
consulter  [1] et [-5] avant  publication. 

1. Soit F u n  facteur fini. La norme  usuelle d 'un 616ment t de  F sera 
not6e [ltli. Si t, t '~F,  on posera  ( t i t ' )= Tr(t t'*) et IIt[lz=(Tr(tt*)) ~, off Tr 
est la trace normalis6e de F. Quand  on dira qu 'une suite (q ,  t2 , . . . )  
d'616ments de F est born6e, cela signifiera que sup q[t i][ < o0. 

i 
2. D~finition. On appelle suite centrale dans F une suite born~e 

(tl, t2, ...) d'Ol~ments de F telle que, pour tout t~F,  on ait Hit, ti-1 [12-~ 0 
quand i ~ o0. 

On appelle suite hypercentrale dans F une suite centrale (ti, t2, ...) 
dans F tetle que, pour toute suite centrale (t'l, t~, ...) clans F, on ait 
l[ [ tl , t'i] 1[ 2 ~ 0 quand i --~ ~ .  

3. Deux suites horn6es (t 1, t 2 . . . .  ) et (t' t, t2, ...) sont dites 6quivalentes 
si [[ti-t~[[2~O. Si en outre  (tl, t 2 . . . .  ) est centrale (resp. hypercentrale),  
(t'l, t~ . . . .  ) est centrale (resp. hypercentrale).  

4. Soit (q, t2 , . . . )  une suite born6e d'616ments de F. Supposons  
qu'il existe une suite (2~, 22, ...) de nombres  complexes tels que 
]1 ti - 2i I12--~ 0 quand  i --~ oo ; au t rement  dit, supposons que t] t i -  Tr(ti) I[ 2 -~ 0 
quand i--~ ~ .  Alors la suite (q,  t 2 . . . .  ) est hypercentrale.  Une telle suite 
hypercentrale  sera dite triviale. 

5. On notera  cg F (resp. J f r ,  ~ )  l 'ensemble des suites centrales (resp. 
hypercentrales,  hypercentrales  triviales) de F. On a ~ ~ ~ f  ccg  F. Quatre  
cas sont donc  possibles, qui s 'excluent mutuel lement :  

Nous  verrons que les quatre  cas se pr6sentent effectivement. 
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6. Soit F | l 'ensemble des suites born6es d'616ments de F. Cet en- 
semble est muni de mani6re 6vidente d'une structure de C*-alg+bre 
(en fait, c'est une alg6bre de von Neumann). On v6rifie ais6ment que 
cgv, j t~v ,~  sont des sous-C*-alg6bres de F ~176 Soit J e  l 'ensemble des 
(tl, t z , . . . ) ~ F  ~ tels que tltill2----~O quand i ~ o o .  Alors J r  est un id6al 
bilatdre normiquement ferm6 de F ~ contenu dans ~ ,  et J fF /J r  est le 
centre de la C*-alg~bre (6 ~ =(KF/~ ~. Notons, comme c'est l'usage, 1 ~176 
l 'ensemble des suites born6es de nombres complexes, et c o l 'ensemble des 
suites de nombres complexes tendant vers 0. L 'homomorphisme canoni- 
que compos6 

1~___~ F~__~ F |  

a pour image ~ / Y ~  et pour noyau co, de sorte que ~ / ~ F  est une sous- 
C*-algdbre du centre de (~o canoniquement isomorphe ~ l~ . Les 
qUatre 8ventualit6s consid6r6es plus haut peuvent se reformuler ainsi: 

(co = l~ leo;  

(6o est non commutative, et son centre est 6gal/l  l~176 

c6~ est commutat ive et distincte de l~176 

c6~ est non commutative, et son centre est distinct de l~176 . 

Soit rc l 'application (tl, t2 , . . . )v-~(Tr(t l ) ,Tr( t2) , . . .  ) de F ~ sur l ~. 
C'est une application lin6aire positive fid~le. On a n ( J F ) c c  o et 
(n-1(c0))+ ~ J p ,  donc n d6finit une application lin6aire positive fid~le p 
de F~ sur l~/co . En composant  p avec les caract~res de l~/co, on 
voit que F ~ / J F  poss~de une famille s6parante de traces finies; en parti- 
culier, r163 poss~de une famille s6parante de traces finies. 

7. Lemme. Soient F un facteur fini, E un sous-ensemble de F engendrant 
l'alg~bre de yon Neumann F. Pour j = 1, 2, . . . ,  soit A~ une sous-algdbre de 
yon Neumann de F. On suppose que, pour tout sous-ensemble f in i  E 1 de E, 
il existe jo tel que A~ commute d E 1 pour j > j o . 

(i) Si (t 1, t2, ...) est une suite born~e d'~lkments de F tels que t j~A  2 
pour tout j, on a (t 1, t 2, ...)ecg F. 

(ii) Si, pour tout j, Aj contient un klkment unitaire de trace nulle, on 

(iii) Si, pour tout j ,  Aj contient deux ~lkments unitaires u, u' tels que 
(uu'[u' u)=O, on a ~ 4 : ( 6 ~ .  

(i) Soit (t D t2, ...) une suite born6e d'616ments de F tels que t ~ A ~  
pour  tout j. Soient t ~ F  et ~ > 0. I1 existe t' dans la sous-alg~bre involutive 
de F engendr6e par E telle que l l t - t ' l [2<~.  I1 existe j0 tel que Its, t '] = 0  
pour  j > Jo. Alors, pour  j > Jo, on a II It  j, t] 112 = [I [tj, t - -  t'] 1[ 2 ~ 2 [1 t2 l] e. 
Donc  lilts, t] 1t2~0 quand j ~ o ~  et par suite (tt, t 2 . . . .  )~cr 



2 2 8  J. D i x m i e r  et E. C. L a n c e :  

(ii) S u p p o s o n s  que,  p o u r  tou t  j ,  Aj con t i enn e  un  616ment un i ta i re  t~ 
de  t race  nulle. D ' ap r6s  (i), on  a (t 1, t 2 , . . . ) ~  cg r .  D ' a u t r e  par t ,  [I t l -Tr( t i ) f t  2 = 
[Iti[12 = 1, d o n e  (fl, t 2 . . . .  ) r  et  ~ 4:C~v . 

(iii) S u p p o s o n s  que,  p o u r  tou t  j ,  Aj con t i enn e  des  616ments un i ta i res  
t~, tj tels que  (tj 616 t ) = 0 .  D'ap r6s  (i), on  a (q ,  t 2 , . . . ) e~F ,  (t'l, t~, . . .)~c~ F. 
D ' a u t r e  par t ,  IlI-tj, tj-! II~ = Ittj 61122 + IItj t~l122 = 2. D o n c  (t 1, t2 . . . .  ) r  et 

8. L e m m e .  Soient F u n  facteur t iM, A une sous-algdbre de yon Neu-  
mann commutative de F. On suppose que, pour toute suite centrale dans F, 
il existe une suite dquivalente d'~l~ments de A. Alors ~ = ~ f e .  

Soien t  (q,  t 2, ...)e~f~, (t'l,t' 2, . . . ) e ~  r. I1 existe  dans  A des suites 
bo rn6es  (s x, s2 , . . . ) ,  (s~, s~ , . . . )  telles que  11 t~ - s~ If 2 - '  O, IIt'~- s'e II 2 - '  O. O n  
a [ t , ,  t;] = [t~, t~ - s'i] + [_t i -  s i, s'i] + [s,, s;], d o n c  

II[ti, t'i] t l 2<2  I[ti[I Ht;-s'il[2+2 I[ti-s~H2 Ils'i II-- ,0.  

D o n c  (t l, t z , . . . ) e o ~  r et  o ~ F = ~  r-  

9. L e m m e .  Soient F, E, Az, A 2 . . . .  v~rifiant les hypothdses g~n~rales 
du lemme 7. On suppose en outre que : 

a) pour toute suite centrale dans F, il existe une suite ~quivalente 
fortune d'dl~ments de A t ;  

b) pour tout j ,  Aj  contient un dldment unitaire u~ de trace nulle et 
permutable gz A r 

Alors ~ # o~'~. 

On a (u~, u 2, . . . ) e %  ( l emme 70)), et  tlu i -  Tr(u)l l~= Itu~ll@ = 1, d o n e  
(ul, u2, . . . ) r  Soi t  (tl, t2, . . . ) e ~  F. I1 existe  une  suite (sl, s2, . . .) d'616- 
men t s  de  A 1 tels que  11 t i -  st II 2-- '  0. Alors  II [ui, ti] 1I 2 = 11 In ,  ta-  s~] 112 < 
2 IIt~- s, t12---' 0, d o n e  (u 1, u 2 . . . .  ) e ~  et  ~-~ 4 : J 6  r .  

10. L e m m e .  Soient F un facteur  t iM, x ~ F  un gldrnent de trace nulle, 
et e > 0 .  11 existe un ~ldment unitaire u e  F tel que I[[u, x-11t2 > [Ix 112-~. 

D'apr6s  [2] ,  chap .  III,  w th. 1, il existe des  616ments un i ta i res  
u~, . . . ,  u, de  F et des  n o m b r e s  2~, . . . , 2 , > 0  tels que  

2,~.i=1 et llY.a,u, xu;'-Tr0,)ll=_-__~. 
i i 

d 'o6 ,  pu i sque  Tr(x) = O, 

lie ~,(x-u, xu;qll2=llx-Y~ Z,u, xu;~ll2zIIxlt2-~ 
i i 

D o n e  il existe un indice  i 0 tel que  ] I x -  Uio x u/~ t tl 2 > II x It 2 - e, c 'es t -h-dire  

tl [u~o, x ]  II 2 ->- II x II 2 - ~. 
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I1. Lemme.  Soient F, E, A1, A 2 . . . .  v~rifiant les hypotheses g~n~rales 
du lemme 7. On suppose en outre que: 

a) pour toute suite (tl, t 2 . . . .  )e~fF et pour tout j, il existe une suite 
~quivalente (sl, s 2 . . . .  ) form~e d'~l~ments de Aj tels que [[si[ i __< [[til[ ; 

b) les A i sont des facteurs :~ ~. 

Alors JF= ~ : ~  :gF . 

Soit ( q , t  2 . . . .  )e~f~F et supposons que ( q , t  2 . . . .  )~JF-  Nous  allons 
about i r  ~ une contradict ion.  Par passage ~ une suite partielle, on peut  
supposer,  d'apr6s l 'hypoth6se a) du lemme, qu'il existe une suite born6e 
(sl, s 2 . . . .  ) telle que sivA i pour  t o u t j  et Iltj-sjll z ~  0. On a (Sl, s 2 . . . .  ) ~ F  

et (s l, s 2 . . . .  ) r  Soit rt=s j -  Tr(st). On a lim sup IIrt[I2>0. D'apr6s le 
lemme 10, il existe, pour  tout  j, un 616ment unitaire u t de A t tel que 
lim sup [l[ut, rj]l[2>O. On a (ul, u 2 . . . .  ) ~ f  d'apr6s le lemme 7(i), doric 
11 Jut, rj] ]l 2--+ 0 puisque (q, r2, . . . )E ~r ceci est la contradict ion annonc6e. 
En outre, ~ = ~ v  d'apr6s le lemme 7(ii). 

12. Proposition. Soit F u n  facteur hyperfini de type II 1. On a ~--F = 

I1 existe dans F une suite croissante (B 1, B 2 . . . .  ) de sous-facteurs de 
types I2, I4, 18, ..- engendrant  F, tels que le commutan t  A t de B~ dans F 
soit un facteur. Soit E la r6union des B~. Les hypoth6ses g6n6rales du 
lemme 7 sont v6rifi6es. Soient (q,  t2, ...)ecgv et j un entier > 1. Soit Gj 
un sous-groupe fini d 'ordre  n. du groupe unitaire de B. engendrant  
l 'alg6bre de von Neumann  Bt" Soit s i = ( n j ) - l E  ut, u C1. Puisque 

ueGj 
II ru, t~] lie --' 0 pour  tout  u ~ Gj, on a [[ t i -  s ill2 ~ 0. D 'autre  part,  s i commute  
~t G t donc  sieA t. Enfin, Ils~lf < IltiII- Donc  ~ = ~ 4 : %  (lemme 11). 

13. Rappetons  quelques faits bien connus. Soit G un groupe  discret. 
Par  <<classe>> de G, nous entendons <<classe de conjugaison>>. On note  
tl [t2 la norme dans LE(G). Pour  tout  geG,  soit u~(g) ou simplement 
u(g) l 'op6rateur unitaire dans L2(G) d6fini par  (u(g) f)(g ' )=f(g- lg ' ) .  
Les u(g) engendrent  une alg6bre de yon Neumann  q/(G) darts L 2 (G). 
Soit ~ ( G ) c  L 2 (G) l'alg6bre hilbertienne de G, c'est-~t-dire l 'ensemble des 
x ~ L  2 (G) qui d6finissent par  convolut ion ~ gauche un op6rateur  born6 
u~ (x )=  u (x) dans L 2 (G). L 'ensemble des u(x) pour  x e 9.I (G) est q/(G). Si 
g e G  et si eg est la fonction caract6ristique de g darts G, on a u(g)=u(eg). 
La fonction e~ est un vecteur-trace s6parateur et totalisateur pour  q/(G); 
soient 7~ la trace correspondante  sur q/(G) et II 112 la norme  pr6hilber- 
t ienne associ6e; si xe91(G), on a tlxll2=ltu(x)ll2 et x(e)=Tr(u(x)). Si 
G 4: {e} et si toute  classe non triviale de G est infinie (nous dirons alors 
que G est un groupe ICC), q/(G) est un facteur de type II~ et les notat ions  
Tr, II t[ 2 concordent  alors avec les notat ions introduites  en 1. Pour  tout  
ceci, cf. par  exemple [2-1, chap. III, w 7.6. 
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14. Soit H u n  sous-groupe  de G. Identif ions L z(H) ~i un sous-espace 
vectoriel  ferm6 de L 2 (G). Les faits suivants  sont faciles/~ voir  (cf. d 'ail leurs 
[3], appendix):  92 (H) = L 2 (H) n 92 (G); s i x  ~ 92 (H), u n (x) est la restriction 
de uG(x ) ~ LZ(H), et u n ( x ) ~ u G ( x  ) est un i somorph i sme  (en fait une 
ampl ia t ion)  de ~//(H) sur une sous-algbbre de yon N e u m a n n  de ~//(G). 

15. On a aussi le r6sultat suivant  (li6 5. la not ion d 'esp6rance condi-  
tionnelle), qui est connu depuis  longtemps  de nombreux  chercheurs,  
mais  pour  lequel nous  m a n q u o n s  de r6f6rence: 

Lemme.  Soient x~92(G), y la fonction sur G ~gale d x sur H e t  d 0 sur 
G - H .  On a y~92(H)  et Ilu(Y)ll < Ilu(x)ll. 

On peut  supposer  que Ilu(x)ll = 1. Soit (g~)z~a un syst6me de re- 
pr6sentants  des classes ~ droi te  suivant  H, avec g~o=e. Soient Z~ la 
fonct ion caract6rist ique de H g~, et Yz = Z~ LZ (G). Ators  L 2 (G) est s o m m e  
hilbert ienne des Ya. Soit Y~ l 'ensemble  des 616ments de Y~ it suppor t  fini. 
Soit z~Y~. On a y , z ~ Y ~ .  Ecrivons  x =  ~ x ~  off x ,  e Y , .  On a X~o=y et 

,ueA 
u(x) z = x  * z =  ~ x ,  * z (s6rie convergeant  dans  L2 (G)). Soit ~t~A tel que 

,uEA 

# + 2  o. Alors  x u �9 z e s t  s o m m e  dans  L 2 (G) d'616ments de la forme e h �9 eg, * 
eh,*eg ~ Off h, h' e H  et hguh'  g ~ r  x pour  h,h'  ~H.  Donc  x u * z E  �9 Yr. 

v:~ 2 

Ainsi, u ( x ) z = ( y * z ) + t  avec y , z e Y ~  et t~ |  Donc  [ly*Zl[2~ 
v:#2 

[[u(x) z[l 2 < H zl[ 2 -Ains i  l ' appl icat ion z ~-, y ,  z de Y~ dans Yx se pro longe  
en une appl ica t ion lin6aire cont inue  de Y~ dans  Yz de no rme  < 1. Cela 
6tant vrai pour  tout  2, on voit  que ye92(H)  et que [/u(y)[I < 1, d 'ofi  le 
lemme.  

L 'appl ica t ion  u (x)~-, u (y) de ~//(G) sur d//(H) sera appelbe la projection 
canonique de d//(G) sur ~#(H). 

16. D6finition. Soit G un groupe. Une partie A de G sera dite rOsiduelle 
s'il existe une partie B de G et des kl~ments g~,g2 de G tets que: (i) B u  
gl B gi- a u A = G; (ii) B, g~- 1 B g2, g2 B g~ 1 sont des parties de G -  A deux 
d deux disjointes. 

Si A est une par t ie  r6siduelle de G e t  si G' est un groupe,  il est clair 
que A x G' est une par t ie  r6siduelle de G x G'. 

17. Lemme.  Soient G u n  groupe ICC, G 1 un sous-groupe r~siduel de 
G, ~ la projection canonique de F = q l ( G )  sur F 1 = ~ 0. Si (q, t z . . . .  )~c8 r, 
on a (n(q),  n(t2) , ...)~C~v~ et  [Itl-rc(tl)llz---~O. 

Ecrivons ti=u(x~) avec xi692(G ). Soit y~ la project ion o r thogona le  
de x i sur L 2 (Gx), de sorte que ~t (ti) = u (Yl). Puisque Ga est un sous-groupe  
r6siduel, on peut  in t roduire  B, g~, g2 confo rm6men t  h la d6f. 16. Puisque 
(t~, t 2 . . . .  ) ~ % ,  on a II[u(x~), u(g~)]l[2 --~ 0 et III-u(x~), u ( g 2 ) ] t l z - ' 0  quand  
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i---~oo. Au t remen t  dit, []xi,~gl-eg 1,xil12---~O et [[xi.~g2-eg2*xilI2---~O 
quand  i---,oo. D 'apr~s  la d6monst ra t ion  de [4], l emme 10, on a 

Ix i (g) [2~0,  c'est-/t-dire Ilxi-yill2---'O, Coil  Ilti-n(t31lz-,O. I1 en 
g~G--Gt 

r6sulte que (n(q),n(t2) . . . .  )~c~  et a fortiori (n(tt),n(t2) . . . .  )E~F~. 

18. La propos i t ion  suivante est essentiellement connue ([-3], p. 801 - 
803). 

Proposition. Soit 42 le groupe libre d deux gkn~rateurs. Soit F = q/(42). 
On a ~ =  ~ .  

Soient gl, g2 des g6n6rateurs libres de 4~ z. Soit B l 'ensemble des 
616ments de 4 2 dont  l '6criture normale  se termine par  une puissance non 
nulle de gl. Les condit ions de la d6f. 16 sont v6rifi6es avec A = {e}. D o n c  
{e} est un sous-groupe r~siduel de 42, et la proposi t ion  r6sulte du l emme 17. 

19. Proposition. Soit H l e  groupe des permutations de {1, 2, 3 . . . .  } qui 
laissent fixes tous les  entiers sauf un nombre fini d'entre eux. Soit 
F=0U(~2| On a ~ =  ~ , % .  

On sait que ~#(//) est un facteur hyperfini, donc  rg~r  m 
(prop. 12). Identif ions ~/(F/) ~ un sous-facteur de F. I1 est clair que 
~ t n ~  c rgF, donc  ~F # JFF- C o m m e  {e} est un sous-groupe rOsiduel de q~2, 
le sous-groupe  H = {e} |  r6siduet dans  ~ 2 |  H. Soit (q, t 2 , . . . ) ~ .  
D'aprOs de lemme 17, il existe une suite 6quivalente (sl, s 2 . . . .  ) ~ v  telle 
que s ~ l i ( l I )  pour  tout  i. Puisque ~ t n ) c ~ ,  on en conclut  que 
(st,s2 . . . .  ) e ' ~ t m "  Doric (sl, s2,...)e~-~t m (prop. 12) et par  suite 
(t~, t2, . . . ) e ~ .  Ainsi, ~ = ~fr- 

20. Proposition. Soit G la somme directe infinie q~z O) 42 0) 42 0 . ' .  . 
Soit F =  ~//(G). On a J - ~ = ~ = ~ .  

Soit E ~ F l 'ensemble des u (g) pour  g e G. Soit G) le sous-groupe  de G 
form0 des 616ments dont  les j -  1 premiOres coordonnOes sont 0gales ~ e. 
Identif ions og (G~)/~ un sous-facteur A) de F. Les hypothOses gOn6rales du 
l emme 7 sont v6rifi6es. Pour  tout  g ~ G  tel que g # e ,  u(g) est unitaire de 
trace nulle. Pour  tout  k>= 1, l 'ensemble des 616ments de G dont  la k ~a~ 
coordonnOe est 0gale ~ e est un sous-groupe r6siduel de G. Donc,  si 
(q, t 2 . . . .  )e.r le l emme 17 appliqu6 j -  1 fois prouve  l 'existence d 'une  
suite 6quivalente (s~, s 2, ...) dons A~. D'aprOs le l emme 11, on a ~ =  

21. Soient (Gt, G 2 . . . .  ), (Hx ,H 2 . . . .  ) deux suites de groupes.  N o u s  
no te rons  (G~, G:  . . . .  ; / /1,  H2, ...) le groupe  engendr6 par  G~, G 2, . . . ,  
H~, H2,  ... avec les seules relat ions suivantes:  

pour  i # j ,  H i c o m m u t e  ~ H~; 

pour  i<j ,  G i c o m m u t e  ~ H~. 

17 lnventiones math., Vol. 7 
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(Cette construction est inspir6e de [3], p. 805/806.) Soient K = (G 1, G 2 . . . .  ; 
H I, H E . . . .  ), L (resp. M) le sous-groupe de K engendr6 par G 1, G 2 . . . .  

(resp. H1, H 2 . . . .  ). Alors Lest  le groupe engendr6 iibrement par G~, G z . . . . .  
et M est la somme directe de Ha, H 2 . . . . .  Tout  616ment g de L -  {e} a une 
6criture unique gi, gi2 ... gi. O(.l gl, E Gfi - {e} . . . . .  gi e G i . -  {e}, i I @ i2, 
i2 =I= i3,  " " ,  i,_ 1 4= i.; nous poserons w (g)-- i.. Tout  616ment de K s'6crit de 
mani6re unique sous forme normale 

of 1 
p > 0 ;  

pour 

pour 

ml 11 m2 12 ... mplpmp+ l 

11 . . . .  , I p e L - { e } ;  m a . . . .  ,mp+aeM;  

i = 2 , 3  . . . .  , p + l ,  o n a  m i ~ H 1 0 . . . O H , m , _ , ~ _ l ;  

i=2 ,  3 . . . .  ,p, on a mi4:e. 

(1) 

(2) 

Supposons qu'aucun des groupes G i ne soit trivial. Alors K est ICC. 
Soit F=qg(K) .  Soit E l 'ensemble des u(g) pour g~K.  Soit M j = H j |  
Hj + 1 O " " ,  et identifions ~ ~ une sous-alg6bre de yon Neumann Aj 
de F. Les hypoth6ses g6n6rales du lemme 7 sont v6rifi6es. 

22. Proposition. Soit K=(G1,  G2, . . . ;  Ha, H 2 . . . .  ) oft les G i sont 
isomorphes gt Z et off les H i sont isomorphes d un groupe commutati f  non 
trivial W. Soit F = q / ( K ) .  On a J-v~ 9~v=c~e. 

Introduisons Aj comme au n ~ 21. Pour tout g e K  tel que g:#e, u(g) 
est unitaire de trace nulle. Le lemme 7 (ii) prouve que ~ 4: CgF. 

Montrons que M est r6siduel dans K. Soit B l 'ensemble des 616ments 
de K dont l'6criture normale m I l 1 m 2 12 . . .  mp Ip mp+ 1 au sens d u n  ~ 21 
poss~de la propri6t6 suivante: 

w(lp)= 1 (donc mp+ l=e) .  

Soient gl un g6n6rateur de G 1, g2 un g6n6rateur de G 2 . Alors B, g2 Bg~ 1, 
g~l  Bg  2 sont des parties de K - M  deux/ t  deux disjointes. Montrons 
que B w g  1Bg~  I u M = K .  Soit g un 616ment de K tel que g ~ B u M .  
Soit m t 11 ... rap+ 1 son 6criture normale. On a p > 0  puisque g e M .  On 
a w(l~)> 1 puisque g(~B. I1 r6sulte facilement de 1/t que g?l  g gaeB, donc 
g~gl  B g~ 1. (Ce qui pr6c6de ne suppose pas W commutatif.) 

Alors, d'apr~s les lemmes 8 et 17, on a ~ = cg v. 

23. Le facteur de la prop. 22 n'est qu'une variante d'un facteur 
6tudi6 par Ching ([1], th. 4 et 5). A cela pr6s, les cinq facteurs consid6r6s 
dans les prop. 12, 18, 19, 20, 22 sont les cinq facteurs consid6r6s par Sakai 
dans [5]. D'apr6s [5], ces cinq facteurs sont deux tt deux non isomorphes. 
D'ailleurs, pour le v6rifier, il suffit, en vertu des propositions pr6c6dentes, 
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de s'assurer que ~//(42 |  et q/(42 @ 42 • 42 O'" ") sont non hyperfinis 
et non isomorphes. Comme les groupes 42 �9 H et t~ 2 (~ 4 2 {~) (~2 ~)"" 
sont non amenables, les facteurs correspondants sont non hyperfinis 
([6], lemme 7). D'autre part, comme observ6 dans [5], d~/(t~2~)t~ 2 (~)"') 
est asymptotiquement commutatif tandis que ~//(~2~)//) ne l'est pas. 

24. Proposition. Soient Gi, Hi, K, W comme dans la prop. 22. On 
suppose W fini. Soit F = q I ( K O I I ) .  On a 9 - - r ~ v # ~ F ,  et F n'est pas 
asymptotiquement commutatif. 

Comme au n ~ 19, on voit que C~r#~Vf F. Soit E c F  l'ensemble des 
u(g) pour g ~ K G H .  Soit Mj comme au n ~ 21. Posons N 1 = /7  et Ni=  {e} 
pour j >  1. Identifions ~ Nj) ~ une sous-alg6bre de von Neumann 
Aj de F. Les hypoth6ses g6n6rales du lemme 7 sont v6rifi6es. Puisque M 
est r6siduel dans K, M1 �9 N1 = M t~ H est r6siduel clans K 0)/7. D'apr6s le 
lemme 17, l'hypoth6se a) du lemme 9 est v6rifi6e. Soit h~ee un 616ment 
de H i. Alors u(h) est un 616ment unitaire de trace nulle de A i permutable 

AI: l'hypoth6se b) du lemme 9 est v6rifi6e. Le lemme 9 prouve que 
=~ ~ .  Comme Wes t  fini (hypoth6se qui n'a pas encore 6t6 utilis6e), 

il existe dans A 1 une suite croissante de sous-alg6bres involutives de 
rang fini dont la r6union est fortement dense dans A 1. Si F 6tait asymp- 
totiquement commutatif, on verrait, comme dans la d6monstration de 
[-5], th. 1, que F est hyperfini. Or K G H  est non amenable, ce qui con- 
tredit le lemme 7 de [6]. 

25. Proposition. Soit K=(GI ,  G2 , . . . ;HI ,H2 , . . . )  oft les G i sont 
isomorphes d Z et oft les H i s o n t  isomorphes ~ un groupe W non commutatif 
et de centre non trivial. Soit K ~= K t~ K �9 K (~....  Soit F = ql(K~). On 
a 3- F ~ ~ #c~ F, et F est asymptotiquement commutatif. 

D'apr6s [5], prop. 1, F est asymptotiquement commutatif. 

Soit N~ le sous-groupe de K~ form6 des 616ments de K ~ dont la 
premi6re coordonn6e appartient ~t M. Pour j >  1, soit Nj le sous-groupe 
de K ~ form6 des 616ments de K ~ dont la premi6re coordonn6e appartient 

Mj et dont les coordonn6es suivantes sont 6gales ~ e. Pour j > 1, identi- 
fions ~ ~ une sous-alg6bre de von Neumann Aj de F. Les hypoth6ses 
g6n6rales du lemme 7 sont v6rifi6es. Le lemme 7(iii) et la non commu- 
tativit6 de W prouvent que ~ # ~F. Comme M est r6siduel dans K, N~ 
est r6siduel dans K ~. Donc l'hypoth6se a) du lemme9 est v6rifi6e 
(lemme 17). D'autre part, le fait que le centre de W est non trivial 
entraine que l'hypoth~se b) du lemme9 est v6rifi6e. Donc ~ e ~  
(lemme 9). 

26. Coroilaire. Les sept facteurs de type II 1 considdr~s aux prop. 12, 
18, 19, 20, 22, 24, 25 opdrent dans des espaces hilbertiens sdparables et 
sont deux ~ deux non isomorphes. 

17" 
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27. Remarques. a) L ' invar ian t  r176 =cKr / J r  at tach6 ~t un facteur F de 
type I I  t peut  sans dou te  &re utilis~ plus efficacement et fournir  d 'autres  
facteurs de type II 1. Toutefois,  les 4 possibilit6s signal6es en 5, combin6es  
avec la propri6t6 d ' a sympto t ique  commutat iv i t6 ,  peuvent  donner  non pas 
8 facteurs non hyperfinis, mais  seulement  6, car on a l e  r6sultat suivant:  

Si F est a symp to t i quemen t  commuta t i f ,  on a ~ r  4= ~r .  

En effet, soit (Pl, P2 . . . .  ) une suite d ' a u t o m o r p h i s m e s  de F telle que 
(p,(x))~cgv pour  tout  x~F.  Soient y, z deux 61~ments non  permutab les  
de F. On a lim 1] [-P. (x), p ,  (y)] [12 -- I] [x, y]  [12 + 0, donc  (Pl (x), P2 (x) . . . .  )r ~ .  

b) Appe lons  suite coeentrale  une suite (tl, H . . . .  ) e F  ~ telle que, pour  
toute  suite centrale (t'~, t~ . . . .  ), on ait lim l[[ti, t~]I[2=0. Peut-on obteni r  
de nouveaux  facteurs de type II~ en consid6rant  la propri6t6 suivante:  
les suites centrales et les suites cocentrales  engendrent  la C*-alg6bre F ~ ?  

c) Soit U un ultrafiltre sur l 'ensemble des entiers. Soit I l 'ensemble 
des suites centrales (q,  t2, ...)telles que l im v ][q]12 =0 .  Est-ce que CgF/I 
est une alg6bre de von N e u m a n n ?  

d) Est-ce que ~go peut  6tre post l iminaire  sans 6tre commuta t i ve?  

e) Certaines relat ions entre • et les propri6t6s F ([3]), C ([1]) sont 
analys6es dans un aut re  article du m6me journal .  
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