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R6gularit6 de processus gaussiens 

XAVIER FERNIQUE (Strasbourg) 

Sommaire. On 6tudie la continuit6 presque sfire ou la majoration presque sfire des 
trajectoires de certains processus gaussiens en fonction de la r6gularit6 de leur covariance: 
on utilise la notion d'espace d'Orlicz pour obtenir des r6sultals plus fins que les r6sultats 
classiques. En appendice, on donne une d6monstration 616mentaire de l'int6grabilit6 des 
vecteurs aleatoires gaussiens fi valeurs dans les espaces vectoriels g6n6raux. 

Introduction 

Jusqu 'en 1950, les processus gaussiens n 'on t  6t~ 6tudi6s que dans des 
cas tr~s particuliers et par  des m6thodes qui utilisaient plus sp6cifique- 
ment  ces particularit6s que le caract6re gaussien proprement  dit. Darts 
l '6tude classique du mouvement  brownien par exemple, on pourrai t  
croire que les propri6t6s 6tablies sont  li6es ~t l ' ind6pendance des accroisse- 
ments;  dans la derni6re 6dition de ~ Stochastic processes)) de D o o b  ([3]), 
on lit: ~on conna~t bien peu de propri6t6s vraiment sp6ciales aux 
processus gaussiens)~, et il n 'en est pas pr6sent6 d '&ude non triviale. 

Depuis 1950, la situation a chang6:  si les r6sultats de H u n t  ([7]) et 
Belyaev (Eli) sur les processus gaussiens stationnaires en dimension 1 
semblaient directement li6s fi la stationnarit6, Delporte  ([2]) en les 
g6n6ralisant aux processus non stationnaires utilise pour  la premi6re 
lois le seul caract6re gaussien, ce qui lui permet d 'obtenir  directement 
des r6sultats plus pr6cis. 

On  sait qu 'un  processus gaussien a trajectoires presque sfirement 
continues est continu en probabilit6 et a donc  une covariance continue; 
on sait aussi qu'il existe des processus gaussiens ~t covariance continue 
dont  aucune r6alisation n 'a  ses trajectoires presque sfirement continues. 
D'ofi  le probl~me classique suivant:  caract6riser les processus gaussiens 
poss6dant des realisations fi trajectoires presque sfirement continues en 
fonction du module  de continuit6 de leur covariance. Ce probl6me est 
presque compl6tement  r6solu ([4, 11, 12]); sa solution permet d'6tudier 
les modules de continuit6 de ces trajectoires ainsi que leur compor tement  
asymptot ique ([-4a, 10, 11]). 

En fait, le probl6me ainsi pos6 n'est pas satisfaisant. D 'un  c6t6, tout 
changement  de temps continu conserve la continuit6 des trajectoires 



R6gularit6 de processus gaussiens 305 

tout en modifiant arbitrairement le module de continuit6 de la covariance; 
par ailleurs, en multipliant une fonction continue par une variable 
gaussienne, on construit facilement des processus gaussiens ~ trajecloires 
presque sfirement continues ayant des modules de continuit6 arbitraires; 
aucune de ces difficult6s ne peut se pr6senter si on se contente d'6tudier 
des processus stationnaires, et il semble bien naturel au contraire de 
poser le probl6me sous d'autres formes si on veut effectivement majorer 
les processus non stationnaires. D'ailleurs, il s'agit en fair d'identifier les 
mesures gaussiennes port6es par un certain espace fonctionnel et il est 
souhaitable d'utiliser des m6thodes qui soient efficaces pour des classes 
larges d'espaces fonctionnels. C'est le cas de la m6thode que nous 
pr6sentons dans cet article. Elle peut fitre r6sum6e par le calcul fonda- 
mental ci-dessous : 

Calcul fondamental 

Soient (k,.).,__> 1 une suite de nombres strictement positifs de somme 1, 
(2.,),.__>1 une suite de variables gaussiennes centr6es de variance inf6rieure 
ou ~gale /l l 5, de liaisons arbitraires; soit de plus (an,,~)n,m__> 1 une suite 
num6rique double. On pose" 

#n = ~ an.m/~m" m=l 

Nous majorons #, en s~parant les indices de sommation en deux 
parties (al6atoires): 

M~' = {meN ] la,,,,I <km (exp (fl,2,)- 1)}, 

nous obtenons: 

[P.I < i kml2ml(exp(2~)-l)+ i l a . . , . l~ log  (1+ [a"'m[~ 
m=l m=l km ] "  

La premiere s6rie est presque sfirement convergente puisque la sbrie des 
esp6rances math6matiques a une somme majorde par (8/3~)~; elle ne 
d6pend pas de n. La seconde s6rie n'est pas al6atoire; si les coefficients 
sont choisis de telle sorte que: 

sup i ]a . ,ml l /~g  (1+ ]an'm~<~ 

alors la suite (#n). >= 1 est presque sfirement major6e explicitement. 
21 lnventiones math.,Vol. 12 
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w 1. R6gularit6 des trajectoires des processus gaussiens mesurables 
h covariance born6e 

Soient (f2, d ,  P) un espace probabilis6 et E un espace lusinien muni 
d'une mesure de probabilit6/~; soit de plus X une application P |  
mesurable de f2 • E dans R; nous supposons que X est un processus 
gaussien (centr6) sur E de covariance F appartenant ~t L ~ (E x E, # | Ft): 
quels que soient q,  . . . ,  t k dans E et les nombres r6els u~ . . . . .  u k, on a: 

E exp (i 2 u j X ( t i )  =exp - � 89  ~, u~ulF(tj, h) �9 
j = l  j , l = l  

(Le processus X est donc d6fini par ses lois temporelles.) 

Nous construisons des espaces minimaux contenant presque sfirement 
les trajectoires de X. 

Th6or6me 1. Soient E un espace lusinien et It une mesure de probabiIit~ 
sur E; soit de plus X un processus gaussien mesurable de covariance F. On 
suppose que la restriction de F d la diagonale de E• E appartient h 
L ~ (E, I~); dans ces conditions, on a: 

1 
W<--211FII~ ' E~exp{~X2(~ p.s. surf2.  

Si de plus F est continue sur E • E, on a aussi: 

V~>0,  ~exp{~XZ(to ,  x ) } d l ~ ( X ) < ~  p.s. surf2. 
E 

Dkmonstration. Le th6or6me de Fubini et la mesurabilit6 de l'appli- 
cation (o9, x)--~ X(o), x) permettent d'6crire: 

d~(x) . 
E { ~ exp (~ X 2) d#) = ~ E {exp ~ X 2 } d# = 

1/1 E 2 0~ F(x, X ) '  E E 

cette int6grale est finie si ~ est inf6rieur ~t 1/2llFlf~, d'ofi le premier 
r6sultat. 

Supposcns maintenant F continu; notons (%),~N la suite des fonc- 
tions propres orthonorm6es de F dans L2(E, #); pour tout entier positif 
p,  p o s o n s  : p 

X v =  E(~X~o, ,d,u)  q~. ,  Y p = X - - X v ;  
n = l E  

le thdor6me de Mercer montre que la covariance Fp de Yp qui est 

e. ~o.(x) (p.(y) converge uniform6ment vers zdro sur E x E. Soit alors 
n ~ p + l  
c~>0, et choisissons l'entier p assez grand pour que IIFp]l~ soit inf6rieur 
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/~ 1/4~; il r6sulte de la premiere partie du th6or6me que ~ exp(2e i12) d/~ 
E 

est p.s. fini. Par ailleurs, Xp est combinaison lin6aire d'un hombre fini 
de fonctions propres continues & coefficients al6atoires, donc est presque 
sfirement born6; on a donc: 

exp(~X ~) d # <  ~ exp(Zc~X~) exp(2a Y~)dp 
E E 

< exp (2 a [I Xp]l 2) ~ exp (2c~ Y~)d/~, 

c'est le r6sultat, r 

Remarque 1. Pour d6montrer le premier r6sultat, il suffit de supposer 
que X est un processus gaussien mesurable de covariance F appartenant 

L ~ (E • E, #|  En effet dans ces conditions, on peut montrer que les 
variables al6atoires ~--* Xx(o) ) = X(~o, x), x ~ E appartiennent A un sous- 
espace s6parable de L z (f2, P) et il en r6sulte que la restriction de F fi la 
diagonale de E • E vdrifie l'hypoth6se indiqu6e; on a de plus 

II r(x .  x) ll L~(E.,) = I[ r II L~ (E • E. ~ |  

Des r6sultats assez complets hce  sujet ont 6t5 obtenus en collaboration 
avec Cartier. Ils paraitront en principe dans le S6minaire de Probabilit6s 
de Strasbourg (Lecture Notes in Math6matics). 

Remarque 2. Le premier r6sultat du thSor6me ne peut pas ~tre ame- 
lior6 sans hypoth6se suppl~mentaire comme le montre l'exemple suivant: 
choisissons une suite (a.).~ s de nombres positifs de somme 1 telle que 

la s6rie de terme gdn6ral a, - -  soit divergente; construisons une 
an 

partition (A,),~ s de l'intervalle [0, 1] par des intervalles de longueur 
respective a,; choisissons enfin une suite (2,),~ N de v.a. gaussiennes 
centr6es de variance 1 et posons: 

X(O), x ) =  Z An(~ IA,,(X); 
hElM 

on v6rifie immddiatement /~ partir du thdor6me des trois s6ries que 
l'int6grale f explXZ(x)  dx qui est d6finie par la sdrie de terme g6ndral 

fo, II 
1 2 a, exp(~2,) est presque sfirement divergente. 

w 2. Etude d'un espace d'Orlicz 

Les r6sultats du th~or6me 1 sur les trajectoires des processus gaus- 
siens fi covariance born6e conduisent/t 6tudier l'ensemble des fonctions 
r6elles mesurables f telles que l'int6grale ~ exp(c~f 2) d/~ soit finie pour 

des valeurs strictement positives de l'exposant cr Plus pr6cis6ment: 
21' 
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Soient K un espace compact  m6trisable,/~ une mesure de probabilit6 
sur K et f une fonction mesurable sur K fi valeurs r6elles; on pose: 

N (f)=sup(p!) -1/2p II fNL2p, 
p>=l 

N'(.f)=inf{~>OI ~ (exp(fZ/cd) - 1 ) d ~ <  1}. 
K 

De plus, on note  G = G(K, ~) l 'espace des fonctions f telles que: 

3 ~ > 0  exp(c~f2)cLl(K,~). 

L'espace G est un espace d'Orlicz; les propri6t6s que nous etablis- 
sons dans la suite sont des cas particuliers des propri6t6s g6n6rales de 
ces espaces pr6sent6es dans ([8]). 

Th6or~me 2. I2espace G est un espace vectoriel; pour qu'une fonction 
mesurable f appartienne d G, il faut et il suffit que N( f )  (resp. N'(f)) soit 
fini. De plus N et N' sont des normes sur G pour lesquelles il est complet 
e t  o n  a :  

Vf~G, N(f)<=N'(f)<=2N(f). 

D~monstration. Notons  d ' abord  que le caract&e vectoriel de G est 
6vident 5. part ir  de la convexit6 de la fonction: x ~-~ exp(a x2). 

Soit f une fonction mesurable;  si N ' ( f )  est fini, alors f appar t ient  5- 
G. R6ciproquement ,  si f appar t ient  d G, l 'application: 

-+ ~ (exp (fz/c~ 2) - 1) d/~ 
K 

est pour  ~ assez grand une fonction cont inue tendant  vers zero quand 
tend vers l'infini; elle prend donc  des valeurs infdrieures & 1 et N ' ( f )  

est fini. 

Posons cp=(p!) -1/2p IINIIL~p; on a alors: 

N(f)=sUpCp, ~(exp(f2/cd)-l)d#= ~ (@_)2p, 
p > l  K p = l  

et par cons6quent:  
N(f)<ae>Vp>=l, c <a, 

p = l  

I1 en r6sulte imm6diatement  que si N(f )  est fini, la serie convergente 

de terme g6n&al ( cp ~ ~e a une somme inf&ieure ou 6gale 5- 1: N'(f)  
k2N( f ) ]  

est donc inf&ieur ou 6gal/t  2 N ( f ) ,  f a p p a r t i e n t  5- G e t  v6rifie l'in6galit6 
de droite de l'6nonc6. 
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R6c iproquement  s i f  appar t ient  ~t G, N ' ( f )  est tint; la s6rie conver-  
gente de terme gdn6ral (Cp/N'(f)) p a une s o m m e  inf6rieure ou 6gale fi 1, 
chacun de ses termes est inf6rieur ou 6gal fi 1 ; N ( f )  est donc  tiM, inf6rieur 
ou 6gal ft. N'( f ) ;  f v6rifie donc  l'in6galit6 de gauche de l'6nonc6. 

I1 est 6vident que N est une no rme  sur G; N '  est aussi une no rme  
puisque la fonction: x ~ e x p ( x 2 ) - I  est continue, convexe, croissante 
sur R +, nulle ~t l 'origine. 

Pou r  terminer  la d6monst ra t ion ,  il suffit de mont re r  que toute N-  
suite de Cauchy  S sur G converge dans  (G, N). Or, une telle suite S est 
une LP-suite de Cauchy  pou r  tout  p > 1 ; elle converge doric for tement  
dans  tout  L p vers un 616ment f de tout  L p et on a pour  tou t  616merit g 
de G: 

N(. f -g)=sup(p!)  -1/2e ]lf--g]lL2p=sup(p!)-l/2elim ]lg-sllL2~ 
p>=l p>=l 

_<lim sup(p[) -1/2p I lg-s] lL2p=l im N( g - s ) .  
s~S p>= l SES 

On en dbduit:  
lim N ( f  - s 0 < lira lim N (s 2 - sl) = O, 
s leS  s teS s2~S 

c'est le r6sultat cherch6. 

Dans  toute  la suite, on notera  G c l 'adh6rence dans  (G, N) de l 'espace 
des fonctions continues,  G* le dual topologique  de (G, N) et N* la no rme  
sur G* duale de N. 

Th6or6me 3. (i) Si 12 n'est pas somme finie de mesures ponctuelles, G c 
est strictement inclus dans G. 

(it) Toute fonction mesurable et bornOe appartient d G c. 

(iii) Pour tout klOment f du dual topologique de (Gc, N), il existe une 
fonction mesurable fo sur K telle que: 

Vg~ac,  ( g , f )  = ~gfod12, IJol l l /~l foleLl(K,t~).  
K 

(iv) ROciproquement pour toute fonction mesurable Jo sur K telle que 
If01 l lHog + Ifol appartienne d LI(K,I~), l'application" g~-~ ~ fog dl2 est une 

r 

forme lindaire continue f sur (G, N) et il existe une constante A ind@endante 
de.]" telle que: 

V 'fo' )d12<N*( f ) .  A N * ( f ) < ~ l f o l  l o g ( l +  j ]fol d12 
K 

O~monstration. (i) Si g appar t ien t  fi G c, on v6rifie imm6dia tement  
que pour  tout  ~ s t r ic tement  positif, e x p ( ~ f  2) appar t ient  ~t U(K, ~). Or 
si U n 'est  pas s o m m e  finie de mesures  ponctuelles, L1(12) est diff6rent de 
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L2(#), il existe donc  une fonction mesurable g telle que exp(g 2) appar-  
t ienne ~t D(#) et non exp(2g2); une telle fonction appar t i en t / t  G sans 
appartenir /~ G c. 

0i) et (iii) Soit f u n  616ment du dual topologique de (G c, N); sup- 
posons que N * ( f )  soit infdrieur ou 6gal/~ 1; pour  tou t  fonction g conti- 
nue, on a alors: 

[(g, .f)] < g(g)<= [Igll ~ ; 

il existe donc une mesure (non n6cessairement positive) m I sur K telle 

que: Vg cont inue,  (g , f ) - -~gdm s. 

Soit alors une fonction g mesurable et born6e, et posons M = Ilgll ~; 
pour  tout  entier n > 1, il existe une partie compacte  K~ de K telle que la 
restriction de g fi K ,  soit cont inue et que de plus on ait: 

t /= sup { / ~ ( K - K . ) ,  [mfl(K-K,)}<=exp(-4n2M2); 

il existe aussi une fonction g, cont inue sur tout  K, coincidant avec g 
sur K, ,  major6e par M. On a alors: 

(exp//2 ( g  __ gn)2 __ 1) d]l ~ S [exp n 2 ( g -  g.)z _ 1) d/~ 
K K - K n  

__< q (exp(4 n 2 M z) - 1)< 1; 

on a donc  N'(g-g,)< 1In et par  suite (th6or6me 2), g appart ient/~ Gc; 
le r6sultat (ii) est donc  prouv6 et l 'on peut 6crire: 

Vg mesurable et born6e,  (g, f )=~gdmz.  

Pour  tout  ensemble/~-n6gligeable A, on peut appliquer la relation 
ci-dessus/l  l ' indicatrice I A de A (qui est 6quivalente ~ z6ro darts (G, N)); 
comme ( la , f )  est nul, il en r6sulte que m I e s t  une mesure de base #. 
I1 existe donc  une fonction fo6Ll(/~) telle que: 

dmf=fodp; 

pour  tout  entier n >  1, il existe un compact  L.  tel que la restriction f .  
defo / t  L~ soit mesurable et born~e et que de plus,/~(K - L.) soit inf6rieure 

1/n; alors la fonction h. d6finie par: 

h. = 0 hors de L. ,  

IJ.I 
I h " l = ~ l ~  ( 1+  ~lf01 d u )  dans L . ,  

K 

h,f>=O, 
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est une fonction mesurable et born6e et appartient donc 5_ G c. Le th6o- 
r6me 3 montre que N(h,,) est inf6rieur fi 1. On en d6duit: 

]// ( ]f~ )d /a=l im ~ f o h . d / t = l i m ( f , h . )  <1, IlJot log 1-t j l f o l d #  = 
K 

d'ofl le r6sultat (iii) et de plus t'in6galit6 de droite (iv). 

(iv) Soit une fonction f0 mesurable telle que [fo] ~ [fo] appar- 
tienne fi L~(/O; l'in6galit6 ~616mentaire)~ (extraite du calcul fondamental 
de l'introduction): 

1 2 
[xyl<21/2  Ixl ~ t ;  I-'cl)+ ~ - lyl {exp(y /8 ) -1)  

implique: 

Ixyl _-< 21/21xl ~ + b  Ixl)+ ~ g  (exp(y2/4)- 1) 

et permet d'6crire pour tout 616ment g de G tel que N(g)= 1 : 

Ifol l 

Comme par ailleurs, on constate que: 

Vt~]O,l [ ,  [ . ] fo ld t t<( l_ t )  []/[og(T~t)S[fo[ og ~[fo[d ~ 

on en d6duit la derni6re affirmation du th6or6me et l'in6galit6 de gauche 
(iv) en choisissant par exemple A =~. 

Le th6or6me suivant traduit les r6sultats du th6or6me 1: 

Th~or~me4. Tout processus gaussien mesurable d covariance t~| 
presque partout born~e a presque toutes ses trajectoires darts G(la). Tout 
processus gaussien mesurable dt covariance continue a presque toutes ses 
trajectoires darts Gc(ta ). 

w 3. Application d la majoration et fi la continuit~ 
des proccssus gaussiens 

Th~or~me 5. (i) Soient K un espace compact m~trisable, # une mesure 
de probabilit~ sur K et L un ensemble arbitraire; soient de plus F une 
fonction de type positif appartenant d L ~ (K • K, I~ | P) et f une fonction 
r~elle sur K • L; pour tout teL,  on note ft la fonction: x~-Lf(x, t) sur K; 
on suppose que l'application t ~--,f est une application born~e de L darts 
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G* (K, #). Alors." 

A (s, t)= ~ ~ F(x,  y ) f ( x ,  t l f ( y ,  s) dl~(x) d#O') 
K K  

(1) 

est la covariance d'un processus gaussien sur L p.s. born6. 

(ii) Si de plus L e s t  un espace topologique et si t ~ f est une applica- 
tion faiblement continue de L dans G~, alors A est la covariance d'un pro- 
eessus gaussien p.s. continu sur L. 

Ddmonstration. Elle r6sulte imm6diatement de la formule: 

x~(t) = j Xr(x)f(x, t)d~(~) 
K 

(off X r (resp. Xj) est un processus de covariance F (resp. A)) et de l'appli- 
cation du th6or6me. 

Dans la suite de ce paragraphe, nous essaycns d'appr~cier la force 
des crit6res 6nonc6s dans le th6or~me 4. Nous montrons que les dill+- 
rents crit6res connus prSc6demment sont des cas particuliers. Pour ne 
pas surcharger l'exposS, nous supposerons ces crit6res connus et nous 
les utiliserons, ce qui nous permettra d'op6rer sar les trajectoires p.s. 
continues au lieu d'op6rer sur les covariances, ce qu'on pourrait  faire 
pourtant  sans peine. 

Exemple 1. Pour qu'une suite gaussienne indOpendante X = (X,).~ N soit 
p.s. born6e, il faut  et il suffit que sa covariance A s'dcrive sous la forme (1). 

D6monstration. Soit a=(r la suite des 4carts-type de X; soit de 
plus (A,),~ N une partition de [0, 1] par des intervalles de longueur 
respective a,; soit enfin (2,).~ N une suite gaussienne normalishe indbpen- 
dante. Pour tout x~[0,  1], on pose: 

v(m,x)=yX.(~)lA.(x) ,  
n ~ N  

(~") 1A (x). f.(x)= ~ -  . 

On v6rifie facilement que: 

X.r y r(o~, x)f.(xl,tx. 
[0, II 

Par  ailleurs, Y a une covariance born6e par 1 et le th6oreme 3 montre 
que la suite (J.),~N sera born6e dans G*([0, 1], dx) pour un choix con- 
venable des a, si et seulement s'il existe un nombre M tel que la s6rie 
de terme g6n6ral e x p ( - M 2 / a ~ )  soit convergente; c'est la condition 
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n~cessaire et suffisante classique pour que X soit p.s. born6e, d'oti le 
r6sultat. 

Exemple 2. Pour qu'un processus gaussien X de ta forme: 

X(co, t) = ~ [2, (co) cos a, t +/G (oJ) sin a, t],  
n~N 

inf a,+, > 1, E{12,l}=b,, E{l#,[}=c,  
heN a n 

off la suite (l~n, #n)n~N est une suite gaussienne ind@endante, soit p. s. bornO, 
il faut  et it sujfit que sa covariance s'Ocrive sous la forme (1). 

DOmonstration. Les th6orames de Szidon ([14, 15]) montrent que X 
sera p. s. born6 si et seulement si la s6rie de terme g6n6ral (12,(o))1 + I/t,(co)l) 

est p.s. convergente. Sous cette hypothese, posons sur [ 0 , 2 7 r ] , ~  �9 

F(x, y)= ~ lb, cos nx  cos n y + c ,  sin nx  sin ny],  
h E N  

f ( x ) = 2  y, [1/~. cos nx  cos a . t + l / ~  sin nx  sin a, t] .  
h e n  

On v6rifie facilement que F est born6, que ( f )  est born6 dans L 2, donc 
dans G~ et que de plus la covariance A de X a la valeur donn6e par la 
formule (1), d'o/t le r6sultat. 

Exemple 3. Soit q> une fonction positive croissante d'une variable posi- 

tive telle que l'int~grale ~ ~o(exp(-x2))dx soit convergente; soit de plus 

X un processus gaussien sur une partie ouverte ~ de R e telle que: 

Vx, y, E{IX(x)-X(y)f2}~qo2<lx-yl); 

alors la covariance A de X s'~crit sur tout compact K intOrieur ~ ~ sous 
la jorme (1). 

DOmonstration. Nous supposons les trajectoires de X p.s. continues, 
Nous supposons aussi que le voisinage L d'ordre e de K est inclus dans 
(~. Nous choisissons une suite (e,).~N de nombres positifs tendant vers 

z6ro en d6croissant eo < ; nous notons Pn la fonction proportion- 

nelle/t l'indicatrice de la boule de R e de rayon ~, centr6e/~ l'origine et 
d'int6grale egale ~ 1 ; les propri6t6s des convolutions permettent d'6crire: 

P 

g t e K ,  X ( t ) = X . p o ( t ) + l i m  ~ X . ( p , - p , _ l ) ( t ) ;  
p ~ o o  n = l  
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utilisant la valeur de l ' integrale de p , ,  on en d6duit: 

X { x ) -  X {y) 
X ( t ) - X  * p0 (t) = eli m II  

P 

�9 ~ ]/E {IX(x)- X(y)I 2 } p .  (t  - x)  p . _ ,  (t - y)  dx dy. 
n = l  

On pose alors: 
x(~o, x ) -  X(c., y) 

Yt~o, x, y)= 1/E {IX(x)- xly)l 2} ' 

L,,  (x, y) = VIE {IX(x)- X(y)I 2 } p,,(t - x)  p, ,_,  (t - y); 

le processus gaussien Y d6fini sur L • L a une covariance born6e p.p. 
par  r appor t  /t la mesure  de Lebesgue, ses trajectoires sont donc  dans 
G(L x L, dx dy). Les fonct ions f,,t appar t i ennent  5, G~; on a donc  au 
sens de la dualit6 cor respondante :  

X ( t ) - X * p o ( t ) = l i m  K 
p ~ cl.J 

En passant  aux covariances,  on en ddduira  le r6sultat annonc6 si la suite 
P 

d'appl icat ions t w  ~ s  converge quand  p tend  vers l'infini vers une 
n = l  

applicat ion cont inue  de K dans  G~. I1 suffit pou r  cela que la s6rie de 
terme g6n6ral sup 11 f , , l l  ~ soit convergente.  Posons  e, = �89 e x p ( -  e "+ i); 
on obt ient :  t~r 

sup [lf"t[l~ <=q~(2gn-x) ( C' + C 2 1 ~ g l )  <=C3 

ce dernier  te rme est le t e rme g6n6ral d 'une s6rie convergente puisque 
cc, 

f ~0 ( e x p ( - x 2 ) ) d x  est convergente,  d 'ofi  le r6sultat. 

w 4. Processus gaussiens port,s par des espaces fonctionneis 
La m~thode pr~sent6e ci-dessus permet  de progresser  dans l '~tude 

des processus gaussiens port6s  par des  espaces vectoriels topologiques  
g6n6raux. On peut  6noncer pa r  exemple  le th6or6me suivant  que nous 
donnons  sans ddmonst ra t ion:  

Th6or~me6.  Soit E un espace vectoriel topologique dans lequel il 
existe une suite partout dense et soit E' son dual topologique muni de la 
tribu engendr& par les cylindres; soient K un espace compact mOtrisable, 
p une probabilit~ sur K et F unefonction de type positifsur K x K apparte- 
nant d L~(K • K, 12| soit enfin xv-+ U(x) une application mesurable 
de K dans E' vOrifiant la condition suivante: 
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I1 existe un voisinage V de i'origine darts E tel que: 

~ ( ,(U(x), q~)l ) d~(x)<ov.  
sup~](U(x),~0)l~v log 1-~ fl<U(x),q~)ldu(x) 

Darts ces conditions, la forme bilin~aire 

(q), (#')v-~ ~ ~ F(x, y) (U(x), ~o) (U(y), qo') d#(x) d#(y) 
K K 

est la covariance d'une mesure gaussienne sur E'. 
Pour la d6monstration, on applique le theoreme II.3.2 de ([5]) en 

majorant: 
sup ~ Xr(oO, x)< U(x), ~o> d/2(x) 
~psV 

/t partir du calcul d6montrant l'in6galit6 de droite (iv) du th6or6me 3. 

Remarque. Ce thdorame est assez pr6cis puisque dans le cas off E 
est un espace de Hilbert, il donne la condition n&essaire et suffisante 
de Prohorov caract6risant les mesures gaussiennes port6es par E. 

w 5. Appendice sur l'int~grabilit~ des vecteurs al~atoires gaussiens ([6, 9, 123) 

On salt que si X est une variable al6atoire gaussienne usuelle (centr6e) 
d'6cart-type a, l'esp6rance math~matique de exp(c~ X 2) est finie et vaut 
( 1 -  2~ o2)-~ pour tout c~ inf&ieur fi 1/2o 2. Cette propri&6 se g6n&alise 
imm6diatement/t  un vecteur al6atoire gaussien X = (X)l_<~<_a/l valeurs 
dans Rd: notant cr le maximum des 6carts-type des composantes, on a: 

1 a 
V~< 2a 2 , E{exp(c~lIXll~)} < ~ E{expfc~X~)}<df l -2~a2)  -~. 

j = l  

En analysant de pr6s les calculs justifiant les th6or6mes 5 et 6, on 
constaterait facilement que pour routes les mesures gaussiennes identifi6es 
par cette m&hode sur des espaces norm6s par une norme N, il existe un 
nombre ~ strictement positif tel que l'int6grale j exp(~N2(x))d#(x) soit 

E 
finie. Nous d6montrons ici que cette propri6t6 est absolument g6n6rale. 

On notera E un espace vectoriel sur R. Nous ne ferons aucune 
hypoth6se de finitude sur la dimension de E. Nous ne supposerons pas 
que E soit muni d'une topologie. Nous supposerons seulement que E 
est muni d'une tribu ~ compatible avec sa structure d'espace vectoriel: 
l'addition et la multiplication par les scalaires sont des applications 
mesurables de (E x E, .~ x ~ )  dans (E, ~)  et de (R • E, ~R • ~ )  clans (E, N'). 

Soient ((L sO, P) un espace probabilis6 et X une application mesurable 
de (~,~r dans (E, .~); nous dirons que X est un vecteur gaussien /l 
valeurs clans E s'il v6rifie la propri6t6 suivante: 
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(G): Pour tout couple (X 1, X2) de vecteurs aleatoires independants 
de meme loi que X, pour tout couple (s, t) de nombres reels tels que 
sZ+t2=l, les variables aleatoires (SXl+tX2l  et ( t X l - s X 2 )  sont 
independantes et de meme loi que X. 

Un theoreme classique prouve que si E est de dimension finie, on 
obtient ainsi les vecteurs gaussiens (centres)usuels; on montre facilement 
que c'est le cas plus generalement si la tribu ~ sur E est engendr& par 
des formes lineaires mesurables. La definition (G) a l 'avantage de 
permettre de definir des vecteurs gaussiens dans d'autres cas; elle a 
aussi l 'avantage de se plier exactement aux calculs utiles pour  notre 
etude. 

Nous notons N une semi-norme sur E mesurabte de (E, ~') dans (R,,~).  

Th/~or~me 7. II existe un nombre ~ strictement positif tel que l'esp&ance 
de exp(~ N2(X)) soit finie. 

D~monstration. La propriet6 (G) montre que si X~ et X 2 sont des 
vecteurs aleatoires independants de m6me loi que X, alors les variables 
aleatoires reelles N(X1 + X2)/lf 2 et N(X~-  X2)/1/2 sont independantes 
et de meme loi que N(X). On en deduit pour tout couple (s, t) de nombres 
reels: 

P(N(X)  ~ s). P ( N ( X ) >  t) = P (N(X 1 - X2)~ s ~/2, N ( X  1 4- X2 ) > ~- l//2); 

En utilisant les in6galites du triangle, on constate que dans l'ensemble 
mesur6 au second membre, on a simultanement: 

N(X 0 > ( t -  s)/]/2, N(X2) > (t - s)/]/~; 

comme N(X1) et N(X2) sont independantes et de meme loi que N(X), 
on en deduit: 

e (NIX)_-< s). V ( f  IX)>  t) __< [V ( f i X )  > (t - s ) / ~ ) ]  ~. 

Cette seule relation suffit pour la conclusion du theoreme; en effet 
definissons une suite (t,).~ N de nombres positifs en posant 

to ----- aft R + ,  tn+ ~ - s = V ~ t  n , 

de sorte que l 'on ait: 
t n =(2 In+ 1)/2 -- 1)(]//2-'k 1) S; 

Posons de plus: 

P(N(X)<s)=q, P(N(X)>t . )=qx. .  

La relation &ablie ci-dessus permet d'ecrire: 

x.+, <(x.) 
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On en d~duit pour  tout entier positif n : 

x. =< (Xo) 2" = exp (2" log x0), 
et finalement : 

Choisissant alors s tel que q soit strictement sup6rieur " 1 a ~, on obtient 
par interpolat ion:  

V u > s ,  P ( N ( X ) > u ) < q  exp 24s2 log 

le r6sultat s'ensuit imm6diatement.  

Th6or6me 8. Soit M une application mesurable de (E, ~ )  dans (R, ~'~); 
on suppose que la restriction de M d M - I ( R )  est une semi-norme, qu'il 
existe une suite (Y.),~N de Jbrmes linOaires mesurables sur (E, ~ )  relies que : 

P ( M ( X ) =  sup [(X, y.) l)  = 1; 
h E N  

on suppose de plus que : 
P ( M ( X ) <  c~)>0 ;  

on note a la borne supkrieure des ~carts-type des variables alOatoires 
( X , y , ) .  Dans ces conditions, M(X)  est presque sftrement fini; de plus 
pour tout ~ strictement infOrieur d 1/2a 2, on a: 

E {exp(c~ M2(x))} < oo. 

Remarque. La propri6t6 (G) mont re  que les variables al6atoires 
(X ,  y , )  sont gaussiennes centr6es (au sens usuel); ~ est donc  bien d~fini. 
En se repor tant  au d~but du paragraphe,  on constatera que le r6sultat 
du th6or~me est le meilleur r6sultat possible. 

D~monstration. On d6montre  comme ci-dessus que pour  tout  triplet 
(s, t, u) de hombres  positifs avec t<u ,  on a: 

e (M (X) =< s). P (t < M (X) =< u) -< [P ((t - s)/lf2 < M (X)<= (u + s)/V~)] 2. 

D6finissant alors deux suites r6currentes par :  

t o  = + , t.=(t.+,-s)/f2, 
Uo=3S(l+V2), +s)ll/L 

on constate que t. et u. tendent vers l'infini avec n e t  que u, est toujours 
sup6rieur cu  ~gal ~t t,+ 1. On pose alors: 

q = P ( M ( X ) < s ) ,  q ' = P ( s < M ( X ) < 3 s ( l + ] / ~ ) ) ;  
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en op6rant comme ci-dessus, on en d6duit: 

P(t.<M(X)<tn+,)<qexp (-2"logq~-), 

et donc par une sommation facile, si (q'/q) est inf6rieur/i 1 : 

q2 

On choisit s de sorte que (q'/q) soit strictement inf~rieur/t 1, on choisit 
un nombre c strictement compris entre (q'/q) et 1. Ii existe alors un 
entier k o tel que: 

Vk>k o, P(supl(X,y.)l<s)>q, 
n < k  

P(s < sup [(X, y.)[ < 3s(1 +If2)) < c q. 
On en d6duit: ._<k 

Vk>=k o, P(t.<supl(X,y.)l)<=q l~exp(2"logc),  
n<=k 

d'ot~ une in6galit6 analogue pour M(X) qui est donc presque sfirement 
finie. 

Pour  d6montrer la deuxi6me propri6t6, on peut 16gitimement se 
placer dans le cas particulier suivant: l'espace E est l'espace #~, les y. 
sont les formes coordonn6es, la semi-norme M est la norme usuelle. 
Nous notons (2~)~ N une suite gaussienne normale engendrant la tribu 
de X, il existe donc une famille (V)~N d'616ments de E telle que: 

Nous posons 
i e N  

X _ . =  ~ E2i,  Y .=exp[c~ l lX . r l  2] 
i > n  

et nous notons ~ _ .  la tribu engendr6e par (21)i> ,. 

L'independance des 2i montre que ( X . ,  ~-.).~N est une martingale 
/t valeurs vectorielles; il en rdsulte que (Y- . ,~- . ) .~N est une sous- 
martingale. Les indgalites des sous-martingales permettent donc d'6crire: 

VseR +, P{sup [I Y V X,II >--s} = < e-= 2 E {exp [c~ IIX[I=]}. 
h e N  i>=_n 

Choisissons a > 0  tel que le second membre soit fini et s > 0  tel qu'il soit 
strictement infdrieur/t 1; notant que lira sup II Z v/2il I est une variable 
al6atoire ddgdn6r6e, on obtient: .~N ~=>. 

P{lim sup II • V/2ilI >s} =0 .  
nEN i > n  
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Pour tout e, > 0, on peut donc d6terminer un entier n tel que: 

i > n  

Soit alors ~ <  1/2o-2; choisissons fl~]~, 1/2~2[ et er  tels que 

~fl 1 1 - ~  
(]/~_]/ '~)z < 24(a + e)2 l o g - - e  

Les in6galit6s (1) et (2) assurent (th6or6me 7) que: 

E exp ( l / ~ -  l ~ )  2 II ~_>-.2 V~,l~[I 2 = A < oo. 

L'hypoth6se sur fl et la relation: 

montrent que: 

E {exp [fl ]l 2 Vii 2,11 z] 
i < : n  

i < n  ieN 

~ E  { e x p [ f l o  "2 E .</2]} = ( 1 - 2 / ? a  2) 
i < n  

n 1 
2 ~ 0 0 .  

(1) 

(2) 

La convexit6 de la fonction x ~ exp x 2 permet alors d'6crire: 

E {exp[~ ]IXI]2]} ~ (1_23(72) 2 _~ 1 - -  A < o o ;  

c'est le r6sultat fi prouver. 

Remarque. Le r6sultat du th6or6me 7 est dfi/t Landau et Shepp ([9]), 
avec une d6monstration fausse qui rend cependant le r6sultat plausible. 
La d6monstration pr6sent6e ici, radicalement diff6rente, a 6t6 publi6e 
dans [6] par nous-m~me. La premi6re partie du th6or6me 8 est originale; 
une d6monstration assez semblable de la seconde partie dudit th6or6me 
se trouve dans [12]. 
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