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1. Introduction 

On connait le r61e jou6 par l 'holonomie en mati6re de feuilletages. Soit G le 
groupe des germes de C~-diff6omorphismes de IR en O. Si F est une feuille d'un 
C%feuilletage ,~- de codimension 1 d'une C~-vari6t6, et si xoeF, alors l'holono- 
mie de Y en x o est un homomorphisme de groupes H: ~(F, xo)~G qui, dans 
une certaine mesure, d6crit ~ au voisinage de F. D'ofi l'int6r~t particutier que 
pr6sente l'6tude des propri6t6s alg6briques des 616ments de G. On d6montre dans 
cet article deux telles propri6t6s. 

Soient Go~ le sous-groupe de G constitu6 des germes infinilnent tangents 
l'identit6 en 0, G' l'ensemble des elements de G admettant 0 comme seul point 
fixe dans un voisinage de 0, et G~=G'r~G~. Soit geG'~,; le th6or6me 3.1 donne 
une condition suffisante pour que g puisse etre plong6 dans un sous-groupe ~ un 
parametre de G. La condition exprime que g <<n'oscitle pas trop>> (voir la figure 
qui accompagne 3.t). Une telle condition est bien indispensable puisque dans le 
w on donne un exemple de geG'~, qui n'est pas un carr6 et qui donc n'est pas 
plongeable dans un groupe ~ u n  paramatre. Le cas de geG'-Gk, avait 6t6 trait6 
pr6c6demment par Sternberg [10] et Takens [12]; ils avaient montr6 qu'un tel g 
est toujours plongeable dans un groupe ~ un parametre. Si geG-G', l'existence 
arbitrairement proche de 0 d'autres points fixes que 0 donne lieu ~ d'autres 
obstructions au plongement darts un groupe fi un parametre; ces obstructions ne 
sont pas 6tudiees ici (voir N. Kopell [2], Mather [5]). 

Ind6pendamment de son int6ret propre, Fatude du plongement dans un 
groupe ,~ un parametre des 6laments de G',~, est motivae par un r6sultat de 
Mather [5] caract6risant la classe de conjugaison de certains diffdomorphismes 

support compact de IR. Soit f:  IR ~IR un C'~'-diffaomorphisme tel que pour 
des a, beIR, a<b, on ait f(x)=x si xr b[, et f(x)>x si xe]a, b[; on suppose 
de plus que le germe f ,  de f en a est engendr6 par un C~-champ de vecteurs ~,; 
de marne te gerne fh est engendr6 par ~ ,  Mather construit alors un 
diff6omorphisme du cercle ~b(f)eDiff~(S I) tel que la ctasse de conjugaison de f 
est caract6ris6e par ~b(f) et les classes de conjugaison de ~, et ~,. Des lors, la 
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question de l'existence de ~a et ~b pour tout f se posait naturellement. La 
r6ponse est doric ndgative. Notons qu'il y a correspondance canonique entre les 
classes de conjugaison de C~ h support compact de IR et les 
classes d' isomorphismes de CC<feuilletages de S ~ x IR de codimension 1, trans- 
verses/t  chaque {0} x IR et tels que, si [tl est assez grand, S ~ x {t} soit une feuille. 

Le th6or6me 5.2 affirme que le groupe G~ est parfait. Une cons6quence de ce 
r6sultat est la r6ponse positive h la question pos6e par Rosenberg et Thurston 
[8] de la nullit6 de la classe de cobordisme des feuilletages de Reeb de S 3. I1 en 
r6sulte aussi que l'616ment de rc3(BF~) repr6sent6 par tout feuilletage de Reeb 
est nul. Autrement dit tout feuilletage de Reeb de S 3 peut se prolonger en une 
F~<structure de D 4. 

Une autre interprdtation de la m~me cons6quence est la suivante. Soit 
Diff~,~(lR) le groupe des C~-diff6omorphismes de IR ~ support compact, muni 
de la topologie discr&e. Si g,h~Diff2,~(lR) ont leur support dans ] - o % 0 ]  et 
dans [0, + o o [  respectivement, alors le 2-cycle d 'Ei lenberg-MacLane [g th]  
- [ h l g ]  a une classe d 'homologie nulle. Le th6or6me 5.2 est ainsi un modeste 
progras dans l'6valuation de H2(Diff~.~(lR)= H3(BF1~176 ~) (Mather [4]). 

Pour d6montrer le th6orame 5.2 on utilise certains r6sultats interm6diaires 
de la d6monstration du thdorame 3.1. 

2. Plongement d'une C~-contraction dans un groupe a un param6tre de classe C ~ 

Le but de ce paragraphe est de montrer  le th6or~me 2.2. 

2.1. Dffinition. Soit ~ un germe de champ de vecteurs en 0~IR. 
On peut identifier ~ fi un germe de fonction num6rique. Supposons de plus 

que ~(0)=0. Alors e ~ est le germe de diff6omorphisme d6fini par: 

e~(x) = F(1, x), 

Oc@t (t, x) = ~(F(t, x)), 

F(O, x) = x 

off, pour un t donn6, x est assez petit. 

2.2. Th6or6me. Soit f6G' .  Alors il existe un unique germe de champ de vecteurs ?, 
de classe C x tel que e~= f. 

Ce th6or6me est dfi /t Szekeres [11]. On le red6montre afin de donner 
quelques notations et quelques formules utiles pour la suite. 

Supposons maintenant que f soit un C~J-diffdomorphisme f: [0,c[--* [0,e '[  tel 
que f ( x )  < x s i x  > O. 

2.3. Notations. Pour tout symbole x, on notera A x = x - f ( x ) ,  Xo=X, x i= f ( x  i_ 1). 
Par d6finition : 

4)(x) = - f " ( x ) / f ' ( x ) ,  
gtq)(x) = d6rivde qieme de g en x, 

gq(X) = o s<=UyPx I g(q)(y)l" 
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2.4. Que lques formules .  La  formute de Taylor/~ l'ordre 2 permet d'6crire: 

f ( f ( x ) )  - f ( x )  = ( f ( x )  - x ) .  f ' ( x )  

+ [ i ( 1 - t ) f " ( x + t ( f ( x ) - x ) ) d t ]  ( f ( x ) - x )  2 

OH: 

zl x, = A Xo f'(Xo) + e.(Xo) A x 2 

si: 
1 

g(x) = -- ,f ( l -- t ) f " ( x  -- t A x)  dt;  
o 

d o n c :  

le(x) l <-_ f 2(x)/2. 

Ainsi: 

, A x 1  
f (xl=~0-~(x)~x. 

Si on fait tendre x vers O, on voit que: 

A x t  

Puis: 

A x ,  [ l_e (Xo)Ax2 t 
f ' ( x ~  o AXlJ 

et donc 
A x ,  A x  2 ] .  

f'(Xo) . . . f ' (x ,_  x)= A~xo "17It,=o [ 1 -  ~.(xi) A x ,+l j -  

Remarquons que la s6rie 

i=0 AXi+ l 

est convergente (car X A  x i = x )  et donc aussi le produit infini: 

i=o A X i + l J  

et encore la s6rie 

f ' (Xo)  . . . f ' ( x i -  t) = O(x /A  x) 
i>o 

pour x > O .  Si f ' (O)<l ,  elle est m~me uniformOment convergente sur tout 
compact de [O,e[, rnais si if(O)= 1, elle diverge en O. 
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2.5. Lemme. La fonction 

K(x,y)= I ]  f'(Y') 
i=o f '(xi) (x, ye ]0 , eD  

est dOfinie et de classe C 1. De plus, si f ' ( 0 ) <  1, le mOme r&ultat vaut pour 
x, ye[O,e,[. 

D~monstration. Posons: 

K~ Y)=,~ol~ f '( '[~)-l~ 

K,  (x, y)= ,>2"o c~(xi) f (xl- ')''" f (x~ 

La s6rie K 1 est obtenue en d6rivant terme ~ terme par rapport  h x la s6rie 
K o (voir notations 2.3). Puisque f ' ( x  i_ 0---f ' (Xo)  = O(d x jA  x) et que ZA x i = x, 
on voit que la s6rie K 1 est localement uniform6ment convergente. 

Le th6or6me classique d'int6gration terme ~ terme et le fait que la s6rie K o 
converge pour x = y  prouvent que Ko est de classe C 1 pour x,y>O. Doric K 
=exp(Ko)  est aussi de classe C 1 pour x,y>O. 

Si f ' ( 0 ) < l ,  la s&ie K~ converge uniform6ment sur tout compact de [0,e[. 
On conclut de la mSme faqon. 

2,6. Lemme. Supposons que f ' ( 0 ) =  1. Soit a~]0 ,g[  fix& Une condition n~cessaire 
pour que ~, germe C 1 de champ de vecteurs, v&ifie f = e  r est qu'il existe pelR 
- {0}  tel que g,(x)=pK(x,a). Un tel pes t  unique. 

DOmonstration. Si F est l'int6grale d'un tel ~, c'est-h-dire si: 

~F (t,x)=~(F(t,x)), 

F(O, x) = x, 

F(1, x) = f(x). 

alors, pour chaque t le germe de diff6omorphisme x~-~F(t,x) commute  avec ,fi 
Le lemme de N. Kopell [2] permet donc d'affirmer: 

~F 
r (t, x) = K(F(t, x), x). 

OZF 
En calculant ~ de deux fa~ons, il vient: 

0F OK 
(F(t, x), x) ~ (t, x) ~'{F(t, x)) Ux (t, x) = ~ 7  ,~ 

o u ~  

~K 
~'(F(t, x)) K(F(t, x), x) = ~ (F(t, x), x) ~(F(t, x)). 

Pour t = 0, cette relation s'6crit: 

~'(x)=K~(x,x)~(x). 
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C'est une 6quation diff6rentielle lin6aire. L'existence de p sera prouv6e si ~(x) 
=K(x,a)  est solution; il faut voir que K1(x,a)=K1(x,x);  mais Kl(x ,y  ) ne 
d6pend pas de y! 

2.7. Lemme. Supposons que if(O)< 1. Une condition mScessaire pour que ~, germe 
C 1 de champ de vecteurs v~rifie f = e  ~ est que: 

x 

~(x) = log f '(0).f K(x, t) dt. 
0 

DOmonstration. On ne peut plus appliquer le lemme de N. Kopell qui suppose 
f ' ( 0 ) =  1. Cependant  le m6me calcul qu'en [2] prouve cette fois que: 

8F OF 
( t , x ) = ~ -  (t, O)K(F(t,x),x) 

~x cx 

En proc6dant  comme pour  la d6monstrat ion du lemme 2.6, on trouve 
maintenant  que ~ doit v6rifier l '6quation: 

~ ' (x ) -  K,  (x, x) ~(x) = ~'(0). 

Cette fois K, Ko, K I sont d6finis m6me en 0. Ndcessairement 4(0)=0,  ~'(0) 
= log f ' ( 0 ) .  La mdthode d ' int6gration par <<variation de la cons tan te ,  conduit /~ 
chercher ~(x) sous la forme C(x)K(x,  a). On trouve ensuite que 

x 

C(x) = logf ' (0)  ~ K (a, t) dt 
o 

d'ofl le r6sultat. 

2.8. D~finition. ~(x) est d6sormais la fonction d6finie par le lemme 2.6 ou le 
lemme 2.7 selon que i f ( 0 ) =  ou < 1. 

2.9. Lemme. Si if(O)= 1, alors ~(x)~ - A  x quand x--+ O. 

DOmonstration. 

ni-( f'(ai) K(x, a )=  2im 
f ' ( x , )  i = 0  

(Aa,,] 1 + ~:(a,) A ai 2 

Aa ] ,ill Zlai+ l lim 
" /Axq ,=o 1+ Ax 2 

n ~  oo 

\-Txx ! A xi+ 1 

Montrons  que lim d a,/d x,, = 1. Supposons pour  fixer les id6es que a > x. Si x 
n ~ o c ,  

= % ,  alors a an/d an+p~f'(a,) . . ,  f '(a,+ v_ 1)~ 1. 
Sinon, soit p tel que ap+~ <x<ap.  I1 suffit de montrer  que lim d a,+v/dx . 

= 1. Mais 

Aan+~_ (Xn--an+p+l)+(an+p--Xn) I I J I 
AX, (x - -a ,+p+l)+(a,+p+t-x ,+ 0 x,+ 1 a,+p+ 1 x,, a,+p 
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Or ( a n + p - - X n ) / ( a n + p + l - - X n + l ) - - ~ l  p a r  le mSme argument que celui qui 
montra i t  AXl/Axo ~ f'(O ) (cf 2.4). 

Donc" 

K(x,a)_  1 f i  l+e(ai) j a 2  
ai+ 1 

Ax A i=0 a 

off le produi t  infini est uniformdment  convergent  sur tout  compact  de [0,~[. 
Donc  ~(x)~ - p A x  avec /~>0.  Posons ~(x)= - # ( x ) A x  avec lim p ( x ) = p .  Alors" 

x ~ 0  

1 _ A x _  1 if?~F__( ,i 1 ~(F(t,x)) 
p(x) ~(x) ~(x) J o ot " t 'x 'dt= "o ~(x) 

_ ~ p(F(t,x)) A(F(t,x)) dt. 
b " p(x) A x 

dt 

Mais, si x--,O, les deux rapports  sous le signe somme tendent uniform6ment  
vers 1. Donc  p = 1. 

2.10. Remarque. On peut donc poser { ( x ) = - t ~ ( x ) A x  avec p (0 )= l .  L '6quation 
fonctionnelle ~(f(x))= f ' (x ){ (x )  implique que: 

A x  I A x  2 

p(x) = A x~f;-(Xo) tl(xl) = A xof ' (xo)f ' (x l)  

A x, "(i 1 1/f,(xi)" 
= .~o~lim ~x~x ~ i= o 

D'ofi: 
n - - 1  

{(x) = - lira A x, H 1/f'(xi). 
t l ~  i = O  

]-/(X 2)  . . . .  

2.11. Corollaire. ~ est de classe C 1 sur [0,el.  

DOmonstration. Si f ' ( 0 ) <  1, ceci r6sulte de la d6finition de 4. Si f ' ( 0 ) =  1, on sait 
d6j/t par  le lemme 2.5 que ~(x) est C 1 pour  x > 0 .  Mais: 

~'(x) = p ~K  (x, a) = p K l(X, a) K(x, a) 

= P ~ (~ 1)... f'(xo) K(x, a) = p ~ dP(xi) K(xi, a) 
i>o i>o 

= ~ O(x,) ~(x,). 
i>o 

I1 r6sulte de cette expression que I~'(x)l =O(xf2(x)). 
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2.12. Lemme. f =  e ~. 

DOmonstration. Si f ' (O)= 1, il est 6vident que f ' (x)=~(f(x)) /~(x) .  C'est vrai aussi 
si f ' (O)< 1, car alors: 

f ( x )  x 

~(f(x))/~(x) = ,[ K( f (x ) ,  t) dt/.[ K(x, t) dt 
0 0 

x x 

=.[ K( f (x ) ,  f (u) ) f ' (u)  du/[ K(x, t) dt  = i f (x ) .  
0 0 

Dans Fun ou l'autre cas, soit F(t, x) l'int6grale de ~; puisque ~(x)< 0 quand x 
>0, on voit que pour un t0>O, F ( t o , a ) = f ( a  ). Par ailleurs on sait que tout 
germe g: x~---,F(t,x) v6rifie l '6quation diff~rentielle g'(x)=,~(g(x))/~(x); or f et 
x~-~F(t o, x) v6rifient cette m~me 6quation diff6rentielle avec la mame condition 
initiale en a. Donc f (x )=F( to ,X) .  Si t 0 + l ,  c'est que f = d  ~162 mais ceci est 
impossible (lemmes 2.6, 2.7). Donc t o = 1 et f =  e ~. 

2.I3. Ddmonstration du thkorOme 2.2. Elle r6sulte des lemmes 2.6, 2.7 et 2.12. I1 
faut dire un mot du fait que, dans l'6nonc6 du thdor6me 2.2, l e G '  et donc est 
aussi d6finie pour x < 0  assez petit. Si i f (0)+  1, la d6finition de ~ par le lemme 
2.7 a le m6me domaine de d6finition que celui de f, car alors K, K 0, K~ ont 
aussi ce mame domaine de ddfinition. Si i f (0)=  1, on fait te travail d 'abord pour 
x > 0 ,  puis pour x < 0 ;  il n'y a pas de probl6me de recollement, puisque, d'un c6t6 
ou de l'autre, ~(0)=c~'(0)=0. Si f n'6tait pas une contraction, il suffirait de 
changer (au besoin d'un seul c6t6) f e n  f -  

3. Plongement d'un 616ment de G'~ dans un groupe/l un param6tre 

On suppose dans ce paragraphe que f :  [0, ~ [ ~ [ 0 , ~ " [  est un C ~- 
diffdomorphisme contractant et it!liniment tangent d l'identitd en 0; autrement dit, 
d'une part, s i x  > 0, alors f ( x ) <  x, et d'autre part: 

f(q)(o)=o si q4: l ,  

f ' ( 0 )  = 1. 

Les notations 2.3 restent valables. De plus, on note: 

A o x =  sup Ay. 
O<_v<_x 

Dans tout ce paragraphe, ~ est le champ de vecteurs associ6 /~ f par le 
th~or~me 2.2. 

3.1. Th~or~me. ~ est de etasse C ~ sur ]0, c[. De plus, si 

~ox  = O ( A x  1-~) 

avec ~ < 1/r pour un entier r>2 ,  alors ~ est de classe C ~ en O. En particutier, si 
Aox =O(Ax),  alors ~ est de classe C ~ sur [0,~.[. C'est le cas si la Jbnction xv-~Ax 
est monotone. 
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Aox] 

Mauvais f :  A o x ~ A x  

/ 

/ 

Bonf :  A o x ~ . A x  

3.2. Lemme. II existe des constantes ap,q,r~IR+, pour p<= q <= r entiers, telles que si 
g~CC~([0, e[) est c~-plate en 0 (i.e. g~")(0)=0 pour tout n), alors: 

r - - q  q - - p  

g~(x) =< %,~,r [g~(x) ] r -  ~ [gr(x)] r -  p 

(voir notations 2.3). 

D~monstration. Notons 

P 

gp= S gi- 
i = 0  

On sait, par l'in6galit6 d'Hadamard (pour une d6monstration tr6s concep- 
tuelle, voir [9], th6or~me 2.2.2), que 

r - - q  q - - p  

gq(1)<flp, q,r[gp(1)]~-p [gr(1)] ~- p 

Si x>O, posons h(y)=g(xy);  en appliquant la relation pr6c6dente ~ h, il vient: 
r - - q  q - - p  

r 

Mais, comme g est oe-plate en O: 

x j -  i 

g i ( x ) = < ~ g j ( x )  si j> i .  

La majoration de xqgq(X) peut donc s'6crire: 
r - - q  q - - p  

x~ g~(x) < 3/~,  ~,, [x~ g~(x)] ~- ~ [ x '  g r (x ) ] , -  p. 

3.3. Lemme. Soit gcC~176 m-plate  en O. Alors, pour tout nelN et pour tout ~1 
>0, 

g,(x) = O(go(x) l - "). 
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DOmonstration. Soit m > n .  Le lemme 3.2 implique que: 

gn(X) = O(go(X ) 'ngm(x)'n) = O(go(X ) "). 

3.4. Corollaire. Pour tout entier n et tout tl > O, 

cbjx)=O(Ao x l - " )  (notations 2.3). 

D~monstration. Le lemme 3.3 appliqu6 "a f ( x ) - x  implique que: 

f2 (x )  = O(A o x '  - "), 

On a donc:  

~o(X) = O ( a o  x * - " )  

et on applique h nouveau le lemme 3.3 it 0- 

3.5. Notation. On note iL,(x)= {(")(x)[{(x)]"-1, chaque fois que cette quantit6 est 
dOfinie. 

3.6. Lemme.  II existe des constantes enti&es C ......... , et Dq,~, .......... telles que: 

~o(x) + Z c ............ [ ~ ( x ) Y  ~... [ m  ,(x)] ~" ' 
a~ + 2 a 2 +  --,+(n--,  t}0t~ - t = n  

n-- 1 

i > O  q = O  

y, D~,~, ........ , [~ , (x , )y , . . .  [~ ,  ,(x,)] .... ,. 
o~l+,.,+(n-- 1)~Zn-1 =;'1-- q-~ 1 

De plus, ]p,(x)] = O(Ao x ...... 7) pour tout r&l q > O. 

DOmonstration. Par r6currence sur n. Le lemme est dhjfi montr6 pour  n =  1 
(corollaire 2.11). Le calcul formel de I~,, connaissant/~,_ ~ rdsutte des relations* 

dx  i ~(xl) 
clx ~ ( x ) '  

~'(x) = I~ ~(x), 

K.(x) ~ (x) = m + ~ (x) + (n - 1) i ~ . ( x ) . ,  (x) .  

La d6rivation terme h terme est justifi6e, car la s6rie du second membre  est 
uniform6ment convergente,  grfice it l 'hypoth6se de r6currence, et ~t l#(x)l = O(A x). 

Enfin la relation i t j x ) = O ( A o x " - " )  r6sulte de l 'hypothese de r6currence, de 
kb~q~(x)] = O(A o x i - , )  et de t~(x) t = O(d x). 

3.7, Ddmonstration du the;or~me 3.1. D'abord,  pour  x > O, ~(")(x)=#,,(x)/[~(x)]"-t 
est d+fini. Ainsi ~ est de ctasse C ~~ sur ]0, ~,[. 

Ensuite, si A o x = O ( A x  ~ -~) avec ~ <  1/r, on voit  que:  

I~~ = 0(~4 x ~ . . . . . .  ~ ~ - ~") 

pour tout r/> 0. Donc  lim c]~"~(x) = 0 si n < r. 
n-~ 0 



262 F. Sergeraert 

3.8. Remarque. On verra au w qu'il faut bien imposer & f, contractante et oo- 
tangente & l'identit6 en 0, une condition suppl6mentaire pour assurer que 
~e C~176 Par contre, il r6sulte de Sternberg [10] et Takens [123 que s i f  n'a 
pas un contact d'ordre infini avec l'identit6 en 0, alors n6cessairement 
~e C~176 eD. On pourrait  penser qu'une d6monstration analogue & celle qui est 
donn6e pour le th6or6me 3.1 s'applique au cas non oo-plat. Malheureusement il 
ne semble pas que ce soit le cas. 

Supposons en effet que f (x)=x-ocxr+o(x  r) avec ~>0 .  Le m6me plan de 
d6monstration donne alors les majorations: 

I~,(x)l = O(x "~r- u), 

Ir "-~ 

qui sont insuffisantes. On aura pourtant  l 'occasion d'utiliser la derniere dans le 
w 

4. Un 616ment de 6; '  peut ne pas Otre un carr6 

On d6finit d 'abord trois fonctions C a' qui serviront dans la construction du 
contre-exemple. Soient: 

~(x) O, 1] si 1/6<__x<=2/6 
si x > 2/6, i 

0 1/6 2/6 

{ii si fl(x) 0,1] si 1 / 6 < x < 2 / 6  

si 2/6<x<4/6, 

ou x > 5/6 

ou 4 / 6 < x < 5 / 6  

I 

116 216 /./6 516 

=O si I x l~ l  

y(x) e[O, 1] si 1/3~[x1~1 

[ :  x2/2 si [xl ~ 1/3. 

- - I /3 0 I/3 
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m~3 
Soient u,, = 2 - " ' ,  v .  = 2 - " ~ ,  % = 2 . 

On d6finit, si x ~ [ 2 - " - ~ ,  2 - " ]  et n>=0: 

r  

_ {  z9 -~ 

I vn 

2 - n  

I ,  

On voit  que ~ est C ~~ et cr en 0. 
On  d6finit ensuite f = e  ~. Alors f ( x ) = x - A x  avec t im A x / ~ ( x ) =  - 1 .  

x ~ O  

Soient a o = 1 et a~ = f ( a  i_ i). 
D6finissons aussi g = e  ~-:2, et b~=g(a~). Alors ai+ i =g(bi)- 
O n  a toujours  la relation g'(x)=?.(g(x))/~(x) d'oft l 'on tire: 

g"(x) = c~(g(. ))(~ (g ( ) )  - ~'(x)) 
2 

La si tuat ion pr6sent6e par  f, g, ~ est <<normale>>. On  va  per tu rber  f e t  le 
t ransformer  en un j=qui  va  servir fi d6finir ( t e l  que f - = e  F et gT= e ~/2. D u  choix 
de la per tu rba t ion  de f il r~sultera que ~ e t a  fortiori  ~- ne seront  pas C 2 en 0. 

Soit n o un entier assez grand. Pour  chaque n > n o ,  on choisit  des entiers i(n) et 
j(n) tels que: 

2-~ f~ 2 - , , -  1 < ail.) < 2 - ,  +.-*_ 2 - ,  . . . . .  : 12 

* <2-,,__fs 2 ..... 1. 2 - " - 1  + ~ 2 - " ~  =<aj~.)+i <aj~.)_ 1_ 

C'est  possible si no est assez grand. De  mame,  s i n  est assez grand, on a bifn) 
= a~,, - u, /2 et b i~, ~ = a~,~ - v,/2. D6finissons maintenant"  

- , _ [ f ( x ) + w , 7 ( 4 ( x - a j ( , , ~ ) / v , , )  si ~ n > n  o tel que I x -a :~ , ) l<v , /4  
f ( ' ~ ) -  "~f(x) sinon. 

bj{n) bdnl 
2-n~I 2-n ~ I I Qj|n} Gl[n}-| l(n} 

. . . . .  , . . . . . . . . . . . .  

.... i '4 i'q J 

I ~ - - ~ d o m a i n e  o~ :es t  
! I I I perturb~ 
I ~ l 

I I 
I f 
i 
I 
! I - 
J . . . .  j : - : ,  



264 F. Sergeraert 

f= est aussi un C~'-diff6omorphisme de source [0,~,[, oc-tangent h Fidentit6 en 0. 
La d6finition 2.8 d6finit alors ( qui est de classe C 1 sur [0,~:[ et de classe C ~ sur 
]0, r.[. On pose ~ =  e ~2. 

C o m m e  ~, g est C 1 sur [0,~[ et C ~' sur ]0,~:[. On  va mont re r  que g n'est pas 
C 2 en 0. II en r6sultera le: 

4.1. Th6or~me. f n'est paste carrO d'un C~-d!ff~omorphisme pour la composition. 
DOmonstration. Supposons  que f = h o h  avec /~  de classe C ~ sur [0,~:[. Alors  . f  
c o m m u t e  avec h e t  par  le l emme de N. Kopet l  [2], on en dhduit que h vhrifie 
l '6quation diffhrentielle: 

L ' a rgumen t  d6velopp+ en 2.12 prouve  alors que h = ~ .  
Nature l lement  on a l e  m~me r6sultat pour  le germe de f e n  0, ce qui justifie 

le titre de ce paragraphe.  
I1 reste donc fi mont re r  la 

4.2. Proposition. g n'est pas de classe C 2 en O. 

DOmonstration. Notons  d ' abord  que certaines relations sont inchang6es dans la 
s i tuat ion perturb6e 

c~i+ ~ = f (a~) = f ( a , ) ,  / : (a , )  = r ( a : ) ,  

[g(ai)=~(ai). 

It n 'est  peut-atre  plus vrai  que bi=Na~), mais par  contre, 6tant donn6 le 
suppor t  de f - s  on peut  affirmer que ~ = ~  dans un voisinage de b~. En 
particulier,  pour  n assez grand, 

((x) = ~(x) si I x -  bi(,)l <-_ u,/4. 

Notons  /)i=ff(a/). C o m m e  ~ est de classe C 1 et que (a i+l -b i ) / (b i -a  ~) tend 
vers ~ ( 0 ) =  1, on d6duit que pour  n assez grand: 

Ibi(,, t - bi(,,~l < u,,: 4 

d'ofi il rdsutte que: 

(bii,,)) = c (b;l, ~) = 0. 

Par  ailleurs si on se souvient  que: 

o = ~'(a.. 0 = ~ +(a j) ~(aj) = y 4)(a~) ~(a~) 
j>=i(n) j>=i(n~ 

on t rouve que: 

('(a..~) = Z 4~%) ~(~)= 2 (4~(o~)- +%)) ~ia~) 
j~i(n) j>i(n) 

m~n 

16w., 16w. 

mgn Um Fn 
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Calculons main tenant :  

~'b :' - , , ,  , ~ ( ~ , , )  : ,  <. (a:~ .0  
�9 = = . . . . .  [ ~ - ' ( b ~ o , 0 -  r ( a ~ . ) ]  = g ta'~n)) g((/i(m) 2 U. 

d'ofi il r6sulte que: 

] 6 W n 
S ( % , ) <  - - - - - - .  

Un Pn 

Mais cette derni&e quantit6 tend v e r s - ~  quand n tend vers l'infini. Ainsi 
~ '  n'est pas cont inue en 0. 

5. H , ( G ~ ) = O  

5.1. Abr&~iation. On utilise l 'abr6viation <<ITIO>> pour  <<infiniment tangent  fi 
Fidentit6 en 0>>. 

5.2. Th6or~}me. Le groupe G,, est paJjilit, autrement dit G~ est ~;gal gt son sous- 
groupe des commutateurs. Plus pr~;ciMment, si FIeG , ,  il existe 0 et l e G . ,  tels que 

~I = . r  f -  : '/)-' 

De;monstration. On commence  par  ramener  ta d6monst ra t ion  de ce th6or6me 
celle d 'un rasultat assez technique (5.4). 

Soit q e G ~ .  On peut t rouver  un C*-d i f fdomorphisme de [0, + < [  d6finissant 
le germe q "2: droi te  de 0. D&ormais q d&igne un tel d!lfi;omorphisme. 

Choisissons un c h a m p  de vecteurs ~2 SUF [0, -l-,2C[ tel que {2(x)=c~2 x 2 pour  
un % > 0  s i x  est assez petit, et {a(X)e]0, 1] si x > 0 .  

Alors r engendre  un groupe it un paramdtre  d 'aldments de Diff'* ([0. ~:[) off 
figu re: 

J2(x)=eC~(x)(=x/1  - %  x si x est assez petit). 

C o m m e  q est ITIO,  tes s&ies de Taylor  de f21~/  et de .l) -1 en 0 sont tes 
m6mes. Par  Takens  [12], les germes de ,I2- ' t l  et de .t2 * sont conjugu6s. Mieux, 
si on a choisi q "a suppor t  compact ,  ce qui est possible, et ~-2 assez grand, alors 
t2-l~? et .12 -1 sont conjuguds sur [0, ,:c[ par  un 616ment I T I O  de Diff : ( [0 ,  m[) .  
On a donc:  

0U: 

,I=A 4,:A- : ~;' 
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Supposons qu'on sache trouver pour tout n>3,  f . ,  ~b.eDiff~([0, c~[) tels que: 

b) f~(i)(O) = 0 si i < n e t  i # 1, 

L'(0)  = 1, 

c) q5 est ITIO, 

IIL-.f.+III. 1 < 2 - " ,  114 , . -q~ .+xl l .  1 < 2 "  

off Ogll, d6signe: 

Ilgll~ ~ sup Ig")(x)l. 
i = 0 0 - - < x  -<I 

Alors f ,  et ~b, convergeraient au sens C ~ vers des C~'-diff6omorphismes f et 
q~, d6finis sur [0,13. Par continuit6 on aurait ~ l = f ~ f - l ~  i 1~ od le second 
membre serait d6fini; par ailleurs f et ~b seraient ITIO. Le th~or~me 5.2 serait 
d6montr$. 

II reste donc construire .f, et (o, v~rifiant a, b, c, d. 

On utilise la fonction C ~-" 

i i x  si 0 < x <  1/4 
fl(x) 0,1] si 1/4<_x<_l 

- s i  x > = l .  

• 
2 

0 
11/, 

On va supposer par r6currence que f . = e  ~" o6 ~,(x)=, .x"+o(x")  est C% 
C'est bien le cas pour n = 2 .  On cherche alors f . + l = e ~ " + l  o6 ~,+l(x) 
=fl(x/e)~,(x) pour un e qu'il faudra choisir assez petit. De cette d6finition, il 
r6sulte que ~.+1 (x)=e,+a x "+1 +o(x "+1) avec e,+l =2~./e. De plus, 

i 

j = 0  

De la nullit6 de fl(J)(x/e) pour j >  1 et x>e,  et de l'6quivalence ~ , ~ n  x" quand 
x-*0, on d6duit: 

IIC+ __Cil____o(~n i) 

quand e~O (m~me si i>=n). 
Les r6sultats standards concernant la d6pendance des solutions d'6quations 

diff6rentielles par rapport aux param6tres permettent d'affirmer que 

llf.+ 1 - f ,  Ni=O(e,"-i) �9 
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Notons  . / ~ = J ~ ' J . + l  et cherchons 4).+1 sous la forme 4).q~.. La relation r/ 
�9 - 1  1 

= fn  + 1 ~ n  + 1 ,In + 14)n + 1 s ' 6 c r i t  a u s s i :  

L4).L-'4)21=Lf.4).c~.f#l f. 14o14); 1 
OU~ 

~ . f~k  ~21= f. 4).~k 4).. 

Ainsi l ' inconnue ~. apparait  comme la solution d'un probl6me de conjugai- 
son entre f../~ et s 4),-'J~ 4),. 

Observons d 'abord  que f ,  s et f ,  4)2 ~f. 4). ont m~me s6rie de Taylor  en 0, car 
4), est ITIO. Comme cette s6rie n'est pas triviale, l 'existence de f ,  r6sulte it 
nouveau de Takens [12]. Notons  ensuite que si /~ = Id, alors foL4);'L 4). et on 
peut donc choisir 4). = Id; si donc f .  est petit pour  II " II,-, ,  alors f . f .  et f, 4)2 *f~ 4), 
sont proches en ]['N,_ ~ et on peut  pr6voir qu'il sera possible de t rouver ~, petit 
pour I1"11. 1. 

En fait f ,J~ et f,4)2~J,,4), sont <<beaucoup plus proches, ,  qu 'on vient de le 
dire. On a en effet le 

5.3. Lemme.  Soient i, p e n  des entiers quelconques. Alors: 

IILf.-L4)2'f.4).ll,=o(~:,) (m6me si i>n!). 

DOmonstration. Si x_>_e, alors {, ,(x)=~.+l(x),  et donc f.(x)=f.+l(x), f.(x)=x et 
enfin ./'. )~ (x )=f ,  4)21~ 4).(x). On peut donc supposer pour  d6montrer  le lemme 
5.3 que le domaine  de d6finition est [0,e[. 

Darts ce domaine de dOfinition, on a, puisque 4). est ITIO:  

N4).- Idl[~ = O(eY) Vi, p. 

Rappelons-nous que l l .~-  Id I[i = O( e"- i); par  composi t ion on obtient:  

IIs Vi, p. 

De m$me: 

H f .  - . ! .  4 ) . '  Lli = O(c p) Vi, p, 

et / t  nouveau par composi t ion:  

Ik s ./~, - J ,  4)2 lj~ 4), Ili-- O(c v) Vi, p. 

I1 nous reste donc fi prouver  la proposi t ion 5.4. Pour  l '6noncer plus commo-  
d6ment, on prend de nouvelles notations. 

Soit { un champ de vecteurs d6fini sur [0, + oQ[, de classe C ~, tel que {(x) 
=~x"+o(x") et tel que, si x>O, alors ~{x)>0. On consid6re aussi une famille {~ 
de champs de vecteurs, param6tr6e par c > 0 assez petit, et telle que: 

si x > 0 ,  alors {~(x)>0 

~ o = ~  
11{~- {11i = o(e,"-') V i z N .  

3 ~ ' > 0  tel que ~.(x)>o~'x "+~ pour  tout  e et pour  tout  xz[O, 1]. 
La derniere condit ion est une condit ion <<d'uniforme non m-plat i tude en 0~>. 
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On note  f =  e r l~: = e r on a aussi ...... i . .  LIf-f~Hi=O(~: ). 
Soit ensuite (5~ une famille de C~-diff6omorphismes de [0, oo[, telle que 

chaque 6~ soit ITIO, et telle que: 

I]6~-IdHi=O@ p) gi, p e N .  

5.4. Proposition. Il existe une famille ~A de C~<diff~omorphismes de [0, oo[, telle 
que chaque c~, soit ITIO,  et telle que." 

rl4,:- Idlli= O(cP) Vi, p e N .  

Le th6or~me 5.2 rdsulte de la proposi t ion 5.4; la correspondance est la 
suivante: 

<(x) ~/~(x/~;) <,(x), 

I J;(X) b~'~.l'n +1 (X) : (];,o in)(X), 
~ -1  ~ - 1  6~ (f, 4), f ,  ~b,)(f,f,) , 

4,~ ~4,,,. 
D~monstration de 5.4. Notons  & l'int6grale de ~ :  

?7  U, x) : <(5(t, x)), 

5(0, x ) :  x, 
[ F~(1, x) = s 

On d6finit une fonction r~ telle que: 

F~(r~(x), x) = 8~(x). 

I1 faut prendre:  

6 !x)'~ 
~(x) = dy 

<0') 

d'o/1 l 'on tire: 

<(x)= ai~(x) 1 = ( a ; - 1 ) . < + ( < - < : o a 0  (x). 
<@(x)) <(x) <.  < o,< 

Comme 6 ~ - l d  est fi .d6croissante  rapide>>, que 8~ est ITIO, et que ~ est 
<<uniform6ment non  oo-plat en 0>> et ./L croissance lente>>, on obtient:  

I1~11~= O(c9 Vi, p. 

Posons g,: = 6~. s et: 

~b~ = l im g~" f~-".  
n ~ o o  

Alors, formellement,  4hs q~ r6alise donc la conjugaison entre s et 
8~s I1 reste/~ voir que qS~ est d6fini et que Hq~,:-Idlli=O(d') Vi, p. 

- 1  X Notons  x~,~=g~, (. ~_ 1.,:), avec xo,~=x. Alors: 

L g; ~(x) = L(x~,~) = %(x) = F~(~(x), x). 
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I I F f 
~2 9~1 ~C'o 

q ~,I I g~1 g~1 

Puis:  

.~2 g,:; 2 = F~( 1, s  ) = F~(I, F~(%(x, ), x ,  )) 

= F~(L(x 0 + 1, E : ( -  1 q-ze(Xo),X))=F~(T2(Xo)+'c,.(X1), X) 

De m6me" 

i _  

Posons  d o n c  

,s 

~:(xt = ~ ~,(x,, 3. 
i = O  

O n  a u r a  a lo rs  

0,: l(x)=F~(7~:(x), x) 

et il res te  s e u l e m e n t  h vo i r  que  T,: est  ddfini,  et que  

rlLIli=O(c p) V i,p. 

N o t o n s  d ' a b o r d  que  ~ ( x ) > c d x  "+ 1. II en r6sul te  p a r  i n t6g ra t i on  que  

x 
.U  l(x)--< [ i  +~'nx"]'' 

et aussi  
x g~- 1 (x) < 

[l  +o~"nx,]l/, ,  

pour  une  c o n s t a n t e  ~" un peu p lus  pe t i t e  que  ~'. Pa r  i t 6 ra t ion :  

x 1 
Xi~< 

, ;= - [ l+o: , , i nx , ] l  ~. [o~',in]l/,," 

A u t r e m e n t  di t  xi.~, ne t end  pas  vers z6ro de faqon in f in imen t  len te ;  xi, ~ t end  
vers z6ro auss i  vite que  i 1/, 

Soi t  L: le c h a m p  de  vec teurs  associ6  "a g ,  ~ p a r  la d6f in i t ion  2.8: 

i 1 1 

Z,:(x) = l im (x i + 1.,: - xi,,,) j00  l , - ; _~  .= (g,-)(x, .~) 

De l ' in6gal i t6  s ignal6e  dans  la r e m a r q u e  3.8, on  d6du i t  que  p o u r  t ou t  en t ie r  i 
il existe des  en t ie rs  q~, p i e T / t e l s  que  

Iz2(x)l < x"' ~ ' ,  
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La dhrivde qieme de T~ vhrifie une relation qu'on obtient par le marne prochd6 
qu'en 3.6: 

q - 1  

+ y <~,(~) ~ E . . . . . .  [z',:(x)y,... [z~ '~- l~(x)y~-,Ez,:(x)y-~ 
1=1 ~1 + ' " + ( q  l)~q l~q - - I  

q 
= y~ y~ ~"(x,) ~ E~,...[z'~(x3yl... [z~ ~ ~(~,)yq-l[z~(x~)]~-"% 

i_>--O l=1 al+" '=q-- I  

La d6croissance rapide de L l'emporte sur la croissance lente de Z~. On 
montre ainsi par r6currence que Te (q) est  a d6croissance rapide. 

6. Cons6quenees de H j(G~) = 0 

On connait la d4finition du feuiletage de Reeb de S 3. Prdcisons seulement 
quelques notations. Soient S] et S~ (respectivement D~ et D 2) deux exemplaires 
de S 1 (resp. D2). Alors $3=(S] xD~)u(D2xS2)/~ off ~ est la relation qui 
identifie point par point S I x  ~?D12 et 0D22 x S 1. Le tore T 2 =S~ x 0D12 =0D22 x S~ 
est la seule feuille compacte du feuilletage de Reeb de S 3. Les autres feuilles sont 
diffhomorphes b, IR2; certaines coupent transversalement S~ x {0} et 
~s 'enroulent,  le long de SI x (?D~ 2 en tournant ~presque parallhlement, / t  S]. Les 
autres coupent transversalement {0} x S~ et s'enroulent le long de ~?D 2 x S~ 
parallhlement ~ S~. Uholonomie le long de T 2 est un homomorphisme de 
groupes 

j'gF: 7 t1 (T2)  ---~ G 

off G est le groupe d6fini dans l'introduction. 
Soient Pl et P2 deux g6n6rateurs standards de 7rl(T2). Par exemple p~ 

pourrait 6tre repr6sent6 par S~ x {Yo} off yo~c?D~, et P2 par {x0} x S~ off 
Xo~(?D ~. Uholonomie ~'~ est d6finie par YY(pl) et ~(P2). La restriction du 
feuilletage de Reeb a S l x D 2 est ~ sym6trie circulaire autour du centre de D~. 
De marne pour la restriction fi D22xS 1. I1 en r6sulte que, si on oriente 
convenablement la petite section transverse fi T 2 servant fi d6finir Jr ,  les germes 
de diff6omorphismes 0~(Pl) et ~(P2) ont leur support respectif dans ] -e , ,  0] et 
[0,e[. En particulier ~ ( P l )  et Jt~(p2) sont ITIO (5.1); c'est la raison pour 
laquelle il n'existe pas de feuilletage de Reeb analytique. Par ailleurs jUg(p~) 
(resp. Jd'(P2)) est sans point fixe sur ] -  ~, 0[(resp. ]0, eD. Le type d'isomorphisme 
du feuilletage de Reeb est caract6ris6 par la classe de conjugaison de 
A'~(Pi) ~ ~(P2), et aussi par des consid6rations d'orientation 6tudi6es en ddtail 
dans Mizutani [7]. I1 faut doric mieux parler des feuilletages de Reeb puisque les 
classes de conjugaison d'616ments de G~ sont tr6s nombreuses. 

Notons gl = ~(P~), g2 = Jf(P2), et ,~-(gl, g2) le feuilletage de Reeb associ6. Ce 
feuilletage est ctassifi6 par une application f :  $ 3 ~  BF~ bien d6finie/l homotopie 
pr6s. On note r~3(gl,g2) l'616ment de ~z3(BF~') associ6, et H3(gl,g2)celui de 
H3(BF~ ~ associ6 h zt3(gl,g2) par l 'homomorphisme de Hurewicz; c'est l'image 
par H3(f)  de la classe fondamentale de S 3. 
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6.1. Th6or6me. Quels que soient gl. g2, H3(gl, g2) =0- 

On va donner deux d6monstrations diff6rentes de ce th6or6me. Au passage 
on obtiendra d'autres r6sultats. Avant ces d6monstrations, donnons les corollai- 
res: 

6.2. Corollaire. Quels que soient gl, g2, g3(gl, g2) =0.  

DOmonstration. On sait que 7zl(BF~')=0 (Haefliger [1]) et que g2(BF~'~)=0 
(Mather [41). L 'homomorphisme de Hurewicz ~3(BF~)~H3(BF~)  est donc un 
isomorphisme. Naturellement on a not6 F~ ~~ le groupoide des germes de C ~ 
diff~omorphismes orientOs. 

6.3. Corollaire. Quels que soient gl,g2,  le feuilletage ,~-(gl,g2) de S3=t3D 4 se 
prolonge en une Fl~-structure de D 4. 

C'est une autre fagon d'6noncer 6.2. 
Pour d6montrer le th6or6me 6.1, on remarque d 'abord qu'il r6sulte du: 

6.4. Th6or~me. Quels que soient g~,g2, il existe une C~-variOt~ orientable V 
compacte ?~ bord ~ V = S  3, et un C~-Jeuilletage ~ de codimension 1 de V tranverse 
0 (?Vet tel que cffl~V=,~(gl ,g2).  

Si en effet, a est une chaine singuli6re ~fondamentales~ de V, i.e. telle que sa 
classe d 'homologie dans Ha(V, ?D) soit fondamentale, et si g: V~BF~ ~ classifie 
.(#, alors la 3-chaine servant/ t  ddfinir H3(g 1, g2) est le bord de la 4-chaine goa  de 
BF~;  sa classe d 'homologie est donc nulle. II reste ~ d6montrer 6.4. 

D~monstration de 6.4. Mizutani [12] a d6montr6 le marne rdsultat, mais apr6s 
avoir 16g6rement modifi6 feulletage de Reeb. Le feuilletage de Reeb standard, tel 
qu'on l'a ddcrit n'a qu'une feuille compacte: un tore. Mizutani remplace ce tore 
par une famille ~ un param6tre de tores: T 2 x [0, 1]; son feuilletage a donc une 
famille continue de feuilles compactes, toutes C~-diff6omorphes au tore T 2. 
Cela revient fi supposer que, par exemple, le support de gl est maintenant ] - e ,  
-~ '1  avec ~:'>0; gx est l'identit6 sur un voisinage de 0. Le feuilletage de Reeb 
6tant ainsi modifi6. Mizutani construit Ve t  (~ comme dans l'6nonc6 de 6.4. 

Notons Diff/: (10, 1D le groupe des C~'-diff6omorphismes/t support compact 
de 30, 1[ et Diff,(J0, 1]) celui des C~-diffdomorphismes de [0, 1] oQ-tangents 
l'identit6 en 0 et en 1. Mizutani utilise de fad;on essentielle le 

6.5. Th6or6me (Mather [3]). Le groupe Differ(J0, 1D est parfait. 

Notons .~(g~) la restriction "~ S~ x D 2 de ,efi-(gl,g2) (composante de Reeb); 
de m6me pour :~2(g2)' Notons (~ le feuilletage trivial de T2x  [0, 1] par les T 2 
x {t}. Notons encore, si heDiff~([0, 11), ~9~(h) le feuilletage de T 2 x [0, 11 d6fini 
par l 'holonomie globale ;el': ~(TZ)--*Diff~([0,  1]) off Z,'~'(p~)=Id, H'(P2)=h. Si 
h est sans point fixe autre que 0, 1, les deux seules feuilles compactes de J ( h )  
sont TZx {0} et Y2• {1}, les autres feuilles sont des cylindres S ~ xlR. Notons 
enfin + la r6union disjointe et ;~ la r6union le long d'un bord. 

Le feuilletage de Mizutani est 

,//[(g,, g2)=~(g~)  ~:<g ~ 2 ( g 2 )  
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Mizutani  construi t  un cobord i sme  entre ..#(g~, g2)+. / t / (gl ,  g2) d 'une part, et 
~dg0~Cg~5~(h)~ :cg~2(g2)  d 'aut re  part,  pour  un h bien choisi; il utilise ensuite 
le th60r6me 6.5 pour  construire un cobord i sme  entre .~l(gO~Cg~45~(h)~gcg~4;#2(g2) 
et : ~ l ( g l ) ~ g : ~ 2 ( g 2 ) .  I1 en r6sulte que .~/*'(g 1, g2) est cobordan t  "a zdro. 

~ Th4or6me 6.5 

Supposons  qu 'on  sache d6mont re r  le: 

Th6or~me 6.6. Di f f , ( [0 ,  1]) est parfait, 

Alors on peut  faire par  la m a m e  m6thode  que Mizutani  la construct ion 
d6crite dans  la figure ci-dessous qui p rouve  que ,N(gl,  g2) est cobordan t  fi zaro, 

D#monstration de 6.6. Soit qeDif f~([0 ,1] ) .  D 'apr6s  le thdor6me 5.2, on peut  
t rouver  f et ~beDiff,~([0, 1]) tels que q o (.f~bf-1 O- x) ~ soit l 'identit6 dans un 
voisinage de 0. De  m6me au voisinage de 1. I1 en rdsulte que, modu lo  le sous- 
groupe  des commuta t eu r s  de Dif f , ( J0 ,  1]), r /est  6gal "a q fi suppor t  compac t  dans 
]0, 1[; mais, par  6.5, un tel q est un produi t  de commuta teurs .  

On  a termin6 la premi6re d6mons t ra t ion  du th6or6me 6.1. La  deuxi6me est 
plus indirecte, mais  va peut-e t re  plus au coeur  des choses. Soit Diff~(lR) le 
g roupe  des C~ de IR/t suppor t  compact ,  muni  de la topologie  
discr6te. L 'homolog ie  d ' E i l e n b e r g - M a c L a n e  de Diff~(1R) peut  6tre d6finie corn- 
me celle du complexe  (Cq,d) Os Cq est le :g-module libre engendr6 par  
(Diff,(JR)) q et d(g~ . . . .  , gq) = (g2, -,.,  g q ) -  (g~ g2 . . . .  , gq) + - . -  + ( - 1)q(g~ . . . .  , gq._ ~ 1. 
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Th~or~me 6,6 / 

o,~2Ig2) 

Si gl,g2eDiff/;(IR) commutent, alors (g l ,gz ) - (ge ,g l )  est un 2-cycle dont la 
classe d'homologie est not6e Hz(g~,g2)eH2(Diffi~'(lR)). En particulier, si g~ a son 
support dans ] -  o%0] et g2 dans [0, + ~ [ ,  alors gl et g2 commutent. 

6.7. Th~or~me. Si support ( g l ) c ] - , ~ , 0 ]  et support (g2)c [0, + ~c[, alors 

H2(gl,g2)=0.  

Ddmonstration. Soit D~ (resp. Dz) le sous-groupe des 616ments de Diff[ (IR) dont 
le support est dans ] - ~ c , 0 ]  (resp. [0, + <D. On a une inclusion canonique D 1 
• et gi,g2eD1 x D 2. Mieux, g ~ O  1 x {e2}, g2e{el} xD 2 si e l , e  2 
sont les 616ments neutres respectifs de D 1 et D 2. 11 suffit de montrer que la classe 
d'homologie Hz(gt,g2) est d~jfi nulle dans H2(D ~ • Par la formule de 
Kiinneth : 

H2(D 1 x Oz)~ Hz(DO@(HI(D1)@ HI(D2))@ H2(D2). 

Darts cet isomorphisme canomque, l'616ment Hz(g~,g 2) est d6compos6 en 
trois composantes qu'on peut rioter H2(g~,e), H~(gO| H2(e, g2). La 
prerni6re et la troisi6me sont nutles parce que classes d'homotogie de cycles 
d6gdn6r6s. Par ailleurs H~(D~)=H~(D2)=O par le m6me argument qu'en 6.6. On 
a donc aussi H l (g l )=Hl (g2 )=0 .  
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On  va expliquer main tenant  c o m m e n t  on peut  d6duire le th6or6me 6.1 du 
th6or6me 6.7. 

Mather  construi t  dans [-4] un i somorphisme 

S: H 2(Diff~(IR)) & H3(B F,~). 

Soient gl et g2 c o m m e  en 6.t. Alors les germes gl et g2 sont les germes 
d'61Oments de D 1 et D 2 respectivement.  Par  abus de notat ion,  on note encore gx 
et g2 ces 616ments. On peut supposer  que Ixl > 1 implique g l ( x ) = x ,  g2(x)=x ,  et 
que gl et g2 sont sans point  fixe sur ] -  1,0[ et ]0, ll- respectivement.  Soit 

~ :  ~ l (T2) - -*Dif f~  1, + l ]  

l ' h o m o m o r p h i s m e  de groupes qui envoie Pl et P2 sur gl et g2 respectivement..~r 
est Fholonomie  globale d 'un feuilletage de T 2 x  [ - l ,  + 1]. Si T2=S 1 • S 1, soit 

la relation d'Oquivalence sur T 2 x  I - l ,  + 1] dont  les seules classes non 
triviales sont les {01} x S 1 • { - l }  pour  0 l e S  1, et les S I x {02} x {1} pour  02~S 1. 
Alors T 2 x [ - 1 , + l ] / ~ = S  3. Le feuilletage de T 2 x [ - 1 , + l ]  passe au quo- 
tient et d6finit une Fl~ sur S 3 qu 'on  note  S ' ( g l , g 2 ) e t  qui ressemble 
beaucoup  au feuilletage de Reeb ~ ( g l ,  g2)- Les diff6rences sont les suivantes: les 
feuilles non compac tes  sont cette fois des cylindres S ~ x N qui s 'enroulent  non 
seulement  le long du tore T 2, mais aussi le long de l'fime S~ x {0} ou {0} x S~ de 
l 'un des tores solides S~ x D~ on D22 x S~. 

Feuilletage c~ 

) I 
Tll ~- structure c~' 

Les deux times sont les seules feuilles singuli6res de ,~ ' (g l ,  g2). 
Soit g: S a ~BF1 ~ classifiant la Fl~-structure Y ' ( g l ,  g2). 

6.8. Lemme.  S(Hz(gl, g2))= H3(g)([S3]) off IS 3] est la classe Jbndamentale de S 3. 

D~monstration. Elle r6sulte du fait qu 'on  a s implement  d6taill6 la const ruct ion de 
Mathe r  [4] de la fl6che S quand  elle s 'appl ique it Hz(gl ,  g2). Voir [4]. 

6.9. Lemme.  Les Fl~ ~ et ,~-' sont homotopes. 



Feuilletages et diffhomorphismes infiniment tangents ',i l'identit6 275 

DOmonstration. Mhditer la figure: 

~ff 
~ 

�9 ~ feufite de 

quotienter Par Z R 

On d6duit du lemme 6.9 que g classifie aussi bien la FS'-structure/N(gl,  g2)" 

Donc 

H 3 ( g , ,  g2) m _  H 3 ( g ) ( [ S 3 ] )  = S ( H 2 ( g l ,  g2))" 

Mais, par 6.7, H2(g 1, g2)=0. 
On a ainsi termin6 la deuxihme d6monstration du thhorhme 6.1. I1 faut 

remarquer aussi, pour 6tre complet, qu'on peut dhduire le thhorhme 6.4 du 
corollaire 6.3 en utilisant la thdorie de Thurston [13]. 
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