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Introduction 

La m6thode des 616ments finis hybrides a d6jA 6t6 introduite et exp6riment6 
du point de vue du calcul num6rique par plusieurs auteurs (v. Pian-Tong [t], 
Pian It], Yamada-Nagakir i-Takatsuka [1], Cooke [t], Kikuci-Ando [t], etc.) 
aussi bien pour des op6rateurs d'ordre deux que pour des op6rateurs d'ordre 
quatre. Le but de ce papier est d'6tudier la m6thode du point de vue math6- 
matique, en prenant comme cas particulier le probl~me: 

AZw(x,y)=p(x,y) dans $2, 

w = 0  sur ~.Q, 

Ow 
~---- -0  sur ~I2, 

(c'est-~-dire le probl~me d'une plaque uniforme mince, encastr6e sur le bord ~Q 
et soumise h une charge - - p  (x, y) uniformement distribu6e). 

La m6thode est expos6e du point de vue formel dans le paragraphe tA et 
pr6cis6e du point de vue math6matique dans la suite du chapitre t .  Dans le 
chapitre 2 on donne d'abord, dans 2.1, un th6or~me g6n6ral qui nous assure 
la ~convergence~ sous une hypoth~se convenable; on donne ensuite, darts le 
paragraphe 2.2, des exemples de sch6mas qui ont 6t6 introduits et utilis6s par 
plusieurs auteurs (v. Pian [1] et bibliographie de cet article) et qui v6rifient 
l 'hypoth~se abstraite donn6e dans 2.t. On remarque que la v6rification de cette 
hypoth~se se reduit h une ~condition de compatibilit6 ~ sur un 616ment de r6f6rence 
fix6. Cette condition de compatibilit6 est voisine (mais, en un certain sens, plus 
pr6cise) d 'une ~condition d'optimalit~ ~ qui a ~t~ trouv~e de fa~on exp6rimentale 
par Henshall I t] ;  on peut voir alors que si un sch6ma v6rifie la condition de 
compatibilit6, on peut en d6duire imm6diatement un autre sch6ma (plus simple) 
qui v6rifie encore la condition de compatibilit6 et qui est <~optimal~ au sens de 
Henshall. Dans le dernier paragraphe on donne enfin, tr~s rapidement, l '6valuation 
de l 'erreur pour les exemples donn6s pr6c6demment. 

Des r6sultats analogues pour le Laplacien sont contenues dans un article 
paraltre (Brezzi [t ]). 

* ,Universit~ di Pavia,~ et ,Laboratorio di Analisi Numerica del C.N.R., (Italie). 
Travail effectu6 pendant que l'auteur 6tait boursier du C.N.R. chez I'E.R.A.2t 5 de 
l'Universit6 de Paris VI. 
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Je veux remercier ici M. Raviart  qui m'a donn6 le sujet de ce travail et avec 
qui j 'ai eu des conversations tr&s instructives qui m'ont  6t6es tr6s utiles ainsi que 
ses consefls precieux. Je remercie aussi les math6maticiens de I'E.R.A. 2t 5 de 
l'Universit6 de Paris VI et en particulier M M .  Ciarlet, Crouzeix et Glowinski 
avec lesquels j 'ai eu des conversations tr~s int6ressantes qui m'ont  bien aid6 clans 
l'accomplissement du travail. 

1. Formulation theorique de la methode 

1.1. Position du probl~me -- Plan de travail 

Soit Q un ouvert born6 de RI ;  pour fixer les id6es on supposera que ~2 est un 
polygone convexe. On veut r6soudre le probl~me: 

Trouver w (x, y) darts H" (Q) tel que: 

A 2 w ( x , y ) = p ( x , y )  clans ~ ,  

( t . tA)  w ( x , y ) = O  sur ~2, 

Ow 
on ( x , y ) = O  sur 0~2, 

ib (x, y) 6tant une fonction que l'on supposera, pour simplifier, dans L 2 (~2). On 
remarque, d'abord, que le triplet 

(t.t.2) Wxx, wxy, wyy 

realise le minimum de la fonctionnelle 

(1.t.3) jo(Vx, Vv Va)=�89 f (v~+ 9. 2 2 v2 + vs) dx dy 
n 

sur la vari6t6 affine de (LI(Q)) 8 form6e des triplets (v x, v v v3) qui v6rifient 

(l.1.4) vx,,, + 2 v2,,y + v3,yy = p (x, y)  

darts ~2. On appliquera, ensuite, la m6thode de d6composition et coordination 
(v. Bensoussan-Lions-Temam [t]) au probl~me du caicul du minimum de J0. 
De fagon plus pr6cise, ~ toute d6composition (d) de ~2 en sous polygones ~2 i 
(i = t, 2 . . . . .  N) avec 

(tA.5) ~2ic~Qi=0 si i + j ,  Q=int6r ieur  de (3 ~i ,  

on va associer un probl~me de point de selle 6quivalent, dans un sens convenable, 
au probl~me (t A.i). Pour cela on va minimiser la fonctionnelle 

N 

(t.1.6) J(vx, v2, vs) =�89 Y. f (v~+ 2v~+ v]) dxdy  
i=i Q~ 

sur la vari6t6 affine des triplets (vl, v~, vs) qui v~rifient (t.1.4) dans chaque El 
(et pas n6cessairement dans Q tout  entier) en imposant comme contrainte la 
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continuit6, sur les c6tds communs A deux f2i, des quantit6s 

m~ (v) = vx cos n~ x + v~ cos nl ~y, ~ 

(t.1.7) my (v) = v~ cos n? x + va cos n~.y, 

Q. (v) = (va, ~ + v~, y) cos n? x + (vz, ~ + v3, y) cos n~y. 

(On remarque tou t  de suite que si e.g. v - - ( v  1, v v va) est du type  (g~, g~y, g~y) 
avec g(x, y) appar tenant ,  par  exemple, A H4(O), on a: 

O n  i ' 

0 . t .8 )  m tv~-- ~gy 

OAg Q.(v)= 0,~' 

ce qui , jus t i f ie , ,  en un certains sens, la contrainte  choisie.) La  continuitd des 
quanti tds (t.1.7) sera impos6e par  la m6thode des multiplicateurs le Lagrange;  on 
sera donc ramend A la recherche du point  de seUe de 

N N 

~e(v,,)=�89 f ( v ~ + 2 d + , i ) d ,  d y - X  f ( ~ , ( v ) r 1 6 2  
( t  .1 .9)  i = l  .f/f i = l  aOl 

-p~(v)  $)dai 

v e t  ~b pouvant  varier  duns des convexes convenablement  choisis. On verifiera, 
ensuite, que, w 6tant la solution de (t .t A), le couple (u, ~v) donnd par  

0.1.to) u =  (~,,, w,~, w.),  
N 

(t .1.1t) (~o, ~o~, ~oy) = restrictions de (w, w~, wy) A~, = (J 0Q~ 
i=1  

est le point  de selle, unique, de .W (v, dp). 

1.2. Le probl~me de point de stile 

On va d 'abord  introduire quelques espaces de fonctions (ou de distributions) 
qui  nous seront utiles duns la suite. On consid~re, pour  chaque 12i, respace  

(t .2. t)  J , =  ( L ' ( ~ , ) ) ' ;  

on muni t  ,f i  du produi t  scalalre (dquivalent au produit  scalaire nuaturel)  

(t.2.2) [u ,v] i=  f (ulvx+2u, vi+u,v,)d~dy; Ilvll,'--Cv, v],. 
O, 

On consid&e ensuite l 'opdrateur 

(t.2.3) o :  r162 ~.,, r 
et  son adjoint  formel (au sens de J i ) :  

(t.2.4) D*:  (vl, v,., v3) -+vx. , ,+ 2v,~ ~y + vs,~/ 

t Note: Ici et duns route la suite on a pos6 n i = direction normale ext. A ~2 i. 
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on v6rifie sans peine que (toujours formellement) : 

(t.2.5) D* Ddp=A2O. 

On introduit maintenant le sous-espace F~ de ~r d6fini par: 

(t .2.6) ~ = {(v,, v~., v~}l (~, ,o~, ~,~) e j , ,  D *  (vl, ~, ~) ~X..~ (Q,)}  

avec la norme du graphe 

(t.2. z) II 0,1, v~,, ~)1~,--II (~,., v,,, v3/I1~' + l iD* 0,-,, v.~, ~,~)llL, c,,,,. 

Notre but est maintenant de donner un sens pr6cis aux quantit~s m,(v), my (v), 
Qn(v) (donn6es formellement par les 6quations (t.t.7)), lorsque v e s t  un 616ment 
de F i. On souligne de fa~on explicite qu'on ne donnera pas de sens ~t chacune de 
ces trois quantit6s s6pardment, mais seulement au triplet. On aura donc besoin: 
a) de d6finir des espaces de (triplets de) distributions sur ~----9Qi dans lesquels 
(~placer~ les , t races ,  (m~(v), my(v), Qn(v)); b) d'un th~or~me de trace. 

On introduit alors, toujours pour chaque ~2i (i---- i ,  2 . . . . .  N) l 'op6rateur 

(t.2.8) &i: Hg(Qi)---> (L ' (E) )  3 

d~fini par 

(t .2.9) ~ ,  v = (Tg ~ v, 7~ ~ v., ~'~.y) 

(oh, 6videmment, yg) d6signe la trace sur ~) .  

On remarque que l'image de H~(S2,) par ff~ ne coincide pas avec (L~(E)) 3 
tout entier; on d~signe donc par W~ l'espace image de H~(f2i) par fgi; on aura 
alors: 

Wi----{(r r r (L~(~)) 8 tels qu'il existe 

(t.2A0) vEn~(Qi) avec ~iv= (y~Ov, y(~)v,, 7(~)vy)= (r r r 

On souligne tout de suite de fa~on explicite que W/ est un sous espace de 
H t ( ~ )  • Ht(/~/) • H t ( ~ ) ,  caract6ris6 par des ,conditions de raccord, de type 
int6gral que nous n'expliciterons pas (v. Grisvard [t]). On doit maintenant 
d6finir une norme sur Wi; pour cela on observe d'abord que, pour tout 616ment 
(r r ~bz) de W~, il existe une fonction v unique darts H * (~Qi) telle que 

A~v=O 
0.2A~) 

~, ~ = (r r  r 

en effet il suffit de remarquer que, grace ~ (~ .2A0), il existe au moins un 616ment 
dans H z (~2i) tel que 

0 .2 -~2)  ~ , ~ =  (r r  r 

il suffit donc de r6soudre le probl~me 

- - A ~ u = A ~  
(t .2A 3) u eHo ~ (Q~) 
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(ee qui est 6videmment toujours possible) pour d6duire de (1.2.t2) et (t.2.t3) que 
la fonction 

(1.2.14) v=u+~ 

est solution de (t .2.1 t);  on a ainsi d6montr6 l'existence d'une solution de (t .2.t t);  
l'unicit6 est imm6diate. On peut done d6finir l 'op6rateur 

(1.2.t 5) .~: Wi--> H 2 (~Q,) 

qui ~ tout 616ment (40, 41, $2) de W/assoeie la solution 

(t.2A6) v =  ~ (40, 4J., 4,) 

du probl~me (1.2.t !). On peut, maintenant, poser: 

(t.2.t7) II(4o, 4,)ltw,=  J,(4o, 4a, 
alors, avec la norme (t.2.t7), W i e s t  un espace de Hilbert. C'est darts le dual W~' 
de W i que l'on va placer les ,traces~) (m,(v), my(v),Q,(v)) des fiMments de F~. 
Pour cela on aura besoin du lemme suivant. 

Lemme 1.1. 

(1.2.t 8) [..,@ (,.0.,:)] 3 est dense dans F i. 

Ddmonstration. Soit T u n e  fonctionnelle lin6aire continue sur Fi; d'apr~s 
(1.2.7) et le th6or~me de Hahn-Banaeh, T peut s'fcrire sous la forme 

r(v) = [I, v i i +  fgD*vdxdy ,  (t .2.19) 

avec: 

(t .2.20) 

et 

(1.2.2t) 

Supposons que l'on ait 

(t .2.22) T(4 ) = 0  

on va d4montrer que 

(t.2.23) T(v) = 0  

f =  (h, h, I3)~ (L' (~9,))" 

g EL 3 (Di). 

v 4 =  (4,, 4,z, 43)~ (~(.0,))3; 

V~EF i, 

ce qui entralnera la th~se (1.2.t8) grace au th6or~me d'Hahn-Banach. Commen- 
~ons donc en prenant, clans 0.2.22), 4e (~(~&))3; on aura, 6videmment, 

(1.2.24) [1', 4 ] i +  f g O * 4 d x d y  =0 V4E (~(Di))  3; 

d'ofi, n6cessairement, 

(t.2.25) f = - - D g  au sens des distributions. 

De (t.2.25), (1.2.20), (1.2.21) on aura done 

(1.2.26) g eHZ (Qi) ; 
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notre bu t  est main tenan t  de montrer  que (1.2.22) entralne:  

(t.2.27) gelid(&). 

On commence par  ddmontrer  que 

(t .2.28) g EH2 (Qi) r3 HOt (/2i). 

Soit en effet ~o un 61dment quelconque de -~(~i) rnHo3(fJi) e t  soit ~b donn6 par  

( t. 2.29) ~b = D~o = (W,,, W, y, ~0,y) e [ ~  (ffJi) ] s c~ [Ho t (9,) ] a. 

On obtient ,  ~t par t i r  de la ddfinition de [ ,  ] i e t  en utilisant des , formules de 
Green ,  bien connues, 

i-g, § f (g..~.+ 2g.,w.,+g.w.) ax ay 
ta, 

Q~ 

= - f (gradg) �9 0P,,x, ~Px,,) dxdy--  f (gradg) �9 (tp.,,, ~&r,) dxdy 
th  or 

= fermv(w..,w..,)+~uv(w..,w,.)3axay 
*h 

- fg [(w-. cos. , .+w.,  cosniy)  

+ (tp,~y cos n i x +~%yy cos n,y)] dai 

f ga'v, axay- r oar, f gD.§ C oa~ = j g T f i T d o , =  JgT-d-fnda, �9 

En r6sumd, on a 

/" 0A~ (t.2.3o) [~g,§ f gV*ckaxdy-- j g - T - ~ d a , ,  
D~ P~ 

et  done, de (t.2.22) et  (t.2.25), on d6duit  

(,.2.3,) fg  o?~ a.,=o, o*1 i 

d'ofi imm~diatement  

(t.2.32) g = O  sur ~ ,  

gr~tee au fait  que clans (t .2.3t) ~p est queleonque dans ~(~i)nHoS(~2~); on a done 
ddmontrd (t.2.28). Pour  ddmontrer  (t.2.27) on observe que, pour tou t  couple 
(~o,, ~o,) dans ( ~ ( ~ , ) ) ' ,  si l 'on pose 

(t .2.33 ) ~} = (~b,, q~,, ~bz) = (t/h , . ,  �89 (~,, y q-W*, ,), ~o,.,), 
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on obt ient  

[Dg, ~]~ = f (g~,~va, ~+g,y~vx, y+g,~v/a ' ~ +gyy~oa,,) dxdy 
Q, 

= f (gradg.) �9 (grader1)dxdy+ f (gradgy) �9 (grades) dxdy 

f g, A ,dxdy-- f g, Aw, dxdy+ e o,, r o,p, =-- Jg, Nda,+ J g y N  da, 
D~ Q~ r~ F~ 

= (grAce ~ (t.2.32)) fg(-g~AWl+ ! A  Oy ~o2) dx dy 
Q~ 

= f g D * §  

En r4sum6 

(t.2.34) [Dg, ,] i= f gD*§ f (g,~v,x+g, ~-~ V,,)da,, 
~ r~ 

et, encore grace 5. (t.2.22) et (1.2.25), 

(t.2.35) f (g ,  0 0 y ~  VJl+gy ~-~o2) da~=o 
r~ 

d 'oh  imm6dia tement  

(t.2.36) g , = g y = 0  s u r / L  

grace au fait que dans (1.2.35) le couple (~Ol,~Oz) est quelconque dans (~(~i))2. 
On a done d6montr6 (t.2.27); ~ par t i r  de cela on v6rifie sans peine (1.2.23); soit 
en effet g.  une suite de fonctions de N (Di) qui converge vers  g dans  H a (Di); on 
aura  pour  tout  v dans Fi: 

T(v)---- [I, v],+ f gD*vdxdy= [ - - D g ,  v],+ f gD*vdxdy 
Lh ~ 

= lim [--Dg,,, vi i+  fg,,D*vdxdy=O, 

ce qui ach~ve la d6monstra t ion.  

Nous sommes ma in tenan t  en mesure de d6montrer  le th6or~me de t race qu ' i l  
nous faUait. 

Th~or~me 1.1. 
L' application 

(t .2.37) 

dd]inie par: 

(t .2.38) 

Soit 0 i un polygone convexe et soient li 0 . . . . .  l~ ) ses cards. 

4%~,(v~, vu, va), (4~, 4~z, Ca)> = f (m~(v) Ca+my(v) r 4~x)da, 
zq 
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pour tout (r r r [II~=~ ~(-[~'))]L avec 

?V/, x (~)) = V 1 COS n ;  2: + V 2 COS n;y, 
my (v) = v z cos n ;  x + v z cos n ;  y,  

Q. (v) = (vl,. + v2, r) cos n ;  x + (v~,. + vs, y) cos n~-y, 

se prolonge par continuitd en une application, encore notde c~i, lindaire continue de 
F i dans Wi', et on a la <~/ormule de Green ~) suivante: 

(t .2-39) [u, l~v]~- f (D* u) v dx  dy = (fr (u), f#i v)  
o,  w; w, 

pour tout u dans F ie t  tout v dans H 9 (Q~). 

Ddmonstration. On va  utiliser la m6thode de Lions-Magenes [t]. Pour  cela 
soit u dans F i; on lui associe une application Z~  d6finie sur W i de la fa~on suivante. 
On choisit un r~l~vement 92~ de l 'op6rateur ~ et ensuite on d6finit, pour chaque 
( r  r  r  dans W/, 

Z ~ ) :  [u, Ov] i - -  f (V*u)  v d x d y ,  (t .2.40) 

avec 

(t .2.41) 

c'est-A-dire 

(t .2.42) 

v = ~ (r r  r 

veHZ (Q,), ~i v---- (r r ~b~). 

On remarque tout  de suite que, u 6tant  fix6, la quanti t6 (t .2.40) ne depend que 
de (r r r et pas du r61~vement choisi; en effet, si l 'on avait  

~' = ~',  (r r r (1.2.43) 

avec donc 

(1.2.44) 

on aurait  

(t .2.45) 

v'6H2(~2i) et ffiv'=ffiv, 

[u,D(v--v')],-- f (D'u)(v--v')dxdy=O, 
D~ 

car (v--v ')  EH~(Qi). 

On v6rifi6 ensuite que Z~ ) est une application lin6aire continue sur Wi; en 
effet on a 

I Z~' COo, r  r I ~ flu I1, Up ~, II, + I1 D* u [kr Ik.c,~,, 
(1.2.46) ~ const Ilu I1~, II v II~.c~,, 

_ const Ilu I~, II (r r ~)llw, 

qui donne bien la continuitfi de Z{~ ) (la lin~airitfi ~tant ~vidente) ; en plus: 

0.2.47) IlZg' 11,,,' z c o n s t  Ilu I~,. 
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On a donc construit  une application 

(t .2.48) ~e(~) : u -->Z~ ) 

lin6aire continue de F i dans W/'; il ne reste donc qu'~ d6montrer,  grace au lemme 
1.t,  que 

(1.2.49) ~eI0(u)-----~iu pour tout  u 6 [ ~ ( ~ i ) ]  s. 

Soient donc u dans [~ (~ i ) ]  3, v dans H*(~2i) et soit (~bo, r ~b,)=ffi(v); on a 

z~d)(rko, r r Eu, O r ] , -  f (D'u)vdxdy 

= f (uxv.x+u2v:,r+u2v.y+uavyy)dxdy 

-- f (ux,..+ 2u2,.~+u3,yy) vdxdy 
D 

= -- f (ul, xv:,+u~,~v.+u2,.v~,+uo, rv~,) dxdy 

+ f I(,,x cos n;  ~ +,,~ cos n;  y) v. + ( ~  cos ~7 x + ~,~ cos,~" y) v,] d,,, 

-- f (u~,..+ 2u2,.y+u~,,,y)vdxdy 
t2, 

-- f (ux,.x+2u~,.r+ua, yy)vdxdy 
Of 

Fl 

+ f (rex(u)v~+my(u) vy)da,-- f (u,,,,,+2u2,,y+u3,yv)vdxdy 
F~ D~ 

= f (m,(u)v~+my (u)vy-Q,,(u)v)da,---- (~,u, f#,v) 
Ft 

et l '6quation (1.2.49) est d6monstr6e. La ((formule de Green~) (1.2.39) est main- 
t enan t  une cons6quence imm6diate de (1.2.40). 

Maintenant  on peut, enfin, d6finir les ((bons espaces~ dans tesquels placer 
notre probl~me de rain-max. On d6finit cl'abord l'espace 

(~.2.50) F =  {(v~, vz, va)e (L ~ (O))~ avec D* (yl, v~, y , ) eL  $ (~2i) ( i=~,  . . . ,  N)}. 

On observe que, ~videmment,  
N 

(1.2.51) F ~  HF,, 
i = 1  

et on pose 
N 

(a.2.52) IIv 17 = E IIv [l~,. 
i = 1  

On d6finit ensuite dans F l e  convexe 

(t.2.53) K={v[vEF,  D*v=p(x ,  y) dans chaque (2,} 

(qui est d'ailleurs une vari6t6 affine). 
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Pour ce qui concerne les fonctions sur les ~ on pose 

N 

(!.2.54) Z =  U ~ ,  
i = l  

et on consid~re l'espace: 

W =  {@0, q~l, ~b,)E (L * (S)) 3 tels qu'il existe v dans 

(t.2.55) H~(f2) avec i f /v=  @o, q~m, ~b2)r,, i = t ,  2 . . . . .  N}. 

De faqon analogue ~ ee qu'on a fait dans chaque D~, on remarque que pour tout 
@0, ~1, ~b2) dans W il existe une fonetion unique v dans H0* (~2) telle que 

A2v=O dans chaque.qi 
(t .2.56) 

t i v =  @0, ~bl, ~b2)[r~ sur chaque ~ .  

On a donc dffini une application 

(t.2.57) J :  W-+Hg(Q) 

qui ~t tout 61~ment ($0, $1, ~b2) de W fait correspondre la solution v----J@o, Sx, $2) 
de (t.2.56); on munit alors W de la norme: 

(t.2.58) = IIv..[Lb(~, + Ilv.lLb<~>) , avec 

v = J ( ~ 0 ,  ~ ,  ~) .  

On pose aussi, pour simplifier l'6criture 

(t .2.59) if: Ho~ ($2) -+ W 

d6fini par 

(t .2.6o) t v  = (4,0, qh, ~ . ) r  i ,  ~ = (4,o, 4,~, ~)I~, 

on pose enfin 
~: F--+W', 

d6fini par: 

(t.2.6t) 

( i = t  . . . . .  N)" 

N 

(~u,  i v ) =  Y~ (~ iu ,  i i v )  
w '  w i = 1  w~' w~ 

pour tout v dans Ho ~ (D). 

Remarque 1.1. Si u est +suffisamment r6gulier~ dans r g2 i, on aura 
6videmment: 

N 

( ~ u ,  i v ) - -  X (~ iu ,  t i v )  

(t .2.62) N 
= y. f (mx(u)vx+m,(u)v,--Q,(u)v)a~,, 

i=1  r~ 

toujours pour tout v dans H0*(~2). 

2 Cette quantit~ sera sou vent designSe, dans la suite, par Iv [2,a (cfr. e.g. Raviart [t ]). 
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Remarque 1.2. Soulignons de fa~on explicite la <~formule de Green~ suivante:  

N N 

(i.2.63) Z [u, 1)r E f (O* u) q~ dxdy= (~u, f#~b) 
i = l  i = 1  Oi 

pour tout  u dans F et tout  ~ dans Ho ~ (I2), qui est une consequence immediate de 
(t .2.39). 

Remarque 1.3. On voit  bien que la condition 

(1.2.64) Cgu-----0 

entraine, en un certain sens, la continuit6 des quantit6s (m,(u), my(u),Q,(u)) 
sur les c6tes communs ~t deux /2 i ;  on a en effet que, si (e.g.) u est dans F et si 
de plus 

D* u E L z (/2), 
on a pour tout  ~b dans H0 ~ (/2) : 

N N 

(Cgu, ~ ) =  ~, [u,D~]i--Y, f (D*u)~dxdy 
i = 1  i ~ l  aQt 

= f (uxdp,,+2u2r f (ul,**+2u2,,~+ua, yy ) dpdxdy=O. 
f l  t2 

Remarque 1.4. Notons aussi que si l 'on a e.g. g dans Hg(Q), et gEHt(Oi) pour 
chaque Oi, et si 

u = 1)g dans chaque/2i ,  

la formule (1.2.63) devient (pour tou t  r dans n0~(/2)) 

N N 

~, [Dg, D4)]i-- Z f (A,g)~kaxay 
i = l  i = l  -Ol 

(t .2.65) 

--i  f (,, o: g,+, i = I  Tt 

On peut  maintenant  formuler notre probl~me de min-max de la fa~on suivante:  

Trouver le point de selle dans K • W de: 
N 

(i.2.66) ..~(v,~)=�89 Y, f (v~+2v]+v])dxdy 
i =  l .ol 

N N 

- Y, =�89 Y II li, 
i = l  i = l  

o~, ici et darts la suite, lorsqu'il  n ' y  aura pas le risque de confusion, on a 6cfit @ 
au lieu de (q90, ~b,, q~=). 

Notons que .LP (v, $), K et W d6pendent de la d6composition choisie; on aura 
donc, pour chaque ddcomposition, un probldme di//drent de rain-max. D'ailleurs, 
tous ces probl6mes sont a6quivalents~ entre eux, puisqu'ils sont  tous ,6qui- 
valents ~, dans un sens convenable,  au probl6me (t A .1), comme on va  le montrer  
au th6or6me suivant.  
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Th~or~me 1.2. Le probl~me (IA.i) el le probl~me (1.2.66) sont dquivalents au 
sens suivant: si west la solution de ( tAA),  alors le couple (u, 0), donnd par 

(t .2.67) u---- (wxx , w~y, wyy), 

(t .2.68) 0---- ~w---- (w, wx, wy)[~ 

est le point de selle unique de .W (v, 4}), et done solution de (1.2.66). 

Ddmonstration. Montrons d'aborcl que (u, 0) ,  donn6 par  (1.2.67), (t.2.68) est  
un point de selle pour 5r 4}); il suffit pour  cela de v6rifier que, pour  tout  v 
dans K, on a 

N 
(t.2.69) Y, [u, v - -u j i - -  ((g(v--u), 0 )  >=0, 

i=1  

et que pour  tout  4} dans W on a 

(1.2.70) ( ~ u ,  4})=0 .  

Or, (1.2.70) est imm64iate ,  puisque de (t.2.67) et de la remarque  1.3 on a C g u = 0 .  
Pour  v6rifier (t .2.69) on utilise la formule de Green (I .2.63) pour avoir  

N 
, .2.7, 

en uti l isant  (1.2.67) et (1.2.68), la (1.2.7t) devient :  

(t.2.72) ( ( # ( v - - u ) ,  0 ) =  ~. {[v--u,u],--  f D*(v- -u)wdxdy};  
i ~ l  .Qt 

grace au fait  que u et v sont dans K on a: 

(1.2.73) D* (v--u) = D ' v - - D *  u = 0 ,  

et donc pour  tout  v dans K on a 
N 

(1.2.74) ((g (v--u), 0 )  = Z [u, v--u]i,  
i=1 

ce qui implique bien (1.2.69). 

On doit  donc main tenan t  mon t re r  que (t.2.66) adme t  une solution unique.  
Cela peut  &tre obtenu avec des ra isonnements  classiques clans ce t ype  de probl~mes 
(cf. e.g. L ions-S tampacchia  [1 ], Lions [t ], Bensoussan-Lions-Temam [1 ], Rocka-  
fellar [t]).  Supposons en effet que (u 1, 01) soit un au t re  point  de selle pour  
.Lf (v, 4}) ; on aurai t  6v idemment  pour tou t  v dans K 

N 

( i . 2 . 7 5 )  Z E~I'V--Ul]i-- ( ( ' ~ ( ~ ) - - g t l ) ,  0 1 )  ~ 0 ,  
i=1  

et  pour  t ou t  4} dans  W 

(1.2.76) (qg u~, 4})----0. 
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En  prenant  v = u  1 dans (t.2.69) et v = u  dans (t.2.75) on a, grace ~ (1.2.70) et 
(1.2.76), 

N 

(1.2.77) • [u, u a - - u ] ,  ~ 0 ,  
i--1 

N 

(1.2.78) ~, iu 1, u -  u~]~ ~_o, 

d'ofi, par  diff6rence, 
N 

(t .2.79) ~ [ u - u  a, u~-u3~ >0, 
i--1 

et f inatement 

(1.2.8o) u = u ~ .  

On en d6duit aAors, grace ~ (t.2.69), (1.2.70), (1.2.75), (1.2.67), 

(1 .2 .8 t )  ( ~ V ,  O - -  ~/1) = 0 VVEK. 

Soit donc ~ = J ( $ - -  $1), e'est-&-dire solution de 

A 2 ~ = 0  dans chaque Qi, 
(t .2.82) 

et soit 

(1.2.83) v = D ~ + u ;  

on a que v e s t  dans K puisque 

(t.2.84) D*v=D* D~ + D * u = A ~  +p=p;  

en plus on a (grace ~ (t.2.70)) 

en appl iquant  la formule de Green on a 

i= l  Ol 

De (1.2.81), (t.2.85), (t.2.86) on ddduit  alors que 

(1.2.87) II~O-Olllw=o, 
done 

(t.2.88) 0 : 0 ~ ,  

et  l 'unicit6 de la solution de (1.2.66) est d6montr6e. 

N 
= y, ED,, D , l , =  l lO-r !'~. 

i= l  

1.3. Lindarisation du probl~me 

On va  ma in tenan t  t ransformer  le probl~me de min -max  (1.2.66) dans une 
couple d '6quat ions lin6aires sur des sous espaces. Supposons ~ par t i r  de main-  
t enan t  et  dans toute  la suite que l 'on connaisse de faqon explicite un t r ip le t  
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[ =  (/1,/2,/3) tel que 

(t.3.t) I (HI(Q))L D * l = p ( x ,  y ) d a n s  2 .  

On pourra, par exemple, prendre [ =  (0,/2, 0), avec 

x y 

(t.3.2) ]~(x, y) =�89 f f p(~,~)d~d~.  
0 0 

Notons que, comme on l'a vu clans la remarque 1.3, on a ~ [ =  0. Tout 616ment de 
K peut maintenant s'6crire 

(t.3.3) v = v 0 +  [ avec voEV, 

(1.3.4) V =  {(v,, v~., v3)[ (vx, vz, vs) eV, D* (vl, vz, vs)=O }. 

L'in6quation (t.2.69) et l'6quation (t.2.70) deviennent alors: 

N 

(t.3.5) Y. [Uo+LVo-Uo],-(~(Vo-Uo),r Vvo~V, 
i = 1  

(t.3.6) (:Ku o, ~b)=0 V ~ W ,  

d'ofi, grace au fair que Ves t  un espace lin6aire, 

N N 

EEUo, Vo]~+ Z[Lvo],-(~eVo,r VvoeV, 
(t .3.7) ~1 ~=1 

( ~ U o , ~ ) = o  v c e w .  

En r~sum6, on a ,translat6)> (t.2.66) dans le probl~me 

Trouver (uo, I#) dam V • W, point de selle de 
(1.3.8) N N 

i =1  i = 1  

qui se traduit  par les in6quations (1.3.7). On aura, grace ~t ce qu'on a vu pr6- 
cedemment, que, si (u 0, ~k) est solution de (t.3.8) et west  solution de (a.t.t), alors: 

(t .3.9) u o =  (w,,, w,r, wry ) -- (/1,1~, Is), 

(a.3Ao) ~ =  ~ w =  (w, w,, w~)l~. 

2. Approximation 

2.1. Le thdor~me d'approximation ~abstrait ~) 

On choisit maintenant, pour toute d6composition (d) de ~ du type (t.t.5) 
un sous-espace de dimension finie, Vh, de V et un sous-espace de dimension finie, 
W h, de W. On va supposer que le choix de V het  de W~ darts chaque d6composition 
ne soit pas fait de fa~on tout-~t-fait arbitrire, mais que V het  W h soient li6s par la 
relation suivante. 

Hypothdse Ht .  II existe une constante ~ > 0 inddpendante de la ddcomposition 
(d) telle que pour route Xh 4 = 0 dans VV h il existe v~ 4:0 clans V~ avec 
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L'hypoth~se Ht  va  jouer un r61e tr~s important dans la suite. I1 sera donc utile 
de faire quelques remarques. 

Remarque 2.1. En introduisant l'espace Wh', dual de W h et l 'op6rateur ~h de 
<,projection >> de W' sur Wh', d6fini par 

(2.1.2) (~h~, Oh)=(~ ,  ~h) V ~h ~ Wh, 
W~ Wh W' W 

on peut v~rifier assez facilement que l'hypoth~se HI  est ,~quivalent ,> 5 supposer 
l'existence d'un opfirateur ~h de W h' dans V h tel que: 

(2.t.3) ~k ~ (T~) = ~ v ~ e ~ ' ,  

(2.1.4) II ~ ~ II,,. __< r I1~, ll.,~ v~.+ w;, 

avec 0d>0 constante ind@endante de (d). On peut trouver darts Crouzeix- 
Raviart  Et ] des cas tr~s int~ressants darts lesquels l'existence d'un tel ~h a ~t6 
utilis@ de fa~on essentielle. 

Remarque2.2. Soient~=-. / (Wh) et ~=-D(Ifh);  la formule (2A.1) devient 
alors: 

N 

( 2 . 1 . 5 )  i : l  

qk = D . / Z h  E ~. 

En notant le produit scalaire dans V par [ ,  ], c'est-h-dire en posant 

N 

(2.1.6) l r ,  q ] = ~  [~,, q~,  v , q ~ V  
i=1  

l 'hypoth~se HI  nous dit alors que, en un certain sens, ~ ne tend pas h avoir des 
composantes orthogonales A V h lorsque la dfcomposition (d) change. 

Remarque 2.3. De l'hypothfise H t  on dfiduit immfdiatement  que si Sh est un 
616ment de Wh tel que 

(2.t.7) (@v h, ~bh) = 0 VvhEl { 

alors ~ba=0 (done gh~6 est surjectif de ~ sur W~'). En effet par contradiction si 
l 'on avait  ~ a ~ O  il existerait, d'apr~s HI ,  un vh~O dans V~ avee 

(2.1.8) (WV~, ,/,,, > __>_ ~< II~'~ IIv II'h I1,, > o. 
Considerons maintenant le problDme approchd. 

Trouver (u,, ~k,) dans V~ • W~ tels que: 

(2.1.9) [u h, v~] + [I, v~] = (@v~, I/#~> V v~ ~ V~, 

<~u~, § V4,~eW~. 

On a l e  th6or~me suivant. 

Th~or~me 2.1. Sous l'hypoth~se HI le probleme (2.1.9) admet une et une seule 
solution. 

9 Numer. Math., Bd. 24 
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Ddmonstration. Soit N h t 'espace 

(2.t .t0) Nh----{v h [*)hE V h, OZhVVh= 0 }, 

et soit u* la solution (qui sfirement existe) du probl~me: 

trouver u* darts N h tel que: 
(2.1.11) 

Eu*, vh] + LI, vh] = 0  VvheNh  

Notons que si ~p* E W hest  tel que 

[u~, vh] + [I, Vh] = ((#eh,~p'~) V v h E N ~ ,  
(2.1.12) 

avec N ~  = orthogonale de N h dans Vh, 

alors le couple (uh*,W~) est une solution de (2A.9). Pour  d6montrer  que (2.1.9) 
admet  au moins une solution il suffit done de d6montrer  qu'il existe au moins 
un ~v~ dans W h v6rifiant (2.1.t2). Pour  cela, notons que, comme on l 'a vu dans la 
remarque 2.3, l 'op6rateur ~heg est surjectif de V h sur Wh', et  donc sa restr ict ion 
T h h N ~  est un isomorphisme surjectif de N~  sur Wh'. Par  dualit6 alors l 'op6rateur 
T],, transpos6 de T h, est un isomorphisme surjectif de ~ (dual de Wh' ) sur (N~)'  
(dual de N~).  I1 suffit main tenan t  de noter  que l 'application 

(2.t . t3) ~ * :  vh-+ Eu*, vh] + El, vht, v h ~ N ~  

•  est un 616ment de (N h ) , pour avoir  que 

(2.1. t 4) ~vh* = (T~)-~~ 

est un 616ment de W h qui 6videmment v6rifie: 

((g vh, ~v~ ) = ( T h v h, y:~) = ( v  h, T~v~ ) 
(2.t.15) 

=q/*  (vh) = [u*, vh] + [I, vh] Vvh ~Nff. 

On a done d6montr6 que (2A.9) a all moins une solution; avec une technique 
identique ~ eelle uti l is& dans la d6monstrat ion du th6or~me t.2, on obt ient  
ensuite qu 'une telle solution est unique, ce qui ach~ve la d6monstration.  Donnons 
main tenant  le ((theor~me de convergence, .  

Th6or~me 2.2. Sous l'hypoth~se H I ,  il existe une constante y > 0  inddpendante 
de (d) tdle que si (u o, d/) et (u h, d/a ) sont les solutions de (1.3.8) et de (2.1.9) respective- 
ment, on a: 

(2AA6) lluo-uhllv+tld/-d/ llw__%,(,,  v Juo-vh{l+ inf inf..l[d/--4~nllw/" 

Ddmonstration. Nous montrerons que pour  tou t  (v h, ~ )  dans V~ • W~ tel que 

(2.1.17) 

(2.t .18) 
o n  a 

(2.1.19) 

Ilu0-- vhllv --<-Llu0--  llv, 
Lid/--  hllw lid/-- d/hllw, 

II o--uhb+ 11r d/hllw---<  (ll 0--vhllv+ lid/--  hUw), 
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avec Y > 0 constante  ind6pendante  de (Vh, Sh) et de (d). On commence d ' abord  
par  v6rifier qu' i l  existe une constante  k > 0 ind@endan te  de (d) telle que pour  
tout  ~h clans W h qui v&ifie i2.1.18) on a 

(x.a.2o) II0-0hllw-~ k (llUo-Uhllv+ II0-  Chllw). 

On peut  6v idemment  se borner  ~ d fmon t r e r  (2.t.20) dans  le cas Sh =t=~th; notons 
alors que 

et que, d 'apr~s l 'hypoth~se H I ,  il existe un v h ~=0 dans V n tel  que 

(2.'1.22) (cg'vh, 4'~ -- q'~> > ~' I1"~ IIv II 4'~-- q'~ IIw' 
On a 

<w,~, 4 ,~-  q,~> _-< I <~ev~, r  4,~>t + I <v,,~, q , -  q,~>l 

(2. t .  23) <~ Ilvh IIv II 0 -  Ch I1~ + I Euo- u~, v~l I 

De (2.t.22) et  (2.1.23) on a alors 

(2.1.24) II r - O~ IIw < ~ (110-4,4w+ II Uo - u~ IIv) 

et de (2.1.2'1) et (2.1.24) on a (2.1.20) avec k =  3_ +'1.  

A par t i i r  de (2.'1.20) on va  ma in tenan t  d f m o n t r e r  (2.t.'19). Pour  cela notons 
que pour  tou t  v h dans V h on a: 

en uti l isant  le fair que (C~u h, Xh)=(CgUo, X h ) = 0  pour  t ou t  lh darts Wh, on a 
d'ailleurs, pour  tou t  Sh dans  W h, 

[Uo-  u~, v h -  uh] = <~ ( v h -  uh), ~ -  ql~ > = ( ~  ( v h -  uh), ~ -  ~h ) 
(2A .26) 

On a Mors de (2.'1.'17), (2.'1.'18) et (2A.26) 

(2.'1.27) [Uo--Uh, Vh--Uh] =_< 2 IlUo-uhll~ l lq , -  r 2 Iluo-~hll~ I lq , -  ~11~, 

et de (2.'1.20) on d6cluit : 

[Uo-uh, ~ -  u~3 _-< 2 Iluo-u41~ I1r r 
(2.1.28) +2klluo--~.ll~{lluo--u~ll~+UO--e.ll~} 

2 (k -}- '1)lifo - ~h II {11~o- v~ IIv + I1r - ch IIw} 

On a alors de (2.t.25) et (2.t.28): 

II,,o- U41~, <= lluo- u~ ll~(HUo- ,,h llv + 2 (k + '1) (11~o-~4~+11r 
(2A .29) 

<<_k~lluo-u4l (llUo-V4~+ ~o-§ 
avec kl=2k+3. De (2.t.20) et (2.'1.29) on a enfin: 

{2.'1.30) HUo-U, l lv+llO-O~llw_~ ('1 +k( '1  + k O ) ( [ l u o - < l v + l l O - ~ d w ) ,  

9* 
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c'est-5.-dire (2.t.18) avec y = 2 k * + 4 k + ~ = o ~ - * ( 3 o t z + 8 o ~ + 7  ). On a donc en 
paxticulier que 7~ -~ ~ y  ~ t80t -~. 

2.2. E xemples 

On va faire maintenant quelques exemples de sch6mas qui v6rifient l'hypo- 
th~se H i  ; on va traiter soit des 616ments triangulaires soit des 616ments rectan- 
gulaires; pour simplifier, nous donnerons les d6monstrations en d6taiUe seulement 
darts le cas des 616ments triangulaires, pour lesquels les notations sont un peu 
moins lourdes, et on exposera apr~s deux exemples de sch6mas relatifs 5. des 
616ments rectangulaires (ou, plus en g6n6rale, des parall~logrammes) qui v6rifient 
aussi l'hypoth~se HI ,  en donnant une id6e tr~s synth6tique des d6monstrations. 

Supposons donc, d'abord, que toute d6composition (d) v6rifie les hypotheses 
suivantes: 

i) Les Q~ sont des triangles," 

ii) si i :~ j et Q i n Q  i 4:0 alors les triangles Q i el f2 i ont un sommet commun ou 
bien un c6td commun ; 

iii) si l'on pose ai=diam~tre de Qi et Qi=diam~tre du cercle inscript clans Q~, 
il existe une constante ,9 > 0 telle que pour toute ddcomposition (d) et pour tout I2~ 
dans (d) on a: 

(2.2.1) a~ ~ 0 .  

En utilisant la nomenclature de Ciarlet-Raviaxt on peut r6sumer i), ii) et iii) en 
disant que on consid~re une [amille rdguli~re de triangulations. 

On d6finit alors pour toute (d) dans la famille: 

(2.2.2) V h-~ {v E ( L ~ (s vj est lindaire dans chaque Q, (i =1,  2, 3)}, 

(2.2.3) ~ = { z E H ~ o ( Q ) ,  A~z=0 dans chaque ~2i, z est cubique 3 sur chaque c6td de 
az 

chaque Qr ~ est lindaire sur chaque c6td de chaque f2i}, 

(2.2.4) W h = ff (Wh) = restrictions a ~ = U ODi des triplets (z, z,, zy) o~ z ~ . 
i--1 

Remarque 2.4. Avec eette ehoix, V h a 9N degr~s de libert~ (avee toujours 

N = n o m b r e  des ~Qi), l/Vh, et done W h, a 3M degr~s de libertY, M ~tant le nombre 

de sommets de la triangulation qui sont b. l'intfirieur de D. En effet toute z h de ~ ,  
0zh est d~finie de mani~re unique, dans chaque D i, pax les valeurs de z h e t  ~ sur 

0,Q i (puisque A ~ z = O  5. l'int~fieur). En plus, si l 'on connait la valeur de z h, zh, ~ et 
zh, y dans les trois sommets de D i, on connait par consfiquenee, pour chaque c6t6, la 
valeur, dans les deux buts de z h, de sa deriv6e tangentielle et de sa derivfie normale; 
on connait done sur le c6t6 tout  entier soit z h, qui est cubique (4 conditions), 

Oz~ 
soit ~ - ,  qui est linfiaire (2 conditions). 

On va maintenant d~montrer que rhypothfiseHt est v6rifi6e avec cette choix de 
V~ et I,V~. De fa~on plus precise on montrera que la v~rification de l'hypoth~se H t  

3 On appelle ,fonction cubique ~ tout polyn6me de degr~ ~ 3. 
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est li6e A une certaine condition de compatibilitd qui d6pend seulement  du sch6ma 
et non des d6composit ions choisies; on pourra  donc se borner  ~ v6rifier que cette 
condition de compatibi l i t6 est remplie sur un 616ment de r6f6rence T choisi une 
fois pour  toutes.  

Soit donc dans le plan ~,.9 le triangle T de sommets  S1----(0 , 0), S 2 = ( t ,  0) 
et $3---- (0, t). On muni t  l 'espace 

(2.25) L=L~(?))~ 

de la norme 

(2.2.6) [1(~1 , v2, ~3) I[~ = (~12DI- 2uo2Ac ~82) dxd.9 
T 

et on d6finit 

(2.2.7) ~ =  (~ (? l )3 (L ,  * 

(2.2.8) ~ =  {/onctions ~ biharmoniques darts ~', telles que ~ est cubique sur chaque 

} cold et - ~  est lindaire sur chaque cdtd , 

(2.2.9) g2 = D (f~') EL, 

(2.2.t0) ~t=projection d a m  L sur f / ' .  

L a  v6rification de l 'hypoth~se H I  d6coulera du lemme suivant .  

Lemme 2.1. Les espaces 3 r et g2 v~ri/ient la condition de compalibilitd suivante: 

I l  existe une constante ~ > 0 telle que pour tout q dans g2 on a: 

(2.2.tl)  i i ~ q l k > ~ l l q k  

Ddmonstration. L'espace  ~ 6tant  de dimension finie, il suffit de d6montrer  
que pour  tout  q clans t~ on a 

(2.2.12) ]]q Ik + o ~ I1 = q IlL # o, 

c'est-~-dire 

(2.2.t3) [ q , v ] L = 0  V v ~ l [ q k = o .  

Pour  v6rifier (2.2.13) il suffit en g6n6ral de prendre  une base q0) . . . . .  q{,) dans 
et une base wo) . . . . .  w(,) dans ~ et de v6rifier que la matrice de compatibilitd 

{%/}, d6finie pa r  

(2.2.t4) ci, i = [w(0, q0")]E, 

a rang dgal ~ r. Dans  notre  cas on a r = 6 et s = 9. On peu t  choisir alors, par  exemple,  

wc1)= 0 ,  o, o), w ( ~ =  (~, o, o), w(a~= (.9, o, o), we, ~= (o, t, o), 

(2.2.t5) Wls)=(0,  x, 0 ), W(6)~--- (0, .9, 0), W(T~=(0,0, t) ,  W(s)---~ (0, 0, x), 

w(o, = (o, o, .9), 

4 I c i e t  darts la suite P,(E) d6signera l 'ensemble des polyn6mes de degr6 < r  dans E. 
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ce qui nous donne une base pour r Pour trouver une base dans ~ on construit 
d 'abord une base clans 1r pax exemple de la fa$on suivante: 

(2.2.16) 

oh r ~ et Z sont des fonctions de 1r d6finies par les conditions suivantes: 

r162 r ~(s,)=o, 

(2.2.~ 7) 

k = t ,  2, 3, 

r  (S,) = O, k = 1, 2, 3, ~ ;  (S~) = 1, ~ ;  (S,) = ~ ;  (S~) = O, 

r (S,)  = o, k = 1, 2, 3; ~ (S,)  = o, k = 1, 2, 3; 

z(Sk)=0,  k = 1 , 2 , 3 ,  

z ;  (Sk) = o, k = i ,  2, 3, 

z; (s~)= ~, z~ (s~)=x; (s~)=o. 

On peut v6rifier sans peine que les valeurs de ~.), ~(~),~ et ~(i),} dans $1, S,, S s 
donnent un syst~me (? '=t . . . . .  9) de vecteurs lin6airement ind6pendants, et 
donc les ~(/) sont une base. I1 suffit maintenant de remarquer que 

(2.2.18) D~(1)= OC(~) = DC{3) = (0, 0, 0) 

pour avoir que le syst~me 

q0")= De( /+  a) (i = t . . . . .  6) 

est une base de ~. On doit donc seulement calculer les coefficients [w(o, q(j)]?~ de 
la matrice. On remarque qu'on ne connait pas explicitement la valeur de ~b, ~, Z 

l'int6rieur de T;  le calcul doit alors ~tre fait, dans ces cas, en utilisant la formule 
de Green 

(2.2.t9) [DE, v i E =  f (m; (v)~;+m~ (v)~--e;,(v)~)dl, 
0T 

oh m; (v), ml (v) et Qt,(v) sont toujours donn6s par (4.t.7). 

Nous ne donnerons pas les calculs ici; il suffit de dire qu'on obtient, par 
exemple, une matrice 6 • 6 non singuli6re en 61iminant darts {% i} la pr6mi6re, 
la quatri~me et la septi6me ligne. 

Remarque 2.5. L'hypoth6se A ~ = 0  qu'on a mis dans la d6finition de ~"  n'est 
pas essentielle, ainsi que le choix des directions normales comme directions 
lelong desquelles la derivde de ~ doit 6tre lin6aire sur chaque c6t6. En effet on 
peut montrer tr6s ais6ment que si J est un op6rateur elliptique du quatri6me 
ordre A coefficients constants et r6duit ~ sa partie principale (c'est-~-dire contenant 
seulement des derivations d'ordre quatre) du type 

(2.2.20) zl = D* A* A D, 

A 6tant une matrice %elle 3 x3  inversible et A* 6tant la matrice adjointe de A 
par rapport ~t la norme 

(2.2.2t) ~(aa, a,, a3)I13-- 4 +  2 a~+ a~, 
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et si 

(2.2.22) v =  n 1, n~, n 3 

est un tr iplet  de vecteurs  unitaires dans R = tels que 

(2.2.23) nlq= ~2, nl :#ha, ~a =}= rta, 

en consid6rant les espaces 

(2.2.24) ~ ,  ,=  r eI-I~(7"), z / r  r est cubique sur chaque c6td et O~i est lindaire 

sur le cdtd Z i ( i =  t ,  2, 3)}, 

avec [1, 1~, 13 = c6t6s de T, et 

(2.2.25) d2a, , =  A D ( ~ a ,  ,), 

on a encore 

(2.2.26) d2a, , (  L, 

et 

(2.2.27) II~qk >/~.,,,llqk vqz  ~,, , ,  
/3a,, 6tant  une constante  > 0 qui d@end  seulement de A et de v. En  effet, d2a., 
6tant  toujours  de dimension finie, tout  revient  A d6montrer  que si l 'on a q dans 
~A,,  avec 

(2.2.28) [q, v ] s  VvE~  V 

alors 

(2.2.29) q = 0, 

ce qui est  facile. 

On est  ma in t enan t  en mesure  de d6montrer  le th6or~me suivaslt. 

Th~or&me 2.3. Les espaces V het l/Vh dd/inis par (2.2.2) et (2.2.4) vdrifient l'hypo- 
thkse HI. 

Ddmonstration. Soit Xh # 0  darts Wh et  soient zh=J(Xh)  (c'est-A-dire zh~l~h et  
~r ) et qh=Dz h. Soit main tenant ,  pour chaque Qi, F/ la t ransformat ion  
affine inversible qui  envoie T sur s i et  soient 

(2.2.30) r (~, P) = qh (F~ (~, p)); 
on aura  que ql appaxt ien t  A un espace du type  d2A, ~ oh A et v d@enden t  de la 
t ransformat ion  F / e t  donc, essentiellement, de la ]orme de /2 i  (A une hometh6t ie  
et A un d@lacemen t  rigide pros). 

Grace A l 'hypoth&se iii) on a alors que A et  v var ien t  dans  des ensembles 
compacts ,  et  donc d~s que la constante /3a ,  ~ d6pend con t inument  de A et  de v, 
il existe une constante  fl* telle que, pour  tout  qh et pour  tout  s on a: 

(2.2.3t) [l~q'k >/~, Uq'k- 
Soient 

(2.2.32) v ~--- :~q~, 
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(2.2.33) v~ (x, y) = v' (F~ -~ (x, y)), 

et soit v h dans V h d6fini par: 

(2.2.34) v i (i = 1 X). h [ ~ = V h  , " " ,  

On v6rifie sans peine que vh, construit h l'aide des fomules (2.2.30) et (2.2.32)- 
(2.2.34), est la projection (dans V) de qh sur Vh; on a en plus (cir. e.g. Ciarlet- 
Raviart [1]) que: 

(2.2.35) ~vt, ll2>_a~.[v,l{~> 2 ~ , z > , ~  ~ ,  

pour tout i =  t . . . . .  N, ~ e t e  6tant des constantes que d6pendent seulement de 
(en particulier on a #=diam6tre  de T et ~=diam6tre du cercle inscript 

clans T). On obtient donc de (2.2.35) que 

(2.2.36) 

On a alors: 

(2.2.37) 

D'ailleurs on a 

(2.2.38) 

et 

(2.2.39) 

donc 

(2.2.40) 

<Wvh, Zh> = [vh, qh] ; 

<4 v,, zh > 11 q,  U v, II v II It w 
et l'hypoth6se HI est v6rifi6e. 

Remarque 2.6. On volt bien que la d6monstration du th6or6me 2.3 utilise 
seulement: a) la condition de compatibilit6 (2.2A t), b) le fair que les F~ soient des 
transformations affines inversibles et c) la condition de r@ularit6 iii). Cela va 
nous permettre d'adapter sans difficult6 la d6monstration ~ des situations beaucoup 
plus g6n6rales, par example en changeant les d6finitions de Vh et de Wh, et anssi 
en supposant que les 12i soient des parall61ograsmnes, ou bien qu'il y air des 
triangles et des parall61ogrammes enseamble etc. Dans tousles cas, on doit simple- 
merit v6rifier qu'il n 'y  air pas des 616ments trop (~aplatis, et que la condition de 
compatibilit~ (2.2A t) soit v6rifi6e sur l'616ment de r6f6rence (ou sur les 616ments 
de r6f6rence si par exemple on utilise triangles et parall61ogrammes ensemble). 
On va voir des exemples tout de suite. 

Donnons maintenant, de fa~on tr6s synth6tique, d'autres exemples de sch6mas 
qui v6rifient l'hypoth6se HI .  On se bornera, pour simplifier, au cas des 616merits 
rectangulaires, qui est d'ailleurs Fun des plus utilis6s en pratique. Supposons, 
cette fois, que chaque d6composition (d) soit du type suivant: 

j) chaque ~2~ est un rectangle avec des c6tgs parall~les aux axes, de longueurs 
hi a 

jj) si i 4=i et Din[~i # 0 alors Qi et Qi ont un sommet commun ou bien un c6td 
e o ~ l ~ m u n  ; 
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jjj) il existe une constante O' > 0 telle que pour route (d) el pour tout Qi dans (d) 
on air: 

(2.2.41) m i ~  h-'~} ~O ' .  

On choisit alors V he t  W h de la fagon suivante. 

(2.2.42) Vh = {v c (L ~ (t2))a; Vl et v= sont bilindaires 5 dans chaque t2, el v 2 est lindaire 
dans chaque Q,} ; 

l~h= {~EHo2(/2) �9 A 2 5 = 0  dans chaque Q,, ~ est cubique sur chaque c6td de 
(2.2.43) 

chaque~Q, et be~n: estlindairesurchaquec6tddechaqueQ,}, 
(2.2.44) I/Vh = C (~'Vh). 

Remarque 2.7. On peut  v6rifier sans peine, de faqon analogue Ace  qu 'on a 
fait  dans la remarque 2.4, que dans ce cas V h est de dimension 11N et W h est de 
dimension 3M, en indiquant  toujours par N le nombre des ~ i  et par  M le nombre 
de sommets des Q~ qui sont ~t l ' int6rieur de ~2. 

Avee les m&mes raisonnements qu 'on a fait  pr6c6demment,  on t rouve  sans 
difficult6 qu'on peut  se ramener  ~ l '~tude de la matrice de compatibilit6 sur un 
~16ment de r6f6rence R fix6. Pour  cela soit main tenant  R le carr6 ]0, t [ • ]0, ~ [; 
posons: 

(2.2.45) L =  (L*(&))., Ilvll~.-- f ( v~+2v~+v~)dxdy ,  

(2.2.46) $ : = { v E L ;  v~ et v 3 sont bilindaires et 

~ $ f i H 2 ( ~ ) ;  A*~----0 dans [~, 

(2.2.47) tchaque c6td}, 

(2.2.48) r = D ("if/ '). 

On doit  main tenant  choisir une base dans r 
donnera  une base dans ~) ; prenons 

(2.2.49) 

r  = (1 ,  o, o), 

vC~) = ( x , o, o), 

via) = (y, O, 0), 

r = (x y,  O, 0), 

v<'> = (o, t ,  o), 

v (s )  = (o, x, o), 
r = (0, y, 0), 

v 2 est lindaire}. 

a~ 
est cubique et On- est lindaire sur 

et une base dans W" (ce qui nous 

r = (o, o, t), 

dg) = (o, o, x), 

vl~O) = (0, 0, y), 

'0 (11) = (0, O, xy) ,  

ce qui  nous donne une base pour ~r Posons main tenan t  S 1 = (0, 0), S , =  (0, l), 
$ 3 :  (t, 0), $ 4 :  (1, t) et prenons r  {~(12) dans ~ "  d~finies par 

r (s,) = a;,,, ~+41 (Sk)= ai, k, 

r  (S,) = r  (S~) = o; r (s,) = r ( s , ) =  o; 
(2.2.50) ,~(i+8)tS ~ 6 

�9 ry ~ k)= i,k, 
r (Sk) = r = 0 

5. On appelle,  fonction bilin6aire, toute polyn6me du type a o.+- a x x + a2y + a 3 x y. 
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(/" et k pouvan t  var ier  i n d @ e n d e m m e n t  de I ~ 4, et di, k 6tant  le symbol  de Kron-  
ecker), qui sont  6v idemment  une base pour  ~r Notons  qu 'on  a encore 

(2.2.5t) d im (d2) = d i m  (~7/') - -  3 

toujours  grace au Iait  que la dimension du noyau  de D (en t an t  que op6rateur  
de ~ r  dans ~) est ~gal ~t 3 (avec les fonctions r = t, r = x, r comme base du 
noyau).  On doit  donc mon t r e r  que le rang de la matr ice  

(2.2.52) ci, i= [vlO, DdpIilJs ( i = 1  . . . . .  1 t " ] = t  . . . . .  12) 

est 6gal ~t la dimension de d2, c 'est-~-dire 6gal ~ 1 2 - - 3 = 9 .  En  calculant alors les 
% #  toujours  ~t l 'aide de la formule de Green (2.2.t9) on peut  s 'apercevoir  qu 'on  
obt ient  une matr ice  9 •  non singuli~re par  exemple  en 61iminant dans (2.2.52) 
les lignes i = 3 et  i = 9 et les colonnes f = 4,/" = 6, / '  = 9. 

Remarque 2.8. On peut  voir  que, si l 'on veut  r6duire la dimension de ~e" (et 
donc de Vh) on peut  uti l iser des v du type  

(2.2.53) v = ( a o + a l x + a 3 x y ,  bo+blx+b2y,  Co+C2y+caxy). 

Cette choix nous donne alors la (~condition d 'opt imal i t6 , .  

(2.2.54) d im (~e-)--_ dim (d2)= d im ( ~ / ' ) -  3 

t rouv6e de faqon exp6rimentale  dans Henshal l  [1 ] 8. Soulignons expl ici tement  que, 
d'ailleurs, le choix 

(2.2.55) v = ( a 0 + a l  x + a2y, bo+ bl x + b2y, Co+ClX +C2y) 

qui v6rifie (2.2.54) et qui a 6t6 utilis6 tr&s souvent  en pra t ique  (cfr. e.g. Pian [11, [2] 
et  bibl iographie de ces articles) about i t  A une matr ice  de compatibi l i t6  qui a 
rang 7 et donc qui ne satisfait  pas  la , condition suffisante,>: 

(2.2.56) rang ({% i}) = dim (d2) = d im (3~/') - -  3 

qu 'on  utilise ici de faqon syst6matique.  On n ' a  pas vfirifi~, d'ailleurs, si le choix 
(2.2.55) donne un sch6ma qui sat isfai t  ~t l 'hypoth~se H i  (qui est, elle m~me, une 
condit ion suffisante). 

Un aut re  s c h f m a  re la t i f / t  des d6composit ions qui vfr i f ient  j), jj), jjj) et qui 
vfr if ie  l 'hypoth~se  H t  peu t  s 'ob ten i r  de la fa~on suivante ;  on prend:  

(2.2.57) ~ / ' = { v e L ,  v est du type (d2)}, 

(d2) v =  (ao+Cq x + a ~ . y + a a x y + a s y  2, bo+bx x + b 2 y + b 4 x ~ + b s y  ~, 
(2.2.58) 

Co+qX+c2y+c3xy+c4x~) ,  

f_ ar I 

6 En g6n6ral on pent  toujours, ~ part ir  de deux espaces ~ e t a  de ce type et v6ri- 
fiants la condition de compatibilit6 (2.2.tl) (ou, si l 'on pr6f~re, (2.2.56) qui est 6qui- 
valante), construire un sousespace ~e-, de ~ tel que ~ '  et a2 v~rifient aussi bien (2.2.1 t) 
que (2.2.54). Par  exemple dans le cas des triangles on pouvait  prendre, au lien de ~e" 
d6fini par (2.2.7), l 'espace ~e-, des 616ments du type 

v(x, y )=  (ao+a~ (x + y), bo+bx(x + y), co+cl(x + y)). 
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On v6rifie sans peine que ~q/'a, dans ce cas, dimension t 6 (par exemple en prenant 
comme degr& de libert6 les valeurs de r ~,, ~y, ~y clans les quatres sommets de R). 
On peut aussi v6rifier que la matrice de compatibilit6 li6e ~ ce sch6ma ~ rang t 3 
et doric la condition (2.2.56) est remplieL On en d6duit que les espaces: 

(2.2.60) Vh={vE (LZ(Q)) a, vest  de type (r darts chaque g2i}, 

l~h= {r A ' r  dam chaqueO,, ~ et - ~  sont (2.2.61) cubiques s u r  chaque 

e6td de chaque g2i}, 

(2.2.62) W~---- ~ (I~) 

v6rifient l 'hypoth~se HI .  On remarque que dans ce cas on a dim(V~)= 15N et 
dim (W~) ---- 4M. 

Remarque 2.9. On n 'a  pas trait6 ici le cas des parall~logrammes; on peut 
appliquer la th6orie m~me ~ ce cas, mais la traitation devient beaueoup plus 
compliqu&; en effet il n 'est  pas imm6diat de appliquer aux parall+logrammes les 
raisonnements de la remarque 2.L ~ cause du fait que ~ n'est  pas invariante, 
dans ces cas, par rapport  ~ des transformations A* du type (par exemple) v'~= 
vx + v2, v'2---vz, v'3= va. Dans le cas des rectangles ~ c6t6s parall+les aux axes, par 

t t 
contre, on arrive seulement ~ des transformations A du type vx=kxv a, v2~ k2v2, 
v'~---- kaY3 avec k/---- constantes, qui sont bien des isomorphismes de ~/- sur soi m~me. 

2.3. Evaluation de l'erreur-convergence 

Nous avons d6montr6 dans le th6or~me 2.1 que si le choix de V het  1:I~ satisfait 
l 'hypoth~se HI  alors on a: 

_ inf u o - v  v (2.3.1) I[Uo--Uhllv+i[~k--Ohtlw<Y(v, evhll hi[ + inf [tO--(khHw). 

Nous avons montr~ dans le paragraphe pr~c~dant des exemples de familles de 
couples (Vh, Wh) qui v~rifient l 'hypoth~se Hi .  On a done, dans chacun de ces 
exemples, la majoration (2.3A); on va ~valuer maintenant,  dans los diff6rents 
cas, les quantit~s 

(2.3.2) inf II"o--"hllv, 
vh~ vh 

(2.3.3) inf II ~k-- 4)h [Iw. 
•ar Wa 

On va aussi d~duire de (2.3.1) et de l'~valuation de (2.3.2), (2.3.3) un r&ultat  de 
convergence. Ceci n'est pas automatique; soulignons en effet encore une fois que 
les espaees V et W, ainsi que la solution (u o, ~) de (t.3.8) d~pendent de fa~on 
essentielle de la d&omposition (d). Nous consid~rons une suite de d&ompositions 
et pour ehaque d&omposition on a t) un probl~me de point de selle (1.3.8) 
~quivalent ~ (1.1.1) dans le sens qu'on a p ra i s e ;  2) un probl~me approch~ (2A.9). 

7 MSme clans ce cas ~ peut &re aamelior6~); il suffit de prendre, au lieu du type (Q), 
le type: 

(Q') v = ( a o + a l x + a 2 y + a a x y + d l Y  2,bo+blx+b2y+d2(x~+y~), 
Co +Cl X +czy + c3xy+dl x2). 
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Si l'hypoth~se Hi  est v6rifi6e, on a, pour chaque d6composition (d), la majoration 
(2.3.1) pour la distance entre solution de (1.3.8) et solution de (2A.9), avec y 
ind~pendante de (d); mais la formule (2.3A) ne peut pas ~tre considdrde comme un 
rdsultat de convergence, mSme si l'on a que les quantit6s (2.3.2), (2.3.3) tendent 
vers zero uniformement lorsque un souhaitable ,param~tre de d6composition~> 
tend vers zero. 

Commenqons donc par ce dernier point; on veut transformer (2.3.1) dans une 
formule qui nous donne une majoration de Ia distance entre (u h, ~bh), solution de 
(2.t.9), et w, solution de (1.t.t), dans des normes ind6pendantes de (d); ceci peut 
se faire assez facilement ~ l'aide du lemme suivant. 

Lemme 2.2. Si  Zes ddcompositions (d) vdri]ient i), ii), iii) (ou bien j), jj), jjj)), 
o n  a 

(2.3.4) Iw--J(r 
avec r entrier <= 2, K eonstante inddpendante de (d) et 

(2.3.5) I h l --- max {diam~tre de Q,}. 

Ddmonstration. Sans entrer dans les d6tailles, il suffit de remarquer que les 
applications 

(2.3.6) / L  w = w -  ~ ~ w (i = 1 . . . . .  N)  

sont identiquement nulles si w est un polyn6me de d6gr6 :< 3. En appliquant le 
lemme de Bramble-Hilbert (v. Bramble-Hilbert [1 ], [2] et aussi Ciarlet-Raviart 
It], Raviart  [t]) on en d6duit (2.3.4) avec des raisonnements du m~me type de 
ce qu'on a fait dans la d6monstration du th6or~me 2.2. On signale que la d6mon- 
stration se simplifie beaucoup si l'on suppose aussi, ce qui d'ailleurs est tr~s 
raisonnable, qu'on travaille avec ,un hombre fini de g6ometries ~), c'est-k-dire si 
les Qi, lorsque (d) varie, assument seulement un hombre fini de formes diff6rentes 
(k une homoth6tie et A un d6placement rigide pros). 

A l'aide du lemme 2.2 on obtient donc, enutil isant les formules (t.3.9), (t .3.t0) 
et (2.3.t) 

II (~...  w.,. ~, , )  - (,,~ + l)  I[+.c~>.+ I w-J(r 
(2.3.7) 

I1 suffit donc, maintenant, d'evaluer (2.3.2), (2.3.3) dans les diff6rents eas. Ceci 
peut ce faire avec des techniques qui sont d6sonnais classiques dans la th6orie 
des 616ments finis (v.e.g. Cialet-Raviart [t --4], Strang-Fix [1 ] etc.). On remarque 
en particulier que pour 6valuer (2-3.3) il est conv6nient de la presenter comme 

inf I[~--~hliw= inf IJ(~)-t~l~.~-- inf I J ~ - ~ l ~ . ~ .  

et d'appliquer ensuite le lemme de Bramble-Hilbert. En appellant E(h) la somme 
de (2.3.2) et de (2.3.3) on obtient alors dans les diff6rents cas: 

a) Pour le sch6ma (2.2.2), (2.2.4) et pour le sch6ma (2.2.42), (2.2.44): 

E(h) < cost I h i (11~ tl,~co~ + tl[ll(,,,c~).). 
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b) Pour  le sch6ma (2.2.60), (2.2.62): 

E(h) < cost I 1,12([Iwll..(~,+ 
On voit  donc, en particulier, que le schfma (2.2.60), (2.2.62) est conv6nient, A 
priori, seulement si Yon connait  explicitement un [ assez r6gulier. 

Appendice 

R6sultats num6riques 

On a consider6 le cas d 'une  plaque carr6e, encastr6e sur le bord de s = ]0 ,  1 [ • 
]0, 1 [ et soumise ~ une charge distribu6e p (x, y) = 24 ( y 4 _  2y3 + y,. + x 4 _  2 x 3 + 
x 2) + 2 (6 x * -  t 2 x + 2) (6y ~ -  t 2y  + 2). On peut alors v6rifier facilement que dans 
ce cas le d6placement transversal  de la plaque, w(x, y), est solution de: 

d ~ w = p  dans f2 

(AI) 8w 
w = -On- = 0 sur 8.Q 

et donc est donn6 par 

w (x, y) = (x 4 -  2 xaq - x ~) ( y 4  2ya+y~) .  

Le tableau suivant  montre  les r6sultats obtenus par L. D. Maxini s e n  appro- 
chant  le probl6me AI par  les schfmas (2.2.42)--(2.2.44) et (2.2.60)--(2.2.62), en 
prenant  pour  s i des carrds. 

Les calculs ont  6tfs effectu6s sur l 'ordinateur  Honeywell  6030 du Centro di 
Calcoli Numerici  dell 'UniversitA di Pavia. 

h ERR (I) ERR (2) 

t/4 0.017 0.00095 
t/5 0.012 0.00056 
t/6 0.0085 0.00032 
t/7 0.0058 0.00018 
~/8 0.004t 0.00012 
1/9 0.0029 0.000082 
1/t0 0.0022 0.000041 
t/11 0.0017 O.OOOO44 
1/t2 0 . 0 0 1 3  0.000041 
t/13 0.001 0.000044 

h = pas de discr6tisation = longueur des cot6s des g2~ 

E R R  (I) = Ilw-- Wh IIL, ta)IUW [It'Cm, 
oh w----solution exacte de At et wh=solut ion  approeh6e de At calcul6e par  le 
sch6ma (2.2.42)--(2.2.44); 

E R R  (2) ---- I] w- -  w h ]]L't~)/[[ W ]IL'I~), 

Oh w = s o l u t i o n  exaete de At et wh=solu t ion  approch6e de At calcul6e par  le 
sch6ma (2.2.60)--(2.2.62). 

8 Cfr. F. Brezzi - L. D. Marini: ,On the numerical solution of plate bending problems 
by hybrid methods~) (~ paraitre sur R.A.I.R.O.). 
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