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Sur la methode des elements finis hybrides
pour le probleme biharmonique
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Introduction

La méthode des éléments finis hybrides a déja été introduite et expérimenté
du point de vue du calcul numérique par plusieurs auteurs (v. Pian-Tong [1],
Pian [1], Yamada-Nagakiri-Takatsuka [1], Cooke [1], Kikuci-Ando {1], etc.)
aussi bien pour des opérateurs d’ordre deux que pour des opérateurs d’ordre
quatre. Le but de ce papier est d’étudier la méthode du point de vue mathé-
matique, en prenant comme cas particulier le probléme:

Aw(x, y)=¢(x,y) dans £,
w=0 sur 0L,

ow

By =0 sur 08,

(c’est-a-dire le probléme d’une plaque uniforme mince, encastrée sur le bord o2
et soumise A une charge —#(x, y) uniformement distribuée).

La méthode est exposée du point de vue formel dans le paragraphe 1.1 et
précisée du point de vue mathématique dans la suite du chapitre 1. Dans le
chapitre 2 on donne d’abord, dans 2.1, un théoréme général qui nous assure
la «convergence» sous une hypothése convenable; on donne ensuite, dans le
paragraphe 2.2, des exemples de schémas qui ont été introduits et utilisés par
plusieurs auteurs (v. Pian [1] et bibliographie de cet article) et qui vérifient
I'hypothése abstraite donnée dans 2.4. On remarque que la vérification de cette
hypothése se reduit a une «condition de compatibilité» sur un élément de référence
fixé. Cette condition de compatibilité est voisine (mais, en un certain sens, plus
précise) d'une «condition d’optimalité» qui a été trouvée de fagon expérimentale
par Henshall [1]; on peut voir alors que si un schéma vérifie la condition de
compatibilité, on peut en déduire immédiatement un autre schéma (plus simple)
qui vérifie encore la condition de compatibilité et qui est «optimal» au sens de
Henshall. Dans le dernier paragraphe on donne enfin, trés rapidement, I'évaluation
de Verreur pour les exemples donnés précédemment.

Des résultats analogues pour le Laplacien sont contenues dans un article 3
paraitre (Brezzi [1]).
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I'Université de Paris V1.
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1. Formulation theorique de la methode

1.1. Position du probléme — Plan de travail

Soit £ un ouvert borné de IR?; pour fixer les idées on supposera que 2 est un
polygone convexe. On veut résoudre le probléme:

Trowver w(x, y) dans H2(Q) tel que:
A*w(x, y)=p(x,y) dans £,
(1.1.1) w(x,y)=0 sur £,
—g% (%, 9)=0 sur 08,

$(x, y) étant une fonction que I'on supposera, pour simplifier, dans L2(£2). On
remarque, d'abord, que le triplet

(1 A '2) Wegs Wyy, Wyy

realise le minimum de la fonctionnelle
(14.3) Jo(vy, vy, v3) =%af (v1+ 203+ v3) dx dy

sur la variété affine de (L%(£2))? formée des triplets (vy, v,, v5) qui vérifient

(1.1.4) v1,xx+2vz,xy+v8,yy=p(x’ y)

dans Q. On appliquera, ensuite, la méthode de décomposition et coordination
(v. Bensoussan-Lions-Temam [1]) au probléme du calcul du minimum de J,.
De fagon plus précise, 4 toute décomposition (d) de £ en sous polygones £;
(#=1, 2, ..., N) avec

(1.1.5) 2;n2;=9P siizkq, Q=intérieur del) 4,

i=1

on va associer un probléme de point de selle équivalent, dans un sens convenable,
au probléme (1.1.1). Pour cela on va minimiser la fonctionnelle

(14.6) Jouvr=13, [ b+ 20t idisdy

sur la variété affine des triplets (v, vy, vg) qui vérifient (1.1.4) dans chaque Q;
(et pas nécessairement dans £ tout entier) en imposant comme contrainte la
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continuité, sur les cotés communs 4 deux £2;, des quantités
m, (V) =v, cosn; x+v,cosn; "y,
(11.7) m, (V) =1v, oS, x+v; cOSN; Y,
Qn (©) = (v, s+, ) cOSn; 2+ (05,40, ,) cOSR; .

(On remarque tout de suite que si e.g. v=/(vy, vy, v;) est du type (g,,, &y Eyy)
avec g(x, y) appartenant, par exemple, & H4({2), on a:

ma (’D) = gix 4
(1.1.8) m, (v) = zf;
0n0)= 222,

ce qui «justifies, en un certains sens, la contrainte choisie.) La continuité des
quantités (1.1.7) sera imposée par la méthode des multiplicateurs le Lagrange; on
sera donc ramené i la recherche du point de selle de

Z(v %Z [ Wi+2v3+v3) dxdy— Z f (1 (0) by +-m,, () B,
(119) $=1 £

—Qu(v) p)do;

v et ¢ pouvant varier dans des convexes convenablement choisis. On verifiera,
ensuite, que, w étant la solution de (1.1.1), le couple (u, ) donné par

(1.1.10) u=(w,,, w,,, w,), .
(11.11) (v, v, y,) =restrictions de (w, w,, w,) 4 3 = {J 29,

i==1

est le point de selle, unigque, de Z (v, ¢).

1.2. Le probléme de point de selie

On va d’abord introduire quelques espaces de fonctions (ou de distributions)
qui nous seront utiles dans la suite. On considére, pour chaque £2,, I'espace

(1.2.1) Fi=(L2(R2))%

on munit ¢ du produit scalaire (équivalent au produit scalaire nuaturel)

(1.2.2) [u,v];= [ (v, + 20,03+ ug05) dxdy;  |vff=[v, 0],

2]

On considére ensuite 1’'opérateur

(1.23) D: ¢—>(dsrs b2y Byy),
et son adjoint formel (au sens de #):
(1.2.4) D*: (vy, vy, 1) >0y 4,203 4y + 05 yy;

1 Note: Ici et dans toute la suite on a posé n,=direction normale ext. a Q;.
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on vérifie sans peine que (toujours formellement):

(1.2.5) D*Dp=A12¢.

On introduit maintenant le sous-espace F; de #; défini par:

(1.2.6) F;={(v4, va, v3) | (v3, vz, 13) € F;, D* (vy, v, v5) €L3(Q,)}

avec la norme du graphe

(1.2.7) " (v1, V3, vy) l[?.-‘= " (v1, vy, v) "? + "D * (vy, Vg, vs) "124’(94)'

Notre but est maintenant de donner un sens précis aux quantités m, (v), m, (v),
Qn(v) (données formellement par les équations (1.1.7)), lorsque v est un élément
de F,. On souligne de fagon explicite qu'on ne donnera pas de sens & chacune de
ces trois quantités séparément, mais seulement au triplet. On aura donc besoin:
a) de définir des espaces de (triplets de) distributions sur I};=8£2; dans lesquels
«placer» les «traces» (m,(v), m,(v), Q,(v)); b) d’'un théoréme de trace.

On introduit alors, toujours pour chaque Q,(:=1, 2, ..., N) 'opérateur
{(1.2.8) 9, H2(Q,) — (L¥([))?
défini par
(1.2.9) G, v= v, y§v,, v§ v,)
(ot1, évidemment, p§? désigne la trace sur I}).

On remarque que I'image de H?((2,) par &, ne coincide pas avec (L2(I}))?
tout entier; on désigne donc par W, l'espace image de H?*(Q2,) par ¥;; on aura

alors:
W, ={(¢o, 1, o) € (L2(I}))? tels qu'il existe

(1.2-10) vEH(,) avee Gv= (v, v, y§1,) = (do, b1, $2)}-

On souligne tout de suite de fagon explicite que W, est un sous espace de
H¥(I) x H¥(I}) x H¥(I}), caractérisé par des «conditions de raccord» de type
intégral que nous n’expliciterons pas (v. Grisvard [1]). On doit maintenant
définir une norme sur W,; pour cela on observe d’abord que, pour tout élément
(@os P1, Do) de W, il existe une fonction v unique dans H?(£2,) telle que

A2v=0

Gv=_do. 1, $a);

en effet il suffit de remarquer que, grice a (1.2.10), il existe au moins un élément
¢ dans H2(Q,) tel que

(1.2.11)

(1.2.12) G.L=(do D1, Pa);
il suffit donc de résoudre le probiéme

—A*u=A%
(1.2.13)

“EHE(Qi)
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(ce qui est évidemment toujours possible) pour déduire de (1.2.12) et (1.2.13) que
la fonction

(1.2.14) v=u-++{

est solution de (1.2.11); on a ainsi démontré I'existence d’une solution de (1.2.11);
I'unicité est immédiate. On peut donc définir I'opérateur

(1.2.15) S W—H2(02,)

qui a tout élément (¢q, ¢,, P,) de W, associe la solution
(1.2.16) v="_, (P, Pr, P2)

du probléme (1.2.11). On peut, maintenant, poser:

(1.2.17) " (450: ¢1» ¢z) “W;Z M(qﬁo, ¢1» ¢2) "H’(!J«);

alors, avec la norme (1.2.17), W, est un espace de Hilbert. C’est dans le dual W}’
de W, que I'on va placer les «traces» (m,(v), m,(v), Q,(v)) des éléments de F,
Pour cela on aura besoin du lemme suivant.

Lemme 1.1.
{(1.2.18) [2 ()3 est dense dans F,.

Démonstration. Soit T une fonctionnelle linéaire continue sur F;; d’aprés
(1.2.7) et le théoréme de Hahn-Banach, T peut s’écrire sous la forme

(1.2.19) T(v)=If, v],-+gif gD*vdxdy,
avec:

(1.2.20) = fo 1) € (L2(R2))?

et

(1.2.21) geL ().

Supposons que 1'on ait

(1.2.22) T(¢)=0 Vo=($, $s $5)€(2(2))*
on va démontrer que

(1.2.23) T(v)=0 VwveE,

ce qui entrainera la thése (1.2.18) grice au théoréme d’Hahn-Banach. Commen-
cons donc en prenant, dans (1.2.22), ¢ € (2(£2,))%; on aura, évidemment,

(1.2.24) [, ¢],~+mf gD*pdrdy=0 Vée(2(Q))
d’otl1, nécessairement,

(1.2.25) f[=—Dyg au sens des distributions.

De (1.2.25), {1.2.20), (1.2.21) on aura donc

(1.2.26) geH?(2);



108 F. Brezzi

notre but est maintenant de montrer que (1.2.22) entraine:

(1.2.27) geHE(R,).

On commence par démontrer que

(1.2.28) geH (Q,) nH3(2,).

Soit en effet g un élément quelconque de 2 (2;) N Hy{£2;) et soit ¢ donné par
(1.2.20) S=Dp=(9,.. Vs 1,) €[D (D)~ [HE Q)

On obtient, a partir de la définition de [, ]; et en utilisant des «formules de
Green» bien connues,

[Dgu ¢]1= f (gxxwxx"'_ ngywxy_*_gyy'pyy) dx dy
&
= .[ (gxw:xx+gxwxyy +gywxxy +gy'pyyy) dx dy

&

= — [ (@rade) - @ucer i) dxdy— [ (£1348) - (Bayys ) 5y
24 Q¢
= [ 2199 (e i)+ GV @iy ) 5y
£

- fg [('pxxx cosn; x+1/’xxy cos ”.J’)
Iy

+ (Yuyy cOSR X+, cosn,y)]dao,
= ng’tpdxdy fg on Ay do;= ng"‘¢dxdy— fg Ziw do,.
Iy *

En résumé, on a

(1.2.30) (Dg, ], = ng*¢dxdy fg 2% 4,

et donc, de (1.2.22) et (1.2.25), on déduit

BAtp

(1.231) f 8 - doy=
d’ol1 immédiatement
(1.2.32) g=0 sur I},

grice au fait que dans (1.2.31) y est quelconque dans 2 (&2;,) " H3(£2,); on a donc
démontré (1.2.28). Pour démontrer (1.2.27) on observe que, pour tout couple
(1, ys) dans (2(£2;))?, si 'on pose

(1.2.33) O="(b1, b2 b2)= (¥4, (1,5 + Vs, o), ¥e,y)
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on obtient

[Dg’ ¢]1: f (gzzwl, x+gxy1/)1, y+gyxw2, x +gyyw2, y) dx dy
Q2

= f (gradg,) - (grady,)dxdy+ f (gradg,) - (grady,) dxdy
& X

9 ]
= — fg,,Awldxdy-— fg,szdxdy—f— fgx aﬁl do,+ fgy%da,-
& 2 I i i i

A 0 0
= (grace & (1.2.32))‘!g(~5;Aw1+ —@Atpz) dxdy

oy 2y,
+ ‘/.(gz'a_,if +8& ani)do'i
Iy

1] 2
= ng*¢dxdy+ f(gxmwﬁrgy Ere '/’z) do;.
S I i (1
En résumé

2 P]
(1234)  [(Dg ¢li= [eD*¢axdy+ [ (&5 pitg, 5 vs)do,
& i~ £ %

et, encore grace a (1.2.22) et (1.2.25),

a 0
(1.2.35) f(gx Tn, 1t ‘5;%) do;=0
Ty
d’olt immédiatement
(1.2.36) g&=g=0 sur I,

grice au fait que dans (1.2.35) le couple (y;,y,) est quelconque dans (2 ({))2
On a donc démontré (1.2.27); & partir de cela on vérifie sans peine (1.2.23); soit
en effet g, une suite de fonctions de 2(£2;) qui converge vers g dans H2(£2,); on
aura pour tout » dans F;:

T()=[f.v};+ [gD*vdxdy=[—Dg,v)};+ [gD*vdxdy
o &%
=1lim [—Dg,, v];+ [g,D*vdxdy=0,
N—+00 D‘

ce qui achéve la démonstration.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme de trace qu'’il
nous fallait.

Théoréme 1.1. Soit 2, un polygone convexe et sotent I, ... If) ses cotés.
L’application
k 1
(1.237) ¢ 2@)r~|[] 209
,-

définie par:

(1.2.38)  (F;(vy, vg, vg), (@1, Do ¢s)>=r.! (mz(v) s +m, (V) p—0,(v) ¢1)da,~
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pour tout (¢y, o, ds) dans [[ 15—y D (T}, avec
m, (V) =1, cosn; x-+v,cOS%; Yy,
m, (V) =v, oS g X+ vgCOSM; Y,
Qn(©)= (13, ;105 ,) COSTS %+ vy, .+ 15, ,) COST Y,

se prolonge par continuité en umne application, encore notée €, linéaire continue de
F, dans W/, et on a la «formule de Green» suivante:

(1.2.39) [, Dv];— [ (D*uw)vdxdy=<{¥%,(w), %,v)>
w; Wi

&
pour tout w dans F; et tout v dans H?((2,).

Démonstration. On va utiliser la méthode de Lions-Magenes [1]. Pour cela
soit # dans F;}; on lui associe une application Z¥ définie sur W, de la fagon suivante.
On choisit un rélévement #; de I'opérateur ¥, et ensuite on définit, pour chaque
(¢o, $1, P5) dans W,

(1.2.40) Z{=[u,Dv];— [ (D*u)vdxdy,
%

avec

(1.2.41) v="2R;(do, D1, D2),

c’est-a-dire

(1.2.42) vEHA(R2,), Gv={(do, $1, P2)-

On remarque tout de suite que, u étant fixé, la quantité (1.2.40) ne depend que
de (¢o, ¢1, ;) et pas du rélévement choisi; en effet, si I'on avait

(1.2.43) v'=%i(bo b1, $o),

avec donc

(1.2.44) vVeH?(Q,) et YG,v'=9Y0,

on aurait

(1.2.45) [w,D(v—2v")},— [ (D*u) (v—v')dxdy=0,

2

car (v—v') €Hg(£2,).
On vérifié ensuite que Z{) est une application linéaire continue sur W;;

7, en
effet on a

| Z (0, 61, d2) | <[ull: [ Do)+ | D* wlriay v |evan
(1.2.46) < const [u g2 Jia)

=< const [ullz || (do. ¢1, D2) |

qui donne bien la continuité de Z§) (la linéairité étant évidente); en plus:

(1.2.47) |Z8 |y < const |u g,
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On a donc construit une application
(1.2.48) Z0: 470

linéaire continue de F; dans W/’; il ne reste donc qu'a démontrer, grice au lemme
1.1, que

(1.2.49) Z(u)=%,u pour tout ue[2(2,))3.
Soient donc u dans [2(Q,)]3, v dans H2(Q,) et soit (¢, Py, Po)=%;(v); 0n a
Z8 (o, b1, b2) = (0, DUL—Q{ (D*u)vdxdy
= Qj" (801 V- Ug Uy + o Uy g v, ) dx dy
—af (ths, 522U, 1yt tg ) vdx Ay
= —Q{ (g, (0, + Uy 0, Uy v+ uy ,v,) dxdy
+rf [(u, cosn; x-+uycosn] y) v, + (uycosn; x+uzcosn; v) v,]do;
s
_‘9{ (thy, ot 2% 4+ ths ) vdxdy
=Qf (1, axt 20 oy + g ) vdX dy

— [ [(t4g, o+ 5, ,) COSTE X4 (g + 15 ,) COSTL; Y]vdO;

Iy
-+ f (1”1 (u) vx+ ﬂly (u) vy) da-i—~ f (ul,xx+ 2“2,xy+ ua,yy) v dxdy
Iy 4
= (m, () v+ m, (u) 9,—Q, (u) v)da,=<(€u, G;v)
Iy

=<E€;u, (¢o, P1. $2)>

et 'équation (1.2.49) est démonstrée. La «formule de Green» (1.2.39) est main-
tenant une conséquence immédiate de (1.2.40).

Maintenant on peut, enfin, définir les «bons espaces» dans lesquels placer
notre probléme de min-max. On définit d’abord 'espace

(1.2.50) F={(vy, vg, v3) € (L2(R))® avec D* (vy, vy, vs) €L2(R,) (i=1, ..., N)}.

On observe que, évidemment,

(1.2.51) Fa l]lFu
t
et on pose o
1252 tolt= IoF.
On définit ensuite dans F le convexe
(1.2.53) K={v|veF, D*v=2(x,y) dans chaque .}

{qui est d’ailleurs une variété affine).
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Pour ce qui concerne les fonctions sur les I; on pose

(1.2.54) 2= G r,

et on considére 1'espace: =

W ={(¢o. $1, P2) € (L?(X))? tels qu’il existe v dans
HY () avec G;0= g, b1, P2l 1=1,2, ..., N}.

De fagon analogue & ce qu'on a fait dans chaque £2,, on remarque que pour tout
(¢o, D1, o) dans W il existe une fonction unique v dans Hj(£2) telle que

(1.2.55)

A2v=0 dans chaque £,

G;v= (o, ¢1. P2) | r, sur chaque I}.
On a donc défini une application

(1.2.57) S W>HYN Q)

qui A tout élément (¢, ¢,, ¢5) de W fait correspondre la solution v=,(¢,, ¢,, ¢3)
de (1.2.56); on munit alors W de la norme:

(1.2.56)

N t
190 61 09l = 2, 1D (60,61, 60 )
(1.2.58) = (22l + 2 2sy finay + [y, finan) 2 avec
v=S (o, P, $3)-
On pose aussi, pour simplifier 1’écriture
(1.2.59) G: Ho(Q)—>W
défini par
(1.2.60) Gv=_do, 1, P> % v= (¢, 1. $o)yr; (¢=1,...,N);

on pose enfin

€. F->W,
défini par:
N
(1.2.61) (Cu,Gvy= 2 (¥,u, %)
w W=l W w

pour tout v dans HZ(£2).

Remarque 1.1. Si u est «suffisamment régulier» dans chaque £,, on aura
évidemment:
N
<gur g'{)>= Z <g,‘u, g"'l)>
(1.2.62) =

N
=Z f (mx(u)vx"*_my(u)vy_on(u)'U)do'ix

$=1 Iy
toujours pour tout v dans Hj ().

2 Cette quantité sera souvent designée, dans la suite, par |v], o (cfr. e.g. Raviart [1]).
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Remarque 1.2. Soulignons de fagon explicite la «formule de Green» suivante:

(1.2.63) ‘2 u, D), — % [ (D*u) pdxdy={Eu, 4>

14

pour tout u dans F et tout ¢ dans Hj(£2), qui est une conséquence immediate de
(1.2.39).

Remarque 1.3. On voit bien que la condition
(1.2.64) Fu=0

entraine, en un certain sens, la continuité des quantités (m,(u), m, (u), Q,(u))
sur les cdtes communs 4 deux £2;; on a en effet que, si (e.g.) u est dans F et si
de plus

D*uel?((),
on a pour tout ¢ dans Ha(£2):

N N
@ 9>=Y [ Dgl~ Y [(D*u)pdxdy

i=1 N

=Df (ul ¢xz+ 2 u2 4’:}1 + u3 ¢yy) dx dy _gf (ul, xx + 2 u2, zy + “3, yy) ¢ dx dy =0.

Remarque 1.4. Notons aussi que si 'on a e.g. g dans H2(£2), et g€ H*(£2;) pour
chaque £2,, et si
u=Dyg dans chaque £2,,

la formule (1.2.63) devient (pour tout ¢ dans H 2 (Q)

S g, Dl Z f A2g) pdxdy

=1

(1.2.65) .
8
Z;IJ(@ am, & T ¢y7n;‘gy+¢a—mdg)da,-.

On peut maintenant formuler notre probléme de min-max de la fagon suivante:
Trouver le point de selle dans K X W de:

N
(1.2.66)  Z(v, ¢)=%Z [ (vi42034-05) dx dy

—Zw (s by, B3)>= %Zl{vllz—@ ), 6>

ol, ici et dans la suite, lorsqu’il n’y aura pas le risque de confusion, on a écrit ¢
au lieu de (¢, ¢y, ¢3)-

Notons que Z (v, @), K et W dépendent de la décomposition choisie; on aura
donc, pour chaque décomposition, un probléme différent de min-max. D’ailleurs,
tous ces problémes sont «équivalents» entre eux, puisqu’ils sont tous «équi-
valents», dans un sens convenable, au probléme (1.1.1), comme on va le montrer
au théoréme suivant.
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Théoréme 1.2. Le probléme (1.1.1) et le probléme (1.2.66) sont équivalents au
sens sutvant: st w est la solution de (1.1.1), alors le couple (w, ), donné par

(1.2.67) u=(w,,, w,, v,,),
(1.2.68) V=%w=(w, v, w)x

est le point de selle unique de £ (v, @), et donc solution de (1.2.60).

Démonstration. Montrons d’abord que (u, ¥), donné par (1.2.67), (1.2.68) est
un point de selle pour % (v, ¢); il suffit pour cela de vérifier que, pour tout »
dans K, on a

(1.269) 3 vl B (o), §> 20,

et que pour tout ¢ dans Won a
(1.2.70) (Bu, d>=0.

Or, (1.2.70) est immédiate, puisque de (1.2.67) et de la remarque 1.3 on a ¥u=0.
Pour vérifier (1.2.69) on utilise la formule de Green (1.2.63) pour avoir

1.2.71) (G(v—u), Gw>— ﬁ{[v_u,pw],._ fD*(v—u)wdxdy};
. J

=1

en utilisant (1.2.67) et (1.2.68), la (1.2.71) devient:
(1.2.72) (€ (o—u), Y)= Z {(v u, ul, fD* v— u)wdxdy}

grice au fait que u et v sont dans K on a:
(1.2.73) D*(v—u)=D*v—D*u=0,

et donc pour tout v dans K on a
N

(1.2.74) Eo—u),y>=72 [u,vo—u],
i=1

ce qui implique bien (1.2.69).

On doit donc maintenant montrer que (1.2.66) admet une solution unique.
Cela peut étre obtenu avec des raisonnements classiques dans ce type de problémes
(cf. e.g. Lions-Stampacchia {1], Lions [1], Bensoussan-Lions-Temam [1], Rocka-
fellar [1]). Supposons en effet que (w4, ;) soit un autre point de selle pour

Z (v, ¢); on aurait évidemment pour tout » dans K

(1275) {:ullv ulL <(€(v——u1), ¢1> go’

Pba=

1

et pour tout ¢ dans W

(1.2.76) (Fuy, $>=0.
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En prenant v=wu, dans {1.2.69} et v=u dans {1.2.75) on a, grice a (1.2.70) et
(1.2.76),

(1.2.77) % [w, u; —uj, =0,
0;1
(1.2.78) 2 [uy, u—w,); =0,
d’ot, par différence, .
(1.2.79) i;[u~u1, u,—uj; =0,
i=

et finalement
(1.2.80) u=u,.
On en déduit alors, grice a (1.2.69), (1.2.70), (1.2.75), (1.2.67),
(1.2.81) (6v,y—y;>=0 VUvEK.
Soit donc =S (Y —¢,), c’est-a-dire solution de
A% =0 dans chaque £;,

(1.2.82)
) gé‘:‘l’—"f’p
et soit
(1.2.83) v=D{+u;

on a que v est dans K puisque

(1.2.84) D*v=D*D{+D*u=A%+p=p;

en plus on a (grace a (1.2.70))

(1.2.85) G0, Y=Y >=CCut+ED, 975 =<EDL,G);

en appliquant la formule de Green on a

N N
@nz,Ge> = 5 {1D2, D2+ [ (D*DO)axdy| = 3, (DL, DLL=1Y— -
De (1.2.81), (1.2.85), (1.2.86) on déduit alors que
(1.2.87) I — ¥ fw =0,
donc
(1.2.88) v=yv,

et I'unicité de la solution de (1.2.66) est démontrée.

1.3. Linéarisation du probléme

On va maintenant transformer le probléme de min-max (1.2.66) dans une
couple d’équations linéaires sur des sous espaces. Supposons a partir de main-
tenant et dans toute la suite que 'on connaisse de fagon explicite un triplet
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= 2 15) tel que
(1.3.1) f(H(2))}, D*f=p(x,y) dans Q.
On pourra, par exemple, prendre f= (0, f,, 0), avec

(1.3.2) hie3)=3 f [pEmande.

Notons que, comme on I'a vu dans la remarque 1.3, on a €f=0. Tout élément de
K peut maintenant s’écrire

(1.3.3) v=v,+f avec y,€V,
(1.3.4) V={(v1, v, v3) | (v3, v v3) €F, D* (23, v5, v3) =0}
L’inéquation (1.2.69) et 'équation (1.2.70) deviennent alors:
N
(1.3.5) 21 (o1, Vo—ue};—<E (Vo — ), Y 20 Vo €V,
i
(1.3.6) (Buy, ¢p>=0 VeW,
d’oli, grace au fait que V est un espace linéaire,
N N
2 [, Do)+ 2 [f, 0)i— (B0, ¥ =0 Vo,€V,
(1.3.7) -1 i=1

(Cuy, ¢p>=0 VoeW.
En résumé, on a «translaté» (1.2.66) dans le probléeme

Trouver (s, ) dans V X W, point de selle de

(1.3.8) N N
Ly (vo, §) =1% Z:l"”o "42+ _§1 [f,0);—<Bvy, ¢,

qui se traduit par les inéquations (1.3.7). On aura, grice 4 ce qu'on a vu pré-
cedemment, que, si (#,, ¥) est solution de (1.3.8) et w est solution de (1.1.1), alors:

(1 39) uO: (wzx’ wxy’ wyy) - (fl! f2’ f:i):
(1.3.10) V=%w=(w, v, w)z.

2. Approximation

2.1. Le théoréme d'approximation «abstraitn

On choisit maintenant, pour toute décomposition (d) de £ du type (1.1.5)
un sous-espace de dimension finie, ¥}, de V' et un sous-espace de dimension finie,
W,, de W. On va supposer que le choix de ¥, et de W, dans chaque décomposition
ne soit pas fait de fagon tout-a-fait arbitrire, mais que V, et W, soient liés par la
relation suivante.

Hypothése HA. 1l existe une constante a>>0 indépendante de la décomposition
(d) telle que pour toute g, +0 dans W, il existe v), =0 dans V, avec

(2.1.1) KBV, 1> Z|vsv | 2w
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L’hypothése H1 va jouer un réle trés important dans la suite. 1l sera donc utile
de faire quelques remarques.
Remarque 2.1. En introduisant I'espace W', dual de W, et l'opérateur =, de
«projection» de W’ sur W', défini par

(21.2) (v, ppo=C1,¢y> VW,
w; W W W

on peut vérifier assez facilement que 'hypothése H1 est «équivalent» & supposer
I'existence d'un opérateur #, de W’ dans ¥, tel que:

(2.1.3) T Ry (th) =1, Vr,eW,
(2.1.4) 12l = |tullwy Vo€ Wy,

avec o' >0 constante indépendante de (d). On peut trouver dans Crouzeix-
Raviart [1] des cas trés intéressants dans lesquels 'existence d'un tel #, a été
utilisée de fagon essentielle.

Remarque 2.2. Sotent W,,:.I(W,',) ct IN/,,:D(I%,); la formule (2.1.1) devient
alors:
N -
2.15) 3 on il zalenl il
np=DIy, €l

En notant le produit scalaire dans ¥V par [, 1, ¢’est-a-dire en posant

N
(2.1.0) v, ql=2 v, q), v qeV

i=1

~

I’hypothése H1 nous dit alors que, en un certain sens, ¥ ne tend pas a avoir des
composantes orthogonales a ¥, lorsque la décomposition (d) change.

Remarque 2.3. De I'hypothése H1 on déduit immédiatement que si ¢, est un
élément de W, tel que

(2.4.7) (B, ¢y>=0 Vv,V

alors ¢, =0 (donc 7, % est surjectif de V, sur W}’). En effet par contradiction si
I'on avait ¢, =0 il existerait, d’apreés H1, un v,==0 dans ¥} avec

(21.8) &y, >z a|vs]v | dulh->0.
Considerons maintenant le probléme approché.
Trouver (W, ) dans V, X W, tels que:
(2.1.9) [, 0]+ [f o)) =<{Fv, ¥,> VoV,
(Cuy, §,>=0 VP,eW,.

On a le théoréme suivant.

Théoréme 2.1. Sous Uhypothése HA le probleme (2.1.9) admet une et une seule
solution.

9 Numer. Math., Bd. 24
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Démonstration. Soit N, 'espace
(2.1.10) N,={v,|v,€V,, m,Cv,=0},
et soit u} la solution (qui siirement existe) du probléme:

trouver uf dans N, tel que:

(2.1.11) .
(u, 0]+ [f0,]=0 Vv,EN,.

Notons que siyp¥ € W, est tel que

[u:r vh—] + [f) vh:l = <(6 vh»w:> VthZVf.L;

(2.1.12)
avec Nt =orthogonale de N, dans V,,

alors le couple (u},w¥) est une solution de (2.1.9). Pour démontrer que (2.1.9)
admet au moins une solution il suffit donc de démontrer qu'il existe au moins
un py dans W, vérifiant (2.1.12). Pour cela, notons que, comme on I'a vu dans la
remarque 2.3, Uopérateur m,% est surjectif de ¥V, sur W', et donc sa restriction
T, & Ni- est un isomorphisme surjectif de N} sur W', Par dualité alors 'opérateur
T}, transposé de Tj, est un isomorphisme surjectif de W, (dual de W) sur (V})’
(dual de Ni). Il suffit maintenant de noter que l'application

(2.1.13) U*:v,—>[uy, v, ]+ [f,v,], ©EN}
est un élément de (V;-)’, pour avoir que

(2.1.14) yr = (Tp)u*

est un élément de W, qui évidemment vérifie:

<gvh’ w:> = <Th vh: w:> = <vhr Tif"l)lt>

241
( 2 =U*(v)=[uy, v )+ [, o]  VoO,EN}.

On a donc démontré que (2.1.9) a au moins une solution; avec une technique
identique A celle utilisée dans la démonstration du théoréme 1.2, on obtient
ensuite qu'une telle solution est unique, ce qui achéve la démonstration. Donnons
maintenant le «theoréme de convergence».

Théoréme 2.2. Sous U'hypothése H1, il existe une constante y >0 indépendante
de (d) telle que si (wy, W) et (w,, Y;,) sont les solutions de (1.3.8) et de (2.1.9) respective-
ment, on a:

(2.1.16) ““o““h“VHI'/’*'/’h"Wé?(v’i‘g‘f,’)"“o“‘”hM' inf ”'/’”‘/’h”W)-

$rcWp

Démonstration. Nous montrerons que pour tout (v,, ¢,) dans ¥, X W, tel que

(2.1.47) ““o_”hnv§uuo_uh"%
(2.1.18) ¥ —@ulw =¥ —¥ulw.
on a

(2.1.19) [tte—willy + ¥ — il =¥ (Jto—os v+ ¥ — i)
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avec y > 0 constante indépendante de (v,, ¢,;) et de (d). On commence d’abord
par vérifier qu’il existe une constante %> 0 indépendante de (d) telle que pour
tout ¢, dans W, qui vérifie (2.1.18) on a

(2.1.20) “lll-‘llhnwék(|lu0“’uh“V+"'l’—¢h“W)

On peut évidemment se borner & démontrer (2.1.20) dans le cas ¢, ==,; notons
alors que

(2.1.21) ¥ — vl <|¥—ulw+ | s —¥ilw

et que, d’aprés I'hypothése H1, il existe un v, 0 dans Vj tel que
(2.4.22) (Evy, b — > Za|v, |y | — Wil

Ona

(Evy, G~ = |<E0,L Y — )]+ [<Evy ¥ — )|
(21.23) < [val 1Y — @l + | [te—2ts, 0,1
louly (1 — dullw + e —wui]l)-
De (2.1.22) et (2.1.23) on a alors

(2.1.24) s —¥nlw = *; (¥ — @alw +uo— sl

et de (2.1.21) et (2.1.24) on a (2.1.20) avec k= +1.

A partiir de (2.1.20) on va maintenant démontrer (2.1.19). Pour cela notons
que pour tout », dans ¥, on a:

(2.1.25) I]uo—uh"f,: [wy—u;, Uy—0,]) + [0y —uy, U, — U, ] ;

en utilisant le fait que (Bu,, y,>=<{Fu,, x,>=0 pour tout y, dans W,, on a
d’ailleurs, pour tout ¢, dans W,

[y— 1w, U, — W, ] = E (0, — W), Y —Yp> =(E (0, — W), Y — Py
+<E 0 —uy), p— i) =[O —wy |y [ — diliw + 40 —0ully [ 5 —¥a -
On a alors de (2.1.17), (2.1.18) et (2.1.26)
(24.27)  [ug—uy, v —w,) < 2| ug—w, |- [ — @i w42 | — V|l [ —Wa s
et de (2.1.20) on déduit:
[ty —wy, 0, —u,) = 2(ug—uy|ly |9 — i w
(2.1.28) + 2k |[uy— ;| ([t —ws [+ ¥ — i lw)
=2(k+1) [uo— | (o — 0l + |V — 1)

(2.1.26)

On a alors de (2.1.25) et (2.1.28):

||“0“‘“h"¥’é|]“o_“h”V("“o'”h||V+2(k+1) (”“o—vh"V‘i‘u'/"‘“ﬁhuw))
=k Jug—w, | (Jug—vu]ly 4 [ — dilw),

avec ky=2k-3. De (2.1.20) et (2.1.29) on a enfin:

(21.30)  Jup—wy [+ — il = (1 +2 (1 +2)) (lug—on v+ [ — @1 [w).

g*

(2.1.29)
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cest-d-dire (2.1.18) avec y=2~%*+4k+1=a"2(3¢2+8a+7). On a donc en
particulier que 72 <y <18a~2.

2.2. Exemples

On va faire maintenant quelques exemples de schémas qui vérifient '’hypo-
thése H1; on va traiter soit des éléments triangulaires soit des éléments rectan-
gulaires; pour simplifier, nous donnerons les démonstrations en détaille seulement
dans le cas des éléments triangulaires, pour lesquels les notations sont un peu
moins lourdes, et on exposera aprés deux exemples de schémas relatifs 4 des
¢éléments rectangulaires (ou, plus en générale, des parallélogrammes) qui vérifient
aussi I'’hypothése H1, en donnant une idée trés synthétique des démonstrations.

Supposons donc, d’abord, que toute décomposition (d) vérifie les hypothéses
suivantes:

1) Les Q, sont des triangles;

1) st i47 et !_),-n.@,- =0 alors les triangles 2, et Q; ont un sommet commun ou
bien un c6té commun;

iii) st Pom pose o,=diamétre de £2; et p;=diamétre du cercle inscript dans £2,,
il existe une constante & > 0 telle que pour toute décomposition (d) et pour tout 2,
dans (d) on a:

O'
(2.2.4) % <.

En utilisant la nomenclature de Ciarlet-Raviart on peut résumer i), ii) et iii) en
disant que on considére une famille réguliére de triangulations.

On définit alors pour toute (d) dans la famille:
(2.2.2) V,={ve (L*(2))?, v, est linéaire dans chaque Q,(j=1, 2, 3)},
(2.2.3) ﬁ/ ={z€ Hy (.Q) A%2=0 dans chagque 2,, z est cubique® sur chaque coté de

chaque £, est linéaire sur chaque c6té de chaque 2.},

(2.2.4) W,=9 (W) {restnctwns a)y= U 082, des triplets (z, z,, z,) olt z€ VT’,,}

'z 7y
fal

Remarque 2.4. Avec cette choix, ¥, a 9N degrés de liberté (avec toujours
N =nombre des £2,); W,, et donc W}, a 3M degrés de liberté, M étant le nombre
de sommets de la triangulation qui sont 4 I'intérieur de 2. En effet toute z,, de W,

est définie de maniére unique, dans chaque £2;, par les valeurs de z,

282, (puisque A%2z=0 A l'intérieur). En plus, si I'on connait la valeur de z,,, z,, , et
2, , dans les trois sommets de £2;, on connait par conséquence, pour chaque cdté, la
valeur, dans les deux buts de z,, de sa derivée tangentielle et de sa derivée normale;
on connait donc sur le coté tout entier soit z,, qui est cubique (4 conditions),
soit ‘2%7’ qui est linéaire (2 conditions).

On va maintenant démontrer que I'hypothése H1 est vérifiée avec cette choix de
V, et W,. De fagon plus précise on montrera que la vérification de I'hypothése H1

3 On appelle «fonction cubique» tout polyndme de degré < 3.
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est liée a une certaine condition de compatibilité qui dépend seulement du schéma
et non des décompositions choisies; on pourra donc se borner a vérifier que cette
condition de compatibilité est remplie sur un élément de référence 7° choisi une
fois pour toutes.

Soit donc dans le plan %, le triangle T de sommets S,=(0, 0), S,=(1, 0)
et Sg=(0, 1). On munit 'espace

(2.2.5) L=12(T))

de la norme

(2:2.6) (81, By, B5) ”12_:! (03 + 203+ 93) dxdF
et on définit )

(2.2.7) ¥ = (B(T))*cL,*

(2.2.8) v ={]‘onctions ¢ biharmoniques dans T, telles que { est cubique sur chaque

coté et g% est linéatre sur chaque cété} )
(2.2.9) @=D(#)<L,
(2.2.10) 7 =sprojection dans L sur ¥".
La vérification de 'hypothése H1 découlera du lemme suivant.
Lemme 2.1. Les espaces ¥ et @ vérifient la condition de compatibilité suivante:

Il existe une constante > 0 telle que pour tout ¢ dans @ on a:
|=ql: =plql:-

Démonstration. L'espace @ étant de dimension finie, il suffit de démontrer
que pour tout ¢ dans @ on a

(2.2.11)

(2.2.12) lalz +0=|nq|:+o,
c’est-a-dire
(2.2.13) [q,v]p=0 Yve¥ = |qf;=o0.

Pour vérifier (2.2.13) il suffit en général de prendre une base q, ..., g, dans
@ et une base wy,, ..., W, dans 7~ et de vérifier que la matrice de compatibilité
{c;, ;}, définie par

(2.2.14) Ci, ’= [w“), q(,)]z,

a rang égal & r. Dans notre cas on ar =06 et s =9. On peut choisir alors, par exemple,

wy=(1,0,0), wg=(%00), we=(500), wgL=(01,0),
(2.245) wE=(0,%,0), wg=(0,750), wry=(0,0,1), wg=(0,0,3%),

W gy= (0,0, 9),
4 Ici et dans la suite F,(E) désignera ’ensemble des polynémes de degré <r dans E.
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ce qui nous donne une base pour ¥". Pour trouver une base dans @ on construit
d’abord une base dans %", par exemple de la fagon suivante:

Lo=1. Ilg=2% ({5=39 L= L5=2i), (=i

C(7)=¢ (%, 9), g(s)z’/’(’:': 7). C(s)’:l(i» ¥,

olt ¢,y et y sont des fonctions de %~ définies par les conditions suivantes:

P(S)=0¢(S)=1, ¢(Ss)=0, (S)=0, k=1,2,3,
$;(Sx)=0, k=1,2,3, v (S)=1, v;:(Sd)=p;(Ss)=0,
$5(Sp)=0, k=1,2,3; v;(S)=0, k=1,2,3;
x(Sp)=0, k=1,2,3,
3(S)=0, k=1,2,3,
1, 25 (S2) =15 (Ss)=0.

On peut vérifier sans peine que les valeurs de (), {i; ; et {55 dans S, S,, Sy
donnent un systéme (j=1,...,9) de vecteurs linéairement indépendants, et
donc les {;, sont une base. Il suffit maintenant de remarquer que

(2.248) Deyy= D¢ py=Dtgy=(0,0,0)

(2.2.16)

(2.217)

pour avoir que le systéme

95=Dl;is (G=1,...,0)
est une base de €. On doit donc seulement calculer les coefficients [w;, ¢(,]; de
la matrice. On remarque qu'on ne connait pas explicitement la valeur de ¢, vy, x
a lintérieur de T '; le calcul doit alors étre fait, dans ces cas, en utilisant la formule
de Green
(2.2.19) [Dg, v]g= [ (m; (®);+m; (®)L;—0;()¢)dl,
ot

ol1 m; (v), m; (v) et Q;(v) sont toujours donnés par (1.1.7).

Nous ne donnerons pas les calculs ici; il suffit de dire qu'on obtient, par
exemple, une matrice 6 X6 non singuliére en éliminant dans {c; ;} la prémiére,
la quatriéme et la septiéme ligne.

Remargue 2.5. L'hypothése A2, =0 qu’on a mis dans la définition de W n'est
pas essentielle, ainsi que le choix des directions normales comme directions
lelong desquelles la derivée de £ doit étre linéaire sur chaque c6té. En effet on
peut montrer trés aisément que si A est un opérateur elliptique du quatriéme
ordre A coefficients constants et réduit 4 sa partie principale (c’est-A-dire contenant
seulement des derivations d’ordre quatre) du type

(2.2.20) A=D*A*AD,

A étant une matrice réelle 3 X3 inversible et A* étant la matrice adjointe de 4
par rapport 4 la norme

(2221) l](alr a2: aa) Ilzzaf_.*_ 261:-}—“;,
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et si
{2.2.22) v=1,, N,, N,
est un triplet de vecteurs unitaires dans R? tels que
(2.2.23) o A N
en considérant les espaces

'7///1, v:{c €H? (f‘) At=0, ¢ est cubique sur chaque c6té et :;El est linéaive

(2.2.24) N
sur le cbté I, (i=1, 2,3)},

avec l;, iz, l;: cotés de T, et

(2.2.25) Q, ,=AD¥ , ),

on a encore

(2.2.26) @, <L,

et

(2.2.27) lzql: =p4,.lal; Vaca,,,

B4, , étant une constante >0 qui dépend seulement de A4 et de ». En effet, @, ,
étant toujours de dimension finie, tout revient 4 démontrer que si I'on a q dans
@, ,avec

(2.2.28) l[q,v]}=0 Vwvey
alors
(2.2.29) q=0,

ce qui est facile.
On est maintenant en mesure de démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 2.3. Les espaces V, et W, définis par (2.2.2) et (2.2.4) vérifient I'hypo-
thése H1.

Démonstration. Soit y, <=0 dans W, et solent z,= (y,) (c’est-a-dire z,,eﬁ/',, et

Gu,=1,) et q,=Dz, Soit maintenant, pour chaque £, F; la transformation
affine inversible qui envoie T sur £, et soient

(2:2:30) €' (%, 3)=q(E: (% 9));
on aura que ¢* appartient i un espace du type @ 4, 0u A4 et » dépendent de la
transformation F, et donc, essentiellement, de la forme de 2; (A une homethétie
et 4 un déplacement rigide preés).

Grice A I'hypothése iii) on a alors que 4 et » varient dans des ensembles
compacts, et donc d&s que la constante 8, , dépend continument de 4 et de »,
il existe une constante g8* telle que, pour tout g, et pour tout £; on a:

(2.2.31) |7g’|c 2 B4’z
Soient

(2.2.32) v'=aq’,
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(2.2.33) vy (%, ) =" (E (%, 9)),
et soit v, dans ¥, défini par:
(2.2.34) Vo= (=1,...,N).

On vérifie sans peine que »,, construit a l'aide des fomules (2.2.30) et (2.2.32) —
(2.2.34), est la projection (dans V) de q, sur ¥,; on a en plus (cfr. e.g. Ciarlet-
Raviart [1]) que:

5 5 boy
2.239) oz 22 2 la 20 2% ol
pour tout ¢=1, ..., N, ¢ et ¢ étant des constantes que dépendent seulement de

T (en particulier on a §—diamétre de T et ¢=diamétre du cercle inscript
dans 7'). On obtient donc de (2.2.35) que

. .
(2236) loals = 2 lauls, (3= 5)-
On a alors:
2
(2237) (on gl =oul} = 2% las = ol -
D’ailleurs on a
(2.2.38) ol <lgslv,  lauly=l2alw
et
(2.2.39) (€, 1> =08 qul;
donc
(2.2.40) (v, 1> 2|l Z alonly |2 lw

et I'hypothése H1 est vérifiée.

Remarque 2.6. On voit bien que la démonstration du théoréme 2.3 utilise
seulement: a) la condition de compatibilité (2.2.11), b) le fait que les F; soient des
transformations affines inversibles et ¢) la condition de régularité iii). Cela va
nous permettre d’adapter sans difficulté la démonstration 4 des situations beaucoup
plus générales, par example en changeant les définitions de ¥} et de W, et aussi
en supposant que les £2; soient des parallélogrammes, ou bien qu'il y ait des
triangles et des parallélogrammes enseamble etc. Dans tous les cas, on doit simple-
ment vérifier qu'il n'y ait pas des éléments trop «aplatis» et que la condition de
compatibilité (2.2.11) soit vérifiée sur 'élément de référence (cu sur les éléments
de référence si par exemple on utilise triangles et parallélogrammes ensemble).
On va voir des exemples tout de suite.

Donnons maintenant, de fagon trés synthétique, d’autres exemples de schémas
qui vérifient I'hypothése H1. On se bornera, pour simplifier, au cas des éléments
rectangulaires, qui est d’ailleurs 'un des plus utilisés en pratique. Supposons,
cette fois, que chaque décomposition () soit du type suivant:

i) chaque 82; est un rectangle avec des cotés paralléles aux axes, de longueurs
B et hy;

ii) si k7 et Q,n; %0 alors Q; et L2, ont un sommet commun ou bien un coté
commun,
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jii) il existe une constante 9" > 0 telle que pour toute (d) et pour tout 2, dans (d)
on ait:

(2.2.41) max {, g

min {#%, 4! h’,} =

=9
On choisit alors ¥} et W, de la fagon suivante.

Vi={ve (L2(Q))3; vy et vy sont bilinéaires® dans chaque 2, et v, est linéaire

(2.2.42) dans chaque 2.} ;

W,= {&' €HJ(Q); A =0 dans chaque Q,, L est cubique sur chaque c6té de
chaque 2, et :j est linéaire sur chaque c6té de chaque .Q,} )

(2.2.44) W, =G (W,).

(2.2.43)

Remarque 2.7. On peut vérifier sans peine, de fagon analogue a ce qu'on a
fait dans la remarque 2.4, que dans ce cas ¥V, est de dimension 11N et W, est de
dimension 3M, en indiquant toujours par N le nombre des £2; et par M le nombre
de sommets des £2; qui sont 4 l'intérieur de £2.

Avec les mémes raisonnements qu'on a fait précédemment, on trouve sans
difficulté qu’'on peut se ramener a I'étude de la matrice de compatibilité sur un
¢lément de référence R fixé. Pour cela soit maintenant R le carré Jo,1[x]0,1[;
posons:

(2.2.45) L=(L2(R)), “U"%:j (V32054 03) dx dy,
R
(2.2.46) ¥ ={weL; v, et vy sont bilinéaires et vy est linéaire}.

{C €H2(R); A2t=0 dans R, { est cubique et ﬁ% est linéaire sur
chaque cote} ,
(2.2.48) Q=D ¥).

(2.2.47)

On doit maintenant choisir une base dans ¥ et une base dans #" (ce qui nous
donnera une base dans @); prenons

vW=(1,0,0), ¥=(0,1,0), v®=(0,0,1),

v@=(x,0,0), v¥=(0,%0), v®=(0,0,7x),

(»,0,0), ¥?=(0,5,0), *9=(0,0,y),

¥ = (xy, 0, 0)’ 2 — (0, 0, xy),

(2.2.49)

ce qui nous donne une base pour ¥". Posons maintenant S;=(0, 0}, S,=(0, 1),
Sg=(1,0), Sy=(1,1) et prenons ¢ ... $? dans #~ définies par

d’m( ) ; i1 ¢g’+4) (Sk)=6i, ke

oD (SH=0P(S)=0;  ¢UT(S)=¢t9(Sy)=0;
Y0 (S =06;, 1
U (S) =i (S,) =0

5. On appelle «fonction bilinéaire » toute polynéme du type a,+a, -+ a,y +azxy.

(2.2.50)



126 F. Brezzi

(7 et & pouvant varier indépendemment de 1 2 4, et §; , étant le symbol de Kron-
ecker), qui sont évidemment une base pour #". Notons qu’on a encore

(2.2.51) dim (@) =dim (#") —3

toujours grace au fait que la dimension du noyau de D (en tant que opérateur
de #” dans @) est égal a 3 (avec les fonctions { =1, {=x, {=9y comme base du
noyau). On doit donc montrer que le rang de la matrice

(2.2.52) ¢ ;=0 D¢y (i=1,...,11;7=1,...,12)

est égal a la dimension de @, c’est-a-dire égal & 12— 3=9. En calculant alors les
¢; j» toujours a l'aide de la formule de Green (2.2.19) on peut s’apercevoir qu’on
obtient une matrice 9 X9 non singuliére par exemple en éliminant dans (2.2.52)
les lignes i=73 et ¢=9 et les colonnes j=4, j=6, /=09.

Remarque 2.8. On peut voir que, si I'on veut réduire la dimension de ¥~ (et
donc de V}) on peut utiliser des v du type

(2.2.53) v={(ay+a, ¥+ a3 xy, by+ by x+by ¥, cot-Ca ¥+ c5 xy).
Cette choix nous donne alors la «condition d’optimalité ».
(2.2.54) dim (¥") =dim (@) = dim (#) —3

trouvée de fagon expérimentale dans Henshall [1]8. Soulignons explicitement que,
d’ailleurs, le choix

(2.2.55) v=(ay+a, Xx+ay, byt b x4+ byy, cot+cix+cyy)

qui vérifie (2.2.54) et qui a été utilisé trés souvent en pratique (cfr. e.g. Pian [1], [2]
et bibliographie de ces articles) aboutit & une matrice de compatibilité qui a
rang 7 et donc qui ne satisfait pas la «condition suffisante»:

(2.2.56) rang ({¢; ;}) =dim (@) = dim (#") —3

qu’'on utilise ici de fagon systématique. On n’a pas vérifié, d’ailleurs, si le choix
(2.2.55) donne un schéma qui satisfait & ’hypothése H1 (qui est, elle méme, une
condition suffisante).
Un autre schéma relatif 4 des décompositions qui vérifient j), jj), jji) et qui

vérifie 'hypothése H1 peut s’obtenir de la fagon suivante; on prend:
(2.2.57) ¥ ={vel, v est du type (Q)},
(2.2.58) (@) v=(ap+ o x+ayy+asxy+asy? by+byx+byy+ by x>+ bg y2,

- Cot €1 %+ Ca Y+ Caxy+cy 2),

(2.2.59) H#'= {CEHz (R), 4%t =0,( & —g% sont cubiques sur chaque cété} .

6 En général on peut toujours, & partir de deux espaces 7" et @ de ce type et véri-
fiants la condition de compatibilité (2.2.11) (ou, si 'on préfere, (2.2.56) qui est équi-
valante), construire un sousespace ¥ de ¥ tel que ¥~ et @ vérifient aussi bien (2.2.11)
que (2.2.54). Par exemple dans le cas des triangles on pouvait prendre, au lieu de ¥
défini par (2.2.7), l'espace ¥ des éléments du type

v(7,9) = @+ a, (v +5), bo+ by (x+ ), co+ 1 (x+ ).
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On vérifie sans peine que % a, dans ce cas, dimension 16 (par exemple en prenant
comme degrés de liberté¢ les valeurs de{, ., [, {,, dans les quatres sommets de R).
On peut aussi vérifier que la matrice de compatibilité liée & ce schéma a rang 13
et donc la condition (2.2.56) est remplie?. On en déduit que les espaces:

(2.2.60) V,={ve(L2(R))? v est de type (Q) dans chaque 2.},

(2.2.61) W,= {C €H3(Q), A2t =0 dans chaque Q,, ¢ et %6% sont cubiques sur chaque
cOté de chaque .Q,»},
(2.2.62) W, =% (W,

vérifient I'hypothése H1. On remarque que dans ce cas on a dim(}})=15N et
dim (W) =4M.

Remargque 2.9. On n’a pas traité ici le cas des parallélogrammes; on peut
appliquer la théorie méme & ce cas, mais la traitation devient beaucoup plus
compliquée; en effet il n’est pas immédiat de appliquer aux parallélogrammes les
raisonnements de la remarque 2.5, a cause du fait que ¥~ n’est pas invariante,
dans ces cas, par rapport A des transformations A* du type (par exemple) v;=
v, + Vg, V=7, Vs=1,. Dans le cas des rectangles & cotés paralléles aux axes, par
contre, on arrive seulement & des transformations 4 du type v;=*k,v,, vs=~,v,,
vy= kgvg avec k;=constantes, qui sont bien des isomorphismes de ¥~ sur soi méme.

2.3. Evaluation de l'erreur-convergence

Nous avons démontré dans le théoréme 2.1 que si le choix de V et W, satisfait
I'hypothése H1 alors on a:
231 (ue—wfy+ Y —dulw<y (01:;% Jete— sl +¢ir€1§v* u‘l’—(ﬁh"w) .
Nous avons montré dans le paragraphe précédant des exemples de familles de
couples (V}, W) qui vérifient I'hypothése H1. On a donc, dans chacun de ces
exemples, la majoration (2.3.1); on va évaluer maintenant, dans les différents
cas, les quantités

(2.3.2) Jhrelf,b letg—24 ]y,
(2:3.3) Qfé‘fvh ¥ — s lw-

On va aussi déduire de (2.3.1) et de I'évaluation de (2.3.2), (2.3.3) un résultat de
convergence. Ceci n’est pas automatique; soulignons en effet encore une fois que
les espaces V et W, ainsi que la solution (u,, ¥) de (1.3.8) dépendent de fagon
essentielle de la décomposition (d). Nous considérons une suite de décompositions
et pour chaque décomposition on a 1} un probléme de point de selle (1.3.8)
équivalent 4 (1.1.1) dans le sens qu’on a précisé; 2) un probléme approché (2.1.9).

7 Méme dans ce cas ¥ peut étre «amelioré»; il suffit de prendre, au lieu du type (Q),
le type:
Q) o= (a0+alx+a2y+a3xy+d1y2, by+by b,y +dy (224 37),

CotCx oyt xy+d 22).
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SiI'hypothése H1 est vérifiée, on a, pour chaque décomposition {d), la majoration
(2.3.1) pour la distance entre solution de (1.3.8) et solution de (2.1.9), avec y
indépendante de (4); mais la formule (2.3.1) ne peut pas étre considérée comme un
résultat de convergence, méme si l'on a que les quantités (2.3.2), (2.3.3) tendent
vers zero uniformement lorsque un souhaitable «parameétre de décomposition»
tend vers zero.

Commengons donc par ce dernier point; on veut transformer (2.3.1) dans une
formule qui nous donne une majoration de la distance entre {,, ¥,), solution de
(2.1.9), et w, solution de (1.1.1), dans des normes indépendantes de (4); ceci peut
se faire assez facilement a I'aide du lemme suivant.

Lemme 2.2. St les décompositions (d) vérifient i), ii), iii) (ou bien j), i), iii)),
on a

(23-4) l w-f(lﬁ) |2»9: | w_/gw '2._() éK‘ hlz—'l w |4_,'_Q
avec v entrier =2, K constante indépendante de (d) et
(2.3.5) | | =max{diamétre de 2,}.

Démonstration. Sans entrer dans les détailles, il suffit de remarquer que les
applications

(2.3.6) Huw=w—S%w (i=1,...,N)

sont identiquement nulles si w est un polynéme de dégré <3. En appliquant le
lemme de Bramble-Hilbert (v. Bramble-Hilbert (1], [2] et aussi Ciarlet-Raviart
[1], Raviart [1]) on en déduit (2.3.4) avec des raisonnements du méme type de
ce qu'on a fait dans la démonstration du théoréme 2.2. On signale que la démon-
stration se simplifie beaucoup si 'on suppose aussi, ce qui d’ailleurs est trés
raisonnable, qu’on travaille avec «un nombre fini de géometries», c'est-a-dire si
les £2;, lorsque (d) varie, assument seulement un nombre fini de formes différentes
(A une homothétie et & un déplacement rigide prés).

A 'aide du lemme 2.2 on obtient donc, enutilisant les formules {1.3.9}, {1.3.10}
et (2.3.1)

" (wxx» Ways wyy) - (uh +f) "(L'(D))'+ l w_j('l’h) |2,ﬂ

2—y : . : __
S K| wlopoty (inf [uo—vyly+ inf [¥—dylw).

(2.3.7)

11 suffit donc, maintenant, d’evaluer (2.3.2), (2.3.3) dans les différents cas. Ceci
peut ce faire avec des techniques qui sont désormais classiques dans la théorie
des éléments finis (v.e.g. Cialet-Raviart [1 —4], Strang-Fix [1] etc.). On remarque
en particulier que pour évaluer (2.3.3) il est convénient de la presenter comme

inf H!ll—¢h|iw= ini IJ('P)—‘chlz,n: in{ lng—Chlz,a,
AW ireWn LaeWa

et d’appliquer ensuite le lemme de Bramble-Hilbert. En appellant E(k) la somme
de (2.3.2) et de (2.3.3) on obtient alors dans les différents cas:

a) Pour le schéma (2.2.2), (2.2.4) et pour le schéma (2.2.42), (2.2.44):
E(h) = cost| b (j e+ I liary)-
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b) Pour le schéma (2.2.60), (2.2.62):

E(h) < cost|h|*(|w|luyay+ If | any)-

On voit donc, en particulier, que le schéma (2.2.60), (2.2.62) est convénient, a
priori, seulement si 'on connait explicitement un f assez régulier.

Appendice

Résultats numériques
On a consideré le cas d’une plaque carrée, encastrée sur le bord de 2=10, 1{ x
10, 1[ et soumise i une charge distribuée p(x, y)=24(y4— 233+ y24-x4—223 4
2%)4-2(6x2—12x+42) (6y2—12y+-2). On peut alors vérifier facilement que dans
ce cas le déplacement transversal de la plaque, w (x, y), est solution de:

Aw=1p dans 2
A1
(A1) w:%ﬂ =0 sur o8
n

et donc est donné par
w(x, y) = (¥4 =227 2% (y'—25°+5").

Le tableau suivant montre les résultats obtenus par L. D. Marini® en appro-
chant le probléme A1 par les schémas (2.2.42) —(2.2.44) et (2.2.60)—(2.2.62), en
prenant pour £2; des carrés.

Les calculs ont étés effectués sur 'ordinateur Honeywell 6030 du Centro di
Calcoli Numerici dell’Universita di Pavia.

h ERR (1) ERR (2)
1/4 0.017 0.00095
1/5 0.012 0.00056
1/6 0.0085 0.00032
1/7 0.0058 0.00018
1/8 0.0041 0.00012
1/9 0.0029 0.000082

1/10 0.0022 0.000041
1/11 0.0017 0.000044
1/12 0.0013 0.000041
1/13 0.001 0.000044

h=rpas de discrétisation = longueur des cotés des £2;
ERR (1) = |0 —w|xafl |y

ol w=solution exacte de A1 et w,=solution approchée de A1 calculée par le
schéma (2.2.42) —(2.2.44);

ERR (2) = |0 —w}|exa/ | |ya),
ou w=solution exacte de A1 et w,=solution approchée de A1 calculée par le
schéma (2.2.60)—(2.2.62).

8 Cfr. F. Brezzi - L. D. Marini: «On the numerical solution of plate bending problems
by hybrid methods» (3 paraitre sur R.A.ILR.O.).
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