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Uber die Struktur der zweiatomigen Molekelspektren
nach der Quantenmechanik.

Von E. Wigner und E. E. Witmer * in Gottingen.
Mit 3 Abbildungern. (Eingegangen am 23. Juli 1928.)

Die Struktur der Molekelspektren wird mit Hilfe der gruppentheoretischen Methode
behandelt. Im ersten Teile (§1 bis 9) werden — nach Aufstellung der ersten
Naherung fiir die Eigenfunktionen — die Auswahl- und Intensititsregeln und die
Aufbauregel einer Rotationsbande behandelt. Im zweiten Teile (§ 10 bis 15) wird
die Aufbauregel der Elektronemterme des Molekiils gegeben, indem es durch Zu-
sammenfithren von zwei Atomen entstanden gedacht wird, Es werden so die-
jenigen Klektronenterme des Molekiils gleichzeitig ins Auge gefafit, die dieselbe
Bandenkonvergenzstelle haben.

§ 1. Wir wollen im folgenden die Struktur der zweiatomigen
Molekelspektren, wie sie sich aus der Quantenmechanik ergibt, mit Hilfe
einer Methode darstellen, die schon frither zur Analyse der Atomspektren
verwendet worden ist**. Diese scheint uns erstens eine einheitliche
Behandlung der hier auftauchenden Fragen zu gestatten und ergibt
zwangsliufig alle Regelmifigkeiten, Auswahlverbote oder nicht ganz
normale Typen von Spektren.

Von bisherigen Untersuchungen iiber die qualitative Strukbur #=
dieser Spektren sind in erster Reihe die grundlegenden Untersuchungen
von F. Hund**** zu nennen, der auf halb guantenmechanischem, halb
korrespondenzmiBigem Wege diese Frage zu losen versucht hat. Besonders
wichtig erscheint uns seine Idee von der adiabatischen Zusammenfithrung
der Atome zu einem Molekiil, auf die sich unser Vektorzusammensetzungs-
modell grindet. Durch die Franck-Condonschen Ideen iber die Be-

* Fellow of the National Research Council (U. S. A)) and the International
Education Board.

*# E.Wigner, ZS. I. Phys. 40, 492, 883, 1927; 48, 624, 1927, im folgenden
als F' zitiert; J. v. Neumann und E. Wigner, ebenda 47, 203, 1928; 49, 73,
1928; 51, 844, 1928, als I, 11, III zitiert. — Es wird hier keine Vollstindigkeit
angestrebt. Der Zweck ist vielmehr, nach dem Aunfschreiben der ersten Niherung
fir die Eigenfunktionen — woraus eigentlich alles herzuleiten ist — nur einige
uns besonders wichtig erscheinende Regelm#Bigkeiten anzufiihren.

#*% Die Arbeiten von L. Mensing, ZS. . Phys. 86, 814, 1926; E. Fues,
Ann. d. Phys. 80, 367, 1926; 81, 218, 1926; H. Rademacher und F. Reiche,
ZS. i. Phys. 39, 444, 1926; 41, 453, 1927; R. de L. Kronig und L I. Rabi,
Phys. Rev. 29, 262, 1927, beschiftigen sich in erster Reihe mit den Termen eines
mehr oder weniger idealisierten Modells.

*4% B, Hund, ZS. {. Phys. 36, 657, 1926; 40, 742, 1927; 42, 93, 1927; 43,
788, 1927.
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deutung der Bandenkonvergenzstelle* erhilt der Prozef der Zusammon-
tithrung der Atome bzw. Trennung der Molekel in Atome einen unmittel-
baren physikalischen Sinn. Weiter mdchten wir die Arbeit von R. de
1. Kronig** erwihnen, die einige unklare Punkte in der Hundschen
Theorie aufgeklirt hat. Von W. Heisenberg *** stammt die Erklirung
der ausfallenden Linien und des Intensitiitswechsels in Banden mit zwei
gleichen . Atomen.  Eine Begriindung erfuhren die stillschweigenden
Voraussetzungen dieser Arbeiten durch M. Born und J. R. Oppen-
heimer®#% die unmittelbar gezeigt haben, warum man die Kernbewegung
in erster Niherung vernachldssigen darf; diese Arbeit gab den unmittel-
baren Anlaf zu vorliegendem Aufsatz. Vor einigen Tagen schlieflich
erschien eine Ankiindigung einer Arbeit von J. H. van Vleck und R. S.
Mulliken{ tber die GrsBe der sogenannten ¢-Typ Dubletts, so daf

* J. Franck, Trans. Faraday Society (1925); E. Condon, Phys. Rev. 28,
1182, 1926.
*# R.de L. Kronig, Z8. {. Phys. 46, 814, 1927.
#x% W, Heisenberg, ebenda 41, 239, 1927.
%% M, Born und J. R. Oppenheimer, Ann. d. Phys. 84, 457, 1927.

+ J. H. van Vleck und R. S. Mulliken, Bull. Amer. Phys. Soc. June 15,
1928, 8.13.

Wir haben diese Rechnung auch ausgefiihrt, indem wir zuerst die richtige
nullte Niherung (7) fir die Eigenfunktion in die Schrodingergleichung Hvw — Ky
eingefiihrt haben und damit die erste Niherung E — (v, Hy) fir den Eigenwert
berechneten. Diese ergab

lﬂ M1+M2 J‘ ¢+1Z ¢""1ld‘q’

El_E0+ l(l—l_l)—A’ﬂ]sﬂ_ M1M2 VA

(I Rotationsquantenzahl, M; und M, Massen der beiden Afome), wo K; nicht mehr
von [ abhingt und die Energie der Elekironenbewegung und Kernschwingung
darstellt, Das reziproke Trigheitsmoment ist also

M+ M, [ 94,19+
MM, 7

Die o¢-Typ-Aufspaltung tritt bei Z7-Termen in der zweiten Ndherung auf. Die
Aufspaltung fir F, betrigt

dg.

16 |4, 1+ 1)
D i AP

n n, !

(o)

wo der Summationsbuchstabe » alle &-Terme durchliuft, E ; die Energie des
betreffenden Z-Zustandes mit der Rotationsquantenzahl [ 1st Die Elektronen-
eigenfunktion, die zum w-ten X-Term gehort, sei ¢,. Dann ist

72 —i—M - ([ Og o¢
An—gﬂz zzj’ n(r‘() Z’B—m—r>(lg’

W0 @, y,, 7, die in § 4 eingefiihrten, die relative Lage des r-ten Elektrons
kennzeichnenden Keordinaten sind, deren Gesamtheit mit Z zusammen g ergibt.
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wir beziiglich dieser Frage auf diese Arbeit hinweisen zu diirfen
glauben.

Wir mochten schlieBlich nicht unerwihnt lassen, wie wertvolle
Dienste uns die Arbeiten von R.S. Mulliken® geleistet haben und
Herrn Prof. F. W. Loomis fiir viele interessante Diskussionen und Be-
merkungen auch an dieser Stelle herzlich zu danken.

§ 2. Kinteilung dieser Arbeit. Im ersten Teile (§ 3 bis 8)
werden wir die verschiedenen Typen von Termen und die zwischen ihnen
giiltigen Auswahl- und Intensititsregeln diskutieren. Im zweiten Teile
(§ 10 bis 12) werden wir ein Aufbauprinzip abzuleifen versuchen.

Bei der Ableitung der verschiedenen Typen werden wir uns zuerst
die Kerne auf einer (eraden festgehalten denken (§ 3 fiir ungleiche, § 4
fur gleiche Kerne). Dann miissen wir aber zwei verschiedene Fille unter-
scheiden, je nachdem b) die Rotationsenergie grofler (§ 7) oder a) kleiner
als die Energie der Multiplettaufspaltung ist (§ 8 und 9). Dies entspricht
dem Falle b) bzw. a) von Hund und Mulliken. Molekiile aus leichten
Elementen (H,, He, usw.) sind Beispiele fiir den ersten, Molekille aus
schweren Elementen (J,, Hg, usw.) sind Beispiele fiir den zweiten Fall.
Gliicklicherweise ist das Ubergangsgebiet sehr klein, da die Rotationsauf-
spaltung mit der Ordnungszahl fillt, die Multiplettabspaltung dagegen
ansteigt. Ist die Rotationsaufspaltung grofl, so beriicksichtigen wir zuerst
diese (§ 6) und fithren danach die Elektronenmagnete, die die Multiplett-
aufspaltung bedingen, ein (§ 7). Ist dagegen letztere grof, so fithren wir
noch bei festgehaltenen Kernen die Elektronenmagnete ein und bertick-
sichtigen erst dann die Rotation (§ 8).

Die Aufbauregel versuchen wir, wie gesagt, durch adiabatisches
Zusammentithren der Kerne nach Hund zu gewinnen. Wir méchten aber
bemerken, daB wir zu mit den seinigen nicht ganz iibereinstimmenden
Resultaten kommen. Beziiglich der Benennung der Terme weichen wir
etwas von Mullikens Nomenklatur ab, da wir Namen wie azimufale
Quantenzahl, S, P, D usw. Terme, auch bei Molekiilen, nicht auf ganz
andere Begriffe anwenden wollen, als man sie gewohnlich bei Afomen

Die o-Typ-Aufspaltung der o/-Terme kommt erst in der nichsten Niherung zum
Vorschein, sie sollte also im Verhiltnis zur Aufspaltung bei I7-Termen klein sein.

Was die Lage der beiden entstehenden Terme anbetrifft, wurde in Tabelle 1
angenommen, daf die Summe (&) negativ ist. Dies ist nur dann sicher, weann
unter dem betrachtetem II-Term kein Z-Term - wenigstens desselben Multiplett-
systems — mehr liegt.

* R. S. Mulliken, Phys. Rev. 28, 48{, 1202, 1926; 29, 391, 6387, 1927;
30, 188, 785, 1927.
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anwendet. Im letzten Paragraphen geben wir eine vergleichende Tabelle
der beiden Nomenklaturen *.

Im folgenden denken wir uns in der Schridingergleichung die
Schwerpunktskoordinaten schon absepariert; «,, ¥, &, .-, %n; Yn, 2n be-
deuten dann die kartesischen Koordinaten der Elektromen, wofiir wir
auch v, t,, ..., v, schreiben, X, Y, Z bedeuten die Koordinaten des
einen Kerns, die des anderen Kerns sind dann ——%X, —%Y,

M, M,

M
— -]le, wenn M, und M, die Massen der beiden Kerne sind und wir
2

den Schwerpunkt in den Ursprungspunkt unseres Koordinatensystems legen.
Das Vertauschen der beiden Kerne bei Molekilen mif gleichen
Kernen bedeutet das Ersetzen von X, ¥, Z durch — X, — Y, — Z.

§ 3. Betrachten wir ein Molekill mit zwei ungleichen Kernen. Wir
seben zunichst von der Rotation des ganzen Molekiil ab und denken uns
die Kerne auf der Z- Achse fixiert, also X — ¥ — O angenommen. Das
Problem hat dann die Z-Achse als Symmetrieachse, jede durch Z gehende
Ebene als Symmetrieebene. Wenn wir also auch von den Entartungen, die
durch die Gleichheit der Elektromen bedingt sind, fiir den Augenblick
absehen, ist die Symmetriegruppe eine zweidimensionale Drehspiegelungs-
gruppe. Sie hat (siebe F') zwei irreduzible Darstellungen vom Grade 1,
bei beiden entspricht einer reinen Drehung einfach die Matrix (1), d.h. die
Eigenfunktion ist achsensymmetrisch. Bei der einen entspricht auch
einer Spiegelung diese Matrix, bei der anderen die Matrix (— 1). Alle
anderen Darstellungen sind vom Grade 2. In ihnen entspricht einer
Drehung um den Winkel y die Matrix

ety O

(0 o) o
einer Spiegelung in der ¥ Z-Ebene die Matrix

0 1

(0 o) (1a)

so daB jeder positiven ganzen Zahl A eine Darstellung entspricht: 1 ist
der I)re}.limpuls der Elektronen um die Kernverbindungslinie, soweit er
von ihrer Schwerpunktsbewegung herrithrt. Bei Termen, die zu einem
der beiden ersten Darstellungen gehoren, sagen wir, daf 4 = O ist, und

* Wie uns Herr F. Hund freundlichst mitteilt, schligt er in einer demnichst
erscheinenden Arbeit fast genaun dieselbe Bezeichnungsweise vor, die wir hier ver-
wenden,
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den zweiten der beiden Darstellungen unterscheiden wir noch durch einen
Strich an der O". Die verschiedenen Arten von Elektronentermen sind also

benannt mit A=0,0,1,2 34, ... 2

Zieht man noch die Gleichheit der Elektronen in Betracht, so hat jeder
Term noch eine Darstellungseigenschaft der symmetrischen Gruppe gegen-
iiber, diese Darstellung bezeichnen wir mit 2.

§ 4. Bei einem Molekiil mit zwei gleichen Kernen kommt zur be-
trachteten Symmetriegruppe noch die Spiegelung in der X Y-Ebene hinzu,
die ganze Gruppe ist das direkte Produkt dieser Spiegelung mit der vorhin
(§ 3) betrachteten Gruppe. Da in den beiden Darstellungen der einfachen
Spiegelungsgruppe einer Spiegelung die Matrizen (4 1) und (— 1) (beide
Darstellongen sind vom Grade 1) entsprechen, entstehen aus jeder der
vorhin beschriebenen Darstellungen zwei Darstellungen unserer ver-
groferten Gruppe. Wir erhalten sie, wenn wir denjenigen Operationen,
die keine Spiegelung in der XY -Ebene enthalten, dieselbe Matrix wie
in § 3 zuordnen, denjenigen, die eine solche Spiegelung enthalten, ent-
weder auch diese Matrix oder die mit — 1 multiplizierte Matrix zu-
ordnen. Im ersten Falle erhalten wir die Darstellungen, die wir mit

0+, Oi}_, 1+, 2+, N (23.)
bezeichnen *, die des zweiten Falles bezeichnen wir mit
0_,0,1_,2_, ... (2a")

§5. Wenn A nicht O (besser gesagt nicht 0 oder 0" bzw. 0., 0,
0_ oder 0_) ist** ktnnen wir die beiden Eigenfunktionen, die zum
selben Elektronenterm gehoren, mit

Q1,22 v, ooty und @ (2, vy, ., 1) (3)
bezeichnen. Ist A aber O bzw. (', so haben wir nur je eine Eigenfunktion
©o(Z,y 1y, -0y Ty bzwe @ (4t oo, ) (8a)

Wir konnen in (3) und (3a) neue Koordinaten einfithren, namlich erstens
die gegenseitige Konfiguration der Elektronen und Kerne, woliir wir den
Buchstaben g setzen und zur Bestimmung der Lage dieser Konfiguration
im Raume etwa den Winkel y, den die v, Z-Ebene mit der Y Z-Ebene

* Diese entsprechen den ,in den Kernen symmetrischen“ Eigenfunktionen
von Hund, die 0_, 0, 1_ usw. den ,in den Kernen antisymmetrischen“.

** Wenn wir von / sprechen, oder wenn wir 4 als Index von Eigenfunktionen
benutzen, verstehen wir unter 4 immer das ganze Symbol von (2) bzw. (2a), (2a).
Wenn dagegen 4 in einer Formel als Zahl vorkommt, bedeutet es nur den Zahlen-
wert von A, den man also erhilt, wenn man das Komma und die + und — weglaBt.
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einschlieft. Wenn wir also g+ ;1 (Z, vy, ..., 1) == @+, 2(p,9) setzen und
den Zustand um den Winkel 5’ um die Z-Achse verdrehen *, erhalten wir
Pag.;(y +v,9) = e @ea(y + 7,9) = @ (1, 9). )
Wenn wir y = 0 und fiir p” wieder y setzen, ergibt dies
@+, (1 9) = ¥ @s 1(9)- (42)
Die Eigenfunktion des in der Y Z-Ebene gespiegelten Zustandes
sei @, dann ist wegen (1a)
P2 =@z wd Q1= 043 )
wenn A > 0. Sonst ist

Qo == @, und @y = — Py (32
§ 6. Wir nehmen nun an, wir hitten den Fall b) vor uns,
d. h. Rotationsenergie grof gegen Wechselwirkungsenergie der Elektronen-
magnete. Dann miissen wir jetzt die Rotation des Molekiils beriick-
sichticen und die Kerne nicht mehr an der Z-Achse festhalten, sondern
ihr Azimut o; und Polabstand 8 in die Wellenfunktion einfihren. Gleich-
zeitig erhoht sich die Symmetrie unseres Problems, indem wir nunmehr
eine dreidimensionale Drehspiegelungsenergie haben. Diese Tatsache
reicht hin (wie wir sehen werden), um die Abhingigkeit von « und 8 zu
bestimmen. Wir haben nimlich, wenn R die Drehung mit den Euler-
schen Winkeln ¢, f3, p ist #¥,

Py wff}' (ar ﬁa v 9) = wil (O’ 07 07 g) = ZDL ¥ (“7 ﬁy 'V) . ¢ftz(“7 ﬁ: Vs 9). (6)
w

woraus

0 B9 9) = = Dl (@ B,9) % (0.0,0,0) (62)
folgt. Fir o — == 0 wollen wir aber wegen (3) und (4a)

W (0,0,9,0) = "M @1 (g) + cet T2 (9)
mit vorlinfig beliebigem ¢ haben. Es folgt hieraus

W By, 9) = Dhs (o0 Brp) 4,2(9) + e Dpyy—a (e Br9) 9, 2(9) (61)

fiir die Eigenfunktion mit der magnetischen Quantenzahl y, der azimu-
talen I (Rotationsquantenzahl) und .dem Elektronendrehimpuls 4. Ist

* D.h, Pyo(Z g, ..., 1) bilden, mit R — Drehung um die Z-Achse um
den Winkel y’ (siehe I und II).

#% Wir erinnern uns aus ¥, daB bei dreidimensionaler Symmetrie jeder Term
eine azimutale Quantenzahl hat und fiihren hierfiir den Buchstaben [ ein. Dieser
Term hat 2] 4+ 1 REigenfunktionen, zu ihrer’ Unterscheidung fihren wir » ein:
» lauft von — I bis + 1.
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4 = 0, so ist das zweite Glied auf der rechten. Seite von (6h) weg-
zulassen. ¢, f, y, g stehen fir X, Y, Z, x,...2,: es sind « f3, y die
Eulerschen Winkel, durch die X, Y, Z, x,, ..., &, so verdreht wird, daf
Y = X' =2, = 0 wird, g ist die gegenseitige Konfiguration der
Teilchen.

Zur Bestimmung der Konstante ¢ miissen wir die Spiegelungs-
symmetrie unseres Problems heranzuziehen. Unber der Spiegelung im
Ursprungspunkt verstehen wir das Ersetzen von X, Y, Z, x,, ..., 2, durch
- X —Y, —Z, —1a, ..., — &, Wir kinnen dies erreichen, wenn
wir in (6b) fir @, ; und @_ ; wegen (B) @_ ; und @, ,, fire, 8,y
aber w 4 o, w — 3, = — y setzen. Fiithren wir dies in (61) aus, so
erhalten wir *

Vo By g) = e HEEOd, (- B) e RE=D g (g)
toem i ETAd, _(m— Bt E=D g, (g)
= (= D+Rfemieedy, 1 (B) T @_ i (g) + cem e dy 2 (B) e M g 1 (9),
das letztere wegen
Az (w — ) = (— 1Y+ dy, 1 (B).

A+ 12+

Da bei positiven Termen 1, = = 15, 12—

, bei negativen Eﬁ" = -,
sein muB, sind die beiden richtigen Linearkombinationen von (6 a)**
(abgesehen vom Normierungsfaktor)

v " = Dlile B:9) 91,209) + (— DT DL i (e By) 92 @), |
Wi = D2 (@ i) 910 0) — (— DD e Brp) 92 (o). |
Wenn 4 = 0 oder 0 ist, fullt das zweite Glied in der Klammer weg,
und wir erhalten bei 4 — O fiir gerade ! nur positive, fiir ungerade [

nur negative Terme, fiir 4 = 0' umgekehrt fiir gerade I negative, fir
ungerade [ positive Terme.

(7)

Haben wir es mit einem Molekiill aus zwei gleichen Atomen zu tun,
s0 miissen wir noch bestimmen, ob die Eigenfunktionen (7) in bezug auf
Vertauschung der Kerne symmetrisch oder antisymwetrisch sind. Zu
diesem Zwecke miissen wir X, Y, Z durch — X, — ¥, — Z ersetzen,
was wir so tun konnen, dal wir zuerst ¢ in der Ebere senkrecht zur

* Hier bedeutet also das Uberstreichen die Spiegelung im Ursprung. Dies
ist eine etwas andere Transformation, als sie R. de L. Kronig (l. ¢.) benutzt
hat. Sie hat den Vorteil, daB sie offenbar in die Symmetriegruppe des Molekiils
gehort, wihrend R. de L. Kronigs Transformation nur bei kleiner Rotation mog-
lich ist (wir vermeiden auch seine Mittelung iiber «).

#** Vgl. die Formel von R. de L. Kronig, lLec.
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Kernverbindungslinje spiegeln, bei Termen (2a) #ndert dies nichts, bei
(2a’) gibt dies einen Faktor — 1. Dann ersetzen wir y durch = + y,
was einen Faktor (— 1)* ergibt. Diese Operationen lassen X, ¥, Z un-
geindert, ersetzen aber z;, ;, 2; durch — #;, — y;, — #;. Wir miissen
also noch das Ganze im Ursprungspunkt spiegeln, was bei positiven
Termen den Faktor 1, bei negativen den Faktor — 1 gibt. Die Eigen-
fanktion ist also symmetrisch in den Kernen, wenn sie z. B. der Spiegelung
im Ursprungspunkt gegeniiber positiv ist, wir einen A, -Term haben

Ungleiche Aerne lerche Herne
-0 7 2 3 4 -0 7 V4 3 4
A A 5
[7) —
0 N /- - =+ +
Y e e .y
, - Op— : X
0" — ' ) = - =
0L ~—— e— 37
7 e 2T g
7 e T
“ 7 TN
24 — +A
e —e— e+ A
2- S -
Is — .B+
3 + e 5
3- e F_
. R n . ! f | ] I
A R TR R B A
x kombimrert nur mif | x bombiniert nur mit v
” . X ] . X
x ’

i

L X

A2=0, £7, A= % 7
Fig. 1.

und A gerade ist. Fehlt eine gerade Anzahl dieser Voraussetzungen,
dann haben wir eine symmetrische, wenn eine ungerade Anzahl nicht
zutrifft, eine antisymmetrische Eigenfunktion. Obwohl wir noch die
Spinkoordinaten der Elektronen einfithren miiften, wollen wir die ge-
wonnenen Ergebnisse in der Fig. 1 zusammenstellen *. Jeder horizon-
tale Strich reprisentiert einen Typ von Elektronenschwingungstermen,
links davon die Darstellungseigenschaft des Elektronenterms § 3 und 4,

* Die Figur gilt natiirlich genau fir Singuletts.
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1 bedeutet die Rotationsquantenzahl, positive Terme sind durch X, nega-
tive durch | angegeben *. In den Kernen symmetrische sind nicht weiter
bezeichnet, in den Kernen antisymmetrische durch einen kleinen Strich

unter dem X oder |. Die Auswahlregeln, die auch bei Hinzunahme der

magnetischen Momente der Elektronen streng gelten, sind: positive Terme
kombinieren nur mit negativen, negative mit positiven. In den Kernen
symmetrische bzw. antisymmetrische Terme kombinieren nur unter sich.
Die Regel 47 = + 1 oder O gilt nur bei kleiner Multiplettauispaltung,
was wir allerdings im Falle b) voraussetzen konnen. Die Regel
Ak = 11,0 gilt nur, solange auch die Rotationsaufspaltung klein ist,
praktisch ist sie gut erfiilllt**. Der horizontale Mafistab ist in der
Tabelle natiirlich verzerrt und entspricht nicht dem energetischen, dieser
ist vielmehr 7 ( 4- 1) und ist unten aufgetragen.

Wir schreiben noch die Bandentypen auf, wie sie sich aus dem
Vorangehenden (7) ohne weiteres ergeben und auch aus der Tabelle (ab-
gesehen vom Verbot O <> 0') abgelesen werden konnen.

Ungleiche Kerne.

0<«>0 P und R Zweig

0 <> 0 Nichts "

0 «> 0 P und R -
0,0 <>1 P, ¢ und R "

;’(_—)}‘ P’Pv QvQy RaR7

hesifl | PP (.0 RE .

Gleiche Kerne.

0, <> 0, 0_ <> 0_ Nichts (Ausfall der reinen
0} <> 0, 0L <> 0. Rotationsschwingungsbanden)
0, <> 0_ 0%, <> 0_ P und R Zweig
0. <> 0. 0_ <> 0_ Nichts
0, <> 0_ 0_ <> 0} ”
0,,0, <> 1, 0_,0. «> 1_ P, Q, R Zweig
0,0 «>1, 0_,0_ <> 1_ Nichts
Ay <> Ay b <> h_ "
Ay <> h_ ho <>k PP, @,Q, RR, Zweig
Ay <> A4+ 1) hoo<> (L4 1), Nichts »
by <> (A1), Ao <> (A1) PP, @,Q, R,R, ”
* Unter positiven bzw. negativen Termen verstehen wir also — chbenso wie
bei Atomen — solche, deren Eigenfunktionen sich bei der Spiegelung im Ursprungs-
punkt mit |- 1 bzw. — 1 multiplizieren. Bei Atomen wird der Spiegelungscharakter

(siehe IT) durch die Summe der Azimutalquantenzahlen [, 4--..4-7, der einzelnen
Elektronen bestimmt. Ist diese gerade, so haben wir es mit einem positiven, ist
sie ungerade, mit einem negativen Term zu tun.

** Die Auswahlregeln leitet man aus (7) leicht ab.
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Es tritt also bei gleichen Kernen die zusitzliche Regel auf, daf 4 ,-Terme
mit A -Termen mit 41 =— 41 und A_-Terme mit i.-Termen mit
A% = 0 kombinieren. Der Wortlaut dieser Regel stimmt mit dem
Wortlaut der Laporteschen Regel iiberein *, wenn wir ! fiir 4 sagen, so
daf es maheliegend ist, alle Auswahlregeln, die hier anftreten und fiir die
Molekelspektren charakteristisch sind, folgendermalen zusammenfassen:
A #ndert sich bei einem Ubergang um + 1 oder O, bei gleichen Kernen
ist bei 44 = 11 nur der Ubergang von A, zu (A4 1), oder i_ zu
(A+1)_, bei 44 = 0 von A, zu A_ moglich; 0 <> 0 und 0' < 0
gibt P- und R-Zweig, 0 <> 0’ ist verboten, 0 <> 1 oder 0’ <—> 1 gibt
einen P-, einen - und einen R-Zweig; 4 <> A oder A <> 1 + 1 gibt
zwel P-, zwel @- und zwei R-Zweige.

Aufler diesen gilt noch die Regel 41 = 11, 0, solange die
Multiplettaufspaltung klein ist (also praktisch immer), und die Regeln:
X kombiniert nur mit | bzw. | nur mit X, vollkommen streng.

Wenn der Kern keinen Drehimpuls hat, so fallen im Molekiil mit
zwei gleichen Atomen entweder die Linien X und | oder die Linien X
und | ginzlich fort. Im ersten Falle haben die Kerne Fermische,
im zweiten Falle Bose-Einsteinsche Statistik. Ist der Drehimpuls des
Kerns Z—Z, s0 ist das Verhaltnis der Intensitit der Uberginge zwischen
den in den Kernen symmetrischen Termen (zwischen X und |) zu der
Intensitit der Uberginge zwischen den in den Kernen symmetrischen
Termen (X und |) gleich nt?2 bzw. ——M'-—, je nachdem die Kerne

7 n+ 2
Bose-Einsteinsche oder Fermische Statistik haben **.

§ 7. Wir wollen noch die magnetischen Momente der Elektronen
beriicksichtigen.  Die jetzt darzustellenden Verhiltnisse des Falles b)
sind bei allen Termen der leichten Elemente (etwa bis 4) und bei allen
>'-Termen realisiert *¥. Wir konnen nach II sofort sagen, daB, wenn
die Partitio des Terms (3) bzw. (3a) aus #-Zweiern und n — 22 = 27
Einsern besteht (» Anzahl der Elektronen im Molekiil), dann aus
einem Term mit I<{1In — 2z = r die Terme mit den 27 4 1 inneren
Quantenzahlen j = r —1, r —1 -+ 1, ..., » + 1, aus einem Term mit

# Trotzdem hat dies nichts mit der eigentlichen Liaporteschen Regel zn tun,
da diese das Verbot von X <— X und | <> | bedeutet und bei ganz beliebiger
Wechselwirkung streng, wihrend diese Regel nur bei kleiner Rotationsauifspaltung
gilt. Eine #hnliche Regel hat F. Hund l. c. angegeben.

#* F. Hund, l.c.
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I=in—z =1 die 27 4 1-Terme mit den inneren Quantenzahlen
je==l—r,l—r-+1,..., 1+ r entstehen. Auch die Eigenfunktionen
konnen wir nach (9) von I1I leicht hinschreiben, indem wir

g i ! )
';n<t1’ ceey s Tyy v ooy 7711) = 2 anic(’r:l)zcke;rl, e Ty ¢m~—k,e(r17 e )
ek

fiir (7) einsetzen, erhalten wir:

Wﬁz”i (“v ﬂy Yy 95 Ty -y 'En)
= = sha (1) [Dia (e 1) 9,3 ) (= DDk (0 ) - 97,2 (9)
’;L—-k, B Tyy veny Tpy® (8)

Zur Unterscheidung der ( n) — <z " 1) zur Partitio ¢ gehorenden Eigen-
Z —

tunktionen ¢ haben wir den Index ¢ eingefithrt* Ist 1 — O, so fillt
der zweite Summand in der eckigen Klammer weg.

Das Termschema wird hierdurch schon reichlich kompliziert, man
muf sich z. B. bei einem Triplettsystem vorstellen, daf alle Terme der
Fig 1 (abgesehen von denen mit 7 = 0) dreifach werden. Beztiglich
der Intensititen miissen wir uns vor Augen halten, daf wir es hier —
ganz genau so, wie in IIl — mit einem spinfreien Term mit der
Azimutalquantenzahl 7 und der Partitio # zu tun haben, alle in III ab-
geleiteten Regeln bleiben bestehen. Da wir indessen also z. B. bei einem
Triplettsystem schon aus einer Linie sechs bzw. sieben Linien erhalten,
die alle sehr nahe zueinander sind, wird die Multiplettfeinstruktur dieser
Banden schwer analysierbar sein®**, Theoretisch kann man sie leicht ab-
leiten, wenn man sich nur das Gesagte vor Augen hilt, daB wir namlich
einfache Multipletts aus jedem der in Fig.1 angegebenen Terme er-
halten. In dieser Weise ergeben sich auch die Intensititsformeln.

Im Sinne von IIT ist nimlich die Summe der Ubergangswahrschein-
lichkeiten aus einem oberen Zustand (mit bestimmtem m, § und 1) in
alle unteren Zustinde mit vorgegebenem I’ (sémtliche m' und j') gleich
der Summe der Ubergangswahrscheinlichkeiten, die man berechnet, wenn
man die Elektronenmagnete nicht einfithrt und die von einem m und 1
ausgehenden Ubergiinge in ein I', aber ebenfalls alle m’, betrachtet.

* Begtiglich der Bezeichnung vgl. 1II.

** Glicklicherweise sind immer pur die Linien mit &7 == 4§ intensiv, wie
man sich mit Hilfe der Intensititsregeln bei normalen Kopplungsverhiltnissen
(mit denen wir es hier eigentlich zu tun haben) (Summenregeln) leicht iberlegt.
Eine Auswahiregel, die die Linien /] == /j verbieten wiirde, wie sie vielfach
angenommen wurde, scheint jedoch nicht zu existieren (siehe das Folgende).
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Um alle Intensitétsverhaltnisse zu beherrschen, miissen wir also nur
diejenigen von Ubergingen mit verschiedenen { und g in verschiedene I’ und
@' berechnen. Dies leisten uns im wesentlichen die Honl-Londonschen*
Formeln, die man mit Hilfe von (7) und einiger weiterer Formeln ** leicht
ableitet.

Hiermit haben wir den Fall b) erledigt und gehen zu a) iiber.

§ 8. Ist die Multiplettaufspaltung greB der Rotationsaufspaltung
gegeniiber, so miissen wir zuerst die magnetischen Momente der Elek-
tronen beriicksichtigen und erst dann die Rotationsfreiheitsgrade der Kerne.

Wir gehen also von (8) bzw. (5a) aus und fithren die Spinkoordi-
naten s, ..., 5, ein. Aus einem Term mit der Partition # entstehen
n—22+ 1 = 27 + 1 neue antisymmetrische Terme *** mit den Dreh-
impulsen um die Kernverbindungslinie = +@ — ), + (A —r+ 1),
..oy (A + 7). Den Spinimpuls um die Kernverbindungslinie bezeichnen
wir mit 9, er kann also die Werte —r, —r + 1, ..., r annehmen, der
gesamte Drehimpuls ist ¢+ = 4-(p+ 4). Wir haben fiir die Eigen-
funktion ¥##*

Fidy

dji, YR Py 95 815+ s 8y) == 2 C.fn, &80 e ig € (Pi,l )8 9)
:

Die GroBe n durchlanft dabei alle Zahlen von — 7 bis 7. Zu einem
Elektronenterm gehoren die in (9) mit + unterschiedenen beiden Eigen-
funktionen, Eigenfunktionen mit verschiedenen » gehdren zu verschiedenen
Elektronentermen. Wenn wir jetzt wieder die Rotation des Molekils
beriicksichtigen, miissen wir zwei neue Koordinaten o und f einfiihren,
die Azimut und Polabstand der Kerne bestimmen. Die Symmetriegruppe
des Eigenwertproblems erhght sich indessen zu einer dreidimensionalen
Drehspiegelungsgruppe, was wiederum geniigen wird, um die Abhingig-
keit von & und f zu bestimmen. Es gilt nimlich, wenn j die innere und
m die magnetische Quantenzahl ist und R die Drehung mit den drei

Eulerschen Winkeln o, 8, y:
O™ (o, B, 9y 05 515 -1 52)

R

= = Dl e B VB (0 By 95500 ) 10
= Et“sl, e Spi bl e By (o% ﬁ7 }’) q..{nl:t(o’ 0,0,9; [ )
b1y +e g

# ZS. f. Phys. 33, 803, 1925.

** FEbenda 45, 601, 1927.
#*% Dje Bezeichnungen sind wie in II und IIL
#4%% Qjehe III.
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woraus

w%ﬂli(“; Brys 98- S0) = 2 D""”’(“’ By

‘I’,tl,.
i, (@ B, ) B0, 0, o,g, tyeentd  (10a)

folgt. Setzen wir hierin ¢« =— f = 0, so muf die Abhingigkeit von
V1 9, 84y +e-, S, durch (9) gegeben sein. Wir erhalten also*®

q‘%ﬂl(“: I37 V93 81y -+ sn)
= E Dgn,,l-&—n(“’ ﬁ: 7’)“51, RE SEY PT (“1 ﬁ’ '}’) Oz,s;il,..., tn 971,1(9)

&ty vty

+Cﬁ£1,, —i-7 (e, B, 7) LTRSS S (“v ﬁv?) 0—17, &ty ety ‘Ps—,l(g)a (10b)
was mit Hilfe der Formel (5) von III
W (0, By 1y 05810+ S)
= 2 { RS (e, ﬂ? ’}’)D 2n_z(‘x7 ﬁ: 7) Cz, 881, 1 Sy ‘P:—,l )]
b eDd i g @B ?) DT @ B, 9) O oy @2 @) (100)

ergibt. Hierin miissen wir noch ¢ bestimmen, was ebenso wie in § 5

'a’Sl,.. Sn,

nit Hilfe der Spiegelungssymmetrie unseres Problems geschieht. Wenn
wir niimlich in ¥ die Koordinaten X, Y, Z, ,, ..., 2, durch — X, — ¥,
— Z, — ®%,, ..., — &y ersetzen, miissen wir, je nachdem der Term positiv
oder negativ ist, + ¥ oder — @ erhalten. Anstatt das Vorzeichen der
Koordinaten zu #ndern, kénnen wir auch ¢% ; und @2 ; durch @ ; und
@, 1, auberdem o, B, y durch # + o, w — 8, w — y ersetzen. Wir er-
halten (abgesehen vom Normierungsfaktor) **

qunli(% ﬁ: Py 93 8yy 0y sn)

== 2 { my A+ 7 u:ﬂC.‘i's;slv---asn(pi’al(g)

D DG i@ (D
Diese Formel gilt auch fiir t == 5+ 4 =0 oder y = 0. Fir i =20

gilt sie hingegen nicht, was aber fiir uns nichts ausmacht, da wir es bei
A = 0 immer mit dem Falle b) zu tun haben.

§ 9. Bevor wir zur Aufbauregel tibergehen, wollen wir die
Auswahlregeln der Uberginge zwischen Termen vom Falle a) berechnen.

*C~

P tnist nur fir ¢ 4 --- 4+ ¢, = 7 von O verschieden.

L
2
Zeitschrift fir Physik. Bd. 51.

n—=2 =r.

Qr
-1
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Wir haben das Integral
[@ims @y xe (12)
auszuwerten, wenn wir mit X3 das Moment
(X® =2, + .-+ 2, + Z. Kernladungszahl)

. o a . 1 s
bezeichnen. Fiir X3 kmnen wir auch > Dy, (¢, B,7) X, setzen, wenn wir
v

unter X; die Momente im Koordinatensystem verstehen, der auch zur Be-
schreibung von g dient. (Seine Z-Achse lauft durch den Kern, seine
X Z-Ebene durch das erste Elektron, siehe § 5.) Setzen wir (11) in
(12) ein, so lassen sich die auftretenden recht langen Awusdriicke auf-
fallend leicht berechnen. AuBer den bekannten Auswahlregeln (4§ = -1
oder 0; 44 = 11 oder 0; usw.) erhalten wir noch die: 45 = 0,
was dem Ausfallen sehr vieler Linien Rechnung tragt®.

Wir wollen noch die erhaltenen Resultate kurz zusammenfassen.

1. Ungleiche Kerne. Im Falle b), also bei leichten Elementen und
allen X-Termen, wird ein Feinstrukturterm bestimmt durch den Elektronen-
drehimpuls 4, der die Werte 0, 0', 1, 2, 3, ... durch die Azimutal-
quantenzahl 7, die nur ganzzahlige Werte 0, 1, 2, ... annehmen, durch
den positiven bzw. negativen Charakter und durch die innere Quanten-
zahl j, die alle Werte | — 7|, | —7| 4+ 1, ..., 74 r annehmen kann.
Mit 2# + 1 ist die Multiplizitit des Terms** bezeichnet, so daf j bei
Molekiilen mit ungerader Elektronenzahl halbzahlig ist, bei gerader
Elektronenzahl ganzzahlig ist. Die Auswahlregeln sind bei der Tabelle 1
fiir 4, T und Spiegelungscharakter beschrieben, fiir j gilt 4j = + 1, 0,
wie immer. Auch die Intensititen sind, wie im Falle normaler Serien-
spektren, die sie auch in Hinsicht der Multiplettstruktur sind.

Im Falle a), also bei IT-, 4- usw. Termen schwerer Elemente,
wird ein Term durch den Elektronendrehimpuls 4, der alle ganzzahligen
Werte (bei II-Termen 1, 4-Termen 2 usw.) annehmen kann, durch das 7,
das von — 7 bis -+ # lduft, durch die innere (Rotations-) Quantenzahl j,
die die Werte |2 + |, A + 5|+ 1, |2 + 5| + 2, ... annehmen kann, und
durch den positiven bzw. negativen Charakter des Terms bestimmt. Die
Auswahlregeln sind #1 — + 1, 0, positive Terme kombinieren nur mit
negativen und umgekehrt, /9 = 0 und 4j == + 1 oder O.

Bei den Kombinationen vom Falle a) zum Falle b) (X — IT- Uber-
ginge bei hoheren Elementen) gelten nur die Regeln A4j == 41, 0;

* Diese Regel ist schon bekannt (siehe Zitate in § 1).
*#% Also im Singulettsystem » — 0, im Dublettsystem » — 1/, usw.
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A% = 11,0, und daB positive Terme nur mit negativen und umgekehrt
kombinieren. In den Diagrammen findet man gewthnlich noch einige
Linien punktiert angegeben, diese sind jedoch keine verbotenen Ubergiinge,
auch wenn man die Rotations- und Multiplettenergie als klein annimmt,
sondern nur solche, deren Intensitéten sich bei der Berechnung als
verhiltnisméBig klein herausstellen.

2. Molekiille mit gleichen Atomen. Fir Molekiilé mit zwei
gleichen Atomen gelten zunichst alle Regeln, die soeben angegeben
worden sind, natiirlich ebenfalls. Es kommen nur eidige weitere
Auswahlverbote hinzu, die darauf beruhen, daB Terme, die in den Kernen
symmetrisch sind, nicht mit Termen, die in der Kernen antisymmetrisch
sind, kombinieren. Hierdurch werden nicht etws Intensitdtsregeln ver-
letzt, da diese nur das Intensititsverhiltnis solcher Linien bestimmen, die
entweder alle ausfallen, oder alle vorkommen.

‘Wir miissen also nur noch bestimmen, welche Terme von den vorhin
beschriebenen symmetrisch und welche antisymmetrisch in den Kernen sind.

Im Falle b) ist dies einfach dadurch geschehen, dafll wir bemerken,
daf das ﬁinzufﬁgen der magnetischen Momente der Elektronen an der
Symmetrie bzw. Antisymmetrie des Terms in bezug auf die Kerne nichts
andert. Im Triplettsystem entstehen z. B. aus einem X-Term mit I > 0 drei
Terme mit j =1— 1, I, T + 1, aber alle sind ebenfalls X-Terme. Etwas
genauer miissen wir uns den Fall a) iiberlegen. Die Frage ist hier, ob
'«’P’;";,}"li eine symmetrische oder antisymmetrische Funktion der Kerne ist,
d. h. ob sie das Vorzeichen bei dem Ersetzen von X, Y, Z durch — X,
— Y, — Z beibebilt oder verindert. Wie spiegeln zunichst wieder die
Elektronen in der Symmetrieebene der Kerne, was einen Faktor 4 7 oder
—1 gibt, je nachdem A aus (2a) (A,) oder (2a") (A_) stammt. Dann
ersetzen wir ¢ durch z + g, was den Faktor (— 1)* ergibt. Jetzt haben
Wwir &, ..., &, durch —x,, ..., — z, ersetzt, wihrend X ¥ Z unverindert
blieben. ~Wir ersetzen noch alle Koordinalen durch ihre negativen
Werte, d. h. spiegeln das System im Ursprungspunkt, was den Faktor
—+ 1 ergibt.

In den Fig.2 und 3 sind wiederum einige Diagramme fiir den
Fall b) bzw. a) gegeben.

§ 10. Das Aufbauprinzip. Wenn man die Elektronen unter dem
Einfluf von zwei sehr weit voneinander festgehaltenen Kernen betrachtet,
so ist es leicht, die Eigenfunktionen und Eigenwerte dieser Zustinde
anzugeben. Die Eigenfunktionen sind einfach Produkte der Figen-

57%
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funktionen von zwei Atomzustinden, der zugehorige Eigenwert ist die
Summe der betreffenden Eigenwerte der Atome. Man wird also® die
Rigenfunktionen und Eigenwerte in dem Falle, daf die Kerne nicht mehr
sehr weit von einander sind, so zu berechnen versuchen, daf man die
weit getrennten Kerne einander nshert. Wenn sie schlieflich in einem
Punkte zusammengetroffen sind, kennt man die Eigenwerte wieder (aus
spektroskopischen Daten), da wir es dann mit einem Atom zu tun haben.

Unglerche Herne sl b Gleiche Herne
l=0 7 2 3 I =0 7 2 J
Singuletferme in Jabelle 7
Dubletterme(r-3%)
A A
s
0 4+ — J=3 Z 24 57
-1 74 35 ratd ‘ 22 22 2e
2z 2z 22 z3 O % + 23 It
4 7
J=% % i3 £7
o e T T w
n -+ ‘ J=z 2 z
3 75 1% Yi) Z 2 2z 22 bES
E; zz 23 EF] /- 20 + &
7 7 57
J-3 34 33 EH
7, 206+ e e 4
. wr—po——erte 9~ #8134
J= 3344 2252 2272 7 " 4 T,
o 73 3s 57
J 433 i34 $355
Tripleterme (r=7)
Ox e ——%,
0 - e J=7 772 723 234
=7 072 723 234
7 0~ i+ 0 L
J=7 arz 723 234
USW.
Fig. 2.

Der Vorschlag, die Elektronenterme der Molekiile auf diese Weise
abzuschitzen, stammt von F. Hund *. W. Heitler und F. London**
machen dagegen geltend, daf nicht alle aunf diese Weise berechneten
Energiewerte stationiren Zustinden des Molekiils entsprechen werden,
viele vielmehr im kontinuierlichen Spektrum liegen werden.

¥ F. Hund, Lec.

#% W, Heitler und F. London, ZS. f. Phys. 44, 455, 1927, Auch aus den
Uberlegungen von M. Born und J.R. Oppenheimer (l. ¢.) scheint dies hervor-
zugehen. Vgl auch F. Hund, L e. 8. 761.
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Diesemn Umstand woller wir Rechnung tragen, indem wir folgender-
mafien verfahren. Wir denken uns zunichst die weit getrennten Atome
einander gendhert und berechunen, was fiir Elektronenterme des Molekiils
aus zwel bestimmten Atomtermen entstehen. Diese Terme nennen wir

Fal a.
Unglerche Hervie GLleliche Herne
70, y~0 in latele 7
r-%
S 5 7
J-%i 5 3 3 J-F 3 % %
7z
A .

2, 7
7 bttty T, (F)
L Ay
r- 7
2177 Zpr—————remt A, [3)
P e o o o
2 2/%) 2 e 43
7--%
7 de——tre——set——p2e T, [~ )

P
e L T )
7 w7 7 b [ =

7 g et 5, (7)
I I _[7)

=0

7 et 7 (7)

Zp st 4 ()
B
! ) 7 s ()

=7

o L 3 Y Tl 7)

7 ~Z(-7) 7 et T _(~7)

2p——r——trem—sit Ay (- 7)

2 467 Bttt A [~ 7)

Fig. 3.

die ,gruppentheoretisch moglichen Terme*, da man bei ihrer Bestimmung
nur von grappentheoretischen Uberlegungen ausgeht und auf energetische
Fragen keinerlei Riicksicht nimmt. Zweifellos scheint, da8 alle Terme,
deren Energie bei grofien Schwingungsquantenzahlen zu dem betreffenden
Energiewerte der getrennten Atome konvergiert, anf diese Weise erfaBt
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werden, wir werden sogar im allgemeinen viel mehr gruppentheoretisch
mogliche Terme haben, als wirkliche existieren.

Nur zur weiteren Abschitzung der Molekelterme werden wir die
Terme des Atoms, das durch Vereinigen der beiden Kerne entsteht,
benutzen. Dabei muB man bei der Zuordnung streng auf die Aunfrecht-
erhaltung simtlicher Symmetrieeigenschaften achten®. Solche ,gruppen-
theoretisch miglichen Terme®, denen auf diese Weise kein tiefliegender
Atomterm des Atoms mit vereinigten Kernen zugeordnet werden kann,
muf auch selber hoch — .wahrscheinlich im kontinuierlichen Spektrum
— liegen. Er existiert vom spektroskopischen Standpunkte aus nicht.
Die Bestimmung derjenigen moglichen Terme, die zu diskreten stationiren
Zustinden des Molekiils filhren, ist eine recht schwierige Aufgabe, die
man wahrscheinlich nur — wie bei Atomen — an Hand von erfahrungs-
miBig bewihrten Modellen 1osen konnen wird.

Fiir ungleiche Atome in S-Zustéinden hat F.London** die ,gruppen-
theoretisch moglichen Terme“ bereits bestimmt. Er gebt von Glei-
chung (14) fiir die Eigenfunktionen aus, die eine Darstellung der sym-
metrischen Gruppe von m + m' = n Elementen vermitteln. Xr reduziert
diese Darstellung auns und bestimmt die irreduziblen Bestandteile nach
einer sehr schonen Methode, womit seine Aufgabe gelost ist. Da die
Ausdehnung seiner Resultate auf P-, D- usw. Terme keinerlei Schwierig-
keiten bietet, hat er die moglichen Terme bei ungleichen Atomen eigentlich
bestimmt.

Etwas anders steht es bei gleichen Atomen, namentlich in dem —
praktisch sehr wichtigen — Falle, wenn sie im selben Zustand sind. Hier
miiBte man eine wesentlich kompliziertere gruppentheoretische Aufgabe
losen #¥%, die wir, obgleich sie durchaus losbar ist, umgehen wollten.
Deshalb haben wir eine von der seinigen wesentlich abweichende Dar-
stellung gegeben, die auch im Falle von ungleichen Atomen etwas ein-

# Bei F. Hund ist dies nicht der Fall. Wir glauben, daf zum Teil dies
die schlechte Ubereinstimmung seiner Resultate mit der Erfahrung verursacht.

#%# 78, f. Phys. 50, 24, 1928. Bei der Abfassung dieser Note kannten wir
bereits seine Ergebnisse und méchten ihm hierfiir auch an dieser Stelle bestens
danken. Vgl. auch W. Heitler, ZS. f. Phys. 47, 835, 1928.

#%*% Das Bestimmen der irreduziblen Darstellungen derjenigen Gruppe; die
folgende Permutationen von 2 s Elementen enthdlt: 1. Diejenigen, die die ersten
n Blemente unter sich und die letzten 4 Elemente unter sich permutieren. 2. Die-
jenigen, die die ersten s Elemente an die letzten n Stellen, die letzten 5 Elemente
an die ersten g Stellen bringt. Dann miiite man wieder bestimmen, welche
irreduziblen Darstellungen dieser Gruppe in einer ins Auge gefaBten Darstellung
der ganzen Permutationsgruppe enthalten sind.
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facher zu den mit den seinigen dquivalenten Resultaten fiihrt, withrend sie
bei gleichen Atomen eine vollstindige Bestimmung aller Symmetrie-
eigenschaften gestattet.

Auch die zweite Frage beziiglich der wirklichen Existenz der
ymoglichen* Terme wird von London untersucht. Er stellt gewisse
Formeln auf, die indessen notwendigerweise gewisse Integrale enthalten,
tber die wir nichts wissen. Unsere Methode hat den Vorteil, daf sie
mit viel einfacheren Hilfsmitteln als die strengeren Rechnungen von
London auskommt.

§11. Bestimmung der gruppentheoretisch moglichen
Terme. Um die 4 und Partitio (2) des ganzen Molekiils zu bestimmen,
geben wir zuerst von unendlich weit getrennten Atomen aus, in denen
die Spin der Elekfronen schon beriicksichtigt sind. Durch Zusammen-
filhren erhalten wir die vorkommenden ¢ = 4 + 5 und, sofern es not-
wendig ist, den Spiegelungscharakter (§ 11). Wenn wir andererseits
die Afome, ohne die Spin einzufithren, zusammenbringen, erhalten wir
ohne Weiteres die Zahlenwerte der vorkommenden 4. Wenn auch die
Partitiones dieser Terme bekannt wiren, konnten wir aus den 4 und ¢
die ¢ berechnen (§ 7). Umgekehrt konnen wir, da wir die ¢ schon (aus
der ersten Uberlegung) kennen werden, aus ihmen die Partitiones z be-
rechnen (§ 12).

A. Betrachten wir zwei unendlich weit getrennte verschiedene Atome

Der eine Kern liege im Puunkte 0, 0, Z, der andere in 0, 0, Z/,

wobel Z' — —- j Z ist.  Die beiden Atome sind, jedes fiir sich, in
1
stationéiren Zustinden, das erste hat m Elektronen, die innere Quanten-
zahl j und die Eigenfunktionen
%(9017?/1;2’1,---yxm:ym,zm;sl:---,sm) (13)
(u von — j bis j),
das zweite m' Elektronen, die inneren Quantenzahlen j' und die Eigen-
funktionen
wfit’(xm—i—l:?/m-}—l) it Pmtmh Ym+ms Zm w3 St 1y - - -13m+m’) (]33‘)
(¢ von — 7' bis §).
Die Hyperfunktionen v, und ¢, sind antisymmetrisch. Die Eigen-
funktionen des ganzen Zustandes sind die Hyperfunktionen
myy’ah e Gy (1:17 s Ymptmry Sqy vy Sm+m’)
= Yu oy —Z s Yoy, — Z5 Sayy -+ Sa )

’ r 1,
'wy’ (r”‘m‘i—l_‘z’ (S ram+m1——2 ) Sam+1) e Sam+ml)7 (1473')
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worin Z und Z' als Vektoren mit den Komponenten 0, 0, Z bzw. 0, 0, Z
auizuiassen sind. Tn (l4a) haben wir (2j + 1) 27 + 1) (m + ”")
m

linear unabhéngige Eigenfunktionen, da es wegen der Antisymmetrie der 9,

und ¢, weder auf die Reihenfolge der o, ..., ey, moch der oty 44, ...,

Oim + g in der Permutation e, ..., 0y, ®mt1y -+, ®n4mr ankommt. Bei

'm + m'
m

einem bestimmten w und g’ haben wir noch ( > Eigenfunktionen,

von denen man aber nur eine antisymmetrische Linearkombination bilden
kann ¥, namlich

Ty = 2 ER Yy (Coy — Zy - os Vo, =—Z5 Sayy -+ o S“m)
R
' ' . 4
.wﬂ,(ram+l—z, ey 1am+m,—2, Sap 417 0 s“m-}-m’)’ (15a)
worin R die Permutation oy, ..., oy, Gmt1, .-+ Optm der Zahlen
1,2, ..., mym+1, ..., m +m und ex — 1 oder — 1, je nachdem

diese gerade oder ungerade ist.

Aus (15a) ersehen wir, daf wir zu jedem Paare u, u' eine
Eigenfunktion erhalten, die sich bei der Drehung um die Z- Achse
mit dem Winkel p mit ¢?®+477 multipliziert, den Drehimpuls g +- g’ in
dieser Richtung hat.

B. Bel zwei gleichen Atomen in verschiedenen Zustinden haben
wir aufler (14a) noch die Eigenfunktionen

z-p.,:t‘u'al,...,am(rl: coer Toams 317 ey S2m)
= Pu (g —Zy -y Yoy, — 23 Sayy -1 Sayy)
-¢u'(rwm+1‘_ z,..., r%m——z'; Sty 417 0 Sty gt (14 b)
es ist diesmal Z' == — Z und m — m'. Wir haben zu jedem Paare y, u’

zwel antisymmetrische Hyperfunktionen, nimlich aufler (15a) noch
W, = Sentu (o, —2Zy o5 Yoy — Z5 Sagr -+ s Sapy)
R

.¢#,(ram+1 +2Z, ..., ra2m+2; Sem 11, ..., S‘sz)' (15Db)

% Man kann ja auch in dem Falle, daB alle (m - m')! voneinander Ilinear
unabhingig sind, nur eine bilden.
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Wir wollen ihren Spiegelungscharakter bei der Spiegelung im Ursprungs-
punkt bestimmen® ~ Je nachdem der erste bzw. der zweite betrachtete
Term des Atoms positiv oder negativ war, sel w, bzw. w, gleich 4 1
oder — 1. Wenn man in (18a) — 1, fiir r; einsetzt, erhdlt man

'l-p:lt;t'(—yli ey — Yy Vg1 ooy — Lams 317 Sy SQm)
! . .
= > ER Py (— Tay—Zy 5 8ayy <0 0) '([),u/(—'lam+1+z, coei Sagy o Sl
R

N i . ! 9 .
= %smwlwzwy(lalfz, o Says ) Y (g oy = 2y e Say gy )
= w, W, Py (r,xm+1, oo Tag oy Yoy oo Yo
Sopy 417+ 01 Batg yyr Says ey Strpy)
! " . )
= (= )™ w, w0, Py (Vays v os Yapyr Tagyy o1 Yoy i Sagr -+ o0 Sy phs (16)

das letzte wegen der Antisymmetrie von ¥, ,. Es ist also

?P‘,“.“’ + (— Lym Wy Wy qr,tll’lu (16&)
B — (— D™ w0, Bt (16D)

eine positive und

eine negative Eigenfunktion ist. Bei gleichen Atowen in verschiedenen
Zustinden erhalten wir also zu jedem Paare g, u' eine ,positive
und eine ,negative® Eigenfunktion mit dem Drehimpuls p 4 u'

C. Sind schlieflich die Atome in gleichen Zustinden, so ist
Y, == P, und wir erhalten, wenn u == p' ist, zu jedem Paare g, g/,
diesmal ohne Riicksicht auf die Reihenfolge, eine ,positive“ und
eine ,negative* Rigenfunktion. @ Wenn y — ' ist, so verschwindet
entweder (16a) oder (16b) identisch, und wir erhalten eine positive
oder eine negative Eigenfunktion, je nachdem (w, — w,) die Anzahl
der Elekfronen in einem Atom m gerade oder ungerade ist.

Nach dieser Vorbereibung konnen wir zu unserem eigentlichen
Problem zuriickkehren.

§ 12. Wir haben zwei Atome mit m bzw. m' Elektronen, ihre
azimutalen Quantenzahlen sind 7 und 7, die Spiegelungscharaktere w und '
und die Partitiones £ und ¢. Wir setzen » und ' fiir 2 m —2 baw. Zm' —2'
(die r bedeuten dann so etwas wie Rumpfimpuls). Unsere Aufgabe besteht
nun darin, daf wir die Terme des Molekiils bei festgehaltenen Kernen
(Elektronenterme) kennenlernen wollen, die aus diesen Atomen durch
adiabatisches Zusammenfithren der Kerne entstehen, d. h. ihre Darstellungs-

* Nur dieser ist eindeutig, wenu man die Spin eingefiihrt hat (vgl. I und II).
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eigenschaften in bezug auf Vertauschung der Elektronenschwerpunkte und
Drehspiegelung um die Z-Achse bestimmen wollen. Die spinfreien Eigen-
funktionen der Atome seien g, und 4, o, worin der Index ¢ zur Unter-

'y
m\
beidung der (') — (
scheidung der z)
dient.
A. Bei ungleichen Kernen haben wir die Eigenfunktionen fir das
Molekiil

Wovittray...om = Ut Way =2y ooy Yoy =) Py (o - 0 Yop p ) (17

. ) zur Partitio # gehorenden Eigenfunktionen

worin wir die ¢, ..., 0y, und die e, 44, -..y Oy in der matiirlichen
Reihenfolge denken kionnen. Wir sehen unmittelbar, daB wir zu jedem
Paare v, ¢’ dieselben Partitiones fiir das Molekil erhalten, ja, daB dieses
von den azimutalen Quantenzahlen ! und I’ ganz unabhingig ist.

Wir konnen also zur Bestimmung dieser Partitiones | =17 =— 0
setzen, dann ist auch v — ¢ = 0. Wenn wir die R-Werte R,, R, usw.
fiir das Molekiil erhalten, so miissen wir bei der Einfihrung der Spin
die folgenden (-Werte erhalten (§ 7):

wegen B;: R, E —1,... — R, |

(18a)
wegen R,: R,, B, —1,... — R, usw. I
Andererseits wissen wir, daB, wenn wir die Spin noch bei den
getrennten Atomen einfithren, wir bei dem ersten Atom ein j — », bei
dem zweiten ein j' = ¢’ erhalten. Dies ergibt die (-Werte
r47v, r4+r—1 ..., r—7
—1, ... —ryr—r—1
r+r . y T T (18b)
—r+ 7, —r

Der Komplex (18a) muf mit dem Komplex (18b) identisch sein. Dies
ergibt *
R =r+7v, Bp=r+r—1,...bisBR=|r—r| (19)

Diese Partitiones entstehen fiir die Molekiilterme fiir jed es Paar v, 2.

Andererseits ergibt das Paar v, ' und —w, — ' ein A = |v + 7],
nur wenn ¥ — — p ist, haben wir ein A = 0 und ein 4 =— 0’ und,
wenn v — v =— 0, ein A =— 0 oder (', je nachdem (— 1)!*+¥ ww’ gleich

-+ 1 oder — 1 ist.

% Dies ist, da 2 die Anzahl der Finser in der Partitio ist, genam das
Londonsche Resultat. Vgl. ZS. f. Phys. 50, 24, 1928.
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Hiermit haben wir im Falle von ungleichen Atomen das Autbau-
prinzip: aus zwel Atomtermen mit I, w, r und 7, o', v’ (es sei | = 1)
entstehen die 1

I, 14T —1, ... 1,0 0’
147 —1, ... L0 0
L, 1—1, ... 1,0 oder® 0 (20)
1—1, 1
1—7, 1

Jedes hier aufgeschriebene 4 gibt je einen Term mit allen in (19) ge-
gebenen R, R,, ...
B. Im Falle von zwei gleichen Atomen in verschiedenen Zustinden
haben wir auler den Eigenfunktionen
q"w’@“g’a“ e By T wvé(ral_‘ 27 . ) %':' (ram+1 + Z: .. ) (173')
noch die
?fpa:v’;;'al, ey Gy = "PL’;' (ral‘_‘ Zy v ) wvt(tam_i_ 1 + Z; .. -)7 (17 b)

und wir erhalten sowohl aus (17a) zu jedem Paare v, ¢, wie aus (17 b)
zu jedem Paare v, v die folgenden R fiir das Molekiil
Bi=r+7r, Bp=r4+r—1,.. .0sBR=|r—7|. (19)
Das Molekiil hat also alle in (20) aufgeschriebenen A, und ebendiese A_
mit allen in (19) gegebenen R.
C. Gleiche Atome in gleicher Zustinden. Die Eigenfunktionen sind
?Fw':;'al, R "Pvc (rwl - Z; s ) wv"g’ (ram+1 + 27 .. ) (17 C)
Zuerst konnen wir genau wie im Falle A verfahren und erhalten die
A-Werte

T+T, 14T —1, .. 1,0, o'
1, 1,0 oder®* Q' (20)
-1, 1,

jedes mit allen B-Werten

rr, v — 1 = L e — ) 19
Ist ¥ o=, so haben wir fir jedes Paar v, v’ ohne Riicksicht auf die
Reihenfolge einen (¥ - »"), - und einen (v + ¢')_.-Term mit allen R von (19).

# Je nachdem (— 1)'t% 44’ gleich - 1 oder — 1 ist.
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Ist aber v — 9/, so haben wir nur einen Term und miissen seinen
Spiegelungscharakter bestimmen.
Diese hingt nicht von v ab, so dal wir ¥ == O setzen konnen.

Dann ist auch 4 — 0, wir haben die 2+ 4 1-Werte B von (19), jedes

einmal (r = r") 27, 2r—1,..., 0. (19"

Um die Spiegelungscharaktere dieser 27 -+ 1 Eigenfunktionen zu be-
stimmen, erinnern wir uns, da wir in § 11, C die Spiegelungscharaktere
der aus ihnen entstandenen Hyperfunktionen schon bestimmt haben. Wir

kionnen die dortigen Ergebnisse fiir j — j' = ¢ anwenden und erhalten
folgende Tabelle:
¢ Spiegelungscharaktere der Terme.

2y (— 1"

2r—1  (—1ym — (="

2r—2 (=1 — (— 1"

0 (— 1™ — (=™ (—1m™ .. ... 1

R — 2 2y —1 29 —2. . . . .. 0

Das Paar y — y’ —= r ergibt ndmlich einen Term mit dem Charakter

(— 1y», das Paar g, g’ — r, r — 1 zwei Terme, einen mit positivem,
einen mit negativem Cbarakter: das Paar u, @' == r, r — 2 ebenfalls,
das Paar g — g’ = 7 — 1 einen Term mit dem Charakter (— 1)™ usw.

Die Terme, die in einer vertikalen Kolonne stehen, miissen wir zu je
einem A = (-Term zusammenfassen. Die erste Kolonne gibt einen Term
mit B — 27, die zweite einen mit B — 27 — 1 usw.

Gegeniiber der Spiegelung im Ursprung sind die Eigenfunktionen
positiv oder negativ, je nachdem R gerade oder ungerade ist.

Die Terme mit v — v’ von (19') sind also 4,- bzw. A_-Terme, je
nachdem R 4+ 4 — R + 2w gerade oder ungerade ist.

Bei gleichen Atomen in gleichen Zustéinden lautet also die Aufbau-
regel, wenn die Azimutalquantenzahl der Atome I, ihr Multiplettsystem »
ist: Man hat je ein 4 von (20)

21,  21—1, ... 1, 0, 0O
21—1, ... 1, 0, 0
L, 1—1, 1, 0, (20')
1—1, ,
1,
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mit allen B von (19'). Die ungeraden A kommen in (20} geradzahlig
oft vor, es sind unter ihnen gleich viele 4, und 4_. Die gerad-
zahligen 1 kommen ungeradzahlig oft vor, man hat ein A, mehr oder
wenige: als A_, je nachdem R gerade oder ungerade ist. Im ersten
¥all (R gerade) hat man auch lauter 0, und 0., im zweiten (R un-
gerade) O0_ und 0',. Man kann dies zum Ausdruck bringen, indem man
(20") schreibt:

2D+, R1—1s, @QI—2)s, ... 2¢, 14; 04, 0%
21—, @1—2), ... 25, 15 04, O:I
21— 2 coe 24, 145 04, OF ,
( ) 00155 0s 00 1 o0
2;1 1,
11)

worin das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem man aus (19
ein gerades oder ungerades B wihlt. Mit anderen Worten, wir haben
zu jedem R von (199:0,1,2,...2# so viele Terme mit einem be-
stimmten A, als dieses 4 in (20") vorkommt. TIst diese Zahl eine gerade
Zahl, so haben wir gleich viele A, - und A_-Terme. Ist die Anzahl der
Ziffern 1 in (20") dagegen eine ungerade (wie dies z. B. fir die Ziffer
A = 21 immer zutrifft), so haben wir um eins mehr A-Terme mit dem
Index (— 1)%, als mit dem entgegengesetzten Index — (— 1)E. Alle
0-Terme haben den Index (— 1)E, alle O'-Terme den Index — (— 1)E.

§ 13. Hiermit haben wir ftir die drei Kopplungsverhiltnisse
a) Multiplettaufspaltung grof gegen Rotationsaufspaltung, chemische
Bindungsenergie gegen beide; ‘b) Rotationsaufspaltung gro8 gegen
Multiplettaufspaltung, chemische Bindungsenergie groB gegen beide;
¢) Multiplettaufspaltung grof gegen chemische Bindungsenergie, diese
groff gegen die Rotationsaufspaltung, die moglichen vorkommenden Terme
bestimmt.

Fiir die beiden ersten Falle haben wir die vorkommenden A- und
zugehorigen »-Werte bestimmt. Der Fall ¢) ist in § 10 erledigt, bei ihm
sind die (-Werte so zu erhalten, da8 man j und j' in bezug auf die Kern-
verbindungslinie quantelt. Natirlich werden sehr oft noch ganz andere
Koppelungsverhiltnisse vorkommen als die hier betrachteten drei Falle,
es ist aber anzunehmen, dafl diese besonders hiufig sein werden.

§ 14. Wir wollen noch die Resultate zusammenfassen. Wir gehen
von zwel Atomen mit m' bzw. m Elektronen aus; die azimutalen Quanten-
zahlen sind 7 und 7, die Multiplettsysteme » und +, die Spiegelungs-
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charaktere w und «'. Bei ungleichen Atomen erhalten wir die 4 von (20)
fiir das Molekiil, jedes mit jedem E-Wert, d. h. Multiplettsystem von (19).
Bei gleichen Atomen in verschiedenen Zustinden haben wir doppelt
soviel Terme, alle 4 von (20) kommen sowohl als A, wie auch als 1_
‘vor. Sind die Atome in gleichen Zustdnden, so haben wir zu jeder Kom-
bination eines 4 aus (20') mit einem R aus (19') nur einen Term; welche
Ay- und welche A_-Terme sind, ist aus (20'a) zu entnehmen. Dies sind
die gruppentheoretisch moglichen Terme.

Wir miissen noch angeben, was fir Molekiilterme einem bestimmten
Atomterm, der zu dem Atom mit den vereinigten Kernen gehiort, zuge-
ordnet werden miissen®. FEin Atomterm mit der Azimutalquantenzahl 7
gibt je einen Term mit A =17,1—1, ..., 1, 0. Und zwar ist der letzte
Term ein 0-Term, wenn I gerade und der Atomterm positiv, oder wenn !
ungerade und der Atomterm negativ ist, sonst haben wir einen 0'-Term.
Erfolgt die Trennung in zwei gleiche Kerne, so haben wir O,-, 1_- 2,-

. usw. Terme, wenn der Atomterm positiv, dagegen O_-, 1,.-, 2_-
... Terme, wenn der Atomterm negativ war. Hiernach lifit sich nunmehr
die im § 10 beschriebene Zuordnung der Terme der getrennten Atome
zu den Termen des Molekiils und das Aufsuchen der Atomterme des
Atoms mit vereinigten Kernen, die fiir den betreffenden Molekelterm in
Frage kommen, eindeutig ausfiihren,

§ 15. Als Beispiel wollen wir das Spektrum von H, behandeln *%
Als Zustinde mit weit gefrennten H-Atomen seien folgende betrachtet:

Atomzustinde Ionisierungsfrequenz Gruppenthe’?‘:gs:h mégliche
1528+ — 1529+ 109700 . cm-1 13, (1) 53_(2)
1525+ — 25328+ 27 400 137 () 557 (4)

1zt (5) 53, (6)
1528+ —2p2pP- 27 400 13, (7) 3%_ (8)
(9 %, (10)
o (1) sl (12)
7 (18) T (14)

Von den He-Termen miissen wir fir (1) und (2) diejenigen in
Betracht ziehen, deren Ionisierungsfrequenz kleiner ist als 109 700, fir

* F. Hund, ZS. {. Phys. (im Erscheinen).

*#* Literatur siche bei R. T. Birge, Proc. Nat. Acad. 14, 12, 1928. Die
Deutung von T. Hori, ZS. f. Phys. 44, 834, 1927, stimmt im wesentlichen mit
der unseren iiberein, nur Annahme einer Aufspaltung fiir den oberen Zustand der
Lymanbanden (5) scheint uns nicht zuzutreffen.
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die tibrigen diejenigen, deren lonisierungsfrequenz kleiner oder ungefahr
27400 ist. Diese sind in fogender Tabelle aufgetragen:

HesAtomzustand Im;:_i‘(;’;:: zgs= Molekiilterme
(1s)218% 198400.cm ™1 13, (1)
(1s)(2s) 18T | 32000 1x, (3)
(1s)(2s) 38+ | 38500 8%, (6)
(1s)y(2p)LtP-| 27200 1¥_(5) I, (11)
(Ls)y(2p)sP-| 29200 3¥_(2) B3I, (12)

Zunichst soll also, in Ubereinstimmung mit der Heitler wund
Londonschen Theorie, nur der eine der beiden Molekiilterme, die bei
hoben Schwingungsquantenzahlen unangeregte Atome geben, zum diskreten
Spektrum gehoren (1), der zweite (2) dagegen nicht. Von den Zustinden,
die bei hohen Schwingungsquantenzallen ein unangeregtes Afom und
ein angeregtes Atom mit der Gesamtquantenzahl 2 geben, sollen zwei,
(8) und (11), mit dem Grundzustand kombinieren diirfen, alle anderen
Kombinationen sind durch Auswahlverbote ausgeschlossen.

Die ersteren scheinen die Lyman-, die letzteren die Wernerbanden
zu sein. Nach dieser Auffassung sind also die Lymanbanden '¥_ <> 13,
Ubergsnge, und die Wernerbanden 'IT, < X, Uberginge.

Es liegt nicht in dem Rahmen dieser Arbeit, auf weitere Spektren
naher einzugehen, wir wollten nur zeigen, wie man die hier erhaltenen
Resultate zur Analyse verwenden kann. Wir mdchten nur noch be-
merken, daff wir diese Methode mit gutem Erfolg auf die Spektren von
He, und Na, angewendet haben, wihrend das Spektrum von O, — nament-
lich die A’-Teilbande der atmosphirischen Banden — Schwierigkeiten zu
bereiten scheint.

§ 16. Vergleich der Mullikenschen Bezeichnungsweise mit der
unseren.

Mulliken Hier Mulliken |  Hier
jk { a ~ 12
J J 8 >
o, A P g
7, 7 D 4
Anmerkung bei der Korrektur. In einer inzwischen er-

schienenen Arbeit* behandelt R. de L. Kronig die Molekiilspektren

* ZS. f. Phys. 50, 347, 1928.
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noch einmal und kommt zu Resultaten, die mit unseren § 1 bis 6
dquivalent sind.

In einer demnichst in dieser Zeitschrift erscheinenden Arbeit leitet
F. Hund ein Aufbauprinzip ab. Seine Resultate stehen in keinem Wider-
spruch mit den unseren, es ist im (Fegenteil zu hoffen, daB sich die beiden
Methoden bei der Abschitzung von Molekeltermen erginzen werden.

Bel Hund bewegen sich die Elektronen im ungestorten Falle nur
unter der Wirkung, der festgehaltenen Kerne, die Wechselwirkung der
Elektronen ist entkoppelt.

Hierdurch hat F. Hund den Vorteil, daf er sich von der Kenntnis
der Atomterme weitgehend unabhiingig machen kann. Die von uns ver-
wendete Methode hat dagegen den Vorteil, dal dem Auseinanderziehen
der Kerne ein Vorgang entspricht, dessen Verlaif an der Bandenkonver-
genz direkt abgelesen werden kann, so daff die Zuordnung der Molekiil-
terme zu Termen der getrennten Atome durch die Spektren selbst
eindeutig gegeben ist. Der Entkopplung der Wechselwirkung der Elek-
tronen entspricht kein #hnlicher Prozef und die Zuordnung der Terme
zu den ,ungestorten Termen® kann daher vielfach willkiirlich geschehen.

Gottingen, Juli 1928




