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E l e k t r o d y n a m i k  u n d  W e l l e n m e c h a n i k  
v o m  Standpunkt  des  Korrespondenzpr inz ips .  

Von O. Klein in Kopenhagen. 

(Eingegangen am 6. Dezember 1926.) 

Nach einer .kurzen ~bersicht der Grundbegriffe der Wellenmeohanik des Ein- 
elektronenproblems in w 1 werden in w 2 Ausdriicke aufgestellt, die als rela- 
tivistisohe Verallgemeinerung der yon SchrSdingor gegebenen wellenmechanischen 
Ausdriicke fiir elektrische Dichte und Stromvektor gelten kSnnen. Hiervon aus- 
gehend, wird in w 3 die korrespondenzm~ige Verwertung der Maxwell-Lorentz- 
schen Theorie fiir die Quantonthoorie diskutiert und in w 4 an einigen einfachen 
Beispielen erl~utert. In w 5 und 6 werden als weitere Beispiele der Betraohtungsweise 
die Theorie der StSrungen eines Atoms dutch ~ultere Kr~Lfte und dor Comptoneffekt 
diskutiort. Schlielilich werden in w 7 einige Bemerkungen zur fiinfdimensionalen 

We]lenmechanik mitgeteilt. 

E i n l e i t u n g .  Die woh]bekannten Schwierigkeiten, die der An- 
wendung der klasslschen Theorien fiir die Beschreibung der Atomvorg~nge 

im Wege stehen, haben unter dem Einflufi der Quantentheorie zu einer 

Revision unserer meehanisehen u gefiihr~, bei der die be- 

kannte, der Hami l tonschen  Theorie zugrunde liegende Analogie zwisehen 

der Punktmechanik und der Wellentheorie herangezogen wurde. Den 

ersten Schritt in diese Riehtung verdanken wir de Brog l i e ,  der die Be- 

wegung eines Teilchens mit der Ausbreitung yon Wellen in einem di- 

sperglerenden Medium verglichen hat, und so zu einer geometrisehen 

Deutung der Quantenbedingungen fiir die Periodizitatssysteme gelangt 

ist. Auf diesem Wege ist es dann S c h r ~ d i n g e r  gelungen, eine all- 

gemeine Wellenmeehanik zu entwiekeln. Durch die vielen bedeutenden 

1Resultate dieser Theorie wurde die Ho[~nung waehgerufen, dal3 es mit 
ihrer Hilfe gelingen wiirde, den in den Postulaten der Bohrschen Theorie 

des Atombaues formulierten, ~iir die Quantentheorie eharakteristischen 

Diskontinuit~ten zu entgehen, und in dieser Weise eine wahre Kontinuums- 

theorie in Raum und Zeit zu scha[fen. Doeh stehen einer solehen Au[- 

[assung ungelSste Sehwierigkeiten tiefliegender Art entgegen, und bei 

dem ietzigen Stande der Wissensehaft diirfte eine adequate Besehreibung 
der Erscheinungen wohl nur dureh die yon Bohr  begriindete korre- 

spondenzm~l]ige Befraehtungsweise zu erzielen sein. Die Grundluge fiir 

eine derartige Verwertung der \Vellentheorie wurde aueh geschaffen durch 
den yon S c h r S d i n g e r  aufgedeckten Zusammenhang zwisehen der nicht- 
relativistisehen We]lenmeehanik und der H e i s e n b e r g s e h e n  Quanten- 
mechanik. Unter Heranziehung einer Matrixdarstellung der mechanischen 
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GrSBen nach dem Vorgang von H e i s e n b e r g  war es bekanntlich schon vor 
dem Entstehen der S e h r 8 d in g e r schen Theorie gelungen, eine rationelle 

korrespondenzmil]ige u der Punktmechanik im Sinne der B o h r- 

sehen Grundpostulate zu erreichen. Die MSgllchkeit, eine noeh direktere 

Beziehung zwisehen der Wellenmeehanik und den Postulaten der Quanten- 
theorle zu erzie]en, wurde besonders yon Born  betont, in Verbindung mit 
seiner Behandhng der ffir die Atomtheorie so wichtigen Stoi]erscheinungen. 

Die folgende Behandlung tier Strahhngserseheinungen geht yon den 
Feldgleichungen der M a x w e l l - L o r e n t z s c h e n  Theorie aus und sueht 
die Wellenmechanik yore Standpunkt des Bohrschen Korrespondenz- 
prinzips ein[ach zu verwerten. In dleser Weise gelangt man unge- 

zwungen zu einer Besehreibung, die den Forderungen der speziellen 
Relativititstheorie geni~gt. Die Darstellung sehliel]t sieh naturgemal] der 
relativis~ischen Verallgemeinerung der yon S eh r 5 cling e r aufgestellten 

Ausdrficke fiir elektrisehe Dichte und Stromvektor an. Hierbei beschrinken 
wir uns auf das Eine]ektronproblem (vereinfaeht dureh Weglassung der 
Eigenrotation des Elektrons), w o e s  bis ~etzt allein mSglieh war, eine 

dem Relativit~tsprinzip genfigende Theorie zu schaffen. Sehon bei diesem 
Problem bereitet die Relativit~tsforderung der Matrixtheorie eigentfim- 

llehe Schwierigkeiten, die im Wesen der Saehe zu liegen seheinen. 

Hier sei iedoeh an die interessante Behandlung des Comptoneffekts  
erinnert, die D i r a e  gegeben hat mit Hilfe seiner symbolisehen Darstelhng 
der ]~atrixmechanik. 

Wie tier Verfasser bald zu zeigen hofft, lil]t sieh die Theorie im Sinne 

tier angemeinen Relativltitstheorie erweitern. Hierbei bekommt man eine 
korrespondenzmil]ige Darstellung der quantenmechanisehen Bewegungs- 
gleiehungen als einen unmittelbaren Ausdruck ffir die Erhaltung yon 

Energle mid Impnls, welehe eben die notwendige Bedingung ffir die Ver- 
kn~ipfung der Wellenmeehanik mit den E ins te ins0hen  Feldgleichungen 
bildet. In diesem Zusammenhang soll aueh ngher auf die ffinfdlmensionale 
Wellenmeehanlk, fiber die im letzten Paragraphen dieser Mitteilung einige 
Bemerkungen folgen, eingegangen werden, die sieh einer Darstellung der 
ullgemeinen Relativititstheorie ansehliel]t, wie sie sehon K a luza  versucht 
hat. Diese Form der Weilentheorie g eht yon der Bes~rebung aus, trotz 
dem befremdenden Zug der Einftihrung einer neuen Dimension eine Be- 
schrelbungsweise zu erreiehen, die den ldassisehen Theorien niher 
entsprieht als die ietzige korrespondenzmil]ige Darstelhng, die bei 
elner raumzeitllchen Beschreibung der Erseheinungen unumganglich zu 
sein seheint. 
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Die folgende Schriit verdankt ihre Entstehung ganz wesentlich dem 
lebhaften freundlichen Interesse, das Prof. N. Bohr  seit Jahren dem u 

fasser entgegengebracht hat. Nicht nur hat er mir den unschAtzbaren 
u verschafft, zu demum ihn arbeitenden Kreis zn gehSren, sondern 
er hat in der tatkraftigsten Weise dureh Ratschl~ge und Kritik an dieser 
Arbeit teilgenommen, wodureh besonders'das u der Welien- 
mechanik zu den Posiulaten der Quantentheorie mir wesentlich klarer 
wurde. Auf diese Frage hofft Professor B o h r  bald in Zusammenhang 
mit einer allgemeinen Diskussion der Fragen der Quantentheorie zurfiek- 
zukommen. An dieser Stelle m(ichte ieh aueh der eingehenden Dis- 
kussionen fiber allgemeine und spezielle Probleme tier Wellenmechanik 
mit Prof. H. A. L o r e n t z ,  Prof. P. E h r e n f e s t  und anderen holl~ndisehen 
Physikern gedenken, die eine freundliehe Einladung nach Leiden durch 
die H. A. Lorentzs t i f tung  ermiig]ieht hat. 

w 1. Grundz f ige  der  W e l l e n m e c h a n i k .  Betraehten wir die 
Bewegung eines Elektrons in einem elektromagnetlschen Felde nach der 
Mechanik der speziellen Relativitgtstheorie. Die Ladung des Elektrons 
s e i - - e ,  seine Ruhemasse tt, seine Lage sei dureh rechtwinklige Koor- 
dinaten (x, y, z) definiert, nnd die Zeit (t) sei mit einer im betreffenden 
Koordinatensystem ruhenden Uhr gemessen. Das elektromagnetisehe 
Feld besehreiben wir durch alas Vektorpotential 2 und alas skalare Potential V, 
denen wir, wie fiblieh, die Bedingung auferlegen: 

l c) V 
di~ ~ + T 3 T  = O, (1) 

wo c die Liehtgesehwindigkeit bezeiehnet. 

Als ein Ausdruek fiir die Bewegung des Elektrons kanndie folgende 
H a m i 1 t o n- J a e o b i seh e Differentialgleiehung ffir die Wirkungsfunktion S 
betraehtet werden : 

1 {(gradS + ,~1~ ~ 1 OS 2 1 2 
2 ;  c } - - ~ ( ~ - - e ~ ]  + - ~ , c  = 0 .  (2) 

Zu dieser Gleiehung, die, naeh d er t t  ami l  t o n sehen Theorie, d er Differential- 
gleiehung ffir die Wellenfl~,ehe in der Optik entsprieht, gehSren gewisse 
,StraMengleiehungen", welche eben die relativistischen Bewegungs- 
gleichungen des Elektrons darstellen. Diese Gleichungen lassen sieh 
folgendermaSen in kanonischer Form sehreiben: 

dx OH dy OH dz  OH dt OH ] 

d px OH dlOy __ OH d.pz __ OH dpt OH I l" ) 
~ -  Ox' d~ Or' d~ ~ '  ~ ~i '  I 
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mit 
> ~ = ~  * + 7  c ' 7 

c2 (p ,  - -  ~ V)  ~ § -~ ~ c .  

dy  
9.Ix, :Py ~y, 

c - ~  f f d v  c 

(4) 

Wir k(innen folglich fiir H schreiben: 
/dye, 1 / 1 

so da6 die aus (2) folgende Beziehung 
H-----0 

erfiillt ist, wenn wir d v gleich der zum Elektron gehiirlgen Eigenzeit 

setzen, also 1/ d x~ ~- d Y~ ~- d z2 
dv  ---- dt  2 (6) [ C a 

Dann sind die Griil~en Px, Py, Pz gerade die Momente, die in das fiir die 
Quantentheorie so wichtige 1)hasenintegral 

eingehen, w~hrend - -P t  ein Ma~ der Energie des Elektrons ist (Ruhe- 
energie &t c2). 

Die gewiihnliche Quantentheorie der Periodizit~tssysteme ergibt sich 
nun, wenn wir im Falle eines statischen Kraftfelds fiir die stationgren 

Zustiinde solche Liisungen der Gleichung (2) aufsuchen, bei denen e a , 
wo h die Plancksche  Konstante bezeichnet, eine eindeutige Funktion 
der Lage ira Raume ist. L. de Brogl ie~)  Iolgend, erbllcken wit in der 
letzten Bedingung, die den gew(ihnlichen Quantenbedingungen aquivalent 
ist, eine Interferenzbeziehung, wie sie bei der Bestimmung yon Eigen- 
schwingungen vorkommt, wodurch die Quantenzahlen die Bedeutung yon 
Knotenzahlen erhalten, und die Quantenbedingungen organisch mit den 
Bewegungsgesetzen verkniipft werden. Ferner brlngen wir die bekannten 
Schwierigkeiten der gew8hnlichen Quantentheorie der Periodizitatssysteme, 
die auf Abweichungen yon der gewt~hnlichen Mechanik hindeuten, nach 
S c h r 8 d in g e r ~) mlt dem Umstand in Verbindung, dal~ auch in der Optik 
die eben genannte Methode zur Berechnung yon Eigenschwingungen nut 

1) L. de Broglie, Ann. d. physique (10) 8, 22 1925 (Th~se 1924). 
~) E. Sehrgdinger,  Ann. d. Physik 79, 361, 489, 734; 80,437; 81,109, 1926. 

Aus (4) und (3) folgt 
dx  

P~ ~ ~ d v  

d z  
Pz ~ ~t d t  

~d t  
c 2~' p ~ = - - ~ c  ~ + e V .  (5) 
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dann zu ann~hernd riehtigen Resultaten fiihrt, wenn die Kriimmung der 
Lichtstrahlen auf einer Wellenlange gering ist (hohe quantenzahlen) und 
im a11gemelnen Falle durch die Betraehtung der linearen Wellengleiehung 
zweiter Ordnung ersetzt werden mutt. Dementspreehend ersetzen wir 
die Gleiehung zweiten Grades erster Ordnung (2) durch die folgende 
lineare Gleichung zwei~er Ordnung: 

I, 2 ~ h t [ T O q~] 
4~,  ~ + 2 ~ - ~ c  (~gr~dw) + + 

+ [ . ' e '  + ~' r - '  - -  v ' )]  ~ ~  ._. = o, (7) 
2r 

wo ~ eine Orts- und Zeiffunktion bedeutet, die e ~ ~ entsprieht, und wo 
O 2 O ~ O '~ 1 0 ~ 

[]  - -  O x  ~ + ~ + c) z ~ c '~ O t 2 

den d' A 1 e m b e r t sehen Wellenope rator bezeiehnet 1). 
Dureh den Ansatz 2 = - - S  

r ~ e ~. (8) 
erhalten wit aus (7) 

( t ,~ 1 lOS  ~ h 
g r a d S + c -  c- T ~ , - t  q-~t ~c ~ + ~ [ ] S - - ~  0. (9) 

Fiir h ~--- 0 ergibt sieh also in der Tat, dem 1Jbergang yon der Wellen- 
optik zur geometrisehen Optik entsprechend, die H a m i l t o n - J a e o b i s e h e  
Gleiehung (2). 

Die Gleichung (7), die yon versehiedenen Seiten gegeben wurde, 
reprasentiert die dlrekte relativistlsehe Verallgemeinerung der SehrS-  
dingersehen Wellengleichung fiir das Einelektronenproblem. Fiir den 
Vergleieh mit S c h r S d i n g e r s  Resultaten soll bier darauf hingewiesen 
werden, dab seine nicht-relatlvistische Gleiehung aus (7) erhalten wird 
dureh den Ansatz u=i 

r = ~e h ,~e2t, (10) 

h 0~ 
wenn wir annehmen, da$ 2 ~r---i O~' t V$ und e]~ll~ als unendlieh klein 

yon der ersten GrOl~enordnung im Vergleich mit ~t c ~ ~ behandelt werden 
kSnnen. Es folgt dann 

8 ~ t X l t v _ _  h [ ~  011 

in [Tbereinstimmung mit der yon S c h r i i d i n g e r  gegebenen Gleichung. 

1) Ebenso wie die Hamil ton-Jacobische  Gleiehung (2) ergibt diese 
Gleichung eine Klasse yon L5sungen, bei denen die Energie neffativ ausf~llt, and 
die in keiner direkten :Beziehung zu der Bewegtmg des Elektrons stehen. Diese 
werden wir naturgem~ifl yon der Betrachtung ausschliellen. 
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Betrachten wir nun als Erli~uterung tier Gleiehung (7) den Fall 
eines in elnem bestimmten Koordlnatensystem statischen Kraftfeldes. 
Wit kSnnen dann fiir cfl ansetzen 

q~ ~ Oe 2~l r t ,  (12) 

wo qO nicht mehr yon der Zeit abhangt und T eine Konstante bezeichnet. 
Es ergibt sich so 

h ~ h ~ [/t e2 ~f2 
4 ~  ~ J ( p + 2 ~ c ( 2 g r a d O ) ~ -  ~c 2~- 

1 
( h T - -  E V)~]~ ) ~ 0. (13) 

C 2 

Aus dem Vorhergehenden sehen wir, dab ein natiirlieher Anschlul~ 
an die gewShnlichen Quantenbedingungen [iir die Periodizitatssysteme 
erreicht wird, wenn wir die zu dieser Gleichung gehSrlgen Eigen- 
schwingungen als Reprasentanten der stationaren Zustande des Atoms be- 
traehten. Der Ersatz der Quantenbedingungen durch das zur Gleiehung (11) 
gehiirige Eigenwertproblem fiihrt nun soiort den Vorteil mit sich, da~ 
das ~rag]iehe Problem im allgemeinen bestimmte diskrete LSsungen ha~ 
so daft die fundamentale Schwlerigkeit gehoben ist~ die in der gew(ihnlichen 
Theorie der stationaren Zustaade durch die Ausnahmestellung der 
Periodizit~ssysteme in der gewiihnliehen Mechanik verursacht war. 

An der Grenze, wo die gewShnliche Relativitiitsmechanik gilt, geht, 
wie aus (8) lolgt, h T in die GrSl]e lot fiber, welehe die mit negativem 
Zeiehen genommene Energie mil]t. Nach der Bohrschea Frequenz- 
bedingung werden wlr Iolglieh erwarten, da~ die zugeh(irigen Eigen- 
werte T die Spektralterme repr~sentieren. Die Frequenzbedingung selbst 
steht ~edoeh der bisherlgen Darstellung ebenso ~remd gegeniiber wie der 
auf dem Phasenintegral begriindeten Darstellung der gewShnlichen 
Quantentheorie. Hier stolen wlr gerade au[ den Ausgangspunkt des 
Bohrschen Korrespondenzprinzips und, wie wir im n~ehsten Paragraphen 
selien werden, ist es in der Tat miiglich, in Anschlul~ an die yon 
S c h r S d i n g e r  entdeekte wellenmechanische Deutung der Frequenz- 
bedingung zu ether sinngemi~l]en Zuordnung der quantentheoretischen 
Postulate zu den Forderungen der klassisehen Elektrodynamik zu gelangen, 
wie sic dem Geist des Korrespondenzprinzips entspricht. 

Wenn die in (7) eingehenden Kraftfelder sich mit der Zeit ver- 
andern, so lal]t sieh diese Gleichung im Gegensatz zu der t t a m i l t o n -  
Jaeobischen Gleichung (2) immer noeh fiir die korrespondenzmal]ige 
L(isung des Quantenproblems verwenden. Dies hi~ngt nahe mit tier 
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Linearit~i~ dieser Gleichung zusammen, wodurch ihre LSsungen Eigen- 
schatten aufweisen, die den den Ubergangen zwisehen stationaren Zustanden 
zugeordnetea ,virtuellen" 0szillatoren entsprechen. Hierdurch wird - -  
wie in der He i senbergsehen  Theorie - -  die Briicke geschlagen zwischen 
der Theorie der Periodizitittssysteme und der korrespondenzmiifligen 
Dispersionstheorie, wie sie yon L a d e n b u r g  und K r a m e r s  entwickelt 
worden ist. 

w 2. W e l l e n m e e h a n i s e h e  Ausd r i i cke  fiir e l e k t r i s c h e  D i c h t e  
und S t r o m v e k t o r .  In der Loren tzschen  Elektronentheorie wird das 
elektromagnetische Feld bekanntlich in der iolgenden Weise durch die 
elektrisehe Dichte 0 und den (elek~rostatiseh gemessenen) Stromvektor 
bestimmt: 

d iv~  = 4 z 0 ,  | 

1 0 ~  4 z ~ .  / (14) 
r o t  ~r~ 

c o t - -  c 
Hier bezeichnet ~ den elektrischen und ~ den magaetisehen Feldvektor. 
Zwischen den Griil]en ~ und ~ einerseits, g und ~ andererseits bestehen 
folgende, dem zweiten Paar der Maxw ellsehen Gleichungen entsprechende 
Beziehungen 

; 1 O ~ \ ,  
: - - \ g r a d  V - } - c ~ 7 )  @ _____ ro t2 .  (15) 

Aus (14) folg~ in wohlbekannter Weise der Satz yon der Erhaltung der 
Elektrizitat, namlich 

0o 
div ~ d- ~ -  : O. (16) 

Wenn wir nun Gleichungen yon der Form (14) mit Hilfe der 
Wellenmechaaik korrespondenzm~llig verwerten wollea, ist es vor ahem 
notwendig, aus den L(isungea der Wellengleiehung Ausdriieke zu bilden, 
welehe die Beziehung (16) erfiillen. 

In nahem Anschlu~ an Uberlegungen, die S c h r l i d i n g e r  vor kurzem 
mitgeteilt hat, betrachten wir zu dlesem Zwecke die Gleichung (7). Da 
i = l / Z 1  in dieser Glelehung explizite vorkommt, besteht noeh die 
folgende mit ihr gleichwertige Gleichung, wo i gegen - -  i vertauseht ist: 

h' h t[ vo ,  I 
4 z 2 [] ~p - -  2 ~ c (2 grad ~p) + c ~--/_ ~- 

~-[tt'~c2 J~ c~,_ = O, (7a) 

wo ~, eiae Orts- und Zeitfunktion bezeichnet, die speziell zu der 
Funktion r in (7) koniugiert komplex sein kaan. Wie die S chr~i- 

Zeitsehrfft itlr Phyaik. Bd. XLI. 27 
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dingersche Gleichung (11) aus (7) Iolgte, bekommen wir aus (7a) durch 
den Ansatz 

2Z--/. c2 t 
to = ~e h (10a) 

die folgende Gleichung: 

z/~ @ - h  V - 8  ~&~t { ~ V~- ~ / h  [~_c (2 g r a d ) +  ~t]}~/ ~--- 0. ( l l a )  

Ebenso ergibt der Ansatz 
2:gi S 

, = e h , ( S a )  

wenn wit h ~ 0 segzen, die Hami l ton - Jaeob i sche  Glelehung (2) flit 
die Funktion S. In Analogie zu (12) kann man sehlielllleh im Falle 
eines statisehen Kra~tfeldes setzen 

to ~ ~ e  - 2 ~ i T t ,  (12a) 

wodurch Itir gr die Gleichung folgt 

[ h 2 h ~ (4 grad ~F) -[- ~2c 2@ c ~ 

1 
(h T - -  ~ V) ~] c2 ~ ----- 0, (13a) 

welche sich yon der Gleiehung (13) nur dutch das Vorzeichen yon i 
unterscheldet. 

Wit multiplizieren nun die Gleichung (7) mit to und die Gleichung (7 a) 
mit qo and subtrahieren. Naeh einer einfachcn Rechnung, wobei yon 
der Bedingung (1) Gebraueh gemaeht wird, ergibt sich 

/ h  } 
div (2 ~i  (to grad q0 - -  q) grad tO) -f- 2 c g ~o tO 

+ N  2=ic ~ t O N - - ~  / + T g ~ t o  = o .  (17) 

In (17) haben wlr also tats~ehtieh eine Gleichung yon der Form der 
Kontinuit~tsgleichung (16) vor uns. Indem wir die Ausdrtieke in den 

$ 
Klammern aus sparer ersiehtlichen Griinden mit - - - - -  multiplizieren, 

2 ~  
woilen wit se~zen 

, / o, o,) } 

t h d 2•  ~I~to} 3 - -  2/~ l ~  (to gra ~0 - -  qo grad to) ~- c _ 

Wenn wlr in diesen Ausdrticken mit ttilfe yon (10) nnd (10a) die 
Relativitat vernaehlassigen, und aul~erdem das ]tIagnetfeld als so sehwach 
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betrachten, daft das mit 2 proportlonale Glied in 3 weggelassen werden 
kann, so kommen wir eben zu den yon S c h r 5 d i n g e r  gegebenen Aus- 

driicken iiir elektrische Dichte und Stromvektor, namlich 

e ~ h 

Zur Veransehaulichung der Ausdriieke (18) wollen wir zur Grenze 
h ~ 0 iibergehen. Wir setzen dazu die Ausdriicke (8) und (Sa) liir 
q~ und ~p in (18) ein, wodurch sich ergibt: 

(20) 

Mit Hilfe der ,,Strahlengleiehungen" (3) wollen wir ~erner in (20) 

die Differentialquotienten von S (lurch die Komponenten d x  d y d z 
d t  ~ d t  ~ d t  

der ,,Strahlengeschwindigkeit" ~ ansdriicken, wodurch sieh ergibt: 

( (21) 
~ .-= - - - -  ~ . I  

f l 1 
Die au~ere s dies~r Ausdriieke mit den entsprechenden Formeln 

der klassischen Elektronentheorie mug dazu beitragen~ das bei dem ersten 
Anblick befremdende explizlte AuItreten der Potentiale in (18)zu  be- 

leuchten. Es mu~ jedoch beton~ werden, da/} der bier betrachtete Grenz- 
iibergang als rein Iormal anzusehen ist und keine An~wort gibt auf die 

tiefere Frage, wie man von den Eigenschaiten des wellenmechanischen 
Elektronenmodells kontinuierlieh zu den Ergebnissen der klassischen 
Elektronentheorie gelangen kann. Hier h a t  S c h r i i d i n g e r  versueht, 
einen Zusammenhang zu linden, indem er ein Teilehen mit einem ,Wellen- 

paket~ verglichen hat. Doch ist es in dieser Weise bekanntlich nicht 
raiiglieh gewesen, ein Zusammenhalten des Elektrons zu erreichen. Es 
schelnt, als ob die Verbindung bier eben dutch das Korrespondenzprinzip 
dargeboten wird, was um so natiirlieher vorkommt, wenn man die Existenz 
der Teilehen selbst als ein Quantenproblem zu betraehten versnehtl). 

1) Vgl. O. Klein,  Nature 118, 516, 1926. 

27* 
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Ehe wir zu einer Diskussion der Anwendungen der Beziehungen (18) 
iibergeheu, wollen wir dureh ]~ultiplikation der Gleichung (16) mit 
einem Volumenelement d v und Integration fiber das ganze Gebiet, worin 
0 und 3 existieren, unter der Amaahme, dab der elektrische Strom an 
der Grenzfl~ehe verschwindet, die folgende Hilfsgleichung ableiten: 

~ I 0~- ~  = o. (22) 

15berdies hat bekanntlieh (16) zur Folge, dal~ das Integral ; ~ d v  aneh 
Lorentztransformationen gegenfiber invarian~ ist. 

{} 3. K o r r e s p o n d e n z m ~ i g e  V e r w e r t u n g  der  W e l l e n -  
me e ha n i k  im F a i l  eines s t a~ i sehen  Kra f t f e lde s .  Indem wir uns 
nun der Verwertung der Ausdrtieke (i8) ftir die Quangentheorie zuwenden, 
wollen wir zuerst den Fall eines statisehen Kraftfeldes betraehten trod 
wollen dabei annehmen, daft es sieh urn ein niehtentar~etes System 
handel,, was ia kekne wesentliehe Einsehr~nkung der Betraehtungen be- 
deutet. Die allgemeinen L~smagen der Gleiehungen (7) und (7a) sind 
in diesem Falle lineare Kombinafionen der zu den einzelnen Eigen- 
schwingungen gehiirigen Liisungen, so dab wl r  naeh (12) und (12a) 
setzen kiinnen 

~p --~ ' ~  e~e2~r,~ t, ~ ~ ~_~ W,~e- ~T,~t, (23) 
n n 

wo q~n und ~/~n ein Paar Eigenfunktionen der Gleichmagen (13) und (13 a) 
bezeiehnen, mad wo alle Tn verschieden sind. licit Hilfe dieser Ausdriieke 
nehmen die Griil]en Q und 3 folgende Gestalt an: 

n m 

m 

w o  

(~4) 

Q ~  - -  ~c ~ 2 Av ~ V_ ~)n ~J'me~Zti(Tn - Tra)t, 

~ {2~-i (tP'mgrad q~n--  ~ngrad  Wm) -~ - 

+ 2 c q~ ~ e~(T~--  r~)t. (25) 

Wenn wir das elektromagne~ische Feld betrachten, welches nach den 
Feldgleiehungen (14) zu den Ausdrficken (24) gehiirt, so zeig~ sieh eine 
au~fallende Ahnlichkei~ mit den ~ul]eren Wirkungen elnes Atoms, wie 
sie den Postulaten der Bohrsehen Theorie entsprechen, wodureh die 
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Reprasentatlon der stationaren Zustande durch Eigenschwingungen wesent, 
lich an Inhalt gewinnt. Wie wir sehen, besteht das fragliche Feld tells 
aus sfatischen G]Jedern, die je zu einer einzigen Eigenschwingung ge- 
hSren, toils aus rein harmonischen Schwingungeu, die den Paaren yon 
zwei verschiedenen Eigenschwingungen angehSren. Die zu dem Zahlen- 
paar n, ~n gehiirige Frequenz ist hierbei gegeben durch 

so dab das ganze Spektrum dem R y d b e r g - R i t z s c h e n  Kombinations- 
prinzip geniigt. Glelchzeitig ist auch die Bohrsche Frequenzbedingung 
erffillt, denn, wie wir gesehen haben, tiihr~ die wellenmechanische Be- 
trachtungsweise zu tier folgenden Beziehung zwischen der Energie E des 
Atoms und der GrSBe T: 

E ~--- - -  h T. (27) 

Eben diese bedeutungsvolle Ubereinstimmung zwlschen den Ergeb- 
nissen der Wellenmeehanik und den Forderungen der Quantentheorle hat 
Schr i Jd inge r  als Sttitze betrachtet fiir sein Programm einer rein we]len- 
mechanisehen Theorie der A~omvorg~nge, in der die Postulate der 
Quantentheorie nicht mehr explizlte auftreten, wahrend sle in tier auf 
die klassisehe Mechanik begriindeten Theorie der Periodizit~tssysteme 
schon ffir die Erklarung des Kombinationsprinzips erforderlich sind. 
Indessen hat uns die Wellenmeehanik nicht fiber die fundamentalen 
Schwierigkeiten hinweggeholfen, wie sie u. a. beider  Anregung der Spektren 
zum Vorschein kommen, und die in den Postulaten ihren Ausdruok finden. 
Dagegen erlauben die wellenmechanisehen Ausdriieke fiir ~) und ~ eine 
quantitative Formu]ierung tier Korrespondenz zwisehen den Forderungen 
der Elektrodynamik und der auf die Bohrschen Postulate begriindeten 
Beschreibung' der Atomvorg~nge ; einer Korrespondenz, zu deren Erkenntnis 
die klassische Elektronentheorie wohl verhelfen konnte, fiir die sie iedoch 
nur einen asymptotisch quantitativen Ausdruek zu gebengestattetl).  

Die Korrespondenz verfolgend, ordnen wit die Glieder in den 
wellemaechanischen Ausdrtieken (24) fiir Dichte and Stromvektor in tier 
folgenden Weise: 

E r a <  E n 

e - - ~ e . ,  e. = e . .  + ~ ( e ~ .  + e.~), 
Tt~ 

E~ < ~ .  (28) 

1) Siehe N. Bohr, Uber die Quantentheorie der Linienspektren. Braunschweig 
1923, 
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we die Summation in den Ausdriicken fiir @n und -~n fiber alle dieienigen 
Eigenschwingungen zu ers~reekea ist, bei denen E m ~ En ist. Wir sehen 
erstens, dal3 die Gr(i/Jen 0 und 3 nur dana ree]_l werden, wean jedes ~/.r n - -  
bis auf einen fiir a l l en  gemeinsamen Faktor, den wit aus Symmetrie- 
griinden naturgemal3 gleieh Eins setzen - -  zu dem entspreehende~ ~n 
koniugler~ konaplex angenommea wlrd. Under dieser Annakme werden 
die Grii~en (0am ~- 0,~n) und (3,/~n ~- -~mn) einzeln reell. Betraehten wir 
nun die Griil~en On and 3n, so sehen wlr, da~ in denselben eben alle 
diejenigen Sr reprgsen~iert sind, die naeh den Postulaten 
der Quantentheorie zu spontanen 0bergangen von demjenigen stationaren 
Zustaad gehSren, dessen Energie gleieh En ist. 

Wir werden also versuchen, die yon einem Atom in einem stationgren 
Zustand ausgehenden elektromagnetischen Wirktmgen nait ttilfe der 
GrS~en On trod 3~ zu besehreiben. Zu diesem Zwecke mfissen wir erstens 
verlangen, dail die zu der Diehte On geh~irende Gesamtladung gleich der 
Ladung - - e  des Elektrons ist. Dull eine solehe Forderung msglieh ist, 
liegt nun daran, dal~ nach der Kontinuita~sgleichung (16), die fiir jedes 
Paar yon Gr~iflen 0n~ und 3am fiir sich erffillt ist, die Gesamtladung yon 
der Zeit unabhangig isg. Aus (22) folgt einIaeh, wenn n und m ver- 
sehieden sind, 

~ onmdv ~ O, 

eine Beziehung, die unter Vernachtassigtmg der Relativit~t in die woM- 
bekaante Orthogonali~atsbeziehung fiir die Eigenhmktionen iibergeht. In 
der Tat folgt auf Grund yon (10) und (10a) 

~ ~n ~ dv ~ O. (29) 

Nach (28) haben wir also 

f o.dv ------. j'o,~.dv, 

so dal] die Festlegung der Gesamtladung nach (25) zu folgender Be- 
ziehung ffihrt: 

1 I $[c~ (h T n - -  e V) ~n ~trn dv = 1, (30) 

wodureh ~ede Eigenftmktion in bestimmter Welse normiert wird. Dureh 
Vernaehlassigung der Relativita~ folg~ hieraus 

]~n~ndv ~ 1 (31) 
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in (~'bereinstimmung mit der Normierungsbedingung, die S e h r ~ d i n g e r  
den Eigenfunktionen auferlegt hat, und die besonders iiir die Herstellung 
einer Verblndung zwisehea der Wellenmechanik und der Matrixmechanik 
yon Bedeutung ist. In der Tat bilden die GrSl~en Qn,~, wenn die Rela- 
tivitat vernaehl~ssigt wird und alle Eigenfunktionen in der besproehenen 
Weise normiert werden, die Elemente einer Matrix, dureh welche die 
Darstellung der mechanisehen GrSllen tier Elektronenbewegung, wie sie 
der He isenbergsehen  Theorie entspricht, einfaeh erfolgt. 

Indem wir hier die Wellenmeehanik in direkter Verbindung mit den 
elektromagnetischen Feldgleichungen zu verwerten suchen, werden wlr 
annehmen, dab die den Gr~gen Qn und ~ entsprechenden elektromagne- 
tisehen Erseheinungen im Sinne des Bohrschen Korrespondenzprinzips 
einen quantltatlven Ausdruek geben fiir die an die Anwesenheit eines 
Atoms in dem betreffenden station~ren Zustand gekniipften beobaehtbaren 
Wirkungen. Dabei shad die E ins te inschen  Wahrseheinliehkeitskoeffi- 
zienten fiir die spontanen Ubergange ant gewfihnliehe Weise unter An- 
nahme tier Erhaltung tier Energie zu ermitteln. Wir sehen, da$ unsere 
Annahme dazu fiihrt, die Gesamtausdriieke iiir Q und ~ der Gesamtheit 
der elektromagnetisehen Erscheinungen zuzuordnen, die einer gedaehten 
gleiehzeitigen Anwesenhei~ yon Elektronen angehSren, die ohne irgend 
eine Wechselwirkung in demselben statisehen Felde in soleher Weise ge- 
bundea sind, da$ ieder mSgliehe station~re Zustand dureh ein Elektron 
repr~sentiert wird. Eben dutch diese Zuordaung haben wit einen An- 
schhl~ der wellenmeehanisehen Beschreibung a~ die quantentheoretisehen 
u fiber die Wirkungsweise der einzelnen Atome erhalten. 
Iasofern als diese Betrachtungen mit Summen aus harmonisehen Sehwin- 
gungsgHedern operieren, schliellen sie sich der auf der klassisehen Elek- 
troaentheorie basierten asymptotisehen Darstelhag des Korrespondeaz- 
prinzips an. Es ist iedoch zu bemerken, dal~ eben naeh der Art der 
Wellentheorie die Verbindung in der Grenze, we der relative Untersehied 
zwischen den station~ren Zust~nden verschwindet, wie sehoa erw~hnt, 
sieh nieht besonders einfaeh gestaltet. u ist es eben die yon 
B ohr  betonte quantentheoretisehe Seite tier Korrespondenz, die bier den 
Kern der Betrachtung bildet. 

Die besehriebeae korrespondenzma~ige u der Wellen- 
mechanik erlaubt nicht nur den Forderungen der Relativit~tstheorie zu 
geniigen, die, wie erwahnt, tier Matrixtheorle Sehwierigkeiten bereitet, 
sondern die direkte Ankniipfung an die Feldgleiehungen diirfte aueh eine 
Yereinfaehung bei der Behandlung des Strahlungsproblems darbieten. 
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u  seiten der Matrixmecha~ik ist dieses Problem besonders ~'on I) i ra  e 1) 
in Angriff genommen worden, wobei es ibm gelungen ist, einen Ausdruck 
fiir die Wahrschein]ichkei/skoefilzienien der yon ~ul]erer Strah]ung indu- 

zierten Uberg~inge abzu]eifen, der - -  unter Ber~nziehung der yon E in -  
s t e i n  gegebenen a]]gemeinen Relation - -  mit der oben beschriebenen 
Berechnung der Wahrscheln]ichkeitskoeffizienten ffir spontane ~berg~nge 
iibereinstimmt. Es mSchte in diesem Zusammenhang bemerkt werden, 

dal3 in D i r a c s  Berechnung, wie in der Bornschen Stol]theorie, die 
Wellengleichung in wesent]ieh anderer Weise als bier benutzt wird. 

Wahrend in unserer Darstellung es in der Natur der Sache liegt, dab 
die Eigenschaften eines Elektrons immer mit normierten Eigenfunktionen 

in Verbindung gebracht werden, operieren die erwahnten Theorien mit 
wfllkiir]iehen Amplituden, deren _i~nderungen als Mal3 der Wahrsehein- 
liehkeit tier dutch ~ul~ere Wirkungen hervorgerufenen ~bergangsprozesse 

betraehte~ werden. 

Betraehten wir nun, ~twas mehr ins einzelne gehend, die nach 
obigen Uber]egungen zu erwartenden ~ul]eren Wirkungen elnes Atoms. 
Wenden wir uns hierbel zuerst dem zu einem e i n z e l n e n  s t a t i o n i i r e n  
Z u s t a n d  gehiirigen statischen Felde zu. ttier sind die in ]~etracht 

kommenden Griil~en @ und ~ yon der Zeit nnabhangig, so dal~ wir nach 
der iibllchen Methode die Yeldg]eiehungen (14) dutch die fo]genden 
Ausdriicke l(isen ktinnen: 

i "Odv, I V ~ j r p q  

c jr_pQ ) 
w o r m  a die Ent[ernung yore Quel]punkt Q zum Aufpunkt P bezeiehnet. 
Wir  wo]len nun annehmen, dab das Kraftfeld, worin sich das Elektron 

bewegt, wie es den wirklichen Afomen enispricht, im wesentlichen 
zen~ralsymmetrlsch ist. Ferner wo]]en wit, den gewShnlichen Versuchs- 
bedingungen entspreehend, den Au[punkt so welt yore A~om verlegen, 
dab die Ausdriicke (32) fiir die Potentiale merkliche Beitr~ge nur inner- 
halb Entfernungen veto Atommittelpunkt erhalCen, die sehr klein sind 
im u ]nit dem Abstand r zum Aufpunkt. 

Es sei nun It ein Einheitsvektor, der die Riehtung vomAtommittel- 
punkt zum Aufpunk~ angibt, und r sei der Radiusvektor yore Mitfelpnnkt 

1) p. A. IV[. Dirac, Proc. Roy. Soc. (A) 112, 661, 1926. 
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zum Quellpunkt. In Ubereinstimmung mit dem eben Gesagten wollen 

wir die G r(i6e 1 dutch den N~herungswert~-+ ersetzen, wodureh rpq 
sich ergibt : 

s is / V-~---1 Q d v + ~  (n,.~)~)dv, 
r (33) 

~ ~---- --crl f Qdv + 1 f Otr):3dv" 

Der Sinn der ersten dieser Formeln ]euchtet unmittelbar ein. Das 
erste Glied gibt das Potential der Gesamtladung des Elektrons an, die 
eben gleich - - e  gesetzt wird, was, wie wir sahen, der Normierung der 
Eigenfunktionen entsprieht. Das zweite Glied gibt das Potential des 
elektrischen Moments der Ladungsverfeilung an. Der Vektor des elek- 
trischen Moments ~) ist hierbei dutch den folgenden Ausdruek gegeben: 

=~rgdv. (34) 

Dem Ansdruck ffir 2 kiinnen wir durch eine einfache Umreehnung die 
folgende Gestalt geben: 

Dieser Ausdruek stellt nun das Vektorpotential eines Magnets dar, 
dessert magnetisehes Moment dureh den Vektor 

�9 ~_~1 f [r3]av (36) 

gegeben ist. In der Tat kann der Ausdruek Nr den aus (35) folgenden 
Feldvektor 

,~ = -  rot  ~ 

naeh einer bekannten Reehenregel in den nachstehenden, Ausdruek trans- 
formie~ werden: 

(~. ~)  
= - -  grad r, ~ 

Gehen wir nun zu der Betrachtung des Strahlungsfeldes fiber, das 
naeh (25) einem U b e r g a n g s p r o z e $  znge0rdnet ist. Hier kiinnen wlr 
setzen: 

(37) ~r = ~o e2~rtvt, I 

wo ~o und ~o yon der Zeit nnabh~ngig sind, und wo v die zu dem Uber- 
gangsprozel~ geh~rige ~Frequenz bezeichnet. Im Anschlul~ an die klassische 
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Strahlungstheorie liisen wir die Feldgleichungen (14) durch retardierte 
1 

Potentiale, wobei wir nur den mit - -  proportionalen Tell des Feldes be- 
t 

riicksichtigen. Es ergibt slch so 

1 f 2~i~ V ~ - -e  27ti'(t-- tie) ~)oe--~(nr)dv, 
t" 

,I, 2 ~t i v 

?I = cr--1 e2~i,(t_rlc) j ~oe-T-( .r)  dv" ( 3 8 )  

Indem wir nur die Dipolsfrahlung beriicksichtigen wollen, kSnnen 

2 ~ t ,  2 ~t i v It r) ersetzen. wit e c (nr~in 2 durch Eins und in V durch 1 -4- - - - ~ - (  

Aus der Kontinultatsgleichung, die jetzt laute~ 

sehen wit, dal~ 

und 

so dal3 sich ergeben 

div 3o -4- 2 z~i v ~)o ~ 0, 

f podv --~ 0 

f 3odv ~_ 2~tiv f r~odv , 

V - -  2 ~ i y  eO.~tiv( t _ rio) ~ (1t r)  ~o d r , "  
c r  

(39) 
2 g i v  

~[ _ _  _ _  e2ZZiv(t - -  r/c) f podv. 
c r  J 

Berechnen wir nun die Feldvektoren ~ und ~, die unmittelbar das 
Strahlungsfeld beschreiben, so ergibt sich einfach aus (38), wenn nut 

1 
die mit - -  propor~ionalen Glieder beriicksichtigt werden, 

r 

- -  - - a  V ) ,  
c 

~2 - -  2 ~iv[nr] .  
c 

Se~szen w i r  d a n n  

'~o ~ ~YPo dr, 
so ergibt sich aus (39) 

----_ 4~V~e2~i*(t-rle)[~)O__c____ ~- (a ~)o) lt], } 

c 2 r 

(40) 

(41) 
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Dutch die Formeln (41) wird in wohlbekannter Welse eine elektro- 
magnetische Kugelwelle beschrleben. Aus denselben sieht man sofort, 

dai] die elektrlsche Kraft, sowohl in bezug auf Griil~e wie Richtung, 
dutch die Komponente des elektrischen Moments auf die zu n senkrechte 
Ebene bestimmt wird, und dal~ die magnetische Kraft sowohl zu n wie 
senkrecht steht und dieselbe Gr~ifie wie ~ hat. 

Es set daran erinnert, dal~ das einen (~bergangsprozefl n -~ m, wo 
En ~ E~, entsprechende Strahlungsfeld dnreh die reellen GrSl]en ~ d- ~, 

d- ~ beschrieben wird, wo  ~ zu ~ and ~ zu ~ konjugiert komplex ist, 

wenn far v die GrSl]e E ~ -  Em und far ~)o die Amplitude yon 
h 

~ r Q~,~dv (42) 

substituiert wird. Ebenso wie die GrSl]e ~nn nach (34) das statische 
elektrische Moment des Atoms im Zustand n bedeutet, werden wir 
~)n~n d- ~mn als das zu dem Ubergang gehiirige elektrische Moment be- 
zeichnen. 

w E r l i i u t e r n d e  B e i s p i e l e  aus der  T h e o r i e  des Atombaues .  
In diesem Paragraphen wollen wir die im vorigen Paragraphen angestellten 
Uberlegungen dutch einige einfache Beispiele erlautern. Wenden wir 
uns erst dem einfachen und wichtigen Fall zu, wo das Elektron sich in 
einem rein zentralsymmetrisehen Felde bewegt. Da die absolute Richtung 
im Raume bet diesem System keine Rolle spielt, haben wi re s  bier mit 
einem Falle der Entarttmg zn tun, wo nur zwei Quantenzahlen, n trod k, 
zur Charakterisierung der stationaren ZustS.ade notwendig stud. Wir 
fiihren ein polares Koordlnatensystem r, @, ~ ein, wo r die L~nge des 
Radiusvektors r, # den Winkel yon ~ mit einer festen Achse und ~ den 
Winkel der Proiektion yon r auf die zur Aehse senkreehte Ebene mit 
einer festen in dieser Ebene gezogenen Linie bedeuten. Dann kSnnen 
wir bekanntlich ffir eine Eigenfnnktiou q} der Gleiehung (13) setzen 

= Z(r) Y(@, a), (43) 

wo :Y(#, ~) eine Kugelfunktion bezeiehnet, d. h. eine Eigenfunktion der 

folgenden Gleichung: z/* Y -~ Z Y ~ 0, (44) 

wo J *  den zweidimensionalen, aui die 0ber~l~che der Einheitskugel be- 
zogenen Laplaceschen Operator darstellt. Die Eigenwerte dieser 
Gleiehung sind bekanntlich die Grtil~en k (k ~- 1), w o k  eine gauze Zahl 
bedeutet, und die zugehSrigen Ltisungen setzen sich linear zusammen aus 
Ausdriieken wie 

Yk.m tma ---~ e -Pk,,~ (cos~), (45) 
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wo m eine positive oder negative gauze Zahl ist, deren Absolutwert 
hiiehstens gleich k ist, und /Dk, m das folgende Polynom bezeichnet: 

~'~,~ (~) = I/1 : ~  d~ 
- -  s ~ P k  (s) ,  (46) 

W O  

1 d k 
Pk(s)  - -  2!  k! d s k  (s~ - -  i ) k  (47)  

ein Legendresehes  Polynom bedeutet. 
Zur Untersuchung der zu diesem System gehiirenden Lichtstrahlung 

bilden wit die Komponente der Amplitude ~3o in der Richtung der Polar- 
achse, welehe ]autet 

~rcosf f  0ode. 

Naeh (43) zerf~illt dieses Integra] in zwei Faktoren, yon denen der eine 
ein Integral fiber r allein darstellt, und der andere ein ausschliel~lieh 
fiber die Winkel ~ und u erstrecktes Integral bildet. Das erste Integral 
ist im allgemeinen yon Null verschieden und i~ndert sieh yon einem 
Zentralsystem zum anderen. Das zweite, allen Zentralsystemen gemeinsame 
Integral ist nut unter speziellen Bedingungen yon Null versehieden, und 
driiekt hlerdurch die wohlbekannte Auswahlregel fiir die -~nderungen 
der Zahl k aus, die so weitgeheud das charakteristische ]3rid der gewiihn- 
lichen Serlenspektren bedingt. 

In der Tat kiinnen wir naeh (25) und (43) ffir (~o schreiben: 

~o ~ ~'(r) y ' (a ,~)  y"(~ ,~) ,  
wo F( r )  eine uns bier nicht interessierende Funktion yon r bedeutet, 
w~hrend Y' und Y" zwei zu versehiedenen k-Werten gehi/rige Kugel- 
funktionen sein soUen. Das yon den Winkeln abh~ngige Integral, das 
einem bestimmfen durch die Zahlen k' and k" charakterisierten Ubergang 
angehtirt, last sich naeh (45) immer linear zusammensetzen aus ether 
Anzahl yon ~ntegralen vom Typus 

2Y~ + 1  

0 - - 1  

wo w i r  anstat~ ~ die Variable 
S : CO S  

eingefiihrt haben. Damit dieses Integral nicht versehwindet, muff erstens, 
wie man sieht, m' glelch m" seth, so dal} wir nur das folgende Integral 
zu untersuchen brauchen: + 

j ~P~,,,~'~,, ,~ds. 
- - I  
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Die Polynome Pk,,~ erfiillen nun die folgende Beziehung: 

s-Pk, m ~ 2 k q -  1 - P k + l ' m q - 2 k q - 1 P k - 1 ' r n '  

Wir bekommen also 
+ i +,J. 

I" sPk,,~Pk',,~ 2 s  + 1 Pk,,,~Pk,+~,mds 

- - 1  

(~8) 

d 8  - -  

- 1  

+ 1  

- 1  

Da die GrSfien Pk,~ die Orthogonalitatsbedingung 
+ 1  

] Pk,,mPk,,mds -~- 0 fiir k' ~ k" (49) 
- - 1  

befriedigen, so sehen wir, dal~ die Komponente yon ~)o, die wir betrachten, 

nur dann yon Null versehieden ist, wenn 

7~' - -  k" = + 1. (50) 

Da die Achse eine hinsichtlieh des Zentralfeldes ganz beliebige Richtung 

bezeichnet, mul] dieses Resultat flit iede Komponente yon 5D o gelten. 
Rach (41)bekommen wir also nur dann eine endliche Intensitat der 
Dipolstrahhmg, wenn die Beziehung (50) erfiillt ist, welehe eben mit tier 

yon 'Bohr  aus dem Korrespondenzprinzip abgeleiteten Auswahlregel ftir 
die Nebenquantenzahl k iibereinstimmt. 

Nehmen wit als ein weiteres einfaches Beispiel den Fall eines 

axialsymmetrischen Systems. tiler wollen wir erstens als Beispiel fiir 

die Anwendung tier Formel (35) das magnetisehe Moment des Systems 
in einem stationaren Zustand unter Vernachlassigtmg der Relativitfit 
berechnen. Wit  fiihren zylindrisehe Koordinaten z, a, ~ ein, wo z die 

Projektion yon r auf die Achse, a seine Pro]ektion auf die zur Aehse 
senkrechte Ebene und ot den Winkel dieser Proiektion mit einer festen 
Linie in dieser Ebene bezeichnen. Ffir die Eigenfunktionen der 
Gleichung (13) kSnnen wit in diesem Falle setzen: 

0 ~ e i m a O ( z , a ) ,  ( 5 1 )  

w o m  eine ganze positive oder negative Zahl bezeichnet und 0 eine 

Funktion yon z und a bedeutet. Ffir den Stromvektor bekommen wlr 
unter Vernachlassigung des yon 2 abh~ngigen Gliedes 

h 
- -  2re 2 ~ i  (Wgradq~ - -  Ograd gr), (52) 
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wo yr zu �9 konjugiert komplex ist, and wo nach (26) unter Vernaehlgssi- 
gung der Relativitab gilt 

~ ~ W dv -~- (53) 1. 

Aus Symmetriegriinden ist es klar, da~ das magnetische Moment in 
die z-Riehtung fallen wird, so dal] wir nur die z-Komponente des 

Vektors [~ 3] zu berechnen brauchen, die offenbar gleieh a 3a ist, wo ~ 
die Komponente yon .~ in die Richtung bedeutet, die durch einen Zuwachs 
yon ~ bezeichnet wird. Aus (52) bekommen wir nun 

a S ~ - -  2be 2~i~, ~ 0~  0o~/ 
und also nach (51) eh 

2g•  
und schliel]lich naeh (35) und (53) 

eh 
'~, ~-~ - -  m - - .  ( 5 4 )  

4 g ~ c  

Je naehdem m in (51) posi~iv oder negativ ist, was nach (8) der 
positlven oder negatlven Umlaufsrlchtung um die z-Achse entsprleht, 
bekommen wir also ein magnetisehes Moment, das in die Richtung der 

negativen oder positiven z-Achse zeigt, wie es der negativen Ladung 
des Elektrons entspricht, und dessen Griil3e ein n~-faches Mffltiplum des 
Bohrsehen Magnetons ist. Im Zusammenhang mit der Wirkung eines 

schwaehen st~irenden Magnetfeldes auf das Atom wollen wir bald zu 

dieser Frage zuriickkehren. 
Betrachten wit nun die Strahhngseigenschaften dieses Atoms, so 

sehen wir aus (51), dal] die z-Komponente des zu einem Obergang (m', m") 
gehSrenden elektrischen Moments einen Faktor yon der Form 

2 ~  

f e i  (m ~ - -  m ' )  a d~z 

o 

enthalt, der nut dann yon Null verschieden ist, wenn m' : m" ist. Nut  
in diesem Falle enthal~ also die Liehtwelle (42) einen Anteil, dessen 
Polarisationsrichtung mit der Richtung der z-Aehse zusammenfallt. 
Ebenso enthalten die auf der z-Achse senkreehten Komponenten yon ~o. 
einen Faktor yon der Form 

2 ~  

f e i (m r - -  m "  +- 1) a da, 
0 

so daft der entsprechende Teil der Strahlung nut dann auftritt, wenn 

m ' - - m "  ~ _ + 1 .  
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Wir kommen also zu den wohlbekannten Auswahl- and Polarisations- 
regeln ftir die Quantenzahl m. 

Als ein spezielles axialsymmetrisches System betrachten wir ein 
Elektron, das sich in elnem axialsymmetrisehen elektrostatisehen Felde 
bewegt, wortiber ein schwaches, langs der Aehse des Systems gerlchtetes 
homogenes Magneffeld snperponiert isk w i t  kSnnen dann setzen 

1 

In dem erwiihnten zylindrischen Koordinatensystem ist dana der Operator 
1 )o 

(~{ grad) einfach gleich ~ ~ .  Da das elektrostatische Potential V 

sowohl yon t wie yon ~ unabhanglg ist, kSnnen wir bier dureh Ein- 
fiihrung einer neuen Ver~aderlichen 

= [*)1 t, (55) 
e r  c 

unter Vernaehlassigung yon GrSfien zweiter Ordnung in J~l, die nieht- 
relativistische Wellengleichung (11)anf  die entsprechende Gleichung 
ohne Magnetfeld zuriiekfiihren. In der Tat wird dutch diese Trans- 
formation, die genau dem Larmorsehen Theorem entspricht, der Operator 

0 o 
~ Og + v~ dutch den Operator 0 t  ersetzt, wahrend A in denienigen 

Operator A' iibergeht, der ans A dutch Ersatz yon a durch ~r entsteht. 
Die Gleichung (11) nimmt also die Form an 

A ' ~ +  ~V 2 ~ i 0 t  ~--~ 0, 

wo das Magnetfeld versehwunden ist. Die Liisungen dieser Gleichungen 
kiinnen nun nach (10), (12) und (51) in der Form geschrieben werden: 

2 ~zi 
- - - - . E t  + i m a '  

~ O(z ,a)e  h 

WOE die Energie (Ruheenergie des Elektrons ----- 0) des Atoms ohne 
Magneffeld reprasentiert. Nach (55) hat man also 

0 (z, a) e (56) 

e ]~l verandert, Durch das Magneffeld wird somit die Energie um m 4 g m c  

was zusammen mit den oben abgeleiteten Auswahlregeln fiir m zu einem 
normalen Zeemaneffekt fiihrt. 

In dem speziellen axialsymmetrischen System, das dureh die 
St~irung eines zentralsymmetrisehen Systems durch ein schwaches konstantes 
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Magnet~dd entsteht, sind die Eigen~unktionen in erster N~herung durch 

(43) und (45) gegeben, wo die Aehse in der Riehtung des Magnetfeldes 
liegt. In diesem Falle ist der Maximumwert yon m also dureh k ge- 
geben. Wit  kSnnen dah~r - -  unter Vernachl~ssigung der Relativit~t - -  

sagen, dab .die Zahl k die Anzahl yon Magnetonen des magnetischen 
Moments eines Zentralsystems bestimmt, dessert Riehtung wegen der 

Entartung wil]kiirlich ist. 

w S t t i rung  e ines  A t o m s  du rch  ~ulaere K r a f t e .  Einen 

weiterea Fall der Anwendung der korrespondenzm~l~igea Verwertung der 
Wellenmeehanik bieten die Wirkungen eines schwaehen stSrenden Kraft- 
feldes auf ein Atom in einem station~ren Zustand dar. Der Einfaehheit 
halber wollen wir hierbei yon dem Einflu~ der Relativit~t absehen und 
das Kra[t[e]d im ungesti~rten Atom als rein elektrostatiseh annehmen. 

Bezeiehnen wir das zu diesem Felde geh(irige Potential mit Vo, so haben 
wit nach (11) die folgende Gleichung zur Bestimmung der stationaren 

Zustande des ungestSrten Atoms: 

8=~( h 0 ) 
d ~ +  t~r \ 2=lOt +~v~ ~ = o  (57) 

mit den EigenRisungen 
2z i  

$ , : u ~ e  h ~,~t, (58) 

w o u  n yon der Zeit unabh~ngig ist, und wo wir anstatt der Terme die 

ant gewShnliehe Weise definierten (Ruheenergie ~-- 0) Energiewerte der 
stationgren Zustgnde einge~tihrt haben. Hierbei wollen wir annehmen, 
daft das ungestSrte System nichtentartet sei, d.h. zu ~edem Eigenwert 
gehSre (abgesehen yon einem konstanten Faktor yore Modul Eins, der 

die Phase deflniert) nur e in  e Eigenfunktion. 

Die Potentiale des stSrenden Kraftfeldes wollen wir mit ~ V und 
6 2  bezeichnen, wo 6 dn konstanter Parameter sei, der als nnendlich 
klein yon der ersten GrSflenordnung behandelt werden kann. Wir suchen 
nun eine LSsung yon der Form ~n q - a f ~  der Gleiehung (11), wodurch 
wir die {olgende StSrungsgleiehung ~iir die Funktion fn bekommen 

8 ~2 
+ e V o / f ,  = - -tG~ r  e ~f"' + -iT- -g~7=/. Ot 2 ~ i ~  ('~~ ~" (5~) 

Um diese Gleiehung zu l~sen, entwiekeln wir, S e h r S d i n g e r  folgend, 
die Funktion f,~ sowle die auf der rechten Seite der Gleiehung stehenden 
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Gr~l]en nach den Funktionen ~n des ungest(irten Atoms. Wir setzen 

also h 
fn = ~ fns~s ,  V~n=~,,Vns~s, 2 ~ i  (~tgrad~) ~--- ~ A n ~ s  (60) 

# 8 8 

I I ~  = V~.~sdv und A~8 - -  2zli (ggrad~n)~'~dv' (61) 

wo die Gr~il]en fns, Vns und Ans Funktionen der Zeit, nicht aber der 
Lagekoordinaten sind, und wo ~s zu ~s koniugiert komplex ist. Fiihren 
wir dJese Ausdriicke in (59) ein, so ergibt sich auf Grund yon (57) durch 
Identifizieren der Koeffizienten yon ~s auf beiden Seiten der Gleichung 

h df~s = ~V,,s ~- ~--A~,,.. (62) 
2 z i  dt #c 

Diese allgemeinen Stiirungsgleichungen wollen wir nun erst auf den 

Fall anwenden, wo das s t S r e n d e  K r a f t f e l d  s t a t i s c h  ist, und wo also alle 

Betrachtungen des w 3 ihre Giiltigkeit bewahren. Da die Gr(il]en Vns und 

Ans hier die Zeit nur in dem Faktor e $ (En-~s)t enthalten, ktinnen 

wit die Gleichungen (62) dutch folgende Ausdriicke 15sen: 

e A 
t V~ + ~ ,~ . 2 ~ i (  t A , ) 

Wir bekommen also 
t A 

2 ~i [~v~ ~ f , , + a f , , :  1 - F a ~ -  ~ A .  t f ~ - - o ~  f,, 

woffir wir - -  da der Ausdruck nur in erster Gr~Benordnung riehtig ist - -  
auch schreiben k~nnen: 

s:~ n 

Da der Ausdruck in der Klammer nach (58) und (61) die Zeit in dem 
2 ~ t  

gemeinsamen Faktor e h Ent enth~lt, kann diese LSsung in dem Sinne 

als eine Eigenfunktion des gestSrten Atoms betrachtet werden, dal] in ihm 
nur eine einzige Frequenz auftritt. Man zeigt ferner leicht, dai] ~n ~- afn 
auch die Bedingung der Orthogonalitat erfiillt. 

Betrachten wir nun den Ausdruck (64) etwas n~her, so sehen wir, 
dal] die Energie des mit n bezeichneten Zustandes um 

7n -= --  a (~ V~n q- ~c A~n ) (65) 

Zei tsehr i~  2fir Physik .  Bd. XLI, ~8 
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zugenomnen hat. Naeh (61) kiinnen wir hierfiir schreiben: 

,uc 2 ~i 
oder nach (19) und (66) 

f ' t  ~,~ = ~ V O ~  dv - -  c (~  ~n~) dv. (66) 

Diese Formel ttir die Energie~nderung der stationiren Zustinde hat 
eine einfache Bedeutung, die vollstandig de r Bohrschen Theorie Iiir die 
StSrungen eines Periodizltatssystems entspricht 1). Das erste Glied be- 
deutet, wie man sieht, die potentielle Energie der durch On~ symbolisierten 
Dichtever~eilung in bezug auf das stiirende elektrostatlsehe Feld, wihrend 
das zweite Glied gleich der mit negativen Zeichen genonnenen Wechsel- 
wirkungsenergie des veto Atom hervorgebraehten Magnetfeldes n i t  den 
stiirenden Magnetfeld ist. Um den letzten Punkt klar hervortreten zu 
lassen, tornen wir alas zweite G]ied yon (66) dadurch urn, da~ wir auf 

c rot ~n ersetzen, we ~n den zu Grund yon (14) die GrSBe ~nn dureh 

~nn geh(irenden magnetischen Feldvektor bezeichnet. Wir bekomnen so 

I(?I rot ~,,) dr, 
4 z  

was gleich 

l'(rot ?18~) dv 
4 ~  J 

ist, oder gleieh 

~ I(YP~) dr, 

we ~ den zu a?l gehSrenden Feldvektor bezeichnet. Die magnetische 
Energie unseres Systems ist aber 

1 S s~  (8 + 8~) ~ d~ = ~ 8 ~ d~ + (8�9 d~ + ~ ~ d~, 

wobei das mittlere Glied eben die Weehselwlrkungsenergie reprisentiert, 
so dal] die Behauptung bewiesen ist. 

In dem Spezialfall, we das stlirende Feld homogen ist, kSnnen wir 
(66) auf eine besonders einfaehe Form bringen. Fiir das elektrostatisehe 
Potentia~ 6VkSnnen wir dann, indem wir als Nullpunkt des Potentials 
den Mittelpunkt des Atoms wihlen, setzen: 

v = - -  (~r) ,  

x) N. Bohr, 1. c. S. 123. 
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wo ~ den elektrisehen Feldvektor des stSrenden Feldes bezeiehnet, 

wahrend das Vektorpotential durch die entsprechende Festsetzung [olgende 

Gestalt annimmt: 

Wir bekommen dann 

f 1I 
oder nach (34) und (36) 

r~ -~  - -  ( ~ )  - -  ( �9  (67) 

wo ~n und ~n die zu dem Zustand n geht~rigen Vektoren des elektrischen 

und magnetisehen Moments bezeiehnen. Dieser Ausdruck zeigt, dag auch 

in energetische r Beziehung das Atom in einem stationaren Zustand sieh 
wie ein Dipol yore Moment ~3~ bzw. ein Magnet yore Moment ~n ver- 
halt. Ftir den oben betraehteten Fall eines axialsymmetrischen Atoms 

lf ihrt  die Formel (67), wenn das Magnetfeld der Achse parallel an- 

genommen wird, naeh (54) zu dem gew5hnliehen Ausdruck flit die 
Encrgie bei dem normalen Z e em an effekt. 

Um nun den Einfiug des stSrenden Kra~tfeldes ant die yore Atom 
ausgesandtc Strahlung zu finden, bilden wit das zu einem Paar yon 
stationaren Zustanden gehSrige elektrisehe Moment 

~'~, '  + ~ , ~  . . . .  E I ~(~,~, + aft,)(~,e, + 6 gn,,) dv, 

welches naeh (41) fiir die Strahhmg mal]gebend ist. Aus (64) ~olgt 

dann ~iir das yon der St5rung hervorgebraehte Moment 

/ ~ , ,  - E~ J 
Zur Erlauterung der letzten Formel betraehten wir den Fall, da~ das 
st6rende Feld homogen und rein elcktrostatisch ~st. Denn gilt nach (61) 

~ v ~  ~- (~)~) ,  A~ ~ o, 
so da6 wir bekommen 

I (~ ,~ )~ .~ , ,  ( ~ d , ) ~ , ~  
a b~,~ . . . .  ~ ' - - t  E,, - -  E ,  t- - - - - - -  - -  ] .  (69)  

Diese Gleichung gibt unmittelbaren Aufschlnfl i~ber die Anderung der 
Intensitat der Strahlung, die zu einem bestimmten ~3bergangsprozeI~ 

geh~l~. Beispielsweise gibt sie den Ausdruek fiir das yon Bohr  aus der 
asymptotisehen Form des I{orrespondenzprinzips gesehlossene Auftreten 
yon neuen Kombinationslinien in den Serienspektren unter dem Einflui] 
eines elektrisehen Feldes. Denn, wie man unmittelbar sieht, sind die 

28* 



432 0. Klein, 

in (69) auftretenden Frequenzen die Summen und Differenzen der 
Frequenzen der zum ungesttirten Atom gehiirigen Spektrallinien. SehlielL 
lich ergibt diese Formel ftir n' gleieh n" das yon der elektrisehen Kraft 
induzierte statisehe elektrisehe 3{oment. 

Wit  wenden uns nun der Frage zu, wie im Falle eines z e i t l l c h  ve r -  
a n d e r l i e h e n  S t S r u n g s i e l d e s  die Wellenmeehanik korrespondenzmal]ig 
zu verwerten ist. Als Beispiel werden wit hier den wiehtigen Fall der 
Liehtzerstreuung dureh ein Atom naher betraehten. Fiir eine mono- 
chromatische Liehtwelle k~innen wir das skalare Potential gleieh Null 
setzen, so dad der elektrisehe Vektor der Liehtwelle gegeben ist dureh 

~0?l  
- -  ( 7 0 )  

c Ot'  

wo ~ so gewahlt werden soll, dad sein Zeitmittelwert in iedem Punkte 
verschwindet. Danu ist der Ausdruek fiir ~ offenbar yon der GrSl~en- 
ordnung 6121/~, wo ;~ die Well~en]ange des Lichtes bezeichnet. Diese 
mSge nun, den gew0hnlichen Versuchen entsprechend, sehr grol] sein im 
Verglelch mit den Atomdlmensionen. Da die elektrisehe Feldstarke der 
magnetisehen gleieh ist, so ist 0 I~1 yon der Gr(il]enordnung' Z it)l, und 
wir kSnnen der eben genannten Annahme zufolge die Variation yon ~[ 
mit der Lage im Raume vernaehl~ssigen und einfaeh seinen Wert im 
Mittelpunkt des Atoms in die Gleiehung (62) einfiihren. Setzen wir 
demnaeh 

2 = (~e 2~''t + -~e -~'~i''t, (71) 

wo (~ und ~ zwei konstante konjugiert komplexe Vektoren bezeiehnen, 
so haben wir 

2 ~ i v  (~62zirt ~e-~zi,.t) (72) 
C 

Nach einer elnfachen Rechnung bekommen wir 

~ A~,.r l I ('.)[~ns)dv 11  27ti (En--Es) 

wo ~:~s die Amplitude yon 3~s bezeiehnet. Durch einige Umreehnung 
folgt hieraus 

_ o z i  

#c ch 
oder 

E r --.A,, s __ 2~iY"s[((J_~ns) e,-2n(",,.,-")t @ (~'~ns)e-2~i(",,s+")t], (73) 
,ac e 
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wo wir die GrSge E , , .__- -  E~ mit v,~ bezeiehnet haben. Unsere St(irungs- 
h 

glelehungen lauten nun naeh (62) 

h df,~ 
. . . . .  Ans, (74) 
2 ~ i  dt tec 

Nehmen wir, indem wit den Fall der Resonanz ausschliel]en, an, da~ v 

yon allen Frequenzen vns verschieden ist, so kSnnen wlr also setzen: 
D 

2 ~ i  (~e-2~i("ns -~)t ~e--2~i(vns+")t~ 
f n s - -  he ~ v ~ s - - v  v n s + v  / 

and folglieh 

f" ~ - - -  hc ~ v,~.\ v , , . - - v  ge-"i("'+")t) 
" }(76) 

8 ; 

Um das Resultat der St~rungsrechnung nun fiir die Ermittlung der 
~u~eren Wirkungen des'Atoms zu Verwerten, wollen wir ahnlieh wie in 

w 3 einen Ausdruck fiir die einem bestimmten station~ren Zustand des 
Atoms zuzuordnende elektrisehe Diehte aufstellen. Bezeichnen wir diese 

Diehte fiir den Zustand n mit 0,, + 6 Pn, wo On die entsprechende Dichte 
bei Abwesenheit der stSrenden Strahhng bedeutet, so kommen wir dutch 
eine ~hnliehe Uberlegung wie dort zu dem folgenden Ausdruck fiir die 

Gr0ge Pn : 

Pn = Pn,~ + ~ (P,~m + P~ n). (77) 

Hier ist 
/)n m ---- ~n g~ + ~ f~, (78) 

und bei der Summation sind nur so]ehe Glieder tier Grbl]en Pnra + Pmn 
mitzunehmen, wo die Bedingung E m ~ F~ n ~- hv  bzw. . ~n  ~ E n  - -  hv 
erfiillt ist. Der Ausdruck fiir P,~, der - -  wenn ~,~ und ~n normierte 
Eigenfunktionen des ungestSrten Systems bedeuten, und f~ und g, durch 
(76) gegeben sind - -  der Forderung gentigt, dab die Gesamtladung gleieh 
- - ~  sein soll, stel]t das Analogon dar zu dem dutch die Liehtwelle ge- 
stSrten Teil der Fourierentwicklung der Bewegung des Elektrons. In 

der Tat sehen wir aus (78), dal~ das Glied P~n eine harmonisehe Sehwin- 
gung darstellt, deren Frequenz mit der Frequenz des einfallenden Liehtes 
iibereinstimmt und also einer koh&renten Streustrahlung entspricht, wie 
sie bei der Erkl&rung der gewBhnliehen Dispersionserscheinungen an- 
genommen wird. Die iibrigen Glieder in P~ stellen, wJe man sight, 
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harmonische Schwingungsglieder dar, deren Frequenzen Summen oder 
Differenzen yon Spektralfrequenzen mlt der Frequenz des einfallenden 
Lichtes slnd. Diese Glieder entspreehen der yon S m ek a l  auf .Grund 
der E i n s t e i n s e h e n  Liehtquantenhypothese und yon K r a m e r s  und 
H e i s e n b e r g  auf Grund des Bohrsehen Korrespondenzprinzips vorher- 
gesagten nichtkoh~trenten Streustrahlung. Naeh der Quantentheorie kiinnen 
Strahlungen mit den Frequenzen rum ~ v and Vn~n - -  v; die in P~m auf- 
treten, nur mit ~bergangen yon einem der beiden dutch die Buchstaben 
n und m bezeichneten stationaren Zustande zu dem anderen verkniipft 
sein, die dureh die Liehtstrahlung induziert werden, Dabei wird die 
Frage, ob der ~bergang yon dem Zustand n oder dem Zustand m aus- 

�9 ( = E n - - E m + h V )  bzw" geht, dureh das Vorzeiehen der Griii]e Vn~ + v h 

E n -  E m -  hv)  entschieden, und zwar ist der mit n be- 
Y n m - - Y  ~ h 

zeichnete Zustand Anfangszustand, wenn die betreffende Grtil]e positiv 
i s t  und umgekehrt. In der Tat entspricht diese Zuordnung, die wir 
b e l  der Aufstelhng des Ausdrucks fiir -Pn beriicksichtlgt haben, den 
yon S m ek al 1) auf G rund der Liehtquantenhypothese entwickelten Uber- 
legungen. 

Wenn wir den Gesamtausdruek ftir die Dichte mit dem gedachten 
System, wo jeder stationare Zustand durch ein Elektron reprasentiert 
wird, verglelehen wollen, so stofien wir auf eine gewlsse Schwierigkeit, 
die davon herr'tihrt, dal] die verschiedenen GrSl~en -Pnn bet der Summation 
hinsichtlich n einander gegenseitlg aufheben. Diese Schwierigkeit, die 
beim ersten Anblick eine eindeutige Definition der Griil]en Pn verhindert, 
da in iedem -Pnn Griil]en vorkommen, die sich auf alle mSglichen Zustande 
beziehen, hi~ngt physikalisch damit zusammen, dal] man tatsaehhch keine 
Dispersion von einem System wie das gedaehte erwarten darf. Denn 
da die naeh E i n s t e i n  dureb die Strahlung induz'ierten l~berg~nge bel 
einem gegebenen Paar yon stationaren Zustanden in beiden Riehtungen 
dieselbe Haufigkeit haben, versehwindet die Gesamtabsorpti0n. Wir 
haben es hier offenbar mit einem der Entartung analogen Fall zu tun. 
In tier Tat k6nnen wir die Gleichheit der Frequenzen yon ~n und ~/n als 
eine Art yon Entartung ansehen, und die Schwierigkeit kanu dadurch 
iiberwunden werden, dal] wir die Kombinatlonsirequenz vnn yon ~n mit 
~n nicht yon vornherein gleieh Null setzen, wodureh die verschiedenen 
Glleder -Pnn voneinander getrennt werden. 

1) A. Smekal, Naturw. 11, 873, 1923. 
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Nach dem Vorhergehenden bekommen wir nun Aufschlul] fiber die 
bei der Anwesenheit des Atoms in dem Zustand n durch das einfallende 
Licht hervorgeruiene Strahlung, wenn wit die GrSl]e 

~b~ ~ -  a ~ ~ .P~dv  (79) 

betrachten, welche die ~nderung des zu dem betreffenden Zustand geh(irigen 
elektrischen Moments durcll die Bestrahlung bedeutet. Fiir die GrSl]e bn 
kSnnen wir nach (77) sehreiben: 

Em ~Em+_hv 

= + + (so) 

WO 

bn ~ a = f r .Pn m d v ---- ~ .]  ( f  n s ~ s  m -~ g~  s ~ n s ) (81) 
$ 

oder nach (77) 

bn • 2 ~ i  { [ v ~  (~ ~ . )  ~.m (~ ~)sm) ~ s  1 

Das Glied bnn, das fiir die Dispersion verantworLlich ist, ist nun, wie 
man leicht zeigt, identisch mit der yon K r a m e r s  1) auf Grund einer 
geistreichen Anwendung des Korrespondenzprinzips auf das Ergebnis 
einer klassiseh-mechanisehen SLSrungsrechnung abgeleiteten Formel fiir 
den entspreehenden Tell des streuenden elektrisehen Moments eines'be- 
strahlten Atoms; eine Formel, die auch in der Matrixmechanik ihre 
Giiltigkeit unverandert belbehalt. Die obige Ableitnng schliel~t sieh 
formal nuhe der yon Sch rSd inge r  2) gegebenen wellenmechanischen Ab- 
leitung an. Der tiefgehende Untersehied zwischen der yon SchrS- 
d inge r  vertretenen mehr k]assischen Auffassung und dem hier ein- 
genommenen korrespondenzm~fiigen Standpunkt kommt indessen klar 
zutage, wenn wit diejenlgen Glieder in (82) betraehten, die zu tier nieht- 
koharenten Streustrahlung gehSren. Der Ausdruck fiir d bn stimmt in 
der Tat iiberein mit der yon Xramer s  und H e i s e n b e r g  3) gegebenen 
vollst~ndigen Forme] fiir das streuende elektrisehe ]~oment eines Atoms, 
so daft die yon S c h r 0 d i n g e r  erhobenen Bedenken gegen die Realitat 
der nichtkoharenten Strenstrahlung in unserer Darstellung wegfallen. 

1) It. A. Kramers, Nature 118, 673; 114, 310, 1924. 
u) E. SchrSdinger, Ann. d. Phys. 81, 109, 1926. 
s) If. A. Kramers and W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 81, 681, 1925. 
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In dieser Verbindung sei noeh bemerkt, dal~ ebenso wie Formel (82), 
wenn n ---- m i s t ,  in der Grenze v ~--- 0 das induzierte statisehe elek- 

trisehe Moment des Atoms erg, ibt, so geht sie, wenn n ~t= mis t ,  in dieser 
Grenze in den Ausdruek (72) far die .dureh ein ~ul]eres elektrisehes 

Feld hervorgerufenen neuen Kombinationslinien tiber, ein Umstand, den 
P a u l i  1) sehon vor dem Ausbau einer rationellen Quantenmeehanik zur 
Bereehnung der Intensifier soleher Kombinationslinien benutzt hat. 

w 6. W e e h s e l w i r k u n g  z w i s e h e n  S t r a h l u n g  und f r e i e n  E l e k -  
t ronen.  Die in den vorhergehenden Paragraphen betraehteten Beispiele 

sind dadureh eharakterisiert, dal] das Kraftfeld, worin sieh das Elektron 

bewegt, yon wesentliehem Einflul] ist. In der Spraehe der Wellen- 
meehanik heil]t dies, dal] die Wellenfunktionen nur in einer gegen die in 
Frage kommenden Lieh~wellenl~ngen sehr' kleinen Entfernung yon einem 
bestimmten Ilanmpunkt (Atomkern) merkliehe Werte haben. Im Gegen- 
satz zu einem solehen ,,gebundenen" Elektron betraehten wit ietzt in 
dem Comptonef fek t  ein Beispiel, w o e s  sieh urn ein ,,freies" Elektron 

handel'. Hier bekommen wit ein den Versuehsbedingungen entspreehen- 
des Bild, wenn wir annehmen, dal] dem Elektron ein kriiftefreies Gebiet 
zur Verftigung steht, dessen Dimenslonen grolt sind, vergliehen mit den 
Wellenli~ngen des Liehtes, und wo also der Einflul] der GrSfie und Form 
des Gebiets auf das yore Elektron ausgesandte Lieht versehwindend klein 

ist. Die Wellengleiehung (7) nimmt hier die einfaehe Form an: 

h~ 
4 ~ [] cp + / ~  c2 ~ ~ 0. (83) 

Wema das Volnmen des Gebiets gleich v ist, kSnnen wir diese und die 
entsprechende aus (7a) folgende Gleichung fiir ~ dureh das folgende 
Paar yon Wellenfunktionen lgsen: 

= ~ - e  , O - - - - - ~ e  (84) 

wo r den Radiusvektor yon einem im Gebiet ge!egenen ~esten Punkte 
zu dem betraehteten Punkte bedeutet. Diese Ansdrticke, in denen E den 
Weft  der Energie und ~ den ]mpulsvektor in einem bestimmten Zus~and 
des Elektrons reprasentieren, entspreehen den de Brog l i e sehen  Wellen 
ftir ein freies Elektron. Zwisehen E und ~ besteht auf Grund yon (83) 
die Beziehung 

~ - -  E~ / c ~ 4-  ~2 c~ --~ O, (85) 
1) w. Pauli ,  Det Kgl. Danske Videnskabernes Selskab. Math.-fys. )[ed. 7, 

3: 1925. 
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welche mit der Beziehtmg zwisehml Energie und Impuls eines freien 

Elektrons in der gewOhnliehen Relativitgtsmechanik tibereinstimmt. 

Au[ das Elektron falle nun eine ebene monoehromatische Liehtwelle, 
die wir durch den folgenden Ansatz ftXr die Potmltiale besehreiben wollen: 

wo 0 wieder einen kleinen konstanten Parameter bezeiehnet, wghrend u 
einen die Strahlenriehtung definierenden Einhei{svektor bedeutet. 

Bei der Betraehtung der Wirkung der Liehtwelle auf das Elektron 
wollen wir uns mit der ersten N~herung in 0 begntigen. Indem wit die 

zu dem bestimmten Zustand geh~Srige L~Ssung der Gleiehung (7) mit cp § o f  
bezeichnen, bekommen wir so die folgende StSrungsg'leichung fiir f: 

h 2 

2 ~ i c  ~e  + ~ e  c ~]grad9"  (87) 

Nach (84)kSnnen wir diese Gleiehung dutch den folgenden Aus- 

druek lt~sen: 
h,,)t + ( ~ - " ~ )  rl 

+ 

(88) 
Bezeiehnen wir die entspreehende LUsung yon (Ta) mit ,p § Cg, so 

kUnnen wir tiir g sehrdben: 

1 ~ [ 7 ~ e - ~  [-(z-h, .)t  + ( ~ - , , ~ )  r} + 
g 

Zur Ermit~lung der Streustrahlung kOrmen wir nun ghnlieh wie bei 
der Betraehtung der Lichtstreuung yon einem Atom verfahren, Ladem wir 
einen allgemeinen Diehteausdruek aafstellen, der zu einem bestimmten 
Anfangszustand des Systems gehOrt. Wir wollen bier indessen nieht 
au~ die quantitative Seite der Intensit~ts~rage 1) eingehen, sondern nut 

1) Siehe P. A. M. Dirae, Proe. Roy. Soe. (A) g, 405, 1926, wo eine an 
die ~[atrixtheorie anlehnende ausfiihrliehe Behandlung dieser Frage gegeben ist. 
VgL aueh G. Breit ,  Phys. Rev. 27, 362, 1926, wo das Intensit~tsproblem auf 
Grund einer an die klassisehe Elek{ronentheorie sich ansch]iel]enden Korrespondenz- 
betrachtung behandelt wird. 
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die Abhangigkeit der Frequenz yon der Beobaehtungsrichtung unter- 
suehen, die formal den Auswahlregeln ftir das Auftreten yon Spektral- 
linien entspricht. Wir kSnnen uns dann damit begntigen, einen solchen 
Diehteausdruck zu betrachten, der (einer der Gr(i~en @nm entsprechend) 
aus dem allgemeinen Ausdruck hervorgeht, wenn wir anstatt ~ eine be- 

stimmte dutch (84) und (88) gegebene LSsung 9~ + d f der Welten- 
gleichung (7) und anstatt ~ eine zu einem anderen Zustand geh(irige 
dutch (84) und (88a) gegebene LSsung ~b + ~g einfiihren. Wit  be- 

trachten also den fo]genden Ausdruek: 

/ h r ,at  a,' q - -  

+ a ( , , O f  ~0r g,O~ dg'~l'l, (89) 
at + 

Es ist gleich zu bemerken, daI] dieser Ausdrnek zwei Ubergangs- 
m(iglichkeiten reprasentiert, die ie yon einem der beiden in Frage 

kommenden Zustande ausgehen. In tier Tat  kommen in demselben die 
beiden F r e q u e n z e n / ~ - - / ~ ' +  hv nnd E ' - - / ~ - ~  hv vor, yon denen naeh 

der Quantentheorie die erste einem i)-bergang yon dem Zustand mit der 
Energie E, wahrend die zweite einem Ubergang yon dem Zustand mi~ 
der Energie E '  entspricht. Indem wit den erstgenannten Zustand als 
Anfangszustand withlen, wo]]en wir nur Glieder mit der Frequenz 

E - -  E '  + h v in Betraeh~ ziehen. 
Wie man sieht, setzen sieh die Ausdriieke (89) aus Gliedern yon 

der Form ae~i For + (~r)] 

zusammen, wo a und r Konstanten sind und 6 einen konstanten Vektor 
bezeiehnet. Indem wir die entspreehenden Ausdrtieke fiir die Potentiale 
bilden, wollen wir annehmen, dal] die Dimensione)a des dem Elektron 
zur Verfiigung stehenden Gebietes klein sind im .Vergleieh zu der Ent- 
fernung r zwisehen dem festen Punkte und dem Au~punkt. Die Potentiale 

haben dann naeh (38) folgende Form: 
2- tgn! 

a e u ~ i m ( t - - r l c ) | e  \ ' c / d r ,  
r J 

wo der Einheitsvektor ~' die Beobachtungsrichtung bezeichnet. Offenbar 
]iefert dieses Integral bei gegebenen ~ und eo nut fiir solche Riehtungen 
merkliche Beitrage zu dem Fe]de, wo der v enthaltende Exponent sehr 

nahe bei Null liegt, wo also 

r t ' - -  c $ (90) 
O~ 
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ist. D a n '  einen Einheitsvektor bedeutet, kann diese Bedingung nur 

dann erfiillt werden, wenn 
c~6 ~ --~ co ~. (91) 

Nach (89) haben wit es nun erstens mit Gliedern zu tun, die zu 

dem ungest~irten Elektron gehiiren, und wo. 

E - - E '  ~ - - ~ '  
c o - - - -  ~ = - -  

h ' h 

Nach (91) mul3 also hier gelten 

c ~ ( ~  __ ~,)2 = (E - -  E')L 

eine Bedingung, die auf Grund yon ($5) nur dann erfiillt ist, wenn 

~ ' ~  E ' = E ,  

worin eben die Tatsache zum Ausdruck kommt, dab ein freies Elektron 

nieht strahlen kann. Fiir die Stiirungsglieder bekommen wir 

E - - E '  1 ~ - -  9)~' + n -~-- 
c o - -  ~ + v ,  3 - -  h 

und also folgt, wenn wir die Frequenz co des gestreuten Liehtes mit v' 

bezeichnen, 

h v 9~' h ' ~-- E '  9 ~ + r t - -  ~ + n ' n v ,  E + hv + hv', (92) 
c c 

welches eben die wohlbekannten, v~ C o m p t o n  und D e b y e  gegebenen 
Bedingungen fiir die Beziehung zwischen den Frequenzen und Richtungen 
des pr[maren und sekundaren Lichtes beim C omptoneffekt  sind. 

Die aui den ,r Seiten sklzzierte Darstellung des 
C o m p t o n  effekts hat, wie man sieht, in formaler ttinsicht groi]e ~hnlich- 

keit mit der Theorie der Gitterreflexion, indem die Kombination yon 
zwei de Brog l ieschen  Wellen zu einer gltterartigen Elektrizitats- 
verteituug fiihrt, welche das einfallende Licht selektiv reflektiert. Durch 

diese Darstellung slnd wir zu einer korrespondenzm~l]igen Deutung gelangt 
v o n d e r  mi~tels der E i n s t e i n s c h e n  Liehtquantenhypothese vorher- 
gesagten eigentiimliehen Kopplung der Richtungen der einfallenden und 
gestreuten Strahlung und des photoelektrisch befreiten Elektrons, die yon 
G e i g e r  und Bo the  und C o m p t o n  experimentell nachgewiesen wurde, 

welche auf ahnliche Annahmen basiert ist wie die korrespondenzmiifiige 
Beschreibung eines yon einem Atom emittierten gewShnlichen Spektrums. 

w 7. F i i n f d i m e n s i o n a l e  W e l l e n m e e h a n i k .  In zwei vor kurzem 
erschienenen Mittefiungen hat der Verfasser a) versucht, den Formallsmus 
der Quantentheorie mit der fiinfdimensionalen Verallgemeinerung der 

1) O. Klein, ZS. ~ f. Phys. 87, 895, 1926; Nature 118, 516, 1926 
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Einsfeinsehen Relativit~tstheorie, die K M u z a  vorgesehlagen hat, in 
Verbindung zu bringen, und neulieh hat aueh Foek  1) ahnlichen Be- 
strebungen Ausdruck gegeben. In Verbindung mit den in der vor]iegenden 
Abhandhng beriihrten Fragen sollen hier einige Bemerkungen tiber diese 
ftinfdimensionale Wellenmeehanik folgen, wobei wir zeigen werden, wie 
es yon diesem Gesiehtspunkt aus miiglieh isL das Auftreten yon zwei 
verschiedenen Wellenfunktionen q~ und ~b in der korrespondenzm~i]igen 
Behandlung der Wellenmeehanik zu beleuehten. 

Wir gehen bei der Begrtindung einer Itin~dimensionalen W ellenmeehanik 
yon dem Umstand aus, da~ die Hami l ton - Jacob i sehe  Differentialglei- 
chang (2) ftir die relativistische Elektronenbewegung die Gestalt der 
Charakteristikengleiehung einer ~tin~dimensionalen Wellengleiehung hat ~). 
In der Tat geht sie aus der folgenden homogenquadratischen G]eiehung 

( ~ _ _ ~  052\ ~ 052__ 052~2+ 052 ~f--00~\~ ) 
y . ~ Xo / 

1 (a52  + c  V O 5 2 ~ q  - ~e~c~d052)2 

hervor: wo x o als Koordinate der ftinften Dimension gedeutet wird dureh 
den Ansatz 

52 - -  x o + S (x, y, z, t). (94) 
c 

Die einfachste zu der Charakteristikengleichung (93) gehtirige Wellen- 

g'leiehunglautet ( 0g radU ) V O~U 

[] U - -  2 ~.I 0 %  - - 2  c c) t c) x o 

c a [. ~ ca d ( ~  V~)] O "~ V 
+ ~ L ~  + c ~  - _.0Xo~ (95) 

Aus den bekann~en Eigensehaften der Charakteristlken wissen wit nun 
yon vornherein, da~ die Wellengleiehung (95) in der der geometriselien 
Optik entspreehenden Grenze eben dureh die H a m i l t o n - J a e o b i s e h e  
Gleiehung (93) ersetzt wird. 

Die Koe[fizienten der Wellengleiehung (95) sind yon der GrS~e x o 

unabhangig. Wir kCinnen deshalb die allgemeine LSsung dieser Gleiehung 
aus Partlkularl~isungen yon der Form 

~ C - z{O ~10 + ~ e '# 'l, ~'0 

zusammensetzen, wo qo und W .% nieht enthalten und wo to eine beliebige 
Konstante bezeichneh Wenn wir nun versuchen, die Gleichung (95) fiir 

1) V. F o c k ,  ZS. f. Phys. 39, 226, 1926. 
~) Uber die Bedeutung einer Charakteristikengleiehung siehe z. B. J. I-Iada- 

m a r d ,  Legons sur la propagation des ondes et les 6quations de Phydrodynamique, 
Paris 1903. 
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die Quantentheorie zu verwerten, so werden wir im Ansehlu~ an die 

Uberlegungen des w [ und naeh (94) erwarten, dai] die fiir das Quanten- 

problem in Betraeht kommenden LSsungen in der N~he der ,,geometriseh- 
optisehen" Grenze angen~hert dureh 

U = e h (96) 

dargestellt werden kSnnen, wo 32 eine LSsung yon (93) ist. Die in 

Frage stehenden Liisungen sind in diesem Falle naeh (94) in x o harmoniseh 
mit der Periode hc/e.. Da diese Eigenseha~t in ihrer Form nichts mit 
der @renze zu tun hat, werden wir dazu gefiihrt, allgemein 

2 ~  
(97) C0----'-: hc 

anzunehmen, und also fiir die al]gemeinste in Betraeht kommende LSsung 
von (95) zu setzen: 2~i ~ ~ i  

U ~ q~e- -~ ~Xo_[_ ~e  ~ ~x0. (98) 

Fiihren wir diesen Ausdruck in (95) ein, so zer~allt diese Gleichung in 
zwei Gleiehungen, eine ftir ~, die mit (7) iibereinstimmt, und elne ~iir ~p, 
die mit (7 a) iibereinstimmt. Dal~ hierbei nur dieienigen LSsungen dieser 
Gleicbungen berticksiehtigt werden sollen, denen eine positive Energie 
entspricht, bedeutet, dal] in der ftinfdimensionalen DarsteUung der Elek- 

tronenbewegung nur solehe Wellen in Betraeht zu ziehen sind, die eine 
bestimmte Fortpflanzungsriehtung in bezug auf die fiinfte Dimension 
haben. 

Die in (98) zum Ausdruck kommende Periodizitat in xo, durch 
welche die P l ancksche  Konstante in die Wellengleiehung (95) ein- 
gefiihrt wird, erlaubt eine einfache geometrische Den tung durch die An- 
nahme; dal] der fiinfdimensionale Raum in tier Richtung yon x o geschlossen 
ist, wobei die LSsung (98) der Grundsehwingung in x o entspricht. Es 
]iegt nahe~ das Niehtauttreten einer lfinften Koordinate in unseren ge- 

wShnlichen physikalischen Glelchungen mit dieser Vorstellung in Ver- 
bindung zn bringen, und diese G]elchungen als fiber die [iinfte Dimension 
gebildete Mitteiwerte yon allgemeineren, die fiin[te Koordinate enthaltenden 
Gleiehungen zu betrachten. Dementsprechend werden wir bei der Bildung 
yon Ausdriicken zweiten Grades in U (wie die elektrische Dichte), die 
wit bei tier korrespondenzma6igen Darstellung der Wirkungen eines 
Elektrons auf die reehte Seite der gew(ihnlichen Feldgleichungen zu 
setzen haben, erst den Mittelwert tiber die ftinfte Dimension nehmen 
mfissen. Hierdurch kommt man, wie wir an dem einfachsten Beispiel 
der Funktion U 2 zeigen wollen, eben zu Ausdriicken, worin die beiden 
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Funktionen (p und @ wie in (t8) bilinear eingehen. Nach (98) hat man 

n~mlieh 4 ~  ~ 4~i 
U ~ = q 9 2 e - ~ - ~ ~ ~ 1 6 2  e h c "~'~ 

so dal3 dnreh Mittelung hinsichtlich x 0 in der Tat folgt: 

U S = 2 90 ~p. (99) 

Wir sehen, wie die in die gew(ihnliche physikalische Besehreibung 
eingehenden ,,beobachtbaren" Grtil~en eben die Produkte tier koniugierten 
Wellenfunktionen enthalten, wodurch die charakteristische Dualit~t der 
Quan~enerseheinungen ihren Ausdruek finder. Durch die Annahme einer 

solehen Geschlossenheit in der fiinften Dimension ergibt sich also niehi 
nut eine Miigliehkelt elner Einfiihrnng der P l a n e k s c h e n  Konstante in 

die Theorie, die sieh nattirlich an das Weitbild der Relativitatstheorie an- 
schliel3t, sondern sie [iihrt uns auch unmittelbar zu der vierdimensionalcn 
korrespondenzmal]igen Darstellung des Einelektronenproblems au~ Grund 

der Wellenmeehanik. 

K o p e n h a g e n ,  Unlvers. Institut for teoretisk Fysik, 4. Dez. 1926. 

N a e h t r a g  zur  K o r r e k t u r .  

Naeh dem Einsenden der vorliegenden Arbeit ist mir die yon G o r d o n  
gegebene ausftihrliche Behandlung des C o m p t o n effekts auf Grundlage der 
Schr t id inge r schen  Theorie (ZS. f. Phys. 40, 117, 1926) zu Gesicht ge- 
kommen, worin er aueh zu den oben in w 2 entwiekelten relativistisehen 

Ausdriicken fiir elektrisehe Diehte und Stromvektor gelangt isr An ihn an- 
schliei~end hat dann S c h r 5 din g e r in einer eben ersehienenea Abhandlung 
(Ann. d. Phys. 82, 257, 1927) eine einfache geometrische Interpretation 

der wellenmeehanisehen Theorie des Comptonef fek ts  gegeben, die den 
bier in w 6 mitgeteilten l~berlegungen nahesteht, ohne daI3 iedoeh zu den 
allgemeinen Fragen der Quantentheorie Stellung genommen wird. Letzteres 
gilt auch yon der glelchzei~ig erschienenen Abhandlung yon S e hr  5 d ing  e r 
(Ann. d. Phys. 82, 265, 1927) iiber alas wellenmechanische Energle- 
Impulsprinzip, we ~hnliehe Fragen behandelt werden, wie in der in tier 

Einleitung angekiindigten Arbei~ des Veffassers. 
Ich mOehte auch die Gelegenheit benutzen, darauf hinzuweisen, dai~ 

E p s t e i n  (Prec. Mat. Aead. 12, 634, 1926) den normalen Zeemaneffekt 
in ~hnlicherWeise wie oben w  behandelt hat, und dal3 F e r m i  (Mature, 
18. Dez. 1926) eine Berechnung des magnetischei~ Moments eines in einem 
Magnetfeld sieh befindenden zentralsymmetrischen Atoms mitgeteilt hat, 

die den Ausfiihrungen in w 4 nahesteht. 


