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Elektrodynamik und Wellenmechanik
vom Standpunkt des Korrespondenzprinzips.
Von 0. Klein in Kopenhagen.

(Ringegangen am 6. Dezember 1926.)

Nach einer .kurzen Ubersicht der Grundbegriffe der Wellenmechanik des Ein-
elektronenproblems in § 1. werden in § 2 Ausdriicke aufgestellt, die als rela-
tivistische Verallgemeinerung der von Schrédinger gegebenen wellenmechanischen
Ausdriicke fiir elektrische Dichte urd Stromvektor gelten kopnen. Hiervon aus-
gehend, wird in § 3 die korrespondenzmifiige Verwertung der Maxwell-Lorentz-
schen Theorie fiir die Quantentheorie diskutiert und in § 4 an einigen einfachen
Beispielen erldutert. In § 5 und 6 werden als weitere Beispiele der Betrachtungsweise
die Theorie der Stirungen eines Atoms durch #uflere Kriifte und der Comptoneffekt
diskutiert. Schliefilich werden in § 7 einige Bemerkungen zur fiinfdimensionalen
Wellenmechanik mitgeteilt.

Einleitung. Die wohlbekannten Schwierigkeiten, die der An-
wendung der klassischen Theorien fiir die Beschreibung der Atomvorginge
im Wege stehen, haben unter dem Einfluf der Quantentheorie zu einer
Revision unserer mechanischen Vorstellungen gefiithrt, bei der die be-
kannte, der Hamiltonschen Theorie zugrunde liegende Analogie zwischen
der Punktmechanik und der Wellentheorie herangezogen wurde. Den
ersten Schritt in diese Richtung verdanken wir de Broglie, der die Be-
wegung eines Teilchens mit der Ausbreitung von Wellen in einem di-
spergierenden Medium verglichen hat, und so zu einer geometrischen
Deutung der Quantenbedingungen fiir die Periodizititssysteme gelangt
ist. Auf diesem Wege ist es dann Schrédinger gelungen, eine all-
gemeine Wellenmechanik zu entwickeln. Durch die vielen bedeutenden
Resultate dieser Theorie wurde die Hoffnung wachgerufen, daf es mit
ihrer Hilfe gelingen wiirde, den in den Postulaten der Bohrschen Theorie
des Atombaues formulierten, fiir die Quantentheorie charakteristischen
Diskontinuititen zu entgehen, und in dieser Weise eine wahre Kontinuams-
theorie in Raum und Zeit zu schaffen. Doch stehen einer solchen Aui-
fassung ungeloste Schwierigkeiten tiefliegender Art entgegen, und bei
dem jetzigen Stande der Wissenschaft diirfte eine adiquate Beschreibung
der Erscheinungen wohl nur durch die von Bohr begriindete korre-
spondenzmiBige Betrachtungsweise zu erzielen sein. Die Grundlage fiir
eine derartige Verwertung der Wellentheorie wurde auch geschaffen durch
den von Schrédinger aufgedeckten Zusammenhang zwischen der mnicht-
relativistischen Wellenmechanik und der Heisenbergschen Quanten-
mechanik. Unter Heranziehung einer Matrixdarstellung der mechanischen
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Grofen nach dem Vorgang von Heisenberg war es bekanutlich schon vor
dem Entstehen der Schrodingerschen Theorie gelungen, eine rationelle
korrespondenzmifige Verwertung der Punktmechanik im Sinne der Bohr-
schen Grundpostulate zu erreichen. Die Moglichkeit, eine noch direktere
Beziehung zwischen der Wellenmechanik und den Postulaten der Quanten-
theorie zu erzielen, wurde besonders von Born betont, in Verbindung mit
seiner Behandlung der fiir die Atomtheorie so wichtigen Stoferscheinungen.

Die folgende Behandlung der Strahlungserscheinungen geht von den
Feldgleichungen der Maxwell-Lorentzschen Theorie aus und sucht
die Wellenmechanik vom Standpunkt des Bohrschen Korrespondenz-
prinzips einfach zu verwerten. In dieser Weise gelangt man unge-
zwungen zu einer Beschreibung, die den Forderungen der speziellen
Relativititstheorie geniigt. Die Darstellung schliefit sich naturgemif der
relativistischen Verallgemeinerung der von Schridinger aufgestellten
Awusdriicke fiir elektrische Dichte und Stromvektor an. Hierbei beschrinken
wir uns auf das Einelektronproblem (vereinfacht durch Weglassung der
Eigenrotation des Elektrons), wo es bis jetzt allein moglich war, eine
dem Relativititsprinzip geniigende Theorie zu schaffen. Schon bei diesem
Problem bereitet die Relativititsforderung der Matrixtheorie eigentiim-
liche Schwierigkeiten, die im Wesen der Sache zu liegen scheinen.
Hier sei jedoch an die interessante Behandlung des Comptoneffekts
erinnert, die Dirac gegeben hat mit Hilfe seiner symbolischen Darstellung
der Matrixmechanik.

Wie der Verfasser bald zu zeigen hofft, 148t sich die Theorie im Sinne
der allgemeinen Relativitdtstheorie erweitern. Hierbei bekommt man eine
korrespondenzmifige Darstellung der quantenmechanischen Bewegungs-
gleichungen als einen unmittelbaren Awusdruck fiir die Erhaltung von
Energie und Impuls, welche eben die notwendige Bedingung fiir die Ver-
kntipfung der Wellenmechanik mit den Einsteinschen Feldgleichungen
bildet. In diesem Zusammenhang soll auch niher auf die fiinfdimensionale
Wellenmechanik, iiber die im letzten Paragraphen dieser Mitteilung einige
Bemerkungen folgen, eingegangen werden, die sich einer Darstellung der
allgemeinen Relativitdtstheorie anschliefit, wie sie schon Kaluza versucht
hat. Diese Form der Wellentheorie geht von der Bestrebung aus, trotz
dem befremdenden Zug der Einfithrung einer neuen Dimension eine Be-
schreibungsweise zu erreichen, ‘die den klassischen Theorien niher
entspricht als die jetzige korrespondenzmifBige Darstellung, die bei
einer raumzeitlichen Beschreibung der Erscheinungen unumginglich zu
sein scheint.
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Die folgende Schrift verdankt ihre Entstehung ganz wesentlich dem
lebhaften freundlichen Interesse, das Prof. N. Bohr seit Jahren dem Ver-
fasser entgegengebracht hat. Nicht nur hat er mir den unschitzbaren
Vorteil verschafft, zu dem um ihn arbeitenden Kreis zu gehtren, sondern
er hat in der tatkriftigsten Weise durch Ratschlige und Kritik an dieser
Arbeit teilgenommen, wodurch besonders das Verhiltnis der Wellen-
mechanik zu den Postulaten der Quantentheorie mir wesentlich klarer
wurde. Auf diese Frage hotft Professor Bohr bald in Zusammenhang
mit einer allgemeinen Diskussion der Fragen der Quantentheorie zuriick-
zukommen. An dieser Stelle méchte ich auch der eingehenden Dis-
kussionen iiber allgemeine und spezielle Probleme der Wellenmechanik
mit Prof. H. A. Lorentz, Prof. P. Ehrenfest und anderen hollindischen
Physikern gedenken, die eine freundliche Einladung nach Leiden durch
die H. A. Lorentzstiftung ermoglicht hat.

§ 1. Grundziige der Wellenmechanik. Betrachten wir die
Bewegung eines Elekirons in einem elektromagnetischen Felde nach der
Mechanik der speziellen Relativititstheorie. Die Ladung des Elektrons
sei —, seine Ruhemasse y, seine Lage sei durch rechtwinklige Koor-
dinaten (z, y, ¢) definiert, und die Zeit ({) sel mit einer im betreffenden
Koordinatensystem ruhenden Uhr gemessen. Das elektromagnetische
Feld beschreiben wir durch das Vektorpotential % und das skalare Potential V,
denen wir, wie tiblich, die Bedingung auferlegen :

. 10V
divl + P T 0, €))
wo ¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet.

Als ein Ausdruck fiir die Bewegung des Elektrons kann'die folgende
Hamilton-Jacobische Differentialgleichung fiir die Wirkungsfunktion S
betrachtet werden :

2 2
Ziu{<grads+%?l>——zlg<g—f—ev')}—f——%—y(:z:O. 2)
Zu dieser Gleichung, die, nach der Hamiltonschen Theorie, der Differential-
gleichung fiir die Wellenfliche in der Optik entspricht, gehiren gewisse
»Strahlengleichungen¢, welche eben die relativistischen Bewegungs-
gleichungen des Elektrons darstellen. Diese Gleichungen lassen sich
folgendermafien in kanonischer Form schreiben:
de.  0H dy OH d:  OH dt  J0H
PR PRl e Fhl PR Sl P
dp, _ OH dp,  OH dp, on ap, _ om(®
it = 08 dr 9y d5s — T 9s dr :“m"]
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o op= 21 (o +2 %)+(py+§%t,,)2+(p,+—j~%z)ﬂ—
_52_(,% —¢ V)2} + 5[1,02. 4)
Aus (4) und (3) folgt
px—y‘@——i_%m py:ujl—z—%?[y,
pzzudﬁ—%%, pt=——uc2fl—i+eV~ ()

Wir konnen folglich fiir H schreiben:

T= (0 0] e

so daf die aus (2) folgende Beziehung

H=0
erfiilllt ist, wenn wir dr gleich der zum Elektron gehorigen Eigenzeit
setzen, also 2 1 do? )
dr = Vdﬁ-—dx + - +az, (6)

Dann sind die Groben p,, Dy» P, gerade die Momente, die in das fiir die
Quantentheorie so wichtige Phasenintegral

[@wrdz+ pdy + p.d2)
eingehen, wihrend — p; ein Ma8 der Energie des Elektrons ist (Ruhe-
energie pc?).
Die gewthnliche Quantentheorie der Periodizititssysteme ergibt sich

nun, wenn wir im Falle eines statischen Kraftfelds fiir die stationsiren
2mi

Zustande solche Losungen der Gleichung (2) aufsuchen, bei denen en "
wo & die Plancksche Konstante bezeichnet, eine eindeutige Funktion
der Lage im Raume ist. L. de Broglie?) folgend, erblicken wir in der
letzten Bedingung, die den gewhnlichen Quantenbedingungen #quivalent
ist, eine Interferenzbeziehung, wie sie bei der Bestimmung von Eigen-
schwingungen vorkommt, wodurch die Quantenzahlen die Bedeutung von
Knotenzahlen erhalten, und die Quantenbedingungen organisch mit den
Bewegungsgesetzen verkniipft werden. Ferner bringen wir die bekannten
Schwierigkeiten der gewohnlichen Quantentheorie der Periodizitétssysteme,
die auf Abweichungen von der gewghnlichen Mechanik hindeuten, nach
Schrodinger?) mit dem Umstand in Verbindung, daff auch in der Optik
die eben genannte Methode zur Berechnung von Eigenschwingungen nur

1) L. de Broglie, Ann. d. physigne (10) 3, 22 1925 (Thése 1924).
2) BE.Schriodinger, Ann. d. Physik 79, 361, 489, 734; 80, 437; 81, 109, 1926.
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dann zu annzhernd richtigen Resultaten fithrt, wenn die Kriimmung der
Lichtstrahlen auf einer Wellenlinge gering ist (hobe Quantenzahlen) und
im allgemeinen Falle durch die Betrachtung der linearen Wellengleichung
zweiter Ordnung ersetzt werden muf. Dementsprechend ersetzen wir
die Gleichung zweiten Grades erster Ordpung (2) durch die folgende
lineare Gleichung zweiter Ordnung'

— a0t 2o [eemig) + L 2F] 4

+ [«ﬂcz - 25("12 - Vﬁ)]qo =0, ™
wo @ eine Orts- und Zeitfunktion bedeutet, die e » ~ entspricht, und wo

0* o0? 0* 1 0
T=oa T T oA Fon
den d’Alembertschen Wellenoperator bezeichnet?).

Durch den Ansatz 27ty
P = e h (8)
erhalten wir aus (7)

2 ,

<gradS+-§-?I> @f EV)+M +2—}:;;—Z.DS:O. 9)
Fiir h — 0 ergibt sich also in der Tat, dem Ubergang von der Wellen-
optik zur geometrischen Optik entsprechend, die Hamilton-Jacobische
Gleichung (2).

Die Gleichung (7), die von verschiedenen Seiten gegeben wurde,
reprasentiert die direkte relativistische Verallgemeinerung der Schro-
dingerschen Wellengleichung fiir das Einelektronenproblem. Fiir den
Vergleich mit Schrodingers Resultaten soll hier darauf hingewiesen
werden, daf seine nicht-relativistische Gleichung aus (7) erhalten wird
durch den Amnsatz LIy

p=1F§ * (10)

gf, eVE und &|U[¢ als unendlich klein

von der ersten GrﬁBenordnung im Vergleich mit uc®§ behandelt werden

konnen. Es folgt dann
81: 7 I e o,
AE + —5— { —z_n“i[@_c(ﬁgmd)—i—m]jg—o 1)

in Uberemstlmmun g mit der von Schridinger gegebenen Gleichung.

wenn wir annehmen, daﬁ

1) Ebenso wie die Hamilton-Jacobische Gleichung (2) ergibt diese
Gleichung eine Klasse von Losungen, bei denen die Energie negativ ausfillt, und
die in keiner direkten Beziehung zu der Bewegung des Elektrons stehen. Diese
werden wir naturgemif von der Betrachtung ausschliefien.
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Betrachten wir nun als Erliuterung der Gleichung (7) den Fall
eines in einem bestimmten Koordinatensystem statischen Kraftfeldes.
Wir konnen dann fiir ¢ ansetzen

@ = Qe27iTt, (12)
wo @ nicht mehr von der Zeit abhingt und 7T eine Konstante bezeichnet.
Es ergibt sich so

_Edq)_]_z__h‘f_gl d @ 2 2 52%2
i o Glgrad @) + [t - SO0 —
1
~—c—2(hT—eV)2]l17-—_—O. (13)

Aus dem Vorhergehenden sehen wir, da ein natfirlicher Anschluf
an die gewohnlichen Quantenbedingungen fiir die Periodizititssysteme
erreicht wird, wenn wir die zu dieser Gleichung gehorigen Eigen-
schwingungen als Reprisentanten der stationsren Zustéinde des Atoms be-
trachten. Der Ersatz der Quantenbedingungen durch das zur Gleichung (11)
gehorige Eigenwertproblem fiihrt nun sofort den Vorteil mit sich, dal
das fragliche Problem im allgemeinen bestimmte diskrete Lisungen hat,
5o dab die fundamentale Schwierigkeit gehoben ist, die in der gewohnlichen
Theorie der stationiren Zustinde durch die Ausnahmestellung der
Periodizitatssysteme in der gewthnlichen Mechanik verursacht war.

An der Grenze, wo die gewohnliche Relativititsmechanik gilt, geht,
wie aus (8) folgt, A7 in die GroBe p, iiber, welche die mit negativem
Zeichen genommene Energie mift. Nach der Bohrschen Frequenz-
bedingung werden wir folglich erwarten, daf die zugehorigen Eigen-
werte 7' die Spektralterme reprisentieren. Die Frequenzbedingung selbst
steht jedoch der bisherigen Darstellung ebenso fremd gegeniiber wie der
auf dem Phasenintegral begriindeten Darstellung der gewshnlichen
Quantentheorie. Hier stoBen wir gerade auf den Awusgangspunkt des
Bohrschen Korrespondenzprinzips und, wie wir im nichsten Paragraphen
selien werden, ist es in der Tat moglich, in Anschluf an die von
Schrodinger entdeckte wellenmechanische Deutung der Frequenz-
bedingung zu einer sinngemabBen Zuordnung der quantentheoretischen
Postulate zu den Forderungen der klassischen Elektrodynamik zu gelangen,
wie sie dem Geist des Korrespondenzprinzips entspricht.

Wenn die in (7) eingehenden Kraftfelder sich mit der Zeit ver-
dndern, so liBt sich diese Gleichung im Gegensatz zu der Hamilton-
Jacobischen Gleichung (2) immer noch fiir die korrespondenzmillige
Losung des Quantenproblems verwenden. Dies hiingt nahe mit der
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Linearitit dieser Gleichung zusammen, wodurch ihre Lésungen FEigen-
schaften aufweisen, die den den Uberg#ingen zwischen stationdren Zustinden
zugeordneten ,virtuellen“ Oszillatoren entsprechen. Hierdurch wird —
wie in der Heisenbergschen Theorie — die Briicke geschlagen zwischen
der Theorie der Periodizititssysteme und der korrespondenzmiBigen
Dispersionstheorie, wie sie von Ladenburg und Kramers entwickelt
worden ist.

§ 2. Wellenmechanische Ausdriicke fiir elektrische Dichte
und Stromvektor. In der Lorentzschen Elektronentheorie wird das
elektromagnetische Feld bekanntlich in der folgenden Weise durch die
elektrische Dichte ¢ und den (elektrostatisch gemessenen) Stromvektor I
bestimmt:

div€ = 4%9,

10€ 4x

o (14)
Y T

Hier bezeichnet € den elektrischen und  den magnetischen Feldvektor.
Zwischen den Groflen € und D einerseits, ¥ und ¥ andererseits bestehen
folgende, dem zweiten Paar der Maxwellschen Gleichungen entsprechende
Beziehungen

G — (vrad v+ id—%) $ — rot . (15)

Aus (14) folgt in wohlbekannter Weise der Satz von der Erhaltung der
Elektrizitiat, nimlich

div 3 4 3—§’ = 0. (16)

Wenn . wir nun Gleichungen von der Form (14) mit Hilfe der
Wellenmechanik korrespondenzmifig verwerten wollen, ist es vor allem
notwendig, aus den Losungen der Wellengleichung Ausdriicke zu bilden,
welche die Beziehung (16) erfiillen.

In nahem Anschluf an Uberlegungen, die Schrodinger vor kurzem
mitgeteilt hat, betrachten wir zu diesem Zwecke die Gleichung (7). Da
e V——l in dieser Gleichung explizite vorkommt, besteht noch die
folgende mit ihr gleichwertige Gleichung, wo i gegen — i vertauscht ist:

n? S Vo
— g0 — 25 2 @emd ) + -5V +

~ 2
+lwe+ S@—rlu =0 (72)

wo ¢ eine Orts- und Zeitfunktion bezeichnet, die speziell zu der

Funktion ¢ in (7) konjugiert komplex sein kann. Wie die Schro-
Zeitschrift ftir Physik. Bd. XLI. 97
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dingersche Gleichung (11) aus (7) folgte, bekommen wir aus (7a) durch

den Ansatz
22i
—— ezt
P =net (10%2)
die folgende Gleichung:

4,7%8nw{gv h [i_c@lgrad)—{—%]}n::(). (11a)

2 2mi
Ebenso ergibt der Ansatz

_2=i
p=e * (8a)
wenn wir h = O setzen, die Hamilton-Jacobische Gleichung (2) fiir

die Funktion S. In Analogie zu (12) kann man schliefillich im Falle
eines statischen Kraftfeldes setzen

¢ — 'll]‘e—Qym'Tt’ (123)
wodurch fiir ¥ die Gleichung folgt
L h_ & P 20 Eop
—mdgf—f22—m-c—(?lgradlf)—|—[y R
1
——Eé(hT——eV)Z]ﬂ):O, (133)

welche sich von der Gleichung (13) nur durch das Vorzeichen von ¢
unterscheidet.

Wir multiplizieren nun die Gleichung (7) mit ¢ und die Gleichung (7a)
mit @ und subtrahieren. Nach einer einfachen Rechnung, wobei von
der Bedingung (1) Gebranch gemacht wird, ergibt sich

. h & '
div {ﬂ;(wgradgo — @ grad ¢) + 2;—?[(;)11}}

0 h o1 oo o 2¢

+m{“2—m'c—2<¢m‘—(}’§;>+?y‘?¢}—~o- 17
In (17) haben wir also tatsichlich eine Gleichung von der Form der
Kontinuititsgleichung (16) vor uns. Indem wir die Ausdriicke in den

Klammern aus spiter ersichtlichen Grfinden mit — ;— multiplizieren,
w

wollen wir setzen

o (492 ¢%_'f)+zqu)w}, (18)

= Taul T gai\Yar
3= — L1 emigp —ggradw) +2LUugul-
2u |2mi =9 o P

Wenn wir in diesen Ausdriicken mit Hilfe von (10) und (10a) die
Relativitit vernachlissigen, und auBerdem das Magnetfeld als so schwach
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betrachten, daf das mit % proportionale Glied in J weggelassen werden
kann, so kommen wir eben zu den von Schrodinger gegebenen Aus-
driicken fiir elektrische Dichte und Stromvektor, namlich

o = —sky
h
5= ~ﬁ{% (1 grad §— § grad ). (19)

Zur Veranschaulichung der Ausdriicke (18) wollen wir zur Grenze
h = O tibergehen. Wir setzen dazu die Ausdriicke (8) und (8a) fiir
g und ¢ in (18) ein, wodurch sich ergibt:

0 ——‘@%<(g—81">,

(20)
3= ——f;(grads +%9l>

Mit Hilfe der ,Strahlengleichungen® (3) wollen wir ferner in (20)

die Differentialquotienten von S durch die Komponenten %, t—fg, %‘tz—
der , Strahlengeschwindigkeit“ b ausdriicken, wodurch sich ergibt:
0 — — ﬁﬁ_]
Vi—we
(21)
&y

V1i— v%/c? J
Die #ufere Ahnlichkeit dieser Ausdriicke mit den entsprechenden Formeln
der klassischen Elektronentheorie mag dazu beitragen, das bei dem ersten
Anblick befremdende explizite Auftreten der Potentiale in (18) zu be-
leuchten. Es mufB jedoch betont werdem, da der hier betrachtete Grenz-
iibergang als rein formal anzusehen ist und keine Antwort gibt auf die
tiefere Frage, wie man von den Bigenschaiten des wellenmechanischen
Elektronenmodells kontinuierlich zu den KErgebnissen der klassischen
Elektronentheorie gelangen kann. Hier -hat Schrtdinger versucht,
einen Zusammenhang zu finden, indem er ein Teilchen mit einem , Wellen-
paket¢ verglichen hat. Doch ist es in dieser Weise bekanntlich nicht
mbglich gewesen, ein Zusamwmenhalten des Elektrons zu erreichen. Es
scheint, als ob die Verbindung hier eben durch das Korrespondenzprinzip
dargeboten wird, was um so natiirlicher vorkommt, wenn man die Existenz
der Teilchen selbst als ein Quantenproblem zu betrachten versucht').

1y Vgl. 0. Klein, Nature 118, 516, 1926.
27%
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Ehe wir zu einer Diskussion der Anwendungen der Beziehungen (18)
iibergehen, wollen wir durch Multiplikation der Gleichung (16) mit
einem Volumenelement dv und Integration iiber das ganze Gebiet, worin
o und 3 existieren, unter der Annahme, daB der elektrische Strom an
der Grenziliche verschwindet, die folgende Hilfsgleichung ableiten:

% jgdv = 0. (22)
Uberdies hat bekanntlich (16) zur Folge, daB das Integral .fgd v auch
Lorentztransformationen gegeniiber invariant ist.

§ 3. Korrespondenzmifiige Verwertung der Wellen-
mechanik im Fall eines statischen Kraftfeldes. Indem wir uns
nun der Verwertung der Ausdriicke (18) fiir die Quantentheorie zuwenden,
wollen wir zuerst den Fall eines statischen Kraftfeldes betrachten und
wollen dabei annehmen, daB es sich um ein nichtentartetes System
handelt, was ja keine wesentliche Einschrankung der Betrachtungen be-
deutet. Die allgemeinen Losungen der Gleichungen (7) und (7a) sind
in diesem Falle lineare Kombinationen der zu den einzelnen Eigen-
schwingungen gehorigen Losungen, so da wir nach (12) und (12a)
setzen konnen

@ == Egpneem'Tnt’ P = E?P'ne_Q”iTn‘, (23)
n

n

wo @, und P, ein Paar Eigenfunktionen der Gleichungen (18) und (13a)
bezeichnen, und wo alle 7', verschieden sind. Mit Hilfe dieser Ausdriicke
nehmen die Grofen ¢ und I folgende Gestalt an:

0 = > > 0um (24)
3= Ezsnmv

wo
h(T A
Onm = _;Ec_g[_ _(__E;M_}_ & V]q)nz_p-megm(Tn— Tt
£ h
S = — 55 | (W grad @, — B, grad B,) +
+ 2 _08_ @, vp‘m} 28Ty — Tt (25)

Wenn wir das elektromagnetische Feld betrachten, welches nach den
Feldgleichungen (14) zu den Ausdriicken (24) gehort, so zeigt sich eine
auffallende Ahnlichkeit mit den #uBeren Wirkungen eines Atoms, wie
sie den Postulaten der Bohrschen Theorie entsprechen, wodurch die
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Reprisentation der stationiren Zustéinde durch Eigenschwingungen wesent-
lich an Inhalt gewinnt. Wie wir sehen, besteht das fragliche Feld teils
aus statischen Gliedern, die je zu einer einzigen Eigenschwingung ge-
horen, teils aus rein harmonischen Schwingungen, die den Paaren von
zwei verschiedenen Eigenschwingungen angehdren. Die zu dem Zahlen-
paar n, m gehvrige Frequenz ist hierbei gegeben durch
v:,Tnf—'Tm~, (26)
so daB das ganze Spektrum dem Rydberg-Ritzschen Kombinations-
prinzip geniigt. Gleichzeitig ist auch die Bohrsche Frequenzbedingung
erfilllt, denn, wie wir gesehen haben, fiihrt die wellenmechanische Be-
trachtungsweise zu der folgenden Beziehung zwischen der Energie E des
Atoms und der Grofle T':
E= —@1T (27)
Eben diese bedeutungsvolle Ubereinstimmung zwischen den Ergeb-
nissen der Wellenmechanik und den Forderungen der Quantentheorie hat
Schrgdinger als Stiitze betrachtet fiir sein Programm einer rein wellen-
mechanischen Theorie der Atfomvorgénge, in der die Postulate der
Quantentheorie nicht mehr explizite auftreten, wihrend sie in der aunf
die klassische Mechanik begriindeten Theorie der Periodizititssysteme
schon fiir die Erklirung des Kombinationsprinzips erforderlich sind.
Indessen hat uns die Wellenmechanik nicht iiber die fundamentalen
Schwierigkeiten hinweggeholfen, wie sie u. a. bei der Anregung der Spektren
zum Vorschein kommen, und die in den Postulaten ibren Ausdruck findeun.
Dagegen erlauben die wellenmechanischen Ausdriicke fiir ¢ und J eine
quantitative Formulierung der Korrespondenz zwischen den Forderungen
der Elektrodynamik und der auf die Bohrschen Postulate begriindeten
Beschreibung der Atomvorginge; einer Korrespondenz, zu deren Erkenntnis
die klassische Elektronentheorie wohl verhelfen konnte, fiir die sie jedoch
nur einen asymptotisch quantitativen Ausdruck zu geben gestattet?).
Die Korrespondenz verfolgend, ordnen wir die Glieder in den
wellen1aechanischen Ausdriicken (24) fiir Dichte und Stromvektor in der

folgenden Weise:
Eq< By

[ Egm On = Onn 1+ E(an + Qnm):

Ey, < Ep

3 = 23(1‘“ J, = 3nn+ E(Smn‘{" E‘jfnm);

(28)

1) Siche N. Bohr, Jber die Quantentheorie der Linienspektren. Braunschweig
1923,
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wo die Summation in den Ausdriicken fiir g, und 3, tiber alle diejenigen
Eigenschwingungen zu erstrecken ist, bei denen E,, < E, ist. Wir sehen
erstens, daB die Grifen g und 3 nur dann reell werden, wenn jedes &, —
bis auf einen fiir alle # gemeinsamen Faktor, den wir aus Symmetrie-
griinden naturgemif gleich Eins setzen — zu dem entsprechenden @,
konjugiert komplex angenommen wird. Unter dieser Annahme werden
die GroBen (0nm + Omn) und (B4m + Spmn) einzeln reell. Betrachten wir
nun die Gréflen g, und J,, so sehen wir, daf in denselben eben alle
diejenigen Strahlungsfrequenzen reprisentiert sind, die nach den Postulaten
der Quantentheorie zu spontanen Ubergingen von demjenigen stationsren
Zustand gehiren, dessen Energie gleich E, ist.

Wir werden also versuchen, die von einem Atom in einem stationiren
Zustand ausgehenden elektromagnetischen Wirkungen mit Hilfe der
Grofen g, und 3, zu beschreiben. Zu diesem Zwecke miissen wir erstens
verlangen, da8 die zu der Dichte g, gehtrende Gesamtladung gleich der
Ladung — ¢ des Elektrons ist. DaB eine solche Forderung moglich ist,
liegt nun daran, daf nach der Kontinuititsgleichung (16), die fiir jedes
Paar von GriBen g,,,, und 3,,, fir sich erfiillt ist, die Gesamtladung von
der Zeit unabhingig ist. Aus (22) folgt einfach, wenn #n und-m ver-
schieden sind,

Ignmd'v == 0,

eine Beziehung, die unter Vernachlissigung der Relativitit in die wohl-
bekannte Orthogonalititsbeziehung fiir die Eigenfunktionen iibergeht. In
der Tat folgt auf Grund von (10) und (10a)

J‘ Entpmdv = 0. ' (29)
Nach (28) haben wir also
' J.Qnd'v = " and%

50 daB die Festlegung der Gesamtladung nach (25) zu folgender Be-
ziehung fiihrt:
1
——j(th—stmdv =1, (30)

gt

wodurch jede Eigenfunktion in bestimmter Weise normiert wird. Durch
Vernachlissigung der Relativitat folgt hieraus

[&amndo =1 (31)
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in Ubereinstimmung mit der Normierungsbedingung, die. Schriédinger
den Eigenfunktionen auferlegt hat, und die besonders fiir die Herstellung
einer Verbindung zwischen der Wellenmechanik und der Matrizxmechanik
von Bedeutung ist. In der Tat bilden die Grofien Qum, WeNn die Rela-
tivitit vernachlissigt wird und alle Eigenfunktionen in der besprochenen
Weise normiert werden, die Elemente einer Matrix, durch welche die
Darstellung der mechanischen GroSen der Elektronenbewegung, wie sie
der Heisenbergschen Theorie entspricht, einfach erfolgt.

Indem wir hier die Wellenmechanik in direkter Verbindung mit den
elektromagnetischen Feldgleichungen zu verwerten -suchen, werden wir
annehmen, da§ die den Grdfen g, und 3, entsprechenden elektromagne-
tischen Erscheinungen im Sinne des Bohrschen Korrespondenzprinzips
einen quantitativen Ausdruck geben fiir die an die Anwesenheit eines
Atoms in dem betreffenden stationiren Zustand gekniipften beobachtbaren
Wirkungen. Dabei sind die Einsteinschen Wahrscheinlichkeitskoeffi-
zienten fiir die spontanen Uberginge auf gewohnliche Weise unter An-
nahme der Erhaltung der Energie zu ermitteln. Wir sehen, daf unsere
Annahme dazu fiihrt, die Gesamtausdriicke fiir ¢ und J der Gesamtheit
der elektromagnetischen Erscheinungen zuzuordnen, die einer gedachten
gleichzeitigen Anwesenheit von Elektronen angehtren, die ohne irgend
eine Wechselwirkung in demselben statischen Felde in solcher Weise ge-
bunden sind, daf jeder méogliche stationdre Zustand durch ein Elektron
reprisentiert wird. Eben durch diese Zuordnung haben wir einen An-
schluB der wellenmechanischen Beschreibung an die quantentheoretischen
Vorstellungen iiber die Wirkungsweise der einzelnen Atome erhalten.
Insofern als diese Betrachtungen mit Summen aus harmonischen Schwin-
gungsgliedern operieren, schliefen sie sich der auf der klassischen Elek-
tronentheorie basierten asymptotischen Darstellung des Korrespondenz-
prinzips an. Es ist jedoch zu bemerken, daf eben nach der Art der
Wellentheorie die Verbindung in der Grenze, wo der relative Unterschied
zwischen den stationiren Zustinden verschwindet, wie schon erwihnt,
sich nicht besonders einfach gestaltet. Vielmehr ist es eben die von
Bohr betonte quantentheoretische Seite der Korrespondenz, die hier den
Kern der Betrachtung bildet.

Die beschriebene korrespondenzmifiige Verwertung der Wellen-
mechanik erlaubt nicht nur den Forderungen der Relativititstheorie zu
geniigen, die, wie erwihnt, der Matrixtheorie Schwierigkeiten bereitet,
sondern die direkte Ankniipfung an die Feldgleichungen diirfte auch eine
Vereinfachung bei der Behandlung des Strahlungsproblems darbieten.
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Von seiten der Matrixmechanik ist dieses Problem besondersvon Dirac?)
in Angriff genommen worden, wobei es thm gelungen ist, einen Ausdruck
fiir die Wahrscheinlichkeitskoeffizienten der von #uBerer Strablung indu-
zierten Ubergiinge abzuleiten, der — unter Heranziehung der von Ein-
stein gegebenen allgemeinen Relation — mit der oben beschriebenen
Berechnung der Wahrscheinlichkeitskoeffizienten fiir spontane Uberginge
iibereinstimmt. Es mochte in diesem Zusammenhang bemerkt werden,
daB in Diracs Berechnung, wie in der Borunschen Stoftheorie, die
Wellengleichung in wesentlich anderer Weise als hier benutzt wird:
Wihrend in unserer Darstellung es in der Natur der Sache liegt, daf
die Eigenschaften eines Elektrons immer mit normierten Eigenfunktionen -
in Verbindung gebracht werden, operieren die erwihnten Theorien mit
willkiirlichen Amplituden, deren Anderungen als Maf der Wahrschein-
lichkeit der durch #uSere Wirkungen hervorgerufenen Ubergangsprozesse
betrachtet werden.

Betrachten wir nun, etwas mehr ins einzelne gehend, die nach
obigen Uberlegungen zu erwartenden #ufleren Wirkungen eines Atoms.
Wenden wir uns hierbei zuerst dem zu einem einzelnen stationiren
Zustand gehorigen statischen Felde zu. Hier sind die in Betracht
kommenden Grofien ¢ und 3 von der Zeit unabhingig, so daf wir nach
der iiblichen Methode die Feldgleichungen (14) durch die folgenden
Ausdriicke losen kionnen:

V = j ;'Q—d?—,
PQ
32
91:,1_‘[36“’, i
4 TPQ

wo 7rpq die Entfernung vom Quellpunkt @ zum Awufpunkt P bezeichnet.
Wir wollen nun annehmen, daB das Kraftfeld, worin sich das Elektron
bewegt, wie es den wirklichen Atomen entspricht, im wesentlichen
zentralsymmetrisch ist. Ferner wollen wir, den gewdhnlichen Versuchs-
bedingungen entsprechend, den "Aufpunkt so weit vom Atom verlegen,
dafB die Ausdriicke (32) fiir die Potentiale merkliche Beitrige nur inner-
halb Entfernungen vom Atommittelpunkt erhalten, die sebr klein sind
im Vergleich mit dem Abstand 7 zum Aufpunkt.

Es sel nun n ein Einheitsvektor, der die Richtung vom Atommittel-
punkt zum Aufpunkt angibt, und v sei der Radiusvektor vom Mittelpunkt

1) P. A, M. Dirac, Proc. Roy. Sec. (A) 112, 661, 1926.
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zum Quellpunkt. In Ubereinstimmung mit dem eben Gesagten wollen

1
wir die Grofle T—durch den Na.herungswert— + ( )ersetaen, wodurch
PQ
sich ergibt:
1 1
V= —Sgdv + —fj(n‘._r)gdv,
33)

A = 1 J‘Q 7;—}— j(nr)i}dv

Der Sinn der ersten dieser Formeln leuchtet unmittelbar ein. Das
erste Glied gibt das Potential der Gesamtladung des Elektrons an, die
eben gleich — ¢ gesetzt wird, was, wie wir sahen, der Normierung der
Eigenfunktionen entspricht. Das zweite Glied gibt das Potential des
elektrischen Moments der Ladungsverteilung an. Der Vektor des elek-
trischen Moments ®© ist hierbei durch den folgenden Ausdruck gegeben:

D =rodo (34)
Dem Ausdruck fiir A konnen wir durch eine einfache Umrechnung die
folgende Gestalt geben:

n
=|—: . 35
% [chzj[s;r]dv] (35)
Dieser Ausdruck stellt nun das Vektorpotential eines Magnets dar,
dessen magnetisches Moment durch den Vektor

B :%j x3)dv (36)

gegeben ist. In der Tat kann der Ausdruck fiir den aus (35) folgenden
Feldvektor
@ = rot U

nach einer bekannten Rechenregel in den nachstehenden- Ausdruck trans-
formiert werden:

H = —grad —~ (. %)

Gehen wir nun zu der Betrachtung des Strahlungsfeldes tiber, das
nach (25) einem UbergangsprozeB zugeordnet ist. Hier konnen wir
setzen:

0 == @ eQnivt7 l

7
G e 30327!1'11’] 87

wo g, und J; von der Zeit unabhingig sind, und wo » die zu dem Uber-
gangsprozel gehorige Frequenz bezeichnet. Im Anschluf an die klassische
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Strahlungstheorie l¢sen wir die Feldgleichungen (14) durch retardierte
- L1 . .
Potentiale, wobei wir nur den mit " proportionalen Teil des Feldes he-

riicksichtigen. Es ergibt sich so

1 2_’”'1(,,,)
V =— _e2miv({i— rIc)jQOe [ dU,

r
A == %em”(t* rle) j S‘oeglci—v(m)dv. (38)
Indem wir nur die Dipolstrahlung beriicksichtigen wollen, kénnen
wir 8215‘_1_' “9in 9 durch Eins und in ¥ durch 1 + 2miv (nr) ersetzen.

¢
Aus der Kontinuitiitsgleichung, die jetzt lautet

divd, + 2xivg, = 0,
f@odv =20

j.&)dv = 271:@'11_"1'90(10,

sehen wir, daf

und

so dafl sich ergeben

2miv .
V — Teznzv(t—r/c)f(nr)godv’
o (39)
TV .
A _7e2nzv(t—rlc)-‘.r90du

Berechnen wir nun die Feldvektoren € und §, die unmittelbar das
Strahlungsfeld beschreiben, so ergibt sich einfach aus (38), wenn nur

die mit % proportionalen Glieder beriicksichtigt werden,

9 mi
€= -2 —a),| .
oo (40)
H=— Zw[nr].
Setzen wir dann
D, = j‘fc 0,47,
so ergibt sich aus (39)
_4n*? 272iv ¢ — rfe)
€ = 2y € [@0— (n@o)n]z
(41)
2,9
‘b —_— i]:_at_’l}‘ 27y (t — ric) [n@o].

cr
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Durch die Formeln (41) wird in wohibekannter Weise eine elektro-
magnetische Kugelwelle beschrieben. Aus denselben sieht man sofort,
daf die elektrische Kraft, sowohl in bezug auf Grébe wie Richtung,
durch die Komponente des elektrischen Moments auf die zu 1t senkrechte
Ebene bestimmt wird, und daf die magnetische Kraft sowohl zu n wie €
senkrecht steht und dieselbe Gréfie wie € hat.

Es sei daran erinnert, daB das einen Ubergangsproze8 n — m, wo
E, > E,, entsprechende Strahlungsfeld durch die reellen Griofen € | G,
9 + 9 beschrieben wird, wo € zu € und $ zu $ konjugiert komplex ist,

E,—E

wenn fiir » die Grofe —"—}T—m und fiir ®©, die Amplitude von

Dy = jr Onm dv o (42)
substituiert wird. Ebenso wie die Grofie D,, nach (34) das statische
elektrische Moment des Atoms im Zustand » bedeutet, werden wir
Dpm + Dy als das zu dem Ubergang gehorige elektrische Moment be-
zeichnen. :

§4. Erliuternde Beispiele aus der Theorie des Atombaues.
In diesem Paragraphen wollen wir die im vorigen Paragraphen angestellten
Uberlegungen durch einige einfache Beispiele erliutern. Wenden wir
uns erst dem einfachen und wichtigen Fall zu, wo das Elektron sich in
einem rein zentralsymmetrischen Felde bewegt. Da die absolute Richtung
im Raume bei diesem System keine Rolle spielt, haben wir es hier mit
einem Falle der Entartung zu tun, wo nur zwei Quantenzahlen, » und %,
zur Charakterisierung der stationiiren Zustéinde notwendig sind. Wir
fithren ein polares Koordinatensystem r, &, o ein, wo r die Lénge des
Radiusvektors r, & den Winkel von t mit einer festen Achse und ¢ den
Winkel der Projektion von r auf die zur Achse senkrechte Ebene mit
einer festen in dieser Ebene gezogenen Linie bedeuten. Dann kénnen
wir bekanntlich fir eine Eigenfunktion @ der Gleichung'(IS) setzen

D =X(NY#®, ), (43)
wo Y (9,e) eine Kugelfunktion bezeichnet, d. h. eine Eigenfunktion der
folgenden Gleichung: ST 4 AY — 0, 44
wo A% den zweidimensionalen, aui die Oberfliche der Einheitskugel be-
zogenen Laplaceschen Operator darstellt. Die Eigenwerte dieser
Gleichung sind bekanntlich die Gréfen k(k + 1), wo k eine ganze Zahl
bedeutet, und die zugehirigen Losungen sefzen sich linear zusammen aus

Ansdriick 1
uscriicen we Yim = cimePy . (cos D), (45)
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wo m eine positive oder negative ganze Zahl ist, deren Absolutwert
hichstens gleich % ist, und Py , das folgende Polynom bezeichnet:

—_— A, .
Pow () = V1 — "5 S Pe(9), (46)
wo
P =1 T gy 47
¥ = g g™ — D (47)

ein Legendresches Polynom bedeutet.

Zur Untersuchung der zu diesem System gehorenden Lichtstrahlung
bilden wir die Komponente der Amplitude D, in der Richtung der Polar-
achse, welche lautet

J'-r cos o, dv.

Nach (43) zerfillt dieses Integral in zwei Faktoren, von denen der eine
ein Integral iiber r allein darstellt, und der andere ein ausschlieBlich
itber die Winkel § und o erstrecktes Integral bildet. Das erste Integral
ist im allgemeinen von Null verschieden und #ndert sich von einem
Zentralsystem zum anderen. Das zweite, allen Zentralsystemen gemeinsame
Integral ist nur unter speziellen Bedingungen von Null verschieden, und
driickt hierdurch die wohlbekannte Auswahlregel fiir die Aunderungen
der Zahl k aus, die so weitgehend das charakteristische Bild der gewohn-
lichen Serienspektren bedingt.
In der Tat konnen wir nach (25) und (43) fiir g, schreiben:
0 =FY )Y (8 0),

wo F(r) eine uns hier mnicht interessierende Funktion von r bedeutet,
wihrend ¥’ und ¥ zwel zu verschiedenen %k-Werten gehirige Kugel-
funktionen seir sollen. Das von den Winkeln abhiéngige Integral, das
einem bestimmten durch die Zahlen %’ und %" charakterisierten Ubergang
angehort, 148t sich nach (45) immer linear zusammensetzen aus einer
Anzahl von Integralen vom Typus

2z +1

}.e" ' —m")e g o j‘SPk’,m’ (S) Pkn, m" (S) ds,

0 —1
wo wir anstatt & die Variable

§ = cos P
eingefithrt haben. Damit dieses Integral nicht verschwindet, muf erstens,
wie man sieht, m' gleich m" sein, so daf wir nur das folgende Integral
zu untersuchen brauchen: .,
jSPk"mPku’mdS.

—1
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Die Polynome Py, erfiillen nun die folgende Beziehung:

E—m+ ! k4 m
SPk,m:”’E‘m_Pkﬁ-l,m_‘_m k— 1, m (48)
Wir bekommen also
+1 1 11
) EF—wm +
j § Pyt,m Prr,m ds == ijk”, m Py 4 1,m A3
2 -1
+1
E -+ m
+ Y ij", m Py —1,mdv.
—1
Da die Grofen Py ,, die Orthogonalititshedingung
41
j Py mPprmds = 0 fir K £ & (49)
-1

befriedigen, so sehen wir, daf die Komponente von D, die wir betrachten,
nur dann von Null verschieden ist, wenn ‘

F—FK =+1. (50)
Da die Achse eine hinsichtlich des Zentralfeldes ganz beliebige Richtung
bezeichnet, muf dieses Resunltat fiir jede Komponente von 9D, gelten.
Nach (41) bekommen wir also nur dann eine endliche Intensitit der
Dipolstrahlung, wenn die Beziehung (50) erfiillt ist, welche eben mit der
von Bohr aus dem Korrespondenzprinzip abgeleiteten Auswahlregel fiir
die Nebenquantenzahl % iibereinstimmt.

Nehmen wir als ein weiteres einfaches Beispiel den Fall eines
axialsymmetrischen Systems. Hier wollen wir erstens als Beispiel fiir
die Anwendung der Formel (35) das magnetische Moment des Systems
in einem stationiiren Zustand unter Vernachlissigung der Relativitat
berechnen. Wir fithren zylindrische Koordinaten 2, a, o ein, wo # die
Projektion von 1t auf die Achse, a seine Projektion auf die zur Achse
senkrechte Ebene und o den Winkel dieser Projektion mit einer festen
Linie in dieser Ebene bezeichnen. Fiir die FEigenfunktionen der
Gleichung (13) konnen wir in diesem Falle setzen:

D — ¢mef(z,q), (81)
wo i eine ganze positive oder negative Zahl bezeichnet und 0 eine
Funktion von 2 und o bedeutet. Fiir den Stromvektor bekommen wir
unter Vernachlissigung des von U abhingigen Gliedes

& b

3 _ﬂz—m(:ép‘gradcb——(bgradw)a (52)
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wo ¥ zu @ konjugiert komplex ist, und wo nach (26) unter Vernachlassi-
gung der Relativitiat gilt
fowar = 1. (53)

Aus Symmetriegriinden ist es klar, daf das magnetische Moment in
die z-Richtung fallen wird, so daB wir nur die 2z-Komponente des
Vektors [v3] zu berechnen brauchen, die offenbar gleich a3, ist, wo J,
die Komponente von 3 in die Richtung bedeutet, die durch einen Zuwachs
von o bezeichnet wird. Awus (52) bekommen wir nun

NN .l S
A0 = 2umx (P‘ Jua @ 00€>
und also nach (51) I
PR —— m@E,
2ap
und schliellich nach (35) und (53)
. eh .
B, = —mé’cny,c (54)

Je nachdem m in (51) positiv oder negativ ist, was mach (8) der
positiven oder negativen Umlaufsrichtung um die #2-Achse entspricht,
bekommen wir also ein magnetisches Moment, das in die Richtung der
negativen oder positiven z-Achse zeigt, wie es der negativen Ladung
des Elektrons entspricht, und dessen Grofie ein m-faches Multiplum des
Bohrschen Magnetons ist. Im Zusammenhang mit der Wirkung eines
schwachen storenden Magnetfeldes auf das Atom wollen wir bald zu
dieser Frage zurtickkehren.

Betrachten wir nun die Strahlungseigenschaften dieses Atoms, so
sehen wir aus (31), daB die s-Komponente des zu einem Ubergang (m', m')
gehorenden elektrischen Moments einen Faktor von der Form

P4

J'ez'(m’ —medy

0
enthélt, der nur dann von Null verschieden ist, wenn m' = m" ist. Nur
in diesem Falle enthdlt also die Lichtwelle (42) einen Anteil, dessen
Polarisationsrichtung mit der Richtung der ¢-Achse zusammenfallt.
Ebenso enthalten die anf der z- Achse senkrechten Komponenten von D
einen Faktor von der Form

2
je (m' — m”il)ad“7
0

so dafl der entsprechende Teil der Strablung nur dann auftritt, wenn
m —m' = +1.
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Wir kommen also zu den wohlbekannten Auswahl- und Polarisations-
regeln fiir die Quantenzahl m.

Als ein spezielles axialsymmetrisches System betrachten wir ein
Elektron, das sich in einem axialsymmetiischen elektrostatischen Felde
bewegt, woriiber ein schwaches, langs der Achse des Systems gerichtetes
homogenes Magnetfeld superponiert ist. Wir kénnen dann setzen

— 18
= 3 [D1].
In dem erwihnten zylindrischen Koordinatensystem ist dann der Operator
1 .
(A grad) einfach gleich > H §~ Da das elektrostatische Potential V'
2 o

sowohl von # wie von ¢ unabhingig ist, konnen wir hier durch Ein-
fithrung einer nmeuen Verinderlichen
e|9|
e — ¢ 55
unter Vernachldssigung von Grofen zweiter Ordnung in |§|, die nicht-
relativistische Wellengleichung (11) auf die entsprechende Gleichung
ohne Magnetfeld zuriickfithren. In der Tat wird durch diese Trans-
formation, die genau dem Larmorschen Theorem entspricht, der Operator
e|9] 0
2uc do Tt d t
Operator ' ibergeht, der aus 4 durch Ersatz von & durch o' entsteht.
Die Gleichung (11) nimmt also die Form an

..  8a? h 0
4E+ h2H<SV 2m0t>§—-0

wo das Magnetfeld verschwunden ist. Die Losungen dieser Gleichungen
kinnen pun nach (10), (12) und (81) in der Form geschrieben werden:

durch den Operator ot ersetzt, wihrend ./ in denjenigen

2
L

E=0(,a)e *» ,
wo I die Energie (Ruheenergie des Elektrons — 0) des Atoms ohne
Magnetfeld reprisentiert. Nach (55) hat man also

27:@( w19

P )t+1.mo;.

e[ 9|

Durch das Magnetfeld wird somit die Energie um m
dame

£=10(,a)e * (56)

veridndert,

was zusammen mit den oben abgeleiteten Auswablregeln fiir m zu einem
normalen Zeemaneffekt fithrt.

In dem speziellen axialsymmetrischen System, das durch die
Stdrung eines zentralsymmetrischen Systems durch ein schwaches konstantes
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Magnetield entsteht, sind die Eigenfunktionen in erster Naherung durch
(43) und (45) gegeben, wo die Achse in der Richtung des Magnetfeldes
liegt. In diesem Falle ist der Maximumwert von s also durch % ge-
geben. Wir konnen daher — unter Vernachlissigung der Relativitat —
sagen, daf -die Zahl % die Anzahl von Magnetonen des magnetischen
Moments eines Zentralsystems bestimmt, dessen Richtung wegen der
Entartung willkiirlich ist.

§5. Storung eines Atoms durch dullere Krifte. Einen
weiteren Fall der Anwendung der korrespondenzmifigen Verwertung der
Wellenmechanik bieten die Wirkungen eines schwachen storenden Kraft-
feldes auf ein Atom in einem stationiren Zustand dar. Der Einfachheit
halber wollen wir hierbei von dem Einfluf der Relativitit absehen und
das Kraftfeld im ungestorfen Atom als rein elektrostatisch annehmen.
Bezeichnen wir das zu diesem Felde gehorige Potential mit V,, so haben
wir nach (11) die folgende Gleichung zur Bestimmung der stationiren
Zustande des ungestorten Atoms:

8 n® o0
(= smigr Tev)E=0 (37)

dE+ 25i Ot

mit den Eigenldsungen
gn _ Uyt h y (58)

wo u, von der Zeit unabhingig ist, und wo wir anstatt der Terme die
auf gewohnliche Weise definierten (Ruheenergie =— 0) Energiewerte der
stationiren Zustinde eingefilhrt haben. Hierbei wollen wir annehmen,
daB das ungestorte System nichtentartet sei, d.h. zu jedem Eigenwert
gehore (abgesehen von einem konstanten Faktor vom Modul Eins, der
die Phase definiert) nur eine Eigenfunktion.

Die Potentiale des storenden Kraftfeldes wollen wir mit ¢ ¥ und
6 bezeichnen, wo ¢ ein konstanter Paramefer sei, der als unendlich
klein von der ersten Grdfenordnung behandelt werden kann. Wir suchen
nun eine Ldsung von der Form £, -+ 6f, der Gleichung (11), wodurch
wir die folgende Stérungsgleichung fiir die Funktion f, bekommen

871:2y< noa Salul & .
. —_ - —— _-——— — e — (I o1 . 9
Afy + 72 i Ot +5Vo>fn 2 ‘_‘SV 27!’2:(1,6( ordd)]gn (59)

Um diese Gleichung zn lgsen, entwickeln wir, Schriodinger folgend,
die Funktion 7, sowie die auf der rechten Seite der Gleichung stehenden
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Grofen nach den Funktionen £, des ungestorten Atoms. Wir setzen
also

h
fn= Efns gsa Vgn :23 Vnsgsy ‘_‘TZ'E (?’lgradgn) = gAnsgs (60)

mit A

Vps == ng,nnsdv und A,, = 5 j(ﬁlgrad E)nsdv, (61)

wo die Groflen f,,, V,s und A, Funktionen der Zeit, nicht aber der
Lagekoordinaten sind, und wo %, zu £, konjugiert komplex ist. Fiihren
wir diese Ausdriicke in (59) ein, so ergibt sich auf Grund von (57) durch
Tdentifizieren der Koeffizienten von & auf beiden Seiten der Gleichung
St = Tt (©2)

Diese allgemeinen Storungsgleichungen wollen wir nun erst auf den
Fall anwenden, wo das stérende Kraftield statisch ist, und wo also alle
Betrachtungen des § 3 ihre Giiltigkeit bewahren. Da die Grofen V,; und

Q i
Ay hier die Zeit nur in dem Faktor e # (= Fe)t enthalten, kdnnen

wir die Gleichungen (62) durch folgende Ausdriicke losen:

&
EVns + —éAns

2 i

fn.s _ - '—E“:’E—r (Sin), fnn - "h’ ( Vnn + Ann>t (63)
n 8 .
‘Wir bekommen also
&7, + A
2 mi & ne .
gn + qu% [1+6 (EVnn + ﬁAnn> ] —0 Z Eé gsr

wofiir wir — da der Ausdruck nur in erster Groﬁenordnung rlchtlg ist —
auch schreiben knnen :

&
(k& et g e
§n+6fn:e gﬂ——ﬁz—T——_E—
sEn

Da der Ausdruck in der Klammer nach (58) und (61) die Zeit in dem
27t

gemeinsamen Faktor ¢ * " enthilt, kann diese Losung in dem Sinne
als eine Figenfunktion des gestrten Atoms betrachtet werden, daf in ihm
nur eine einzige Frequenz auftritt. Man zeigt ferner leicht, dag £, + o7,
auch die Bedingung der Orthogonalitat erfiillt.

Betrachten wir nun den Ausdruck (64) etwas niher, so sehen wir,
dal die Energie des mit » bezeichneten Zustandes um

& )
Yn = — 6 (E Van + ‘!Ié Ann) (65)

Zeitschrift fiir Physik, Bd. XLI. 28

. (64)

nt
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zugenommen hat. Nach (61) kénnen wir hierfiir schreiben :
¢ h
Pn = —6& jvgn fn dv + Glu—c i j‘(% grad £,) Nn A0,
oder nach (19) und (66)
6 { ,
Yo =20 ng,mdv — J AS,,) do. (66)

Diese Formel fiir die Energieéinderung der stationiren Zustinde hat
eine einfache Bedeutung, die vollstéindig der Bohrschen Theorie fiir die
Storungen eines Periodizitiitssystems entspficht 1.  Das erste Glied be-
deutet, wie man sieht, die potentielle Energie der durch g,,, symbolisierten
Dichteverteilung in bezug auf das stérende elektrostatische Feld, wihrend
das zweite Glied gleich der mit negativen Zeichen genommenen Wechsel-
wirkungsenergie des vom Atom hervorgebrachten Magnetfeldes mit dem
storenden Magnetfeld ist. Um den letzten Punkt klar hervortreten zu
lassen, formen wir das zweite Glied von (66) dadurch um, daB wir auf

Grund von (14) die Griofle 3, durch 4i rot ), ersetzen, wo 9, den zn
.4

Jpa gehorenden magnetischen Feldvektor bezeichnet. Wir bekommen so

[/}
— i |Gzt Sy v
was gleich '
.0
~ = j (rob A H,) dv
ist, oder gleich
1
— 4. j®8)ar

wo O den zu 6% gehirenden Feldvektor bezeichnet. Die magnetische
Energie unseres Systems ist aber

on | @00t = [srars o [@onar+ o [oran
wobei das mittlere Glied eben die Wechselwirkungsenergie reprisentiert,
so daf die Behauptung bewiesen ist.

In dem Spezialfall, wo das storende Feld homogen ist, konnen wir
(66) auf eine besonders einfache Form bringen. Fiir das elektrostatische
Potential ¢V kénnen wir dann, indem wir als Nullpunkt des Potentials
den Mittelpunkt des Atoms wihlen, setzen:

6V = — (&),

1) N. Bohr, 1. ¢. S.123.
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wo & den elektrischen Feldvektor des storenden Feldes bezeichnet,
withrend das Vektorpotential durch die entsprechende Festsetzung folgende
Gestalt annimmt:
U = 1 [H.
‘Wir bekommen dann
VY — ““@"‘.rgnndv ""%‘:j-[‘bl]snndv
oder nach (34) und (36)

Yn — — €D,) — (HBy), (67)
wo D, und B, die zu dem Zustand » gehdrigen Vektoren des elektrischen
und magnetischen Moments bezeichnen. Dieser Ausdruck zeigt, daff auch
in energetischer Beziehung das Atom in einem stationsiren Zustand sich
wie ein Dipol vom Moment D, bzw. ein Magnet vom Moment B, ver-
halt. Fir den oben betrachteten Fall eines axialsymmetrischen Atoms
“fithrt die Formel (67), wenn das Magnetfeld der Achse parallel an-
genommen wird, nach (54) zu dem gewdohnlichen Ausdruck fiir die
Energie bei dem normalen Zeeman effekt.

Um nun den Kinfluf des storenden Kraftfeldes auf die vom Atom
ausgesandte Strahlung zu finden, bilden wir das zu einem Paar von
stationdren Zustinden gehorige elektrische Moment

@n'n” + 6bn’n” = EJ.Y(’s'u' + an') (nn” + ng”)dvy
welches nach (41) fiir die Strahlung maBgebend ist. Aus (64) folgt
dann fiir das von der Storung hervorgebrachte Moment

& = & —
<5 Vs + ﬁAn’s>@sn” <£Vn”s + ﬁAn”s>@n’s
Shuwr==03, Ty — F, v B — F; 09
s

Zur Erlauterung der letzten Formel betrachten wir den Fall, daf das
storende Feld homogen und rein elektrostatisch ist. Denn gilt nach (61)
GeVps = (@@ns)a Aps = 0,

so daf wir bekommen
-(@ @n’s) f®5n” (@ an”) Qn’s—l
b Pttt — — .
6 nn . g |- En, —‘Es + E"”—Es 1
Diese Gleichung gibt unmittelbaren Aufschluf iiber die Anderung der
Intensitit der Strahlung, die zu einem bestimmten Ubergangsprozef
gehort. Beispielsweise gibt sie den Ausdruck fiir das von Bohr aus der
asymptotischen Form des Korrespondenzprinzips geschlossene Auftreten
von neuen Kombinationslinien in den Serienspekiren unter dem Einfluf
eines elektrischéen Feldes. Denn, wie man unmittelbar sieht, sind die

28 *

(69)
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in (69) auftretenden Frequenzen die Summen wund Differenzen der
Frequenzen der zum ungestérten Atom gehtrigen Spektrallinien. Schliefi-
lich ergibt diese Formel fiir »' gleich #n” das von der elektrischen Kraft
induzierte statische elektrische Moment.

Wir wenden uns nun der Frage zu, wie im Falle eines zeitlich ver-
anderlichen Storungsfeldes die Wellenmechanik korrespondenzmaBig
zu verwerten ist. Als Beispiel werden wir hier den wichbigen Fall dexr
Lichtzerstreuung durch ein Atom mniher betrachten. Fiir eine mono-
chromatische Lichtwelle konnen wir das skalare Potential gleich Null
setzen, so daB der elektrische Vektor der Lichtwelle gegeben ist durch

60U
¢ ot’
wo U so gewihlt werden soll, daB sein Zeitmittelwert in jedem Punkte
verschwindet. Dann ist der Ausdruck fiir € offenbar von der Grofen-
ordnung 6 |%|/4, wo A die Wellenltinge des Lichtes bezeichnet. ~Diese
moge nun, den gewthnlichen Versuchen entsprechend, sehr groB sein im
Vergleich mit den Atomdimensionen. Da die elektrische Feldstirke der
magnetischen gleich ist, so ist ¢ |%| von der GroBenordnung 4 /9|, und
wir konnen der eben genannten Annahme zufolge die Variation von U
mit der Lage im Raume vernachlissigen und einfach seinen Wert im
Mittelpunkt des Atoms in die Gleichung (62) einfiihren. Setzen wir
demnach

G =— — (70)

A = Ge2mivt | B 270 (71)

wo & und § zwei konstante konjugiert komplexe Vektoren bezeichnen,
so haben wir
2miv
¢

C—=-—g¢

(G 2mivt — @e-znirt)_ (72)

Nach einer einfachen Rechnung bekommen wir

27
(E,,— Ep)

1 1 . o = N
Ans J— ;j (:)[Sns)dv — ;j (Qeﬁzzrt + @8_27””) Snse h e

&
we

w0 Jps die Amplitude von 3, bezeichnet. Durch einige Umrechnung
folgt hieraus

2l
[ E,—E. . = . — By —Egt
;;EA”S — _ 2 __"C_hi‘ T (@cgflll't 1 G e—2mivy énsc h d e
oder

71177.9 = —2mi—[C 1\ne) e 27 (e =1 (G@ns) e—2ailys 01, (T8)
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o E,—E, . .
wo wir die Grofe —“—— mit v, , bezeichnet haben. Unsere Storungs-

h
gleichungen lauten nun nach (62)
hodfns & -
—_ {
Qi dt pe Ane; (74)

Nehmen wir, indem wir den Fall der Resonanz ausschliefen, an, dafl »
von allen Frequenzen v, verschieden ist, so kdnnen wir also setzen:

oQmi B e—2milys—t  Be—2mitys+ME N
fns = —— 'Vns< )@ns, (75)
he Vps —V Vns+v
und folglich
. Qi E <@e—2ni(vns-v)t i G e—27ilrps+ 0t @ ; '
= ~— v
" Le P " Yps — V Vps + ¥ > e |
_ 76
27”'2 <@:62ni(vns-v)t . @ezﬂi(vns-}—r)t) 3 ( (6
—_ — — v, : .
I he s e Vps — V Vs + v na 1 ]

Um das Resultat der Storungsrechnung nun fiir die Ermittlung der
auberen Wirkungen des' Atoms zu verwerten, wollen wir dhnlich wie in
§ 3 einen Ausdruck fiir die einem bestimmten stationiren Zustand des
Atoms zuzuordnende elektrische Dichte aufstellen. Bezeichnen wir diese
Dichte fiir den Zustand # mit g, - 6 P, wo g, die entsprechende Dichte
bei Abwesenheit der storenden Strahlung bedeutet, so kommen wir durch
eine ghnliche Uberlegung wie dort zu dem folgenden Ausdruck fiir die
Grofe P,:

By < Ep*hv
Pn:Pn1L+E(P1Lm+Pmn)' (77)
m
Hier ist
Py = gngm+17mfn) (78)

und bei der Summation sind nur solche Glieder der Grolen P, + Pu,
mitzunehmen, wo die Bedingung E, < E, + kv bzw. I, <E, — hv
erfilllt ist. Der Ausdruck fir P,, der — wenn £, und 4, normierte
Eigenfunktionen des ungestorten Systems bedeuten, und £, und g, durch
(76) gegeben sind — der Forderung geniigt, daf die Gesamtladung gleich
— & sein soll, stellt das Analogon dar zu dem durch die Lichtwelle ge-
storten Teil der Fourierentwicklung der Bewegung des Elektrons. In
der Tat sehen wir aus (78), daB das Glied P, , eine harmonische Schwin-
gung darstellt, deren Frequenz mit der Frequenz des einfallenden Lichtes
itbereinstimmt und also einer koh#renten Streustrahlung entspricht, wie
sie bei der Erkldrung der gewbhnlichen Dispersionserscheinungen an-
genommen wird. Die iibrigen Glieder in P, stellen, wie man sieht,
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harmonische Schwingungsglieder dar, deren Frequenzen Summen oder
Differenzen von Spektralfrequenzen mit der Frequenz des einfallenden
Lichtes sind. Diese Glieder entsprechen der von Smekal auf Grund
der Einsteinschen Lichtquantenhypothese und von Kramers und
Heisenberg auf Grund des Bohrschen Korrespondenzprinzips vorher-
gesagten nichtkohirenten Streustrahlung. Nach der Quantentheorie kénnen
Strahlungen mit den Frequenzen v,,, + v und v,,, — v, die in P,,, aui-
treten, nur mit Ubergiingen von einem der beiden durch die Buchstaben
n und m bezeichneten stationéiren Zustinde zu dem anderen verkniipft
sein, die durch die Lichtstrahlung induziert werden. Dabei wird die
Frage, ob der Ubergang von dem Zustand n oder dem Zustand m aus-

: E,—E,+h
geht, durch das Vorzeichen der Grofe vy, + v (: —n—*%—*—l) bzw.
— —h
Vo — ¥ <: EL——Ehm——v> entschieden, und zwar ist der mit » be-

zeichnete Zustand Anfangszustand, wenn die betreffende Grofe positiv
ist und umgekehrt. In der Tat entspricht diese Zuordnung, die wir
bei der Aufstellung des Ausdrucks fiir P, beriicksichtigt haben, den
von Smekal?) auf Grund der Lichtquantenhypothese entwickelten Uber-
legungen.

Wenn wir den Gesamtausdruck fiir die Dichte mit dem gedachten
System, wo jeder stationéire Zustand durch ein Elektron reprisentiert
wird, vergleichen wollen, so stofen wir auf eine gewisse Schwierigkeit,
die davon herriihrt, daf die verschiedenen Groflen P, bei der Summation
hinsichtlich » einander gegenseitig aufheben. Diese Schwierigkeit, die
beim ersten Anblick eine eindeutige Definition der Grofen P, verhindert,
da in jedem P,, Grdfen vorkommen, die sich auf alle moglichen Zusténde
beziehen, hiingt physikalisch damit zusammen, da8 man tatsichlich keine
Dispersion von einem System wie das gedachte erwarten darf. Denn
da die nach Einstein durch die Strahlung induzierten Uberginge bei
einem gegebenen Paar von stationiren Zustinden in beiden Richtungen
dieselbe Haufigkeit haben, verschwindet die Gesamtabsorption. Wir
haben es hier offenbar mit einem der Entartung analogen Fall zu tun.
In der Tat konnen wir die Gleichheit der Frequenzen von £, und 7, als
eine Art von Entartung ansehen, und die Schwierigkeit kann dadurch
iiberwunden werden, daB wir die Kombinationsfrequenz v,, von £, mit
% nicht von vornherein gleich Null setzen, wodurch die verschiedenen
Glieder P, voneinander getrennt werden.

) A. Smekal, Naturw. 11, 873, 1923,
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Nach dem Vorhergehenden bekommen wir nun Aufschlufl iiber die
bei der Anwesenheit des Atoms in dem Zustand » durch das einfallende
Licht hervorgerufene Strahlung, wenn wir die GréBe

6d, = 6 [t P,dv (79)
betrachten, welche die Anderung des zu dem betreffenden Zustand gehorigen

elektrischen Moments durch die Bestrahlung bedeutet. Fiir die GroBe b,
konnen wir nach (77) schreiben:

Ep < Ep +hv
bn - bnn + 2 (bn m + t’mn); (80)
wOo
bym = jtP'n,m dv = 2(fns©sm+gms©ns) (81)
oder nach (77) )
2mi | [ (Qg@ns)@'sm « fésm) @ns] Py
_ . —9 7T (vnm—v)t
bom he z 1 Vas Vps— V Vms Vms + ¥ o
+ ['Vns (@ De) Dsm — oy, (@®51n) fQna:l e‘gni(rnm'*'")t. . (82)
Vns + ¥ Vg — V f

Das Glied b,,, das fiir die Dispersion verantwortlich ist, ist nun, wie
man leicht zeigt, identisch mit der von Kramers') auf Grund einer
geistreichen Anwendung des Korrespondenzprinzips auf das Ergebnis
einer klassisch-mechanischen Storungsrechnung abgeleiteten Formel fiir
den entsprechenden Teil des streuenden elektrischen Moments eines be-
strahlten Atoms; eine Formel, die auch in der Matrixmechanik ihre
Giiltigkeit unverindert beibehilt. Die obige Ableitung schliet sich
formal nahe der von Schrédinger?) gegebenen wellenmechanischen Ab-
leitung an. Der tiefgehende Unterschied zwischen der von Schré-
dinger vertretenen mehr klassischen Auffassung und dem hier ein-
genommenen korrespondenzmifigen Standpunkt kommt indessen klar
zutage, wenn wir diejenigen Glieder in (82) betrachten, die zu der nicht-
kohirenten Streustrahlung gehtren. Der Ausdruck fiir ¢, stimmt in
der Tat iiberein mit der von Kramers und Heisenberg?) gegebenen
vollstindigen Formel fiir das streuende elektrische Moment eines Atoms,
so daB die von Schrodinger erhobenen Bedenken gegen die Realitiit
der nichtkohirenten Streustrahlung in unserer Darstellung wegfallen.

1) H. A. Kramers, Nature 118, 673; 114, 310, 1924.
2) E. Schrodinger, Ann. d. Phys. 81, 109, 1926.
3) H. A. Kramers und W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 31, 681, 1925.
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In dieser Verbindung sei noch bemerkt, daf elbenso wie Formel (82),
wenn # — o ist, iIn der Grenze ¥ — 0 das induzierte statische elek-
trische Moment des Atoms ergibt, so geht sie, wenn » 3= m ist, in dieser
Grenze in den Ausdruck (72) fiir die -durch ein #uBeres elektrisches
Feld hervorgerufenen neuen Kombinationslinien iiber, ein Umstand, den
Paulil) schon vor dem Ausbau einer rationellen Quantenmechanik zur
Berechnung der Intensitit solcher Kombinationslinien benutzt hat.

§ 6. Wechselwirkung zwischen Strahlung und freien Elek-
tronen. Die in den vorhergehenden Paragraphen betrachteten Beispiele
sind dadurch charakterisiert, daf das Kraftfeld, worin sich das Elektron
bewegt, von wesentlichem Einfluf ist. In der Sprache der Wellen-
mechanik heiBt dies, daf die Wellenfunktionen nur in einer gegen die in
Frage kommenden Lichtwellenldngen sehr kleinen Entfernung von einem
bestimmten Raumpunkt (Atomkern) merkliche Werte haben. Im Gegen-
satz zu einem solchen ,gebundenen“ Elektron betrachten wir jetzt in
dem Comptoneifekt ein Beispiel, wo es sich um ein ,freies“ Elektron
handelt. Hier bekommen wir ein den Versuchsbedingungen entsprechen-
des Bild, wenn wir annehmen, daf dem Elektron ein kriaftefreies Gebiet
zur Verfiigung steht, dessen Dimensionen groB sind, verglichen mit den
Wellenlingen des Lichtes, und wo also der Einfluf der Gréfie und Form
des Gebiets auf das vom Elektron ausgesandte Licht verschwindend klein
ist. Die Wellengleichung (7) nimmt hier die einfache Form an:

2

—;Lh?uqvntuﬂc_g(p:o. (83)
Wenn das Volumen des Gebiets gleich v ist, konnen wir diese und die
entsprechende aus (7a) folgende Gleichung fiir ¢ durch das folgende
Paar von Wellenfunktionen losen:

27i 277

1 T[—Et+(imr)] 1 —— B+ @)
wo r den Radiusvektor von einem im Gebiet gelegenen festen Punkte
zu dem betrachteten Punkte bedeutet. Diese Ausdriicke, in denen & den
Wert der Energie und 9t den Impulsvektor in einem bestimmiten Zustand
des Elektrons reprisentieren, entsprechen den de Broglieschen Wellen
fiir ein freies Elektron. Zwischen E und 9% besteht auf Grund von (83)
die Beziehung
me— E? + ptc® = 0, (85)

1) W. Pauli, Det Kgl. Danske Videnskabernes Selskab. Math.-fys. Med. 7,
3, 1925.
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welche mit der Beziehuny zwischen Energie und Impuls eines freien
Elektrons in der gewthnlichen Relativititsmechanik iibereinstimmt.

Auf das Elektron falle nun eine ebene monochromatische Lichtwelle,
die wir durch den folgenden Ansatz fiir die Potentiale beschreiben wollen:
, [_ znir(z- (';—ﬂ) — —él—zir(r—("—:))]

6 = d|Ce Qe , 6V =0, (86)
wo ¢ wieder einen kleinen konstanten Parameter bezeichnet, wihrend u
einen die Strahlenrichtung definierenden Einheitsvektor bedeutet.

Bei der Betrachtung der Wirkung der Lichtwelle auf das Elektron
wollen wir uns mit der ersten Niherung in ¢ begniigen. Indem wir die
zu dem bestimmten Zustand gehirige Losung der Gleichung (7) mit ¢ + 67

bezeichnen, bekommen wir so die folgende Stérungsgleichung fiir f:
12

__.Ll:lf_i_ 202]" —
4. w

h ¢ [(_5, eQﬂil'(t_gc_t)) N @B—Qni,v(t_(ﬁcr_))]

= — 2 S gradg. (37)
Nach (84) konnen wir diese Gleichung durch den folgenden Aus-

druck lbsen:
27i

. hvy )
m -t (M- —
SR T
Vohy [Elc — m)]
27 hv
— A —EF M — ) |,
| g R (et ] o
Bezeichnen wir die entsprechende Losung von (7a) mit ¢ + 69, so
konnen wir fiir g schreiben:

27 |

I
9= —— Se
Vohv [Elc — (Wn)]
271 hy
— = (E+rt+(M+n—)r
_‘_ Q"e h { ( c) }] (883)
Zur Ermittlung der Streustrahlung kénnen wir nun shnlich wie bei
der Betrachtung der Lichtstreuung von einem Atom verfahren, indem wir
einen allgemeinen Dichteausdruck aufstellen, der zu eimem bestimmten
Anfangszustand des Systems gehtrt. Wir wollen hier indessen mnicht
auf die quantitative Seite der Intensititsirage!) eingehen, sondern nur

1) Siehe P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. (A) 8, 405, 1926, wo eine an
die Matrixtheorie anlehnende ausfiihrliche Behandlung dieser Frage gegeben ist.
Vgl. auch G. Breit, Phys. Rev. 27, 362, 1926, wo das Intensititsproblem auf
Grund einer an die klassische Elektronentheorie sich anschliefenden Korrespondenz-
betrachtung behandelt wird.
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die Abhingigkeit der Frequenz von der Beobachtungsrichtung unter-
suchen, die formal den Auswahlregeln fiir das Auftreten von Spektral-
linien entspricht. Wir kinnen uns dann damit begniigen, einen solchen
Dichteausdruck zu betrachten, der (einer der Griéfen g, entsprechend)
aus dem allgemeinen Ausdruck hervorgeht, wenn wir anstatt ¢ eine be-
stimmte durch (84) und (88) gegebene Losung ¢ 4 6/ der Wellen-
gleichung (7) und anstatt i eine zu einem anderen Zustand gehorige
durch (84) und (88a) geégebene Lisung 4 + 6g einfithren. Wir be-
trachten also den folgenden Ausdruck:

& h O oy
e Z—m{—m[”’ o " %ar T
Of Loy 0 dg

to(uG—ror TGt —ogr)|l ©
Es ist gleich zu bemerken, daB dieser Ausdruck zwei Ubergangs-
moglichkeiten reprisentiert, die je von einem der beiden in Frage
kommenden Zustinde ausgehen. In der Tat kommen in demselben die
beiden F requenzen'E — E' + hv und E'— E + hv vor, von denen nach
der Quantentheorie die erste einem Ubergang von dem Zustand mit der
Energie F, wihrend die zweite einem Ubergang von dem Zustand mit
der Energie E' entspricht. Indem wir den erstgenannten Zustand als
Anfangszustand wihlen, wollen wir nur Glieder mit der Frequenz

E — E' 4 hv in Betracht ziehen.
Wie man sieht, setzen sich die Ausdriicke (89) aus Gliedern von

der Form ae2miwt+ (s1)]

zusammen, wo & und ¢ Konstanten sind und 8 einen konstanten Vektor
bezeichnet. Indem wir die entsprechenden Ausdriicke fiir die Potentiale
bilden, wollen wir annehmen, daf die Dimensionen des dem Elektron
zur Verfiigung stehenden Gebietes klein sind im _Vergleich zu der Ent-
fernung r zwischen dem festen Punkte und dem Awufpunkt. Die Potentiale
haben dann nach (38) folgende Form:

1 2riwlf— rlc)jegﬂi(g + %)t dv,

o
wo der Einheitsvektor n' die Beobachtungsrichtung bezeichnet. Offenbar
liefert dieses Integral bei gegebenen 8 und @ nur fiir solche Richtungen
merkliche Beitrige zu dem Felde, wo der r enthaltende Exponent sehr
nahe bei Null liegt, wo also

= — 38 (90)
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ist. Da n’ einen Einheitsvektor bedeutet, kann diese Bedingung nur
dann erfiillt werden, wenn
28 = o’ (91)
Nach (89) haben wir es nun erstens mit Gliedern zu tun, die zu
dem ungesttrten Elektron gehoren, und wo.
o __E—F s __?3?—9.7%"
[ — h
Nach (91) muB also hier gelten
A (MM — W) = (E— EY,
eine Bedingung, die auf Grund von (85) nur dann erfiillt ist, wenn
W = I, E = E,
worin eben die Tatsache zum Ausdruck kommt, daB ein freies Elektron
nicht strahlen kann. Fiir die Storungsglieder bekommen wir

E - F 1 , hv
0=— + v, @_—%@ﬁ—wt +n7>,

und also folgt, wenn wir die Frequenz @ des gestreuten Lichtes mit o'
bezeichnen,

!

I/ h
Mt n=-t = W4 wr, E4+hy=FE+h, (92

welches eben die wohlbekannten, von Compton und Debye gegebenen
Bedingungen fiir die Beziehung zwischen den Frequenzen und Richtungen
des primsren und sekundiren Lichtes beim Comptoneffekt sind.

Die auf den vorhergehenden Seiten skizzierte Darstellung des
Comptoneffekts hat, wie man sieht, in formaler Hinsicht grofe Ahnlich-
keit mit der Theorie der Gitterreflexion, indem die Kombination von
zwel de Broglieschen Wellen zu einer gitterartigen FElektrizitats-
verteilung fithrt, welche das einfallende Licht selektiv reflektiert. Durch
diese Darstellung sind wir zu einer korrespondenzmifigen Deutung gelangt
von der mittels der Einsteinschen Lichtquantenhypothese vorher-
gesagten eigentiimlichen Kopplung der Richtungen der einfallenden und
gestreuten Strahlung und des photoelektrisch befreiten Elektrons, die von
Geiger und Bothe und Compton experimentell nachgewiesen wurde,
welche auf dhnliche Annahmen basiert ist wie die korrespondenzmifige
Beschreibung eines von einem Atom emittierten gewthnlichen Spektrums.

§ 7. Fiinfdimensionale Wellenmechanik. In zwei vor kurzem
erschienenen Mitteilungen hat der Verfasser!) versucht, den Formalismus
der Quantentheorie mit der fiinfdimensionalen Verallgemeinerung der

1y 0. Klein, ZS. f. Phys. 37, 895, 1926; Nature 118, 516, 1926.
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Einsteinschen Relativititstheorie, die Kaluza vorgeschlagen hat, in
Verbindung zu bringen, und neulich hat auch Fock?) #hnlichen Be-
strebungen Ausdruck gegeben. In Verbindung mit den in der vorliegenden
Abhandlung berithrben Fragen sollen hier einige Bemerkungen iiber diese
fiinfdimensionale Wellenmechanik folgen, wobei wir zeigen werden, wie
es von diesem Gesichtspunkt aus moglich ist, das Auftreten von zwel
verschiedenen Wellenfunktionen ¢ und 3 in der korrespondenzmifigen
Behandlung der Wellenmechanik zu beleuchten.

Wir gehen bei der Begriindung einer fiinfdimensionalen Wellenmechanik
von dem Umstand aus, daf die Hamilton-Jacobische Differentialglei-
chung (2) fiir die relativistische Elektronenbewegung die Gestalt der
Charakteristikengleichung einer fiinfdimensionalen Wellengleichung hat?).
In der Tat geht sie aus der folgenden’homogenquadratischen Gleichung

(e me> i 04@2) o o

hervor, wo x, als Koordinate der finften Dimension gedeutet wird durch
den Ansatz :
R — — z—xo 4+ Sz, v, & ?). (94)
Die einfachste zu der Charakteristikengleichung (93) gehorige Wellen-

gleichung lautet ‘M> , 4 PU
0 xo T ¢ 0towm,
R
Aus den bekannten Exgenschaften der (Jharaktens(imken wissen wir nun

DU—z@

(95)

von vornherein, daf die Wellengleichung (95) in der der geometrischen
Optik entsprechenden Grenze eben durch die Hamilton-Jacobische
sleichung (U3) ersetzt wird.

Die Koeffizienten der Wellengleichung (95) sind von der Grife z,
unabhiéingig. Wir kionnen deshalb die allgemeine Losung dieser (Gleichung
aus Partikularlosungen von der Form

Qe [y + d)(;'f’" o
zusammensetzen, wo ¢ und 1 x, nicht enthalten und wo ® eine beliebige
Konstante bezeichnet. Wenn wir nun versuchen, die Gleichung (95) fiir

1) V. Fock, ZS. f. Phys. 39, 226, 1926.
2) Ober die Bedeutung einer Charakteristikengleichung siehe z. B. J. Hada-

mard, Legons sur la propagation des ondes et les équations de i’hydredynamique,
Paris 1903.
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die Quantentheorie zu verwerten, so werden wir im Anschluf an die

Uberlegungen des § 1 und nach (94) erwarten, daf die fiir das Quanten-

problem in Betracht kommenden Lisungen in der Nihe der ,geometrisch-
optischen® Grenze angenihert durch

277

U—¢ & (96)

dargestellt werden konnen, wo £ eine Lisung von (93) ist. Die in

Frage stehenden Liésungen sind in diesem Falle nach (94) in #, harmonisch

mit der Periode hefe. -Da diese Eigenschaft in ihrer Form nichts mit

der Grenze zu tun hat, werden wir dazu gefiihrt, allgemein

2me
= e 7
anzunehmen, und also fiir die allgemeinste in Betracht kommende Lisung

von (95) zu setzen: 271 s 2mi e
_rmiE 2mE e

U=q@e " ¢ - gpehr c™, (98)
Fithren wir diesen Ausdruck in (95) ein, so zerfallt diese Gleichung in
zwei Gleichungen, eine fiir ¢, die mit (7) iibereinstimmt, und eine fiir ¢,
die mit (7a) iibereinstimmt. Dafl hierbei nur diejenigen Losungen dieser
Gleichungen beriicksichtigt werden sollen, denen eine positive Energie
entspricht, bedeutet, dal in der fiinfdimensionalen Darstellung der Elek-
tronenbewegung nur solche Wellen in Betracht zu ziehen sind, die eine
bestimmte Fortptlanzungsrichtung in bezug auf die fiinfte Dimension
haben.

Die in (98) zum Ausdruck kommende Periodizitit in #,, durch
welche die Plancksche Konstante in die Wellengleichung (95) ein-
gefiihrt wird, erlaubt eine einfache geometrische Deutung durch die Axn-
nahme, daf der fiinfdimensionale Raum in der Richtung von z, geschlossen
ist, wobei die Losung (98) der Grundschwingung in z, entspricht. Es
liegt nahe. das Nichtauftreten einer fiinften Koordinate in unseren ge-
wohnlichen physikalischen Gleichungen mit dieser Vorstellung in Ver-
bindung zu bringen, und diese (Gleichungen als iiber die fiinfte Dimension
gebildete Mittelwerte von allgemeineren, die fiinfte Koordinate enthaltenden
Gleichungen zu betrachten. Dementsprechend werden wir bei der Bildung
von Ausdriicken zweiten Grades in U (wie die elektrische Dichte), die
wir bei der korrespondenzmifigen Darstellung der Wirkungen eines
Elektrons auf die rechte Seite der gewdhnlichen Feldgleichungen zu
setzen haben, erst den Mittelwert iiber die fitnfte Dimension nehmen
miissen. Hierdurch kommt man, wie wir an dem einfachsten Beispiel
der Funktion U? zeigen wollen, eben zu Ausdriicken, worin die beiden
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Funktionen ¢ und ¢ wie in (18) bilinear eingehen. Nach (98) bat man
ndmlich _amie smie
U = gle k4 gy pleh ¢

so daf durch Mittelung hinsichtlich ®, in der Tat folgt:
U2 = 2¢7. (99)
Wir sehen, wie die in die gewthnliche physikalische Beschreibung
eingehenden ,beobachtbaren® Grofen eben die Produkte der konjugierten
Wellenfunktionen enthalten, wodurch die charakteristische Dualitat der
Quantenerscheinungen ihren Ausdruck findet. Durch die Annahme einer
solchen (eschlossenheit in der fiinften Dimension ergibt sich also nicht
nur eine Moglichkeit einer Einfiihrung der Planckschen Konstante in
die Theorie, die sich natiirlich an das Weltbild der Relativititstheorie an-
schlieBt, sondern sie fithrt uns auch unmittelbar zu der vierdimensionalen
korrespondenzmifigen Darstellung des Einelektronenproblems auf Grund
‘der Wellenmechanik.

Kopenhagen, Univers. Institut for teoretisk Fysik, 4. Dez. 1926,

Nachtrag zur Korrektur.

Nach dem Einsenden der vorliegenden Arbeit ist mir die von Gordon
gegebene ausfithrliche Behandlung des Com ptoneffekts auf Grundlage der
Schriodingerschen Theorie (ZS. £ Phys. 40, 117, 1926) zu Gesicht ge-
kommen, worin er auch zu den oben in § 2 entwickelten relativistischen
Ausdriicken fiir elektrische Dichte und Stromvektor gelangt ist. An ihn an-
schliefend hat dann Schrodinger in einer eben erschienenen Abhandlung
(Ann. d. Phys. 82, 257, 1927) eine einfache geometrische Interpretation
der wellenmechanischen Theorie des Comptoneffekts gegeben, die den
hier in § 6 mitgeteilten Uberlegungen nahesteht, ohne da8 jedoch zu den
allgemeinen Fragen der Quantentheorie Stellung genommen wird. Letzteres
gilt auch von der gleichzeitig erschienenen Abhan‘dluhg vonSchrodinger
(Ann. d. Phys. 82, 265, 1927) iber das wellenmechanische Energie-
Impulsprinzip, wo #hnliche Fragen behandelt werden, wie in der in der
Einleitung angekiindigten Arbeit des Verfassers.

Ich mochte auch die Gelegenheit benutzen, darauf hinzuweisen, daf
Epstein (Proc. Nat. Acad. 12, 634, i926) den normalen Zeemaneffekt
in shnlicher Weise wie oben &4 behandelt hat, und daB Fermi (Nature,
18. Dez. 1926) eine Berechnung des magnetischen Moments eines in einem
Magnetfeld sich befindenden zentralsymmetrischen Atoms mitgeteilt hat,
die den Ausfithrungen in §4 nahesteht.




