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Zur Abschiitzung der Riemannschen Zetafunktion
in der Nihe der Vertikalen 6 =1
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1. Die Riemannsche Zetafunktion, allgemeiner die Hurwitzsche Zeta-
funktion und damit die Dirichletschen L-Reihen sowie eine Klasse Dedekind-
scher Zetafunktionen schétzt man in der Nihe der Vertikalen o =1 am wirk-
samsten mittels der Vinogradovschen Methode ab. Die K onsequenzen solcher
Abschitzungen fiir die Zahlentheorie sind hinldnglich bekannt.

Mit der Frage, die besten derartigen Abschiitzungen mittels der letzten (und
in einem gewissen Sinne endgiiltigen) Version der Vinogradovschen Methode
aus dem Jahre 1958 zu erhalten, beschéftigen sich die Arbeiten von L. SCHOEN-
FELD ([3]) und W. STAs ([4]).

In der Arbeit von SCHOENFELD (vor der erwidhnten Arbeit VINOGRADOVs
verdffentlicht, jedoch jenes Ergebnis bereits vorsehend) werden die Abschiit-
zungen nicht gleichmiBig in o durchgefiihrt, vielmehr die Probleme in Gestalt
der entsprechenden Lindel6fschen p-Funktionen behandelt, auch wird der
Giiltigkeitsbereich in ¢ nicht explizit entschieden.

Die Arbeit von STAS behandelt die Aufgabe, diese noch verbliebenen
Liicken zu schlieBen, und es wird mit einer numerischen Konstanten ¢

(1) (o +it) <ct? % loght  fir 1— -2-11-3~ <0=1, t23

bewiesen. Allerdings wird damit der Vorteil der Unabhingigkeit der Kon-
stanten ¢ von ¢ auf Kosten der Qualitidt der Abschitzung bei der Bewegung
o—1—0 gewonnen, zumal die Frage der GleichmiBigkeit beziglich ¢ nur bei
dieser Bewegung relevant ist.

Ziel der vorliegenden Note ist zu zeigen, dafl die Abschitzung (1) so ver-
bessert werden kann, daB sie bei 6 — 1 —0 in das Vinogradovsche Resultat

(1 +it) = O(log*®)

iibergeht, wie es sich gehort. Indem statt der urspriinglichen Form der Vino-
gradovschen Methode eine Bearbeitung derselben durch A. WarLrsz und
dem Verf. zugrundegelegt wird, ergibt sich auBerdem eine Verbesserung im
Exponenten von 2'* zu 100. Lediglich auf die Verfolgung der numerischen

O-Konstanten haben wir zugunsten eines einfaches Beweises verzichtet.
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Durchweg bezeichnen r, N, N’ natiirliche Zahlen und ¢, ¢4, ... positive
absolute Konstanten; die O-Konstanten sind ebenfalis absolut. Ferner seien

stets s=o0 +it, 0<w=<1 und {(s, w) die fiir 6> 1 durch {{s5, w)= Z(n+w) s

erklirte sog. Hurwitzsche Zetafunktion.
Wir beweisen den

Satz. Fir

gilt mit einer numerischen Konstanten c,
[L(s, w) — w3 < ¢ t1000 - o log t.

Wegen {(s) = {(s, 1) folgt hieraus sofort die Abschitzung fiir die Riemann-
sche Zetafunktion:

3. 3 .1
[L(o+it)] <t~ log’t  fiir -—2—§a§1, t=2.

Aufgrund der bekannten Relationen liefert der Satz ebenfalls entsprechende
Abschitzungen fiir die Dirichletschen L-Reihen und damit auch fiir diejenigen
Dedekindschen Zetafunktionen, die sich als Produkt solcher L-Reihen
schreiben lassen.

2. Aus der Vinogradovschen Methode in der Bearbeitung von A. WALFISz
und dem Verf. ([5], p. 57, Satz 2) ergibt sich (nach partieller Summation)

Hilfssatz 1. Es seien

1 1
r219, NSN'S2N, t" SNt a=6-10% ¢>0.

Dann gilt

l Y (m+w

NSnsN

Hiermit bekommen wir den folgenden Hilfssatz.
Hilfssatz 2. Es seien
0<os1, 21=r<|/logt.
Dann gilt s
Y . w7 <c (10001 =% log% t.

tr <ngtt-1

Beweis. Die zu behandelnde Summe kdnnen wir in 0( l(;%t) Summen des
in Hilfssatz 1 behandelten Typs zerlegen.
Im Falle 1 -0 < 21 5 ergibt sich
1 I 1
L2 (n+w) ’-—O( - Zor® (:gt) =O(log?1),

42 <n$!"
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. . logt ) logt logt \}
da die Funktion exp {-— o8 3 } 98! ihr Maximum an der Stelle x = ( 3log )j
2ax x? 4a
besitzt. Sei jetzt also
1
2 -
2 2ar? =0
1 21
Istnun 1~ —5 o , 80 kdnnen wir wegen =< 0 jede Teilsumme
dem Betrage nach durch
1-o 1 1—¢ 1 & 2
Cltr-—l a(r 1),.2 <C tZO( -W) tﬁl/:;(l_op

. . 1-¢
abschitzen, denn die Funktion

— ——5 nimmt hier ihr Maximum bei
ax

%
X = (a(13 )) an. Die letzte Schranke bleibt offensichtlich auch fiir

1
2ar?

) 5, (oo 30 gt

r2

1
<l—-o< o giiltig, und daher gilt in diesem Falle

fr<pger-1
Wir setzen schlieBlich
7 7
b=100- 5 3 100( 10V> (>0

und benutzen mit der Abkiirzung y = (1 — 0)* log? t die Ungleichung b% y? < ¢?”.
Dann erhalten wir wegen (2)

logt 3
(;g =0(y* logst) = 0(*" =" log}1),
womit (3) unsere Behauptung liefert.
3. Wir verwenden die van der Corput-Methode in der folgenden Form
{{1}, p. 15, Lemma 6).
Hilfssatz 3. Es seien

2
t>1, 620, r=2, NSN'Z2N, 1SN,
Dann gilt

1

1 o
F=T T3
7, .

Y (n+w

Nz=nsN’

Hieraus erhidlt man den
Hilfssatz 4. Fiir

1—0_S_~—rl—- 4=<rxloglogt

7%
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gilt
) Y (n+w)*|<c,.
1 <n§lE
Beweis, Unsere Summe 148t sich in O(logt) Teilsummen von der in Hilfs-
satz 3 angegebenen Art zerlegen. Dabei ist der Exponent von N

r i r
— —_ < —_
l—o-Fm st~ 5 5<%

so daB wir

1 r 1
Y (n+w)”‘=0(t’”1(1 ’ 2'“2)+2"210gt)

i
tr-l<nge?

erhalten. Hierin ist der Exponent von ¢

<1<1~_r)+1_1(1_1)<1
Sr—\2Z¥r ) 27 g\ 2r*1 .2 F2ris

Dabher gilt unter Beachtung von r < loglogt

LZ n+w"*

EY
2

tr-l<pg:

1
=0 ¥ logt)=0(exp{ log!

2loglogt(logt)os? +

loglogtD —o(1).

4. Beweis des Satzes. Der Satz ist nur in hinreichender Nihe von o =1

interessant und die Begrenzung o2 —-12— lediglich eine Frage der bequemen
Formulierung. Tatséchlich liefert sonst die van der Corput-Methode allein

bessere Resultate. So ist nach van Der CorpuT-Koksma ([1], p. 4)

)

182 Jogt 1
S -8 thlT——c e f —<
(s, w)— w5 < ¢ Toglog? iir ) So<l, t>e.
1 -0 210
< —
R - 1 fog2 < T <100,
& l1-0

5o daB wir hiernach sogleich

1——5127<a<1

voraussetzen diirfen. Auch kénnen wir wegen der Holomorphie von {(s, w)
t>t,,
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t, eine geniigend groBe absolute Konstante, annehmen. Dann gilt (sogar fiir
1
1- o5 So=<1, 623 vel [2], p. 270--271)
s, w)—w™ <

@ Ay

1snstR

1 Y (n+w*

tR<pgt20

Y (+w) |+,
. PR

120 <pg?

wo wir
R=[log}t] +1
gewihlt haben.

Die letzte Summe in (4) ist nach Hilfssatz 4 (r-— 21) beschrinkt. Fiir die
zweite Summe verwenden wir Hﬂfssatz 2mitr=21, ..., R und erhalten

S W !

< ¢ttt - ot log¥t(R — 20)<c glooa - "’%log t.
tR<pgt20

SchlieBlich ist die erste Summe in trivialer Abschitzung

1~a
logt
Sl<l4t R i

2
= <1 +exp{(1—0) log t}logit.

>

1gnstR

2
Fiir (1 — 6)log®t < 1ist nun die Behauptung klar, und im anderen Falle gilt

2 3 3
(1—o0)log’t < (1 — o) logt < 100(1 — 6)* logt.
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