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Zur Absch~itzung der Riemannschen  Zeta funkt ion  

in der Ni ihe  der Vert ikalen  a : t 

C. L. SIEGEL zum 70. Geburts tag gewidmet 

H.-E. RIcrmgT 

t. Die Riemannsche Zetafunktion, allgemeiner die Hurwitzsche Zeta- 
funktion und damit die Dirichletschen L-Reihen sowie eine Ktasse Dedekind- 
scher Zetafunktionen sch~itzt man in der N~ihe der Vertikalen tr = 1 am wirk- 
samsten mittels der Vinogradovschen Methode ab. Die Konsequenzen sotcher 
Absch~itzungen fiir die Zahlentheorie sind hinl~tnglich bekannt. 

Mit der Frage, die besten derartigen Abschatzungen mittels der letzten (und 
in einem gewissen Sinne endgiiltigen) Version der Vinogradovschen Methode 
aus dem Jahre 1958 zu erhalten, besch~iftigen sich die Arbeiten von L. SCHOEN- 
FELO ([3]) und W. STAS ([4]). 

In der Arbeit yon SCHOENFELD (vor der erw~ihnten Arbeit V~OGRADOVs 
ver6ffentlicht, jedoch jenes Ergebnis bereits vorsehend) werden die Absch~it- 
zungen nicht gleichm~Big in tr durchgefiJhrt, vielmehr die Probleme in Gestalt 
der entsprechenden Lindel6fschen /a-Funktionen behandett, auch wird der 
GiJltigkeitsbereich in tr nicht explizit entschieden. 

Die Arbeit von STAS behandelt die Aufgabe, diese noch verbliebenen 
Lficken zu schlieBen, und es wird mit einer numerischen Konstanten c 

3 1 
(1) I((~r+it)l<ct2"t1-~)'~log~t fiir 1--~q3- ~ a < l  , t ~ 3  

bewiesen. Allerdings wird damit der Vorteil der Unabh~ngigkeit der Kon- 
stanten c von a auf Kosten der Qualifiit der Absch~itzung bei cter Bewegung 
or-, 1 - 0 gewonnen, zumal die Frage der Gleichm~iBigkeit beziiglich a nur bei 
dieser Bewegung relevant ist. 

Ziel der vorliegenden Note ist zu zeigen, dab die Absch~itzung (1) so ver- 
bessert werden kann, dab sie bei a--+ t - 0 in das Vinogradovsche Resultat 

((1 + it) = O(logZ~ t) 

iibergeht, wie es sich gehfrt. Indem statt der urspriinglichen Form der Vino- 
gradovschen Methode eine Bearbeitung derselben dutch A. WALrtSZ und 
dem Verf. zugrundegelegt wird, ergibt sich auBerdem eine Verbesserung im 
Exponenten yon 215 zu 100. Lediglich auf die Verfolgung der numerischen 
O-Konstanten haben wir zugunsten eines einfaches Beweises verzichtet. 
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Durchweg bezeichnen r, N, N' natiirtiche Zahlen und Co, cl, ... positive 
absolute Konstanten; die O-Konstanten sind ebenfalls absolut. Ferner seien 

stets s = a + it, 0 < w < 1 und ~(s, w) die fiir a > 1 durch ~(s, w) = ~. (n + w) - '  
n = 0  

erkl~irte sog. Hurwitzsche Zetafunktion. 
Wir beweisen den 

Satz. Fiir 
1 

- - _ < a < l ,  t > 2  _ m 

[lilt mit einer numerischen Konstanten c o 
3 2 

t~(s, w) - -  w-~l < c o t l°°(1 -*ff logXt. 

Wegen ~(s) = ((s, 1) folgt hieraus sofort die Absch~itzung fiir die Riemann- 
sche Zetafunktion • 

3_ 2 1 
]~(a + it)l < ct t°°(~ _~)2 log3 t fiir -~- _< a < 1, t __> 2. 

Aufgrund der bekannten Relationen liefert der Satz ebenfalls entsprechende 
Absch/itzungen fiir die Dirichletschen L-Reihen und damit auch fiir diejenigen 
Dedekindschen Zetafunktionen, die sich als Produkt solcher L-Reihen 
schreiben lassen. 

2. Aus der Vinogradovschen Methode in der Bearbeitung yon A. WALFISZ 
und dem Verf. ([5], p. 57, Satz 2) ergibt sich (nach partieller Summation) 

Hilfssatz 1. Es seien 

1 1 
r>19 ,  N<N'<=2N,  tr < N < t  "-I, a=6"104 ,  a > 0 .  

Dann [lilt 
1 

I Z ( n + W ) ~ s  ~ c I N I - ° -  ar--Y'" 
N~n~_N" 

Hiermit bekommen wir den folgenden Hilfssatz. 
Hilfssatz 2. Es seien 

0 < a < l ,  2 1 < r < ~ .  

Dann [lilt 
1 

-~ ~ I (n + w) -s <c2 t 1°°(1-`)2 logs t .  
<n~- t~-I I 

o (  lOgt'~ Beweis. Die zu behandelnde Summe k6nnen wir in \ rZ j Summen des 

in Hilfssatz 1 behandelten Typs zerlegen. 
1 

Im Falle 1 -  a < 2--d~r2 ergibt sich 

t logt~ 1 
~ ~__(n+w)-S=O [ - ~  =O(log3-t), 
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logt logt 
da die Funktion exp { -  2~-~xa } - ~  ihr Maximum an der Stelle x = ( ~ a g t )  ½ 

besitzt. Sei jetzt also 
1 

(2) 2ar----- T < 1 - a .  

Ist nun l - a >  1 r 21 - -  so k6nnen wir wegen - -  < jede Teilsumme 
- ar 2'  r -  1 = 20 

dem Betrage nach durch 

I-~ 1 21 (l--or I 

c l t , - 1  ~ ~clt-~6,-7--~-~, , < c l t T ] / ~ ( 1 - ° ) ~  

1 - a  1 
abseh~tzen, denn die Funktion - -  nimmt hier ihr Maximum bei 

X a x  3 (3). 
x =  a ( l - - a )  an. Die letzte Schranke bleibt offensichtlich auch f~r 

1 1 
2ar---- T < 1 - a < --ar 2 giiltig, und daher gilt in diesem Falle 

/ 7 1/Ea(l_~)~logt~__. 
(3) L (n + w ) - ' = O ~  tTaV 3 

± 2 _  r 2 ] "  
tr  < n < t r -  1 

Wir setzen schliel31ich 

7 a 

und benutzen mit der Abktirzung y = (1 - a) ½ log ~ t die Ungleichung b ~ y2 < ebY3. 
Dann erhaltcn wir wegcn (2) 

logt 
r2 = O(y 2 log~'t)= O(t b(l- ,):  log~t), 

womit (3) unsere Behauptung liefert. 
3. Wir verwenden die van der Corput-Methode in der folgenden Form 

([1], p. 15, Lemma 6). 
Hilfssatz 3. Es seien 

2 

t > l ,  a > 0 ,  r>_2, N < _ N _ 2 N ,  I < N < ~  

Dann gilt 
1 

<~ ( n + w ) - `  <c3Nl-~-2"--~2 t 2~-2. 
I N = n 6 N '  [ 

1 
l - a = <  2,+1,  4 < r_<.< log logt 

Hieraus erh~ilt man den 
Hilf~atz  4. Fiir 
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gilt 

,~  <.~_:Y~ (n + w) -s < c, .  

Beweis. Unsere Summe l~iBt sich in O(log t) Teilsummen von der in Hilfs- 
satz 3 angegebenen Art zerlegen. Dabei ist der Exponent yon N 

r 1 r 
1 - - t r - - - - <  - -  - -  < 0 ,  

2, 2 = 2,+1 2~_2 

so dab wir 

Z 
t r -  I <n_<t2 

erhalten. Hierin ist der Exponent von t 

< -2 . . . .  = r - - 1  2 " - -  + 2 " - 2  r - 1  2 '  +1  

Daher gilt unter Beachtung yon r < log log t 

y .  (n+w)  -~ 
t r -  I < n ~ t  2 

= O(t 2,2. log 0 =  O xp - 210glogt(logt) l°S2 

1 r 1 
if--ST 4 ) ( 2 r - 2  logt ( n  "3 !- W ) - s  = O (1 - a - "~7Z-~') 

2 ~ - 2  < r2,+1 • 

+ loglogt})  = 0(1). 

4. Beweis des Satzes. Der Satz ist nur in hinreichender N~ihe von a = 1 
1 

interessant und die Begrenzung tr > ~ -  lediglich eine Frage der bequemen 

Formulierung. Tats~ichlich liefert sonst die van der Corput-Methode allein 
bessere Resultate. So ist nach VAN DER CORPUT-KOKSMA ([1], p. 4) 

1-o~ lo,2 logt 
I~(s, w)-  w-~l < c~ :o~ _~-~ 

loglog t 

1 < a _ < l -  1 Fiir -~- - ~ -  ist 

1 

(1 - ~ )3 /2  
1 - - a  

1 
log ........ 

1 - e r  

1 
fiir -~ ~ a < l ,  t > e .  

2 lo  

log2 < - i T  < 100, 

so dab wir hiernach sogleich 

1 
1 - - ~  < t r -< l  

voraussetzen diJxfen. Auch k6nnen wir wegen der Holomorphie yon ~(s, w) 

t > t o ,  
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to eine gent igend groSe abso lu t e  Kons tan te ,  annehmen.  D a n n  gilt  ( sogar  fiir 
1 

1 - ~ -  <- a < 1, t > 3, vgl. [2], p. 270---271) 

I~(s, w ) -  w-81 < 
(4) 

< Y, i ("+w)  - '  + ,~ Z (n+w) -~ + ~ Z  f ' + w )  -~ +c~, 
l < n < t  R <n l ~O It <n_~t 2 I 

wo wir  

R = [log ~ t] + 1 

gewtihlt  haben.  
Die  letzte S u m m e  in (4) ist nach  Hilfssatz  4 (r = 21) beschrt inkt .  F i i r  d ie  

zweite  S u m m e  verwenden  wir  Hilfssatz  2 m i t r  = 21 . . . .  , R und  e rha l ten  

Z ,( .  + w)-'L < voo.-o,  log." 20)< voo.-o>  log  . 
i_ 

ItR<n<t I 
SchlieBlich ist d ie  erste S u m m e  in t r iv ia ler  Abscht i tzung  

1 - a  2 2 

~ ( n + w ) - ~  < l + t  ~ l og t  ~ < 1 + exp{(1 - a) logSt} loga- t .  
1 N n < t  R 

2 

Fi i r  (1 - a)  log~t  < 1 ist nun die Behaup tung  klar ,  und  im ande ren  Fa l l e  gilt  
2 3 3 

(1 - a) logSt  < (1 - a)  :~ l o g t  < 100(1 - a ) :  l o g t .  
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