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Z u r  S c h r 6 d i n g e r s c h e n  W e l l e n m e c h a u i k .  

Von V. Foek in Leningrad. 

(Eingegangen am 11. Juni 1926.) 

Die SchrSdingersche Wellengleichung wird auf den Fall der Anwesenheit der 
(in den Geschwindigkeiten) linearen Glieder in der Lagrangeschen Funktion 

verallgemeinert, undes werden einige Belspiele der Quantisierung betrachtet. 

In seiner bedeutungsvollen Arbeit 1) leitet E. Schri idinger  eine 
Wellengleichung ab, die als Grundgloiehung der ,undulatorischen" 
Meehanlk und als Ersatz der Hamil ton-Jaeobisehen partiellen Diffe- 
rentialgleichung (H. P.) der gew~hnlichen Meehanik anzusehen ist. Die 
Ableitung wird unter der Voraussetzung geftihrt, da0 die Lagrangesche 
Funktion keine in den Gesehwindigkeiten linearen Olieder enth•lt. 
Schr( idinger  schreibt (Fulinote auf S. 514 1. e.): 

,In der Relativit~tsmechanik und mit Beriieksichgigung des Magnet- 
feldes wird die Aussage der H. P. komplizierter. Im Falle eiues ein- 
zigen Elekgrons sagt sie aus, dal] der vierdimensi:onale Gradient der 
Wirkungsfunktion, vermindert um elnen v0rgegebenen .Vektor (das u 
potential), einen konstanten Betrag hat. Die wellentheoretische ]~ber- 
setzung dieser Aussage bietet ziemliehe Sehwierlgkeiten." 

Im Iolgenden werden wir versuehen, einige dieser Sehwierigkeiten 
zu beseitigen and die betreffende Wellengleichung fiir den allgemeineren 
Fall einer Lagrangeschen Funktion mit linearen Gliedern abzuleiten 

Unsere Arbeit zeriallt in zwei Teile. Im ersten Teile wird die 
Wellengleichung abgeleitet; der zweite Teil enthalt Beispiele der 
Sehriidingerschen Quantisierungsmethode. Sohr(idinger hat bereits 
elnlge dieser Beispiele durehgerechnet, iedoeh nur die Resultate und nicht 
die Reehnungen mitgeteilt. 

E r s t e r  Tell. 

Die t tami l ton-Jacobische  Differentialgleizhung fiir ein System 
mit f Freiheitsgraden sei 

H (q~, o W~ O t _~-- + = O. (1) 

1) E. S chrSdinger,  Quantisierung als Eigenwertproblem, Ann. d. Phys. 79, 
361 (I. Mitteihmg) und 79, 489 (II. ~itteilang), 1926. 
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Die linke Seite dleser Gleiehung ist eine quadratische Funktion der 

Ableitungen der Wirkungsfunktioa W nach den Koordinaten 1). 

Wi t  ersetzen bier 
a ~  

c) w a t  
Ot dureh - - E = - - E ~ ,  

d t  

Oto 

O W  durch - - E O q i  
O q~ 

a t  

(i = 1 , 2  . . .  f ) ,  

(2) 

wo F~ die Energiekonstante des Systems bezeichnet. Nach ]~ultiplikation 

(o,7 mit \ ~ - ]  erhalten wir eine homogene quadratische Funktion der ersten 

Ableitungen yon ~p nach den Koordlnaten und der Zeit: 

k ~ l  i = 1  i = 1  

Zur Aufstellung der Wellenglelchung betrachten wit das Integral 

J -~  I Q d $ 2 d t .  (4) 

d ~ bezeiehnet hier das Vohmenelement des )nehrdimensionalen Koordi- 
natenraumes; falls das System aus n Massenpunkten mlt den Koordinaten 

xi yi zi besteht, kann man unter d ~ das Produkt der eigentlichen Vohmen- 
elemente 

dvi ----- d x i d y i d z i  
verstehen, also : 

d ~  ~ -  d v l d v  s . . .  dvn. 

Das Produkt d g~'dt ist also n i c h t  das Volumenelement eines Raumzeit- 
gebietes, in welchem 2 Q das Quadrat des Gradienten einer Funk- 
tion ~p ist. 

Die Integration nach den Koordinaten ~st fiber den ganzen Koordi- 
natenraum und naeh der Zeit fiber ein beliebiges Intervall t ~ -  t 1 zu 
erstrecken. 

1) Dieses in der klassischen Mechanik. Auch in der relativistischen Mecha- 
nlk e lnes :~assenpunktes lallt sich die Gleichung (wenigstens bei Abwesenheit 
des Magnetfeldes) auf diese Form bringen; jedoch erscheinen uns die mit der 
transformierten Gleichung vorzunehmenden 0perationen nicht als ganz ein- 
wandfrei. 

16" 
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Die gesuchte Wellengleiehung erhiilt man durch Nullsetzen der 
ersten Variation des Integrals J :  

t~ f QdJ~dt  = 0; (5) 
r 

Dabei kann man das Versehwinden der Variation $ ~b en~weder an den 
Grenzen des gesamten Integrationsgebietes oder abet nur fiir die Zeit- 
punkte t 1 und t~ fordern. 

Die explizite Darstellung der Wellengleiehung ist wohl iiberlliissig; 
wir werden sie lieber an mehreren Beispielen erlautern. 

Fragt man nun nach periodischen Li/sungenl und setzt man 

e~t~t ~)x e2~i ~ t ~-- *'i, (6)  

so erhalt man tiir $1 elne Gleichung, welche die Zeit nicht enthalt. 
Die Energie E tritt  als Parameter auf, und zwar in der nieh~relati- 
vistisehen )[echanik linear. Speziell im Falle verschwindender/~' der 
F0rmel (3) tiill~: die Gleichung mit der yon Sehr~idinger  aufgestellten 
zusammen. Fails die /)t nicht verschwinden, sind die Koeffizienten 
einiger Glieder der (zei~freien) Wellengleichung komplex. 

Die ausgezeictmeten Energiewerte werden dann naeh S eh r i id inge r  
dutch die Forderung der Eindeutigkeit, Endliehkeit, und  Stetigkeit der 
L~sung bestimmt. 

Fiir rein periodisehe L~Sungen (6) darf man die Ausdracke in (2) 
8 W  

direkt gleich ~ / / s e t z e n  und man erhalt 

2 r  
- - - - W  

= c o n s t . e  h , (7) 

wodurch die Bedeutung der Wirkungsfunktion W als Phase eines Wellen- 
vorganges klar zu~age tritt. 

Z w e i t e r  Tell.  

1. K e p l e r b e w e g u n g  im Magne t fe ld .  Das Magnetfeld veto 
Betrage H sei langs der ~-Achse gerieh~et. 'Die Lagrangesche  Funktion 
ist bekanntlich 

1 y2 e H e ~ 
L = - ~  ~ (~  + + ~ )  + T e  (z ~ - -  .v ~) + 7 "  (8) 

nnd die H. P. lautet 

_ +ow o [ (9) 
r Ot - -  " J 
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Die quadratische Form Q ist 

E ~ erie  O~ ~ l  
Q ~--- ~-~m (grad ~) ' 2 m c ( Y - ~ , - - x ~ )  - 

und die Wellengleichung lautet 

' .eH( c)',  c)'!1~'~ '1 

2m [ e' e~ H ' ] 0' ~ t 

( J  ~ap lacescher  Operator). Ftihrt man die Funktion @1 ein, 
E 2zi~t 

$ - -  ~ p l e  

und setzt man zur Abkiirzung 

e H h a 
2mc r 4~e2m 

so erhiilt man ftir ~ die Gleichung 

(io) 

(II) 

- -  a ,  ( i 2 )  

[2/~ 2 4~2m~co' ] 
+ ~ + a r  h ~ (x~ §  ~1 = 0 .  

(13) 

Fiihrt man sphirische Koordinaten ein und wihlt  man a als Lingen- 
einheit, so erhilt man (mit einer abgeinderten Bedeutung yon r) 

OlPi [r -J- r - -  r r '  sin~ ~]  ~bl = 0 (14) 

mit den Abkiirzungen 

2 g i n  2 • a  
- ~ -  ~ a2 ~- ~ 1 ,  , e~ _ _  ~ .  ( 1 5 )  

Vernachlisslg~ man hler co~, so lil]t sich Gleichung (14) durch den 
Ansatz 

~b 1 = einl~ ~n nl (cos {~) r n I~ (r) (16) 

15sen, wo _pnl (cos#)d ie  ,zugeordnete Kuge]funktlon" bezeichnet. Man 
erhilt namllch ftir ~p~ (r) die Gleichung 

d ~ ~ d ~ r - - d ~ - § 2 4 7  § 2 4 7  , (17) 
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deren Eigenwer~e bereits yon S c h r ( i d i n g e r  gefunden sind. Man 

bekommt 
1 

= 2nle~ - -  (n ~s ~" (18) 

Fiir die Verschiebung A v der Spektralterme ergibt sich der Wef t  

co e H  
z l v  = n 1 .~-~ = n 1 " 4 z i n c  (19) 

in (~bereinstimmung mit  der alteren Theorie. 
2. B e w e g u n g  des  E l e k t r o n s  im  e l e k t r o s t a t i s c h e n  F e l d e  

d e r  K e r n l a d u n g  u n d  im M a g n e t f e l d e  e i n e s  D i p o l s ,  d a s  im 

Z e n t r u m  d e r  K e r n l a d u n g  l i e g t l ) .  
Bei der LSsung dieses Problems st~l]t man auf eine Schwierigkelt  

allgemelnen Charakters, die wir  hier nicht iiberwinden konnten. Das 
Beispiel ist gewiihl~, um auf die M~iglichkeit des Auftretens yon Sehwierig- 
keiten dieser Ar t  aufmerksam za machen. 

Die z-Achse falle mi~ der Richtung des Dipolmomentes zusammen; 

der Betrag des letzteren sei M. Die L a g r a n g e s e h e  Funktion ist 

1 a M  e 2 
L = - i m  ( ~  + ~)~ + ~ )  - -  - -  (x 9 - -  Y ~) + - (20) 

c r  ~ r ' 

und die H. P. in sph~risehen Koordinafen lautet, under Vernachli~sslgung 

yon ~1/[2 : 
1 e M  c) W e ~ t) W 

2 m (grad W) ~ -{- m c r 8 0 r r -~- ~ t -  = 0. (21) 

Bildet man die Wellengleichung 

2 e M  0 ~  2 m (  ~ ) 0 " ~ p = 0 ,  (22) 
A ~ - [ - E c r 8  0 tO~p -E~ E ~ -  Ot  ~ 

so erkenn~ man, da] der Punkt  r = 0 ftir alle Integrale ein wesentlieh 
slngu]~rer Punkt  (Stelle der Unbestimmthelt) ist. Um dies deutlieher 
hervortreten zu lassen, wiihlen wir die GrSl]e a (12) als Li~ngeneinheit, 

bezeichen 
8~Se 3 M m  

(23) 

und [iihren durch den Ansatz 
E 

n 27~i - -  t+in1~p 
= r n P~* (cos @) c a F (r) (24) 

~) ~ber die Behandlung dieses Problems nach den gew6hnliehen Quanti- 
sierungsvorschriften siehe G. Kra tkow,  Adiabatisehe Invarianten and ihre An- 
wendungen in der theoretischen Physik. Verhandl. d. Staatl. Opt. lnstituts in 
Petrograd 2, Nr. 12, S. 38. Berlin 1922 (russisch). 
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die Gleizhung (22)auf die gew~hnliche Difterentialgleichung 

zuriick. Der wesentlich singulgre Charakter des Punktes r ~ 0 ist 

2 n l fl bed~ngt; andererseits mul~ dieses Glied dem physi- dutch das Glied ~ 

kalischen Sinne nach die Rolle eines k]elnen Korrektionsglledes spielen 1) 
und keineswegs fiir den Charakter der LSsung ausschlaggebend sein. 
Diese Schwierigkeit ist nicht nur flit das gewahlte Belspiel, sondern 
iiberhaupt fiir alle FMle, wo man sich einer angenaherten Darstellung 
der Kr~tte bedient, charakteristiseh; in der Theorie der Sch rSd inge r -  
schen Wellengleichung mul~ nttmlieh die Naherung fiir den ganzen  
Raum und nicht nur im Gebiet der Elektronenbahn gelten. In einem 
,,natiirliehen" mechanisehen System (Elektronen und Kerne) kann diese 
Schwierigkeit vermutlieh nieht vorkommen. Wie diese Schwierigkeit zu 
tiberwinden ist, bleibt vorl~ufig unk]ar. Vielleieht mu~ man ver- 
sehiedene Ngherungsdarstelhngen der Kr•fte fiir verschiedene Teilgebiete 
des Koordinatenraumes benufzen, und an den Grenzen der Teilgeblete 
gewisse Stetigkeitsforderungen fiir die Wellenfunktion ~O aufstellen. Ob 
dabei iede Willkfir in der Bestlmmung der Energlewerte ausgesehlossen 
werden kann, bleibt unentschieden. ~%erhaupt bedarf die hier beriihrte 
Frage einer eingehenden untersuchung. 

3. R e l a t i v i s t i s c h e  K e p l e r b e w e g u n g  ~). Die H. P.-Gleiehung 
(yon Quadratwurzeln befreit) lautet 

1 {OW~ 2 (m e ) O W  e' e' 
(gradW) * = ~ \ . 0 t ]  - - 2  - t - ~  ~ - + 2 m - r  +c~r2r 2' (26) 

und die entspreehende Wellengleichung 

[ E' ( + . E ) e '  e ' ] 0 ~ r  (27) 1 2mE+ +2 m -~-c~r ~ Ot ~. ~ / r  --~ -~ ~ r 
Wir bezeichnen 

(2s) 
2 z e '~ (Konstante der Feinstruktur), 7 - -  hc 

1) Wir haben ja Quadrate yon # bereits vernaehl~issigt. 
~) Siehe Fullnote auf S. 243. 
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fiihren die Griifle a f  als Liingeneinheit oin und machen den Ansatz (6). 

Die Gleichung far  ~Pl wird:  

( 2 + Sx = 0. (29) d % + ~, + r 
Setzt  man n u n  

% = r - ' y .  (a, ~). iv(r) (30) 
mit 

' 1 / ( , ,  1 1 n ' - - -  - - ~ +  + i + 7 ) ( n  + : - -  7) (31) 

(also n'  n l c h t  ganz), so bekommt man fiir F ( r )  die Differentialgleieliung 
d ~ 2'  d F  

r ~ + 2 ( n ' + l ) ~ + ( 2 + ~ : r ) F =  0, ( 3 2 )  

also wieder die Gleichung (17). Es gil t  also 
1 

@ ----- 1, 2 . . . ) .  (33) 
�9 a l = -  ( n ' + i o )  

Bereehnet man daraus die Energie, so bekommt man 

.E = m c ~ 1 , (34) 
(n' + p ) ~ +  73 

also die S o m m e r f e 1 d sche Formel  mit  dem einzigen Unterschiede, daft 

die Teilquanten halbzahliff sind, wie schon S c h r G d i n g e r  auf S. 372 1. c. 

bemerkt  hat. 
4. S t a r k e f f e k t .  Die Richtung des elektrischen Feldes yore Be- 

trage 29 falle mi~ tier z-Achse zusammen. Wir fiihren in iiblicher Weise 
parabolische Koordinaten 

a 
z + i e = ~ ($ + i7)~ (35) 

ein, benutzen die Abkiirzungen 
h a 2 E a a n 

a ~  4~r2eg.m , tz - -  e2 , ~ = D.--e (36) 

und erhal ten fiir die zeitfreie Funktion ~1 ~ die Wellengleichung 

01'~)1 0"~,' 1 1 6)~b1+ 1 0~) 1 (1 ~.~2) 0'~I~,'1 ] 

+ [4 -t-- tz ($'  + 7 ' )  - -  e (~' - -  7')] ~P, = 0. 
W i t  setzen 

Vl = x (~) y (7) (~ 7) ~ e~"~" (3s) 
und erhal~en ftir X und Y die Gleichungen 

d ~ X  2 n  + 1 d X  

d~ ~ + $ d~ + 
d~ :Y 2 n - - J - I d l Y  

d7' + ---C- d~ 
+ 

(2 + A + ~ ~' - -  ~ ~) x = o, [ 

J 
(39) 
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Wir  ~iihren neue Ver~nderliche x, y und neue Parameter  it(l), it(a), tt ein, 

indem wir setzen: 

- -  - -  X,  y ,  

1 it( )~-- it(~) 
, 

und erhulten start  (39): 

(40) 

x2 d 2 X d X (it(l) x x ~ 

(41) 
2 d2 Y d Y y~. 

y - f - - y , ~ y , ~ § 2 4 7  §  - §  Y = 0 .  

Die beiden Gleiehungen sind yon der Form 

t 2 dP? v + (~ + 1) t diF d t ~ ~ + (Z t - -  t ~ - -  ~ t  .~) F ~ -  0 ,  ( 4 2 )  

und  zwar mu~ man fur die erste Gleichung (4l)  den Parameter it in (42) 
so bestimmen, dab iF(t) endlieh und stetig fiir t ~ 0 wird, und fiir die 
zweite Gleiehnng (41) so, daft dasselbe [iir t ~ 0 gilt. 

Benutzt man die L a p l a c e s c h e  Transformation 

F (t) -~- .f et~ f (z) dz, (43) 

so erhalt man fiir f (z )  die Differentialgleiehung 

9 f " ( z )  + (z ~ -  1 ) f ' ( z )  - - [ ( n - -  1)z § i t]f(z) ----- 0. (44) 

9 ist ein kleiner Parameter  yon der 0rdnung der elektrlschen Feld- 
sti~rke. Wir  suchen nun fiir it, F(t), f ( z )  Entwieklungen nach Potenzen 

yon 
it ~ ito § t~itl -t- t~it~ + " " ,  

iF(t) _- iFo + ~ G  + ~ G  + . . - ,  (45) 

Die Reihe fiir f (z) ist iedenfalls divergent, aber ats asympto~ische 
Entwieklung brauehbar. Fiir fo (z) erhalt man den Ansdruck 

n - - 1  § ~o n - -  1- - ; t  o 

f o ( ~ ' ) - - - - ( z - 1 )  '-' . ( ~ +  1) ~ , (4~) 

and ffir fl (z) die Di~erentia[gleiehung 

d t'~ (z) _ it1 f'o' (z) 
d z fo (z) z '~ - -  1 (z s - -  1) fo (z) '  (47) 

Nun folgt aus S e h r 5 di  n g e r s Untersuchung der Differential- 
g]eichung (17), dab fo (z) eine rationale Funktion sein muff, damit iFo (t) 
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eine ganze Transzendente wird; und zwar mut] f[ir die erste Gleichung (41) 
~o den Wert 

~(o 1) = n - -  1 + 2101 (Px = 1, 2 . . .),  (48a) 

und fiir die zweite Gleichtmg (41) den Wert 

it(o2) ----- - -  n 4- ] - -  2p~ (P2 = 1, 2 .. .) (48b) 

haben. Eine analoge Uberlegung zeigt, dal3 auch fl (z) rational sein 
muir. Das ist abet nur dann miiglich, wenn das Residuum der rechteu 
Seite you (47) [iir z-----+ 1 verschwindet. Eine leichte Rechnung 
zeigt, daft dies ftir 

~ = ~(3Xo ~ - n  2 +  1) (49) 

elntritt. Begntigen wir uns mit der ersten Naherung, so kSnnen wir 
also schreiben: 

~(1) = n - -  1 + 2pl + ~ [3 (n - -  1 + 2 p l ) 2 - - n  ~ + 1], ] 

X , 2 , =  - - n +  1 - -  21o, + - ~  [ 3 ( - - n  + 1 --  210,)'--n2 + l ] . /  (50) ! 

Berechuet man aus (50) und (40) den Wert yon a, so erhMt man 

1 
--  r = ( n _  l + p l  + . p ~ ) 2 ~ 3 ~ ( p l - - p s ) ( n - -  l + p l  +p2 ) (51) 

in (]bereinstimmung mit der Epsteinsehen Formel. 

L e niu g r a d, Physikalisches Iustitut der Uuiversit•t, 5. , lani  1926. 


