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J.P. Delahaye et B. Germain-Bonne 

Universit~ des Sciences et Techniques de Lille I, U.E.R d'I.E.E.A-Informatique 
59655 Villeneuve d'Ascq CEDEX - France 

Negative Results on Acceleration of the Convergence 

Summary. It is well known that some information is needed for accelerating 
efficiently the convergence of a sequence. We show in this article that, for 
several families of sequences, there is no algorithm accelerating the con- 
vergence of every sequence of the family. 

Subject Classifications: AMS (MOS): 65 B; CR: 5.0. 

Introduction 

On ne peut atre stir qu'une m6thode d'acc616ration de la convergence est efficace 
que si l 'on poss6de une information suffisante sur la suite ~ acc616rer; on sait, 
par exp6rience, que cette information doit atre h la fois num6rique (il faut 
connaitre un certain hombre de termes de la suite ~ acc616rer) et globale (une 
certaine propri6t6 doit atre v6rifi6e par t ous l e s  termes de la suite). Pour les 
divers algorithmes classiques d'acc616ration de la convergence, on connait bien 
le nombre de termes successifs ainsi que les propri6t6s de la suite n6cessaires 
pour acc616rer sa convergence ([1]). Ces propri6t6s sont d'ailleurs 6troitement 
li6es ~ l 'algorithme utilis& 

Intuitivement, il est clair que si une suite poss6de une propri6t6 tr6s g6n6rale 
(comme par exemple atre monotone born6e), il ne peut pas exister d 'algorithme 
acc616rant sa convergence. C'est cette id6e, intuitive, que nous pr6cisons dans 
cet article. Apr6s avoir d6fini la classe de tous le s  algorithmes possibles, nous 
introduisons une propri6t6 g6n6rale (la propri6t6 de r6manence) permettant de 
prouver le th6or6me fondamental (th6or6me 1): <<si un ensemble de suites conver- 
gentes poss6de la propri6t6 de r6manence, il n'existe pas d'algorithme acc616rant 
la convergence de toute suite de cet ensemble>). Cette propri6t6 de r6manence est 
attach6e ~t un ensemble de suites et se trouve doric atre ind6pendante de tout 
algorithme possible; elle est en outre de v6rification assez ais6e, ce qui permet au 
r6sultat n6gatif abstrait du th6or6me 1 de s 'appliquer ~ de nombreux cas 
concrets; c'est ce que nous montrons /t la fin de l'article off nous exhibons 
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plusieurs ensembles de suites poss6dant la propri6t6 de r6manence, donc pour 
lesquels it est inutile de chercher un algorithme d'acc616ration de la convergence. 

!.  Notat ions-D6finit ions  

Soit E un espace m6trique. Notons: 

67(E) ensemble des suites finies d'616ments de l'ensemble E (y compris la 

~(/~) 
x*  

6:*(E) 

Vn~2q x,  ~ x* 

(t.),~(x.) (x.) est 616ment de 6#*(E) et: 

(t,) converge et lim d(t.,t*) 
. ~ + oo d ( x . ,  x * )  

suite vide, not6e O) 
ensemble des suites d'616ments de E 
limite de la suite (x.) lorsque (x.) est convergente 
ensemble des suites convergentes de E telles que: 

- - = 0  

Algorithmes pour suites 

Description g~nOrale 

On appelle algorithme pour suites d'dlOments de E la donnOe: 

i) d'un ensemble R appelO ensemble des rOponses, 
ii) d'une application ~ :  IN x 5~:(E) x 5~:(R)-*R, 

iii) d'une application ~ = ( e ,  fl): IN x 5~:(E) x 5~:(R)--~N x N. 

Un tel algorithme (R, ~ ,  c~) fonctionne par convention de la fafon suivante 
appliquOe ~ une suite (s,) donn~e : 

EtapeO. On d6termine cg(0,~,~)=(e(0) , f l (0))eNxN. On demande les points 
S~(o), S~(o)+ 1 . . . .  , S~(o)(si fl(0)< e(0) on ne demande rien). 

On d6termine 5~(0,(S~(o),S~(o)+t . . . .  ,S~(o)),f))=RoeR. R o est la premi6re 
r6ponse. 

Etape 1. On d6termine <g(1, (S~o), s~(0) + l, -.., So(o)), (Ro))= (c~(1), fl(1)). On deman- 
de les points s,(~), s~(~)+ ~, ..., s0(a). 

On d6termine N(1, (s,(1), s,~i) + t, ..., sB~l)), (Ro))=RI~R. R 1 est la deuxi6me 
r6ponse etc. 

Pour route suite (s,)ES:(E) on obtient donc une suite (R,)eS#(R), appel6e suite 
des r6ponses. R 6tant fix6, la donn6e de ~ et cg d6finit donc une application de 
5:(E) darts 5:(R). Parmi routes tes applications se 5:(E) dans 5:(R) seules 
certaines peuvent &re obtenues ~t l'aide d'un algorithme au sens pr6c6demment 
d6fini. Touze l'6tude qui suit vise en fait & montrer que ces applications de 5:(E) 
dans 5:(R) d6finies par des algorithmes ne peuvent avoir certaines propri6t6s 
que 1'on aurait souhait6es. 

La d6finition que nous avons donn6e est en fait tr6s large ([2]) car de faqon 
imag6e nous autorisons nos algorithmes. 

- /~ utiliser autant de points qu'ils le veulent (/t condition qu'il n'y en ait qu'un 
hombre fini) avant donner bu r  n-i6me r6ponse, 
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- 5- se servir de tout le pass6 s'ils le veulent, 
- /~ utitiser pour donner leurs r6ponses des fonctions quelconques (nous 
n'imposons pas de condition de continuit6 ou de calculabilit6) qui 6ventuelle- 
ment peuvent changer d'une 6tape/~ l'autre. 

L'ensemble des algorithmes possibles n'est d'ailleurs pas d6nombrable comme 
souvent en th6orie algorithmique (si par exemple E = R = N  le cardinal de 
l'ensemble des algorithmes possibles est 2e~ 

Algorithmes d'accOl~ration de la convergence 

Supposons que R = E ;  les algorithmes pour suites transforment donc des suites 
de E (que nous noterons (s.)) en suites de E (que nous noterons (t.)), et un 
algorithme se r6duit 5. la donn6e de ~ et cg. 

Nous dirons que l'algorithme A = ( ~ ,  cg) acc616re la suite (s.)eSP*(E) si la 
suite (t.) obtenue par application de A 5- (s.) v6rifie: 

( t . )~(s . )  et t*=s*.  

Proc~d~s stationnaires pour suites 

Lorsque 1'espace m6trique E est 1'ensemble des r6els, on peut obtenir une sous- 
classe de la classe des algorithmes pour suites en imposant 5. t, d'etre donn6 par 
la formule: 

t , = s . + g ( s , +  1 - s . ,  s.+ 2 - s , ,  ...7 s , + k - s , )  

off geGk, ensemble des fonctions continues 5. k variables telles que: g(0, 0, ..., 0) 

= 0  (condition impos6e pour avoir conservation de la limite). G =  @ G k sera 
k = l  

appel6 l'ensemble des proc6d6s stationnaires pour suites. 

Propr i~t~  de  r ~ m a n e n c e  

On dira que la famille 5ecSe*(E)  poss~de la propri6t6 de r~manence si, par 
d6finition: 

-a) il existe (2,)eS~ telle que: 

1 ~ il existe (x~ (x~  
1 0 2 ~ pour tout moeN il existe (x,1)e5 e tel que (x, 1) ~ x l  et V n < m o X . = X  . 

R ^ 1 3 ~ pour tout m 1 >m 0 il existe (x.2)e5 e tel que (x 2) ~ x  2 et V n < m  I x 2 = x .  

- b )  ( x ~ 1 7 6  x 0 1 x 1 x 2 2 x 3 ..)E~51~. 
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Cette propri6t6 est v4rifihe en particulier si: 

-a) il existe (2,)~5'~*(E) 

b) il existe (x~ p, (x,1)e5 p . . . .  tels que 
( x ~  (x .~) -~2~,  . . .  

R' c) pour toute suite strictement croissante d'entiers (m.) .~ 
(xoo, xo,  o x I ' . ) ~ s p  �9 ..~ Xmo, mo+l~  - - - ~  Xm~. ,  

(xoO, xO, . .  o x ~ ' x ~ ~ . . . ) e 6 p  "~'Xmo:' m o + l  ~ "' '"Xml~ m l + l '  " " ~ X m ,  

-d )  (x~176  o x ~ i x 2 z x 3 ...)eSp Xmo~ mo+l~  ""~Xral~ ml+l .v "'~r m2+l~  

2. R6sultats n~gatifs abstraits 

Dans ce paragraphe nous nous posons la question de l'existence d'un algorithme 
pour suites, acc616rant la convergence de toutes les suites d'une famille de suite 
5C (Existence d'un algorithme universel pour 5e). Nous montrons que cette 
existence est 1i6e/L la structure de b ~ (th6or6me 1) ou/~ celle de l'espace metrique 
E lorsque 5~=5~*(E) (th~or~me2). Dans le cas particulier de 5P*([a, b]), on 
montre un rbsultat nbgatif suppt6mentaire (th6or6me 3). 

Th~or~me 1. Soit 5~c5r  ( E  espace m6trique) possddant la propridt6 de 
r~manence ; il n'existe pas d'algorithme universel pour 5 "~. 

D6monstration. Supposons donn6 un algorithme A acc616rant la convergence de 
routes tes suites de 5q. 

Soit la suite ( 2 , ) e ~ * ( E )  donn6e par la propri6t6 de r6manence. Notons 2 sa 
limite. 

La suite (x~ g converge vers 2 o 4= 2; par hypoth&e l'algorithme A transfor- 
me (x ~ en une suite (t ~ qui elle aussi converge vers 2 0 et donc il existe noeN tel 
que: 

d(t~ 2) > 1_ 

a(x.~ 2) = 2 

Jusqu'/~ l'6tape n o l'algorithme A n'a fait intervenir qu'un nombre fini de 
points de la suite (x~ Soit m o le plus grand indice des points intervenus. Pour 
toute suite (x,) commen~ant par les mSmes too+ 1 premiers points que (x ~ 
l'algorithme donnera les mames n o + 1 premi6res r6ponses to, t 1, ..., t,o et donc: 

d(t.o, ~) > 1  (1) 
d(x,o, ~) = 2" 

Soit maintenant la suite (x,1)e5 g donn6e par R pour le m o d6fini plus haut. 
La suite (x~)e5 ~ converge vers ~I 4=2; par hypoth&e l'algorithme A trans- 
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forme (x~) en une suite (t~) qui elle aussi converge vers Xl et donc  il existe n 1 > n o 
tel que: 

d(xl.,, 2)= 2" 

Jusqu'~ l '6tape n 1 l 'a lgori thme A n 'a  fait intervenir  qu 'un  hombre  fini de 
points  de la suite (x~ 

Soit m 1 plus grand que le plus grand indice des points  intervenus et tel que 
ml >mo .  Pour  toute  suite (x,) commengan t  par  les mOmes m 1 + 1 premiers  points  
que (x, t) (et qui donc  c o m m e n c e r a  aussi par  les m~mes m o + 1 premiers  points  
que (x~ l 'a lgori thme donnera  les mOmes nl + 1 premiOres rhponses t o, t 1 . . . . .  t,, 
(et donc  en part iculier  les m6mes n o + 1 premi&es  rOponses) et donc:  

>! d(t,o, 2 ) > l  et _ . (2) 
d(X,o, 2) = 2 d(x,,, 2 ) -  2 

Une fois les suites (x~ (xl), ... introduites, et les indices no, too, n, ,  m 1 . . . .  
dOfinis on consid6re la suite 

( X n ) = ( x O  x O, X 0 X 1 . . .  X 1 X 2 
" ' ' ~  mo~ m o + l ~  ~ ml~ m l + l ~  " ' ' )  

qui par  hypo th&e  est dans ,9 ~ 
Elle v6rifie les relat ions (1), (2) . . . .  et donc elle n'est pas acc616rOe par  A. �9 

ThOor~me 2. Une condition ndcessaire et suffisante pour qu'il existe un algorithme 
universel pour 5e*(E) est que 

E"=O. 

(E' d&ignant l'ensemble des points d'accumulation de E et E"= (E')'.) 

DOmonstration. Supposons  que E"=#0 et mon t rons  que la propri6t6 de 
r6manence est v6rifiOe. 

Soit 2eE". Soit (2.) une suite de 5P*(E) faite de points  de E' deux /t deux 
distincts. Alors pour  tout  m e n  on peut dOfinir (x."), une suite de 5P*(E), 
convergente  vers 2m et telle que: 

1 
V n ~ N  x " # 2  et d(2,.,x',")<-- 

m 
xTeE - {2., I m e N } .  

I1 est facile de v6rifier qu 'avec  un tel choix de (2,), (x~ (x,1), ... les propri6t6s c) 
et d) de R' sont satisfaites et donc  5~*(E) poss6de la propri6t6 de r6manence.  

Supposons  main tenan t  que E " =  0. 
Si E ' = 0  alors 5e*(E) aussi. On peut  donc  supposer  E '4:0.  Soit alors 

l ' a lgor i thme qui ~ l '&ape n utilise x ,  et fournit  c o m m e  r6ponse un point  t, 
v6rifiant: 

t,~E' et Vt~E' d(x, , t , )<=d(x, , t )+l/n.  
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I1 est imm6dia t  qu 'un  tel a lgor i thme t ransforme une suite (x,)E5O*(E) conver-  
geant  vers ~ (qui n6cessairement appar t ien t  ~ E') en une suite (t,) constante  /t 
par t i r  d 'un certain rang et 6gale ~ x * .  �9 

Pour  6noncer  le th6or6me suivant nous allons imposer  une condit ion 
suppl6mentai re  aux algori thmes que nous consid6rons;  nous allons supposer  
que: 

V2EE, 3(s,)e5o*(E): ~ = 2  et (t ,)<(s.)  
(.) et 

si (s,) est acc616r6e par  A alors toute  suite (s',)E5O*(E) obtenue en modi-  
fiant un h o m b r e  fini de termes de (s.) est aussi acc616r6e par  A. 

Ceci revient ~t supposer  que tes a lgor i thmes que nous consid6rons ont  une 
certaine efficacit6 (ceux qui ne v6rifient pas cette condit ion ne sont pas 
int6ressants). 

Cette propri6t6 sera en part iculier  v6rifi6e par  t ous l e s  a lgori thmes ra isonna-  
bles A c'est-g-dire: 

i) acc616rant au moins  une suite, 
ii) t r ans formant  la suite (s, + s) en (t, + s) si ils t ransforment  la suite (s,) en (t.) 

( invariance par  translation),  
iii) tels que le fait que (s,) est acc616r6e ou non par  A ne d6pend pas du d6but 

de la suite (s,). 

Th6or6me 3. Eensemble 5o*([a, b]) (a, bEIR, a< b)  ne peut pas s'~crire comme 
r~union d~nombrable d'ensembles 5oo, 5'~1,-.., 5~,... tels que pour chaque nE]N it 
existe un algorithme acc~l~rant la convergence de toute suite de 5~,. 

D~monstration. M o n t r o n s  le th6or6me avec [a, b] = [0, 2]. 

Soient Ao, A 1 . . . .  acc616rant respect ivement  toutes  les suites de 5oo, 5~, ... 
avec: 

U ~=5o*([0, 2]). 
ieN 

Etape  par  6tape nous allons construire des suites de 5~ 2]) 

(s.1), (s2), ... et nous noterons,  

(~ (~ ... leurs t ransform6es respectives par  A0, 
1 1 1 2  ( t . ) ,  ( t , ) ,  ... leurs t ransform6es respectives par  A 1 

etc . . . .  

A l '6tape p e n  nous construisons les 2 p suites ~ 2P~ (2 -~  , ( 2 P + ' - - l )  ',Sn ;ne2q,  ~,Sn neN �9 " " ,  ~Sn ne~4" 

Etape O. Const ruc t ion  de 1 (s.),~. 
Pas O. Prenons  pou r  1 ( s . ) , ~  une suite de 5o0 convergente  vers i et telle que: 
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v , ,~N : I  1 -  ' ~ s, ' r  s , l<~,  ~,�88 ~, ...} 

(ceci est possible d'apr6s (.)). 

Il existe n o tel que: 

~ >1 
1 ~ 2 "  s,o 

Jusqu'~ l'6tape n o l 'algorithme A o n'a fait intervenir qu 'un nombre  fini de points 
de la suite (s~). Soit m ~ le plus grand indice des points intervenus. 

Pour  toute suite (s,) commen~ant  par les mSmes m ~  premiers points, 
l 'algorithme A o donnera  les m~mes n~  1 premi6res r6ponses ~ ~ . . . ,  ~ ~ et 
donc:  

~ o > 1 

s,o ~ = 2" 

Etape 1. Construct ion de 2 3 (s.).~, (s.).~. 
Pas O. Soit (s2) ,~  une suite de 5;00 telle que: 

2 1 pour  tout  n<m ~ S n ~ S n 

(s 2) converge vers �88 

Vn>m~188188 et s2r189188 

Une telle suite existe d'apr6s (*). 
I1 existe n~>n ~ tel que: 

0 2 t , ~ > l  
2 z 2"  

Jusqu'/t l '6tape n~ l 'algorithme A o n'a fait intervenir qu 'un nombre  fini de points 
de la suite 2 ( s , ) .~ .  Soit m 1 ( > m  ~ plus grand que le plus grand indice des points 
intervenus. 

Pour  toute suite (s.) commenqant  par  les m6mes m ~ + l  premiers points, 
l 'algorithme A o donnera  les m6mes n o + 1 premi6res r6ponses ~ ~ 1 . . . .  , ~ et 
donc: 

~ >_1" ~ 1 

S.o = 2 '  S,o~ = 2" 

Pas 1. Soit 3 ( s , ) , ~  une suite de ~ telle que: 

3 2 pour  tout  n<m~. S n  ~ -  S n  -~- ' o .  

(s 3) converge vers -~, 
> 1 . 3  1 1 $ 3 r  �89 1, 1 . . . .  }. Vn=mo.lS,-~l<~, 

Une telle suite existe d'apr6s (*). I1 existe n~ >n~ tel que: 
1 3 

3 z 2"  snl 
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Jusqu'g l 'etape nl les algorithmes A~ e t  A 2 n'ont fait intervenir qu 'un nombre  
fini de points de la suite 3 (s.).~. 

Soit m~ (>m~) plus grand que le plus grand des indices intervenus. Pour  
toute suite (s.) commenqant  par les m~mes m~ + 1 premiers points les algorith- 
mes A o et A 1 donneron t  les memes m ~ + l  premieres reponses ~ ~ 
~  . . .  Otnl et 1to, at1 ,  i t 2 ,  . . . ,  lt.l et donc:  

%o>!. ~ > 1 
S.o ~ = 2 '  S.o~ = 2' 

at. I >_1 
s.l = 2" 

Etape 2. Construct ion de 4 s 6 v (s.G~. (s.).~, (s.G~, (s.G~, 

Pas O. Soit 4 (s.).~ N une suite de 5~ 0 telle que: 

s.* =s.3 pour  tout  n<m~, 
1 

(s 4) converge vers 2~, 

Vn>m~: s4.-~ <~,  s~r 1, 1, ~, ...}. 

Or4 . 
I1 existe n 2 > n~ tel que -~_>-1.  

= s,~ - 2 

Jusqu'~ l 'etape n 2 les algori thmes A 0 et A, n 'ont  fait intervenir qu 'un nombre  
fini de points de ta suite (s.*). Soit m 2 ( > m ] )  plus grand que le plus grand indice 
des points intervenus. 

Pour  toute suite (s,) commenqant  par les memes m 2 + 1 premiers points les 
algorithmes A o et A 1 donneron t  les m6mes n 2 + l  premieres reponses ~ 
~ . . . ,  ~ ~ et it o, l t l ,  . . . ,  lt,~ et donc:  

~  ~ 1 

sno = 2 '  S,o~ = 2'  

l t ,  l 1 
> -  

s.l = 2" 

Pas 1 . . . . . . . . . .  
Pas 3. Soit v ( s , ) . ~  une suite de o~ 3 telle que: 

Sn7___ Sn6 pour  tout  n<m 2 , =  
1 

s. converge vers 2~-, 

Vn>=m2: s7--~--7 <=~, 

~ 1 >-- 
S.o~ = 2' 

s~r 1 ~,r 1,...}. 
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I1 existe 2 2 n3>=n 2 tel que:  

3 7  1 t,~ > -  

s,7~ = 2" 

Jusqu 'h l '6tape n 2 les a lgor i thmes Ao, A, ,  A 2 et A 3 n 'ont  fait intervenir qu 'un  
7 Soit m 2 ( >  m22) plus grand que le plus grand h o m b r e  fini de points  de la suite s,. 

indice des points intervenus. 
Pour  toute  suite ( s , ) , ~  commenqan t  par  les memes  m 2 + 1 premiers  points  les 

a lgor i thmes Ao, A, ,  A 2 et A 3 donneron t  les m6mes n 2 + l  premi4res r4ponses 
~ ~ . . . ,  ~ respect ivement  *to, *t2 ,  . . . ,  *t,2, respect ivement  2t0,  2 t , ,  . . . ,  2tnl 
respectivement33t0, 3t 1, . . . ,  3t.I et doric: 

Otn~ Ot.~ >_l. Ot.o2 >_1 
S.o = 2 '  s,o, = 2 '  S,o~ = 2' 

*t,~ 1 it,~ 1 
> _ -  _ _ > _  

s,~ = 2 '  s,~ = 2' 

2tn2 > 1 

s.~ = 2' 

3tn2 1 
s.~ =2"  

Etape 3. Const ruct ion  de (s8), (s9), (s~~ . . . ,  (s,*S). etc ... 

Une  fois les suites (s~ (s,*) . . . .  construites, une fois d6termin6s les indices m ~ 
m~, m~, m~, m 2, m 2, m=3, m3, m3, ..., on d6finit une suite (s,) en posant" 

s.=s~ s ine{O,  1, . . . ,m~ 

2 si ne{m~176  .. . ,ml}, Sn=S n 

s ,=s 3 si ne{m~+l,  ml +2, ...,m~}, 

s,=s#, si ne{m~ + l,m~ + 2, ...,m~} 
etc ... .  

Par  construct ion on a: 

Et  donc  

~ 1 ~  ~ 1 
> - > - ( 0 )  

Go = 2'  s% = 2'  s.g = 2'  " " '  

ltni 1 ltn~ >1_ 1 >-- ltn~ > - (1) 
s,~ = 2'  s.~ = 2'  s.~ = 2'  " " '  

2tn~ 1 2t.3 2 1 2tn~ > 1 
> - > - - ( 2 )  

s,1 = 2 '  Sn3 = 2 '  Sn~ = 2  . . . . .  

(Sn)r (Sn)r (*.)r ''" 
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ce qui est une contradiction car par construction 

(s,)E 5 p(*) ([0, 22) 

et par hypoth6se 

5"*([0, 2 ] )=  U 5t~ - 
ieN 

J.P.  D e l a h a y e  et B. G e r m a i n - B o n n e  

3. Applications 

Dans ce paragraphe, nous donnons, fi titre d'exemple quelques applications des 
r6sultats pr6c6dents; dans une premi6re partie, les espaces de suites sont 
caract6ris6s par une propri6t6 simple permettant d'6tablir assez facilement la 
propri6t6 de r6manence. En seconde partie, nous envisageons l'espace des suites 
acc616rables par des proc6d6s stationnaires; apr6s en avoir donn6 une 
caract6risation, nous 6tablissons la propri6t6 de r6manence. 

Espaces de suites dkfinis par une propriOtd caract&istique 

Nous examinons ici l'espace des suites r6elles strictement monotones et celui des 
suites ~ convergence logarithmique. 

Th6or~me 4. II n'existe pas d'algorithme acc~l&ant la convergence de toute suite 
strictement dOcroissante de points de [a, b] (a, beN,  a <b). 

D~monstration. Pour (2,) on prend une suite strictement d6croissante de [a, b[ et 
pour tout m e n  on prend pour (xT) une suite strictement d6croissante de points 
de [2m, 2,._1[, convergeant vers 2,, (on convient 2 l=b).  

I1 est imm6diat que c) et d) dans R' sont satisfaites, et donc la propri6t6 de 
r6manence. �9 

Remarque. Le r6sultat du th6orame 4 permet d'affirmer qu'il n'existe pas 
d'algorithme universel pour l'ensemble des suites strictement monotones. 

Th6or~me 5. II n'existe pas d'algorithme accOl~rant la convergence de route suite 
de points de [a, b] (a, beN,  a <b) d convergence logarithmique. 

D~monstration. D6montrons le th6or6me avec [a, b] = [0, 2]. Pour (2,) on prend 
la suite d6finie par: 

1 
2 n - -  n + l  

Pour tout m e n  on prend (x. m) d6finie par: 

1( 1 )  
x ' ~ - m +  1 1 - t ( n + l ) ( m + l )  " 

Toutes ces suites sont ~ convergence logarithmique. La propri6t6 c) de R' est 
6videmment v6rifi6e car la propri6t6 d'atre ~ convergence logarithmique se 
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conserve quand on ne modifie 
Montrons que d) est v6rifibe. 

I1 faut montrer que la suite: 

qu'un nombre fini de points 

(Xn)=(xO,  x 0 . . . .  , 0  I. 1 2 Xmo~ Xmo+ 1, """ ~ Xml~ Xml + 1, " "')  

est 5. convergence logarithmique. 
Si m~_ 1 < n < m~ alors: 

Si  m i e n  

1 
lq  

i (n§  1) Xn+ l Xn+ l 

Xn Xn 1 4 
(n+ 1)(i+ l) 

,1. 

1 
1+ 

i + 1  (n + 2 ) ( i + 2 ) ( i + l ~  Xn+ 1 _ _  Xn+ 1 X ) 1 
x .  x'. 1 \ ~ !  i-+oo 

l q  
( n + l ) ( i +  1) 

et donc-X"+l ~ 1, et donc x"+l ~ 1. �9 
Xn i~oo Xn n~ + oo 

d'une 

453 

suite. 

Espace des suites acc616rables par proc~d~s stationnaires 

Dans cette partie nous caract~risons l'espace de toutes les suites que l'on peut 
esperer acc61&er au moyen d'un type particulier d'algorithmes (ceux definis par 
des proc6d6s stationnaires). Bien que l'on puisse d6montrer directement qu'il 
n'existe pas d'algorithme universel pour cet espace (cf. [3]), il nous a paru 
int6ressant d'&ablir la propri&6 de r6manence. 

D6finition. g 6tant un proc6d6 stationnaire, d6signons par St(g) le sous-ensemble 
de St*0R), ce toutes les suites dont la convergence est acc616r6e par le proc6d6 g. 

Posons: ~9~k= U St(g) (suites acc~16rables par proc6d6s stationnaires 5. k 
g~Gk 

variables) 
S t =  ~ St(g) (suites acc61~rables par proc6d~s stationnaires). 

geG 

Th6or6me 6. St est strictement inclus dans Y*(IR).  (Aucune confusion n'6tant 
possible, nous 6crirons St* au lieu de St*0R).) 

D6monstration. Soit s=(s  1, s> ..., s, ...) une suite de St* (c.a.d telle que Vn s n 
=#s*) Fabriquons fl partir de s la suite t: 

t =(S 1, S2, S2, . . , ,  Sn, Sn, . . . ,  Sn, ...). 

nVfois 



454 J.P. Delahaye et B. Germain-Bonne 

Dans  la suite t les termes successifs d'indices 

n(n--  1) n ( n -  1) n ( n +  1) 
- - - t -  1 ,  - -  ~ - 2 ,  . . . ,  - -  

2 2 2 

sont 6gaux & s.. 
Cette suite appart ient  6videmment & 5 e* et n'est acc616r6e par aucun g~G. 

Supposons  que ce soit le cas et soit g ~ G  v acc616rant la convergence de la suite t. 
t i + g(t i + ~ - t i, ... t i + p - ti) - s* 

La suite de terme g6n6ral u i -  ' ne peut tendre 
t i - - S *  

vers z6ro; en effet: 

V N  ~ i > N ' t i ~ t i + l = . . . = t i + p .  

C o m m e  g(O, . . . , 0 ) = 0 ,  on a g ( t i + l - t i , . . . , t i + p - t i ) = O .  D'o0 :  V N 3 i > N :  u i = l ;  
la suite t ne peut donc  ~tre acc616r6e par  aucun g~Gp.  I1 s'ensuit que t n e  peut 
avoir sa convergence acc616r6e par aucun g~G;  5 ~ est donc  strictement inclus 
dans 5 p*. �9 

Remarque.  La conclusion du th6or6me 6 nous amine  /t poser la question de 
l'existence d 'un algori thme d'acc61bration de convergence universel pour  5~; si 
5 p = Y *  en vertu du th6or~me 2 il aurait  6t6 inutile de chercher un algori thme 
universel pour  

Dffini t ion.  Suites voisines. Soit (s,) de limite s*. ((s,)~SP*). (s',) de limite s* est 
voisine de (s.) si: 

lim s'. - s. = 0. 
n ~ e o  Sn - -  S *  

I1 est facile de voir que dans 5 e* la relation de voisinage ainsi d6finie est une 
relation d'6quivalence. 

Th6or6me 7. Caractkrisation des suites de 5~k. Soit  (a.) une suite appartenant  gt 
5r ; notons B .  la suite d'~l~ments de ~ k  de composantes  : 

t 
a n  + 1 - -  a n ~  

a, + 2 - an I B n ~ . , 

/ 
\ a n + k - - a n /  

Une C.N.S. pour que (a,)6Sak est que les conditions (1) et (2) soient r~aliskes: 

(1) 3 N ,  V n > N  B , + O ,  
(2) il exis te  (a',) voisine de (a,) telle que: 

Vp, q, B v = B q = ~ @ = a '  q. 

Dkmonstration.  Condit ion nOcessaire. 
Soit ( a , ) e ~ .  Notons  e , = a , - a * .  I1 existe g continue par rapport/~ chacun de ses 
arguments  (v6rifiant g(0, 0, . . .  0) = 0) telle que:  
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lira g(e"+ L - e  . . . . .  , e , + t - e , )  = - 1 .  

�9 II existe b ien  N tel que  p o u r  n > N :  B. # O. 
En  effet, s u p p o s o n s  que  ce ne  soit  pas  le cas. 

VN,  3 n > N : B . = O  

VN, 3 n > N :  g(e~+ l - e " '  " " '  e~+k--e~) = 0 .  
g n  

Ceci est en c o n t r a d i c t i o n  avec lira g(e" + L - e . . . . .  , e,  + k -  e.) = - 1. 

�9 C o m m e  Iim g(e~+~-e,~, . . . , e ~ §  - _ 1, on  peu t  ecrire:  
n ~ c ~  ~ n  

g(e.  + 1 -- e~, . . . ,  e n + g -  e.) 
= - - l + e .  avec l i m % = 0 ,  

e n n ~ o o  

V n, g(e.+ 1 - e  . . . . .  , e~+k--e.)=e.(-- 1 +e.). 

Posons  e'. = e.(1 - %). 
(e'~) est vois ine  de (e.) et v6rifie: 

V n:  g(e~+ 1 --e~, . . - ,  e .+ k - - e , )  = --e' . .  

O n  a d o n c :  Bp=Bq, d o n c  e 'F=e ; ,  doric @=a'~. 

Condition suffisante 

Soit  (a,) v6rif iant  (1) et (2), et (a;,) la sui te  vois ine  de (a,). [ N o t o n s  e ' = a ' , - a *  et 
e,  = a n -  a*] .  U t i l i sons  le th6or+me de Tietze.  

D a n s  IRk, sur  le ferm6 cons t i tu6  pa r  les 616ments de la sui te  (B,) et de  sa 

l imi te  (0, 0, ... 0), d6f inissons  la fonc t ion  g par :  

(i) ~(0, . . . ,  0 ) = 0 ,  
(ii) V n, g(a,+ 1 - a , , . . . ,  a,+ k - a . )  = -e',,. 

La  c o n s t r u c t i o n  (i) est poss ib le  ~t cause  de (l)  et ( i i ) / i  cause de (2). 

g est c o n t i n u e  

En  effet ~ est 6 v i d e m m e n t  c o n t i n u e  en tou t  p o i n t  B. ;  m o n t r o n s  la con t inu i t6  en 

(0, 0 . . . .  0). 
e e t an t  fix~ ~N Vn>N~]e ' . ]<e .  
Soit  r / I n f  [dai[ = Inf[Aeil. 

i < N  i < N  

N o r m o n s  IR k par  la n o r m e  du  m a x i m u m  

:::::~ - r ] l B f l l < t / ~ l A e f l < t /  j > N ~ l e f l < e ;  

d ' o u  la con t inu i t6  de g en (0, 0, . . . ,  0). 
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D'apr6s le th6or6me de Tietze, g peut 6tre prolong6e en g continue telle que: 

g(0 ,  . . . ,  o)  = 0 

Vn: g(a,,+l-a ., . . . ,a ,+k--a ,)=--e~, .  

Comme (e',) est voisine de (e,) 

lim e , - e ' .  = O ~ l i m  e"+g(e"+l - e , ,  . . . ,  e.+k--e,) =0" 
e n e .  

Ceci montre que g acc616re la convergence de (a,). Comme geG k, (a,)e6~k. �9 

Remarque. Soit (b,) une suite de 6 a v6rifiant: 

(i) m4=n~Abm#Ab,, 
(ii) gn :  Ab,#O. 

I1 r6sulte du th6or~me pr6c6dent que cette suite appartient/~ tout ~ (k = 1, 2, ...). 
Pour les besoins du th6or~me suivant, nous aurons/~ utiliser l'ensemble M des 
suites de ~ *  v6rifiant (i) et (ii). 

Th6or~me 8. I1 n'existe pas d'algorithme accdlkrant la convergence de toute suite 
de ~ (et donc de ~ ) .  

D~monstration. I1 suffit de montrer que 1'ensemble .~ (remarque ci-dessus) 
poss6de la propri6t6 de r6manence. 

Posons pour tout keN:  

Xk ~ 
i=o Y' 

(xkn) =-~k q'- 2 i + 1 -  
i=0  

Toutes ces suites sont dans ~ (qui est inclus darts 5~ Pour 6tablir que les 
propri6t6s c) et d) de R' sont satisfaites il faut montrer que si (y,) est l'une des 
suites consid6r6es dans c) ou d) de R' alors: 

(i) Ay,,4=O, 
(ii) m4=n=:*'Aym# Ay,,. 

(Ym) 6tant croissante strictement (i) est v6rifi6. 
1 1 1 

Ay m est ou bien la forme 2- ~ ( re> l )  ou bien la forme ~ + ~  ( re> l ,  i>0)  et 

deux tels nombres ne peuvent pas ~tre 6gaux car: 

1 1 
- - = - - ~ m = n  
2" 2" 

~- ~2m(2"+3 ' )=2"  3 i ~ n = m  

impair impair 

1 1 1 1 h i m  j m ~ + ~ = ~ + ~ - ~ 2  ~ ) = 2  3 ~ i ) = ~ n = m .  �9 

impair impair 
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