
Numer. Math. 32, 75 -82  (1979) Numerische 
MathemaUk 
�9 by Springer-Verlag 1979 

Sur la B-stabilit6 des m6thodes de Runge-Kutta 
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On B-Stability of the Methods of Runge Kutta 

Summary. In this paper,  we slightly modify the definition of B-stability of 
Butcher [1], so as to cover  a wider class of  differential equations,  and we give 
simple character izat ions  of  this property .  

Subject Classifications. AMS(MOS) :  65L05 ; CR:  5.17. 

R6sum6. Dans  cet article, nous modif ions 16g6rement la d6finition de la 
B-stabilit6 donn6e par  J.C. Butcher Eli afin qu'elle s ' appl ique/ t  une plus large 
classe d '6quat ions  diff6rentielles et nous donnons  des caract6risations simples 
de cette propri6t& 

1. Introduction 

Consid6rons l '6quation diff6rentielle 

y'(t)=f(t ,y(t))  t o < t < t o + a  (1) 

munie de la condi t ion initiale 

Y( to)=r  / (2) 

off r /est  un vecteur donn6 de C Net f ( . ,  .) une fonction d6finie sur [to, t o + a] • ~;u, 
/t valeurs dans I12 N. Une m6thode  de Runge -Ku t t a  implicite est d6finie par  la 
donn6e de q hombres  r6els positifs ou nuls zl,  z : ,  . . . ,  zq, d 'une matr ice  carr6e 
A(q x q) d'616ment g6ndrique aij~ IR, d 'un vecteur colonne b = (bl, b 2 , . . .  , bq)reIR q 
et d 'un pas de discrdtisation en temps A t>O. 

Posons  t. = t o + n A t et t.,i = t. + z i A t. Nous  ob tenons  une approx ima t ion  
Y.+l de la solution y( t .+ l )  de (1) ~t par t i r  de l ' approx imat ion  y. de y(t.) par  les 
6quations 

q 

y . , i=Y ,+AtY 'a i j f ( t , , j , y , , j )  l<_i<_q 
j=l 

q (3) 

Y.+I = y . +  dt  ~ bj f( t . , j ,  y.,j). 
j = l  
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Si nous partons d'une autre valeur z., nous obtenons z.+ 1 v6rifiant 
q 

z . , i = z . + A t ~ , a i ~ f ( t . j , z . , j )  l < i < q  
J= ' (4) 

q 

z.+ 1 = z . +  At ~ b~f ( t . j ,  z., 9. 
j=x 

I1 est bien connu que si f v6rifie la condition 

Vy, z ~  N, Vt, R e ( f ( t , y ) - f ( t , z ) , y - z ) < O  (5) 

alors les solutions y(.) et z(.) de l'6quation diff6rentielle (1) v6rifient 

V t>t',  ly( t )-z( t ) l<ly(t ' ) -z( t ' ) l  (6) 

off nous avons not6 respectivement par (., .) et par I. J le produit scalaire et la 
norme euclidienne dans r 

Nous dirons que la m&hode de Runge-Kutta d~finie par (3) est B-stable si 
pour toute fonction f( t ,  y) vkrifiant (5) et pour toute solution Y.+I et z.+ 1 de (3) 
et (4), nous avons 

ty,+ l - z.+ ll < l y , -  z.l. (7) 

En prenant f( t ,  y) de la forme f ( t ,  y) = - 2 y avec Re 2 > 0, on voit imm6diatement 
que toute m6thode B-stable est obligatoirement A-stable. 

Remarque. I1 est habituel de ramener le syst6me diff6rentiel (1) en un syst6me 
autonome en posant 

Y(t)= [Yl t)] et F(Y(t))= [f( t ,y( t))] .  

L'6quation (1) 6quivaut alors ~t 

Y'(t)=F(Y(t)). 

Si on pose aussi 

�9 z Y .  i 

le sch6ma (3) devient alors 6quivalent /L 
q 

Y.,,= Y.+ d t  ~. aoF(Y . j  ) 
j = l  

q 

Y.+I = Y.+ Zt ~ bj F(Y.,j) 
./=1 

(1. bis) 

(3. bis) 

pourvu que 

q 

~l= ~" aij l <_i<_q. 
j = l  

(8) 



Sur la B-stabilit6 des m6thodes de Runge-Kutta 77 

(I1 est/~ noter que l'hypoth6se (8) est v6rifi6e par toutes les m6thodes de Runge- 
Kutta qui pr6sentent un int6r6t pratique, cependant on peut construire des 
m6thodes ne v6rifiant pas cette hypoth6se.) On d6finirait de m6me Z~+~ ~ partir 
de Z,. 

La d6finition originelle de ta B-stabilit6 est due ~t Butcher [1]; d'aprSs cette 
d6finition, une m6thode de Runge-Kutta est dite B-stable si pour toute fonction F 
de ]R p dans IR; v6rifiant 

gY, ZeP ,  p (F(Y) -F(Z) ,  Y-Z)<__O (5. bis) 

on a 

IY,+I--Z,+,I<=}Y,-Z,]. 

Le fait de consid6rer des fonctions/i valeurs r6elles au lieu de fonctions/t valeurs 
complexes ne change rien car on se ram6ne ais6ment de i~ u/ t  N aN et on plonge 
facilement IR p dans ~P. Par contre, le fait de se limiter h consid6rer les syst6mes 
autonomes, restreint l'int6r6t de la d6finition. En effet (5. bis) 6quivaut gt 

Vy, z e a l  s, Vt, t'~lR (f(t ,  y ) - f ( t ' ,  z), y-z)<=O (9) 

ce qui est une condition beaucoup plus restrictive que (5). (En faR, si f e s t  continue, 
(9) entraine que f ( t ,  y) est ind6pendant de t.) 

I1 est clair que, si une m6thode est B-stable au sens off nous l'entendons dans 
cet article, elle est aussi B-stable au sens de Butcher. Nous ne connaissons pas 
d'exemples de m6thodes qui soient B-stables au sens de Butcher et qui ne soient 
pas B-stables suivant notre d6finition. 

2. Caract6risation de la B-stabilit6 

Introduisons maintenant la matrice diagonale B=diag(bi) d'616ments diagonaux 
bu=bi, 1 <_i<q (b~j=0 si i4:j). Nous noterons par A r la matrice transpos6e de 
Aet par b Tle vecteur transpos6 de b. Nous consid6rons aussi la matrice sym6trique 
M d6finie par 

M = B A  + A  T B - b  b T. (10) 

Th6or6me. On suppose que les. nombres zl,  "~2, " " ,  T,q sont tous distincts. Alors 
une condition ndcessaire et suffisante pour que le mdthode de Runge-Kutta (3) 
soit B-stable est que les matrices M et B soient semi-d~finies positives. Si les z i 
ne sont pas tous distincts, la condition est seulement suffisante. 

D~monstration. 
a) La condition est suffisante. Posons 

tP i=At[ f ( t , , i , y . , i ) - f ( t . , i , z . , i ) ]  et @=((pl,q~2,...,tpq) T. (11) 
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On a alors 

q 

Y., i -- Zn, i = Yn -- Zn ~- 2 a~s qgs 
j = l  

q 

Y . + I - - z . + I = Y . - Z . +  E bill 
i=l 

(12) 

d 'ofi  

q 

[Y.+I - z.+ll  2 = lY.-Z,,I 2 + 2 R e  ~ bi(qh , y . - z , , ) +  [b r @l 2. (13) 
i = 1  

On d6duit de (12) que l 'on a 

q q q 

~ b~(qgi, Y.-  Z.)= 2 bi(~~ Yn, i -  Zn, i) - 2 (bi q)i, 2 al j  qgJ) �9 
i = l  i = 1  i = 1  j 

(14) 

Etant  donn6s deux vecteurs Y=(Y l ,  . . . ,yq)r et Z = ( z l ,  . . . ,zq) r de ORS) q, nous 
no te rons  

q 

((~ z))= Y' (y,, z,); 
i = l  

l '6quation (14) s'6crit alors:  

q q 

~. b~(qgi, y . -  z.) = ~ b,(q~, y., i -  z., i ) -  ((B cb, A cb)) 
i = 1  i = 1  

ce qui nous  donne,  en repor tan t  dans (13) 

q 

lY.+I - z.+ll  2 = [Y. - z.[ 2 + 2 Re ~, bi(qgi, Y . , i -  z., i ) - ( ( M  ~, cb)). 
i = 1  

L'hypoth6se  (5) entraine R e ( ~ 0 i , y . , i - z . _ i ) < 0 ;  la matr ice  B 6tant semiddfinic 
positive, on a bi > 0 p o u r  1 < i < q. On  en d6duit  que 

]2 
]Yn+l- -Zn+l  ~-]yn--Znl  2. 

b) La condition est n~cessaire. Pour  mont re r  que la condi t ion est n6cessaire, 
nous  nous plagons dans  le cas off N = 1, y . =  1, z] = 0  et off f ( t ,  y) est de la forme 

f ( t ,  y) = - 6 (t) y 

off 6 est une fonction arbitraire,  d6finie sur [to, t o + a], ~t valeurs d a n s � 9  et v6rifiant 
pour  tout  t~[to,  t o + a ]  Re 6(0>0 .  

Nous  avons alors z .+l  =0 .  Pour  que la m6thode  (3) soit B-stable il est donc 
n6cessaire que l 'on ait ay.+11__< 1. 
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Posons Y = (y,, ~ . . . .  , y,, q)r, e = (1, 1, .. . ,  1) r et notons par D la matrice diagonale 
d'61dments diagonaux dii=Atf(t,,f), l< i<q  (d~/=0 si i4=j). Les 6quations (3) 
deviennent alors 

et 

Y = e - A D Y  (15) 

Yn+l - - - - -  1 - b  r DY. 

On en d6duit 

lyn+l[ 2= 1 - 2  Re b r DY+ Ib r DY[ 2 

ce qui s'6crit aussi 

ly ,+ll2=I-2Re(DY, Be)+(bbr DY, Y). 

En utilisant (15), on obtient 

lYn+ 112 = 1 - 2 Re(D Y, BY) - (MD Y, D Y). (16) 

La fonction b pouvant prendre n ' importe quelle valeur dans le demiplan 
{zOE; Re z>0},  la matrice D peut atre n ' importe quelle matrice diagonale semi- 
d6finie positive. Pour que ta m6thode de Runge-Kutta  soit B-stable, il faudra 
donc d'apr~s (15) que, pour toute matrice diagonale semi-d6finie positive D, 
et pour tout vecteur Y v6rifiant 

( I +  AD) Y=e (15) 

on ait 

2 Re(D Y, BY)+(MDY, DY) >0 .  

Soit D O une matrice diagonale,/t  coefficients diagonaux r6els positifs; prenons 
D = e D  o avec e>0 .  Lorsque e tend vers z6ro, on a Y=e+O(e) et 

2 Re(O Y, BY)+(MDY, O Y ) = 2  e(D o e, Be)+O(e2). 

ll faut donc que l 'on ait (D O e, Be)>O pour  toute matrice diagonale D o /t coef- 
ficients diagonaux positifs, ce qui entraine bi>O, l<i<q.  La matrice B doit 
donc ~tre semi-d6finie positive. 

Prenons maintenant D de la forme D = e i D a o/1 D 1 est une matrice diagonale 
quelconque/t coefficients r6els. On a encore Y = e + O(e), mais maintenant 

2 Re(D Y, BY)+(MDY, DY)=e2(MD1 e, D 1 e)+ O(e3). 

Il faut donc que l'on ait (MDa e, D~ e )>0  pour toute matrice diagonale D 1 /l 
coefficients r6els, ce qui entraine que M est semi-d6finie positive. �9 

Remarque. Si les zi ne sont pas tous distincts, les conditions M e t  B semi-dbfinies 
positives ne sont pas n6cessaires. Consid6rons par exemple la m6thode de Runge- 
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Kutta d6finie par 

1 

At 
Y.,1 = Y . + ~ - f ( t . , 1 , Y . . O  

At 
Y . , 2 = Y . + ~ - f ( t . , z , Y . , 2 )  

Y.+ I = Y. + 2 At  f ( t . , l ,  Y . ,1) -  At f ( t . , z ,  Y.,z)" 

Ce sch6ma correspond h 

1 2 

I1 est clair que l'on a y., ~ = y., z, de sorte que ce sch6ma se r6duit en fait • la m6thode 
du point milieu 

At 
Y . , I = Y . + ~ -  f ( t . ,1 ,Y. . I )  

Y.+I =Y. + At  f ( t . . l ,  Y., 1). 

Pour cette deuxi6me m6thode, on a 

A =(�89 B = (1), M =(0). 

Les deux m6thodes sont donc B-stables, mais, pour la premi6re m6thode, les 
matrices M e t  B ne sont pas semi-d6finies positives. 

Proposition 2. Si la m&hode de Runge-Kutta est d'ordre p, le rang de la matrice 
M est inf~rieur ou ~gal & 2 q - p .  

D~monstration. Consid6rons les quantit6s (MTk'e, Tk'e) Ofa T d6signe la matrice 
diagonale telle que tli=zi, 1 <i<q.  On a 

(M T k e, T k" e) = b r T k" A T k e + b T T k A T k' e - (b r T k e) (b r T k" e). 

La m6thode 6tant d'ordre p, on a (cf. Butcher I-2] ou Crouzeix I-4]) 

V k < p - 1 ,  b r T k e = l / ( k + l ) ,  

,<  Vk et k' avec k + k  = p - 2 ,  

ce qui nous donne 

Vk et k' avec k + k ' < p - 2 ,  

bTTkATk 'e= 1/(k' + 1)(k + k ' +  2), 

(MTke, Tk'e)=O. (17) 

Notons par E,, (resp. F,,) le sous-espace vectoriel de IR q engendr+ par les vecteurs 
Tke (resp. MTke), O < k < m - l ,  et notons par r la partie enti+re de (/9+1)/2. 
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D'apr6s les relations (17), les espaces Fp_ r et E r sont orthogonaux. On en d6duit 

dim Fp_r +d im Er<= q 

et par suite 

dim Ep_r+dim Er__<q+dim Ker M. 

La m6thode de Runge-Kutta 6tant d'ordre p, il existe au moins r nombres 
distincts parmi z~,z  2 . . . .  ,rq; il en r6sulte que dim E , = r  et dim Ep_ = p - r ,  
d'ofl dim K e r M > p - q  et par suite r a n g ( M ) < 2 q - p .  

3. Applications 

Th~or~me 3. La m&hode de Runge-Kut ta  d'ordre 2q est B-stable. 

D~monstration. On sait d'apr6s Butcher [2], qu'il existe une et une seule m6thode 
de Runge-Kutta d'ordre 2 q et que ses coefficients b i sont tous strictement positifs. 
D'apr~s la proposition 2, on a M = 0 .  Cette m6thode est donc B-stable. �9 

Th6or~me 4. Pour qu'une m~thode de Runge-Kut ta  d'ordre >__ 2 q -  1 soit B-stable, 
q 

il faut et il suffit que les coefficients b~ soient positifs ou nuls et que ~ bi(2aii-bi)>=O. 
i=1 

Dkmonstration. La matrice M 6tant de rang 0 ou 1 d'apr6s la proposition 2, pour 
qu'elle soit semi-d6finie positive il faut et it suffit que sa trace soit positive ou 

q 

nulle, ce qui nous donne ~ b i (2a i i -b i )>O.  �9 
i = 0  

Dans le cas off f ( t ,  y) = - 2 y, le sch6ma (3) nous donne 

Y,+I =r (2  At) y,  

avec 

r(z)= 1 - z b T ( I + z A )  -1 e, (18) 

La fraction rationnelle r(z) est l 'approximation rationnelle de e -~ associ6e 
la m6thode de Runge-Kutta. 

Th6or6me. 5. Pour qu ' une m~thode de Runge-Kut ta  d' ordre >= 2 q - 1  soit B-stable, 
il suffit que les coefficients b i soient positifs ou nuls, que la matrice A soit inversible 
et que tr(oo)l < 1. 

D~monstration. Remarquons d'abord que r(oo)= 1 - b r A  -1 e. On a aussi 

(MA -1 e, A -1 e ) = 2 b r  A -1 e - ( b r  A -1 e)2= 1 - [r(oo)]2 >0 .  

D'apr~s la proposition 2, la matrice M est de rang 1; on d6duit donc de l'in~galit~ 
pr~c~dente qu'elle est semi-d~finie positive. �9 
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On retrouve ainsi que les m~thodes d 'o rdre  2 q - 1  qui correspondent  aux 
approximat ions  sous-diagonales de Pad6 d6crites dans B.L. Ehle [5]  sont B-stables 
ainsi que les m6thodes de la classe Il L de F.H. Chipman  [3]. Donnons  pour  
terminer deux exemples de m6thodes semi-implicites B-stables. 

Exemple 1. M~thode semi-implicite d'ordre 3. 

Elle est d6finie par  

1 

z = � 8 9  2 1 / 5 ,  q = 2  

b =�89 \V 3 

Exemple 2. M~thode semi-irnplicite d'ordre 4. 
Elle est d6finie par 

2 7z 
~ = ~ c o s i ~ ,  q = 3  

zl = -  2 60~ 2 

1 1 + ~  
-c2= �89 b 2 = l  3~ 2 A =  2 

1 - c t  ba - 1 \ 
z 3 = ~ - -  6ct2 1 +c~ - ( 1  +2ct)  

o\ 
0 

1 + ~  - y -  
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