Wechselwirkung neutraler Afome
und homdopolare Bindung nach der Quantenmechanik .
Von W. Heitler und ¥. London in Zirich.
Mit 2 Abbildungen. (Eingegangen am 30. Juni 1927.)

Das Kriftespiel zwischen neutralen Atomen zeigt eine charakteristische quanten-
mechanische Mehrdeutigkeit. Diese Mehrdeutigkeit scheint geeignet zm sein, die
verschiedenen Verhaltungsweisen zu umfassen, welche die Erfahrung liefert: Bei
Wasserstoff z. B. die Mdglichkeit einer homsopolaren Bindung, bzw. elasti-
scher Reflexion, bei den Edelgasen dagegen nur die Ietztere — und zwar
dies bereits als Effekte erster Niherung von ungefihr der richtigen Griofie. Bei
der Auswahl und Diskussion der verschiedenen Verhaltungsweisen bewahrt sich
das Pauliprinzip auch hier, in Anwendung auf Systeme von mehreren Atomen.

Die Wechselwirkung zwischen neutralen Atomen hat der theore-
tischen Behandlung bisher erhebliche Schwierigkeiten bereitet. Wahrend
man sich von den Anziehungskriften der Tonen seit lingerer Zeit ein
einfaches Bild machen konnte, schienen die Verhiltnisse bei neutralen
Atomen, insbesondere die Moglichkeit einer nichtpolaren Bindung, auBer-
ordentlich schwer verstindlich, wenn man nicht zu sehr kiinstlichen Er-
klsrungen greifen wollte 2,

Die Entwicklung der Quantenmechanik hat fiir die Behandlung dieser
Probleme durchaus neue Gesichtspunkte geliefert: Zunidchst ist in den
reuen ,Modellen die Ladungsverteilung villig andersartig? als in den
Bohrschen Modellen (némlich Abklingen wie ¢~ 7), was bereits ein ganz
anderes Kriftespiel zwischen ,neutralen® Atomen nach sich ziehen wiirde.
Wesentlicher aber und entscheidend Iir das Verstédndnis der zwischen
neutralen Atomen mdglichen Verhaltungsweisen erweist sich ein charak-
teristisch guantenmechanisches Schwebungspbinomen, welches nahe ver-
wandt ist mit den von Heisenberg anigefundenen Resonanzschwebungen,
Wir werden am Beispiel zweier H-Atome (§ 1), sowie zweier He-Atome
(§ 8) diese Verhaltnisse studieren. Um das Resultat (§ 2) vorwegzu-
nehmen: Man erhilt fiir dile Wechselwirkungsenergie zwel Lésungen:
Eine, welche bei mittleren Abstinden der Atome Anziehung, bei kleinen

1 Vorgetragen auf der Gauvereinstagung der Deutschen Physikalischen Ge-
sellschaft Freiburg i. Br., 12. Juni 1927.

2 Literatur hieriiber siehe etwa Handb. d. Phys. Bd. XXII, 1926, Artikel
Herzfeld.

3 Die Korrespondenz zwischen klassischen und quantenmechanischen Grofien
bezieht sich bekanntlich nur auf die elektrischen Momente, d. h. auf die Schwer-
punkte der Ladung, nicht auf die Ladungsverteilung selbst, welcher Unterschied
bel den tiblichen spekiroskopischen Fragen nicht zum Ausirag kommt.
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Abstinden AbstoBung ergibt und welche fiir eine homdoopolare
Molekiilbildung geeignet ist (bereits in erster Naherung, in welcher
von Storungen durch Polarisation abzusehen ist). Diese Lisung ist jedoch
auf Grund des Pauliverbotes (§ 4) bei He im Grundzustand nicht erlaubt.
Eine zweite Ldsung, welche bei He allein in Frage kommt, liefert
iiberall Abstofung (van der Waals’ b-Krifte).

§ 1. Wechselwirkung zweier Wasserstoffatome. Wir stellen
uns die Aufgabe, die Energieinderung zu bestimmen, welche zwei neutrale
Wasserstoffatome im Grundzustand erfahren, wenn wir sie auf die Ent-
fernung R (gemessen am Abstand der Kerne) einander nihern. Je-
nachdem, ob diese Zusatzenergie bei allméhlicher Anniherung der Atome
abnimmt oder wichst, entnehmen ! wir Anziehung oder AbstoBung.

1. Wir bezeichnen die beiden Kerne, deren Abstand ein fiir allemal
fest und gleich B sei, mit ¢ und b, die beiden Elektronen mit den
Nummern 1 und 2, endlich die Abstinde der Elektronen von den Kernen

und voneinander mit 7q,, ..., 7,
Die Wellenglelchung unseres Problems — des 2 Wasserstoffa.tom—
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Wir interessieren uns fiir diejenigen Lissungen y, welche den Storungen
zwelier neutraler H-Atome im Grundzustand eutsprechen, und demgemif
werden wir sie von den wohlbekannten Eigenfunktionen des Wasserstoff-
grundzustandes ausgehend approximieren.

Befindet sich das Elektron 1 am Kern g, so ist thm die bekannte
Wasserstoffeigenfunktion vy

1

V() = Vl—;z_(al—o)a’ze* “ @

zuzuordnen, wobei @, den Bohrschen Bahnradius der 1,-Bahn bedeutet.
Das Argument 1 kennzeichnet die Koordinaten des Elektrons 1 im g-Raum,
wir schreiben es in Zukunft als Index also v, (eine Verwechslung mit

1 Es ist nicht iiberfliissig, darauf hinzuweisen, daf der hierin angenommene
Zusammenhang zwischen wellenmechanischer Frequenz und mechanischer Energie
durchaus hypothetisch ist, denn wir wissen, dafi gerade der Lorentzsche Kraft-
ansatz, der die Einwirkung des Feldes auf die Materie beherrscht, in der Quanten-
mechanik durch etwas ganz anderes, ni#mlich die Wellengleichung ersetzf wird.
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dem Eigenwertindex ist nicht zu befiirchten, da wir stets Atome im
Grundzustand betrachten). TEntsprechend bedeutet

1 /13 -

e ag o1
P1 V; ( %> ¢ ] (2)
daf das erste Elektron sich am Kern b befindet. Die beiden Eigen-
funktionen (2) und (2") sind durchaus verschieden, wenn sie auch durch
eine einfache Translation zur Deckung gebracht werden konnen?!; denn

sie splelen sich in verschiedenen Gebieten des Raumes ab.

Entsprechende Eigenfunktionen existieren fiir das Elektron 2:

1 1 3/2_21;2 ] l 3/2‘& 93,)
IR SOV
: 1/7: @y & Vn @y

welche besagen, daf das Elektron 2 sich am Kern a bzw. b befindet.
Die Eigenfunktionen (2a) unterscheiden sich von den Eigenfunktionen (2)
und (2) nur im ¢g-Raume.

2. Als ungestorte Eigenfunktionen werden wir diejenigen zu wihlen
haben, welche besagen, daf ein? Elektron am einen, das andere Elektron
am anderen Kerne sich befindet. Wenn man diese beiden noch wun-
gekoppelten Systeme als ein System zusammendenkt, hat man bekanntlich
das Produkt dieser beiden Eigenfunktionen als die gemeinsame Eigen-
funktion anzusehen. Das aber ist — je nach der Verteilung der beiden
Elektronen auf die beiden Kerne — auf zwei verschiedene Weisen mdglich.
Man hat zunichst:

P,y (1 ist bei a, 2 ist bei b). (3a)
Mit demselben Rechte aber erhiilt man auch:
Py, (2 ist bel a, 1 ist bei D). 8hb)

Beide Moglichkeiten gehdren zu derselben Energie des Gesamtsystems
(doppelte Wasserstoffenergie). Es liegt ein Fall zweifacher Entartung
vor: Sémtliche Paare orthogonaler Linearkombinationen von 1, g,

und 7, @, :
o

I

at, @, + by, } @)

B= cv,p,+d¢,p,

1 Man miége dementsprechend im folgenden stets im Auge behalten, daf
unsere Schliisse unverdndert bleiben, wenn v und ¢ auch ihrer Gestalt nach ver-
schieden sind, wodurch unsere Uberlegungen sich sogleich auf ein wesentlich all-
gemeineres Anwendungsgebiet erstrecken lassen.

2 Die Moglichkeit einer Ionisation schliefen wir hier zunichst aus; inwiefern
das berechtigt ist, werden wir erst spiter (§ 5) zeigen.
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mit den Normierungs- und Orthogonalitiatsbedingungen

a? + b - 2ab8 = 1,
A+ a + 2¢d8 =1, (3)
ac-+bd+ (ad+bc)S =0

(wobei § = J' U, @, Yy @, dt, dt,) sind als ungestorte Eigenfunktionen des
Problems anzusehen.

3. Die exakten Eigenfunktionen der Differentialgleichung (1) gehen
aus ganz bestimmten Linearkombinationen (4) hervor, den Eigen-
funktionen ,nullter Niherung und unterscheiden sich von letzteren nur
um eine kleine Stérung o. Die Koeffizienten @, b, ¢, d in (4) fiir diese
Eigenfunktionen nullter Niherung lassen sich nach bekannten Regeln
bestimmen. Zwar fehlt der Gleichung (1) der Charakter eines Storungs-
problems, weil man kein Glied in der Potentialfunktion als ,Stérungs-
potential“ abtrennen kann, aber die Methode zur Bestimmung der besagten
Koeffizienten und der Stérungsenergien ist genau die gleiche, wie wenn
ein Storungspotential vorhanden wire. Um die Rechnungen durch-
sichtiger zu machen, wollen wir von vorherein die richtigen und gemi
(5) normierten Linearkombinationen wihlen (und ihre Richtigkeit nach-
traglich verifizieren):

VZ T 25(#’1‘?2 + ¥, 1),
(4a)

g = (Y195 — P @y)-

1
Y2—25
Fir die gestorten Eigenfunktionen werden wir jetzt anzusetzen haben:

Yo == o + g,

1= ﬁ'+’”ﬁ‘}
Mit diesem Ansatz gehen wir in die Gleichung (1) ein, und beriicksichtigen,
daf die Funktionen ¢,, 9, ¢@,, ¢, den vier Gleichungen geniigen,

(6)

2

8aim/_, &
4.9, + 72 <Eo+r_>w1:01
1

a

BaPm £
Ayy+ i (By+ S =0,
5 (7
8 x*m s’
4,9, + 72 (Eo E) ¢, =0
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wobei E; = — 13,5 Volt den Eigenwert des Wasserstoffgrundzustandes
bedeutet. Mit der Bezeichnung
E, = F—2E, 8

fiir die Eigenwertstérung erhalten wir aus (1) die beiden Differential-
gleichungen fiir v, und vg:

5 | oQ [ & &
VZ + 28 L (v,) + (El——- Z;—fE)(wﬂpz + Pa9y)
/o2 2 2
+Ki +£—>¢2‘Pl+<:7+

ral Tbg

2

>¢1‘Ps =0, ()

&
Ta,
2

R &2
V2= 28 L (vp) + <E1 —% ——1—3) (%, 93 — Y, @)

+(§‘+8—2>¢2q)1_<8_2+i2‘>¢1q)2:0' 96

Yoy by Tty Tay

Damit diese in v inhomogenen Gleichungen fiir einen Eigenwert E
der homogenen Gleichung iiberhaupt losbar sind, ist zu verlangen, daf
die Inhomogenititen auf simtlichen Eigenfunkfionen der homogenen
Gleichungen, also auf y, und g4, die zum gleichen Eigenwert E gehoren,
orthogonal stehen.

Man findet zun#chst, daB die Inhomogenitidt von (9¢) schon ortho-
gonal auf § und die Inhomogenitiat von (9 ) orthogonal auf & steht (bis
auf vernachlissighare Grofien). Damit ist die Richtigkeit des An-
satzes (4a) verifiziert. Die beiden anderen Forderungen:

Inhomogenitst (9 ) | auf o,

" Oop 1L, B
liefern die beiden Eigenwertstérungen
E.S—E
E,=E 6 ——*1— 1%
148
E,8— B (10)
B |

mit folgenden Bezeichnungen:

z,, :“<_§, +e_2>wfq>f +¢M_<s_2+e_2>ws<pﬁ

/"12 .R 2 Tal Tb2 2
2 2 2 2
_(f_ +.8_> i %]dﬁdrz,
fay T/ 2 (11)
2 2 2 2 2 2 2 2
B= o - - s - D) R,
12 ar a3 b Thy

8= j"/ﬁ P, Yy Py AT, d7,.
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§ 2. Diskussion des Resultats. 1. Wir erhalten also zwei
Storungsenergien entsprechend den Ansitzen (5a):

E ., S—E
E, — L 13
11 1 + S
1
ehdrt zu ——= symmetrisch in 1 und 2),
g V2+28(¢1q’2+'¢’2‘p1) (sy )
E . S—E
Eﬁ:E11+ 1;-_812
1
gehort 20 ———— (¢, p, — ¥, @,) (antisymmetrisch in 1 und 2).

y2—28

Es ist ein mit klassischen Begriffen nur sehr kiinstlich zu be-
schreibendes Ergebnis, da zwei neutrale Atome auf zwei verschiedene
Weisen miteinander wechselwirken konnen. Von einem wirklichen Ver-
stindnis dieses Sachverhaltes sind wir wohl noch weit entfernt. Aber es
ist wiinschenswert, sich wenigstens dariiber klar zu werden, wie diese merk-
wiirdige Zweideutigkeit mathematisch zustande kommt. Das Wesentliche
ist offenbar, daf das Problem urspriinglich zweifach entartet ist (1a und 1b),
entsprechend den beiden Moglichkeiten, die Elektronen den neutralen
Atomen zuzuordnen®. Die Aufhebung dieser Entartung kniipft sich, wie

1In der klassischen Mechanik ist dieses Problem nicht entartet: Es
gehort zwar zu den beiden Elektronenanordnungen derselbe Energiewert. Aber
das Kriterium einer Entartung der klassischen Mechanik ist nicht E, — B, — 0,

sondern » E%—? = 0 (eine ,Nachbarschaftsbezichung“ hinsichtlich der Wirkungs-
variablen J). Tatséchlich haben auch die Elektronen in diesem Falle ihren vollen
Periodizititsgrad. Erst wenn die Energie ausreicht, die zwischen den
beiden Atomen befindliche Potentialschwelle zu iiberwinden (oder bei hinreichender
Anngherung der beiden Afome), hat K, — E, — 0 jetat ba_EJ_ — 0 zur Iolge und
das Problem ist entartet. Dabei beschreiben die Elektronen jetzt Bahnen um beide
Kerne und tauschen sich stindig aus. In der Quantenmechanik tritt diese Fall-
unterscheidung nicht auf (vgl. . Hund, ZS. f. Phys. 40, 442, 1926). Bei noch so
grofier (endlicher) Potentialschwelle besteht dementsprechend stets eine gewisse
Wahrscheinlichkeit fiir einen Austausch der Elektronen. Wihrend es in der
klassischen Mechanik eine Moglichkeit gibt, eine Etikettierung an Elektronen fest-
zuhalten (man lege jedes Elektron in eine hinlinglich tiefe Potentialmulde und
halte groBere Energiezufuhr fern), ist etwas Entsprechendes in der Quanten-
mechanik unméglich: Wenn man auch in einem Augenblick ein Elektron in einer
Potentialmulde weiffi, nie ist man sicher, ob es sich nicht bereits im niichsten
Augenblick mit einem anderen ausgetauscht hat. Daher ist eine Statistik, welche
prinzipiell von einer Individualisierung der Elektronen absiebt und nur ihre zahlen-
miBige Verteilung auf die Zustdnde beriicksichtigt, wie die Bose- oder Fermi-
statistik, den quantenmechanischen Beschreibungsméglichkeiten so ungemein an-
gepalit.
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man aus (10) ersieht, an das Nichtverschwinden der Eigenfunktion des
Atoms @ am Orte des Atoms b und umgekehrt (anderenfalls wire ¢, p, =0
und folglich E,, =—— O und § =— 0); das aber besagt, daB eine endliche
‘Wahrscheinlichkeit fiir das Elektron von a bestehen muf}, dem Atom b anzu-
gehoren. Das exponentielle Verhalten von ¢ und ¢ erfiillt tatséichlich diese
Bedingung stets. Man wird die Grofe 1/h(Ez — E,) als die Frequenz zu
deuten haben, mit welcher im Mittel ein Austausch der beiden Elektronen

2 2

erfolgt. Fiir groBe Entfernung nimmt diese Differenz wie Lo ab,

so dal weit entfernte Atome #uflerst selten® in Austausch trgten.

Das ganze Phinomen ist nahe verwandt mit dem von Heisenberg
behandelten quantenmechanischen Resonanzphinomen. Wihrend aber bei
Resonanz die Elektronen verschiedener Bewegungsstufen einer und
derselben Eigemfunktionenreihe sich ihre Energie austauschen,
treten hier Elekfronen gleicher Anregungsstufe (gleicher Energie),
aber an verschiedenen Eigenfunktionssystemen (¢ und @), in Austausch
threr Orte. Dort ist das zweimalige Vorkommen derselben
Sprungfrequenz charakteristisch (Resonanzphinomen); hier dagegen
ist von Resonanz nicht die Rede.

2. Wenden wir uns jetzt zur quantitativen Diskussion der Wechsel-
wirkungsenergien (10). Schon ohne ‘die auftretenden Integrale auszu-
werten, 14Bt sich sagen: Das Vorzeichen von E,,S—E,, ist stets
positiv. In einem Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblem beliebig
vieler Dimensionen mit homogenen Randbedingungen besitzt diejenige
Eigenschwingung, die keinen Knoten hat, den tiefsten Eigenwert.
Jede andere orthogonale FEigenschwingung hat Knoten und einen
hoheren Eigenwert. Nun ist aber offenbar die Losung o knotenlos,
wihrend B als antisymmetrische Eigenfunktion immer einen Knoten

besitzt. Es ist
esitz s ist also Ep’ > E,. (12)

Die Bedeutung von E,, ist sofort aus (11) ersichtlich: Es ist die
rein Conlombsche Wechselwirkung der vorhandenen Ladungsverteilung.
Die Ausrechnung ergibt
& _ER(% 5 38R 1 1?,2)

G 2 S48 1 AN 1t
ETE L4 B a3

L ,Grofle“ Rntfernungen sind bereits die mittleren gaskinetischen Abstinde

(3,3.1077 cm); bel ihnen ist die Periode eines Austauschs von der Grifenordnung
2

223 o

= } - e®

(~3.107% em) dsuert ein Austausch 10710 sec.

Zeitschrift fir Physik, Bd. LIV, 31

3,3.10~7 )
~ 1039 Jahre; dagegen bei den Abstinden im Kristallgitter
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Den Verlauf zeigt die mittlere Kurve in Fig. 1. R ist in Einheiten von
a, = 0,632 A, die Energie in Volt aufgetragen.

Der iibrige Teil der Energien (11) 148t sich nicht so einfach deuten.
Die dort vorkommenden Integrale liefen sich nicht alle auswerten. Man
berechnet:

2. 2 _ 2R
:<1+£+£2>6 .
MJL&( & & 2
j s s +rb1+rb2 R)drldrs (14)
2 g? 2R 4 R R, -2 2
_ — ]_ @y —
0< +a0+da2+3a0> ’ 8

wihrend wir fiir das fehlende Integral iiber 1/r,, nur eine obere Grenze
erhielten . Es ist

2R
| e PiPage g, <——< + 2 4 L) ay
T,q 3ad

Mit dieser oberen Grenze ergeben sich die Kurven E, uwnd Ej in Fig. 1.
Ejy zeigt bestindig Abstofung; E, zeigt in grofier Entfernung An-
ziehung, dann ein Minimum ungefihr bei B = a, und in kleiner Ent-
fernung Abstoflung. Die hier auftretende michtpolare Anziehung zeigt
sich als charakteristisch quanten-

g “ \ mechanischer Effekt. Sie kommt
7 I\ \ bereits zustande ohne Berfick-
g “ \ ] sichtigung der Stérungen durch
§5’ \ \ Polarisation. Es ist auch be-
f . \ merkenswert, dal die AbstoBung
E, s \ E, wie man sieht, zum gréften
é’z \\ N Teil ebenfalls auf diesem quanten-
&’ T\ mechanischen Effekt, nicht auf der
_j ;ﬁ’—) Npe—%—"1— % Coulombschen Wechselwirkung
AN e (&,,) beruht.
= 1 Die physikalische Bedeutung
Fig.1. Potential zweier neutraler H-Atome. der beiden Losungen, behaunpten

(E, = homdopolare Anziehung,

ir, ist folgende: Die antisym-
E{g = elastische Reflexion.) wir, g 4

metrische Losung mit der Wechsel-
wirkungsenergie E; entspricht der van der Waalsschen AbstoBung
(elastische Reflexion) der beiden Wasserstoffatome. Ist aber o angeregt,

1 Es handelt sich dabei um die Bestimmung des Selbstpotentials einer
Ladungsverteilung auf konfokalen Ellipsoiden, welche viel komplizierter ist, als
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50 konnen sich die beiden Wasserstoffatome zu einem homéopolaren
Molekiil zusammenschlieBen, wobei das Minimumh von E, die Gleich-
gewichtslage angibt. Wir werden ferner zeigen, daf bei der Wechsel-
wirkung zweier nichtangeregter Edelgasatome (§ 3) die Losung, die der
Molekiilbildung entspriche, quantentheoretisch verboten ist. Die Be-
griindung dieser Behauptungen erfolgt in § 4.

Die abgeschatzten Kurven ergeben ungefihr die Werte der betreffenden
atomaren Grofen: Atomdurchmesser, Dissoziationsenergie und
Trigheitsmoment des Molekiils. Was den durch die Abschitzung
verursachten Fehler angeht, so beachte man, daf jedenfalls Eg in Wirk-
lichkeit hoher, E tiefer zu liegen kommt, wodurch also der typische
Charakter der beiden Potentiale sich noch stirker ausprigen wiirde. Da
es nicht unser Ziel ist, mbglichst genaue Zahlenwerte auszurechnen
sondern Einblick in die physikalischen Verh#ltnisse bei der homsopolaren
Bindung zu gewinnen. begniigen wir uns hier mit dieser Abschitzung.

§ 3. Wechselwirkung zweier He-Atome. Wir untersuchen
mit derselben Methode die Wechselwirkung zweier mneutraler He-Atome.
Die beiden Kerne heifien wieder ¢ und b und seien in festem Abstand R
gehalten. Die Elektronen tragen die Nummern 1 bis 4. Fiir jeden
Kern existiert eine Eigenfunktion, ¢ fiir den Kern a, ¢ fiir den Kern b
welche jetzt aber Funktionen von je zwei Elektronen sind, und zwar
bat die He-Theorie von Heisenberg?! gezeigt, daf die Eigenfunktionen
des He-Grundzustandes symmetrisch in den Ortskoordinaten der beiden
Elektronen sind. Durch Produktbildung je einer - und einer g-Funktion
entsteht eine Eigenfunktion (wir schreiben die Argumente wieder als
Indizes):

Yir-r; CFEFIFj=12234 (16)
des ungestorten Problems (weitgetrennte neutrale Atome). Durch Per-
mutation der vier Elektronen (wobei man beriicksichtigt, daB ;. = 1,

@ = @y, ist) entstehen (;

gleichen Eigenwert gehoren. Sie lauten:

ViaPssr V30 Pro }

)_—_ 6 neue Eigenfunktionen, die alle zum

V15 Puzr Vyo Prso 17

U Pasr Vas Pra

die bekannte Dirichletsche Bestimmung fiir ihnlich gelegene Ellipsoide. In der
Abschiitzung (15) wurde das Ellipsoid durch eine Kugel mit der gleichen Gesamt-
ladung ersetzt.

1 W.Heisenberg, ZS. {. Phys. 88, 411, 1926.

31*
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Die Elektronen des Heliumgrundzustandes miissen hinsichtlich ihres Dralls
verschieden voneinander sein. Wir wollen die Bezeichnung so wihlen,
dafl die Elektronen 1 und 3 von gleichem Drall sind, ebenso 2 und 4,
aber 1 und 2 verschiedenen Drall haben. Dann ist es nach dem Pauli-
prinzip ausgeschlossen, daf 1 und 3 bzw. 2 und 4 am gleichen He-Kern
sich befinden. Wir kinnen demzufolge zwei der sechs Eigenfunktionen (17)
von vornherein ausschliefien und uns auf

Y1aPssr VsaPro: } (173)
Y14Pasr Yoz Puy
beschrinken. Die Wellengleichung fiir das 2-He-Problem lautet:
. 8aZm ( 4 £l 1 1
Ay =™ E—52<——}— _____ \) ]:o. 18
g[ at | R ot I (18)

Sie ist symmetrisch in allen vier Elektronen. Wir haben auch
hier wieder kein Strungsproblem von der iiblichen Form, da sich ebenso-
wenig wie in § 1 ein Storungspotential abtrennen liBt; wir entnehmen
aber der Symmetrie der Differentialgleichung, dal die Eigenfunktionen
pullter Niherung die gleichen sind, wie wenn ein kleines in den vier
Elektronen symmetrisches Storungspotential vorhanden wire. Wir
bezeichnen es mit H.

Mit dieser Hilfsbetrachtung konnen wir natiirlich nicht die Eigen-
werte erster Ordnung dem Sikularproblem entnehmen, wohl aber die
richtigen Eigenfunktionen nullter Ordnung, wenn diese allein durch den
Symmetriecharakter der Differentialgleichung ausgezeichnet werden. An-
statt mit den Eigenfunktionen (17a) in das Sikularproblem mit H ein-
zugehen, ist es praktischer von vornherein gewisse Linearkombinationen
von (17a) zu bilden, némlich (die Normierungsfaktoren lassen wir weg):

T = P, Qyy 1+ Vg Pras D, — ¢y sy — Y3y Pras 1 (17b)
Ty = U1 Pz T Vo5 Pra Dy = Y1, Pas — Vy3 P14 J

Alit diesen Eigenfunktionen verschwinden alle Matrizenelemente der
Form

jH?pcht:O,

denn H Y ist symmetrisch, @ dagegen antisymmetrisch hinsichtlich eines
Austausches von 1 mit 3 und zugleich 2 mit 4, das Integral ist aber
gegeniiber einem Austausch der Iutegrationsvariablen unempiindlich, es
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mufl also verschwinden. Weiterhin treten in dem Sakularproblem folgende
Matrizenelemente auf:

(Hwtar = [Hwidr = H,,,
(e, w0 =1,
[Ho}de = [H®}dr = K,

[HD, @,dv = 0.

Das Sikularproblem vierten Grades fiir die Stérungsenergien E
lantet dann:

P, P, @, @,

¥ | H,—E H, 0 0

¥, H, H,—E 0 0 o
@, 0 0 K,—E o T
@, 0 0 0 K,—E

Man erhilt einen zweifach entarteten Eigenwert K,, und zwei nicat
entartete Eigenwerte:
E, == Hy, + H,,
E; = H;;— Hy,
£y
Es |
Dazu findet man nach bekanntem Verfahren die Eigenfunktionen
nullter Ordrnung:

(19)
= K

11"

o= + ¥, = V395 + V34 P15 + V14 Pas + Va3 P10
B=T — Ty — V1305, + V3. P10 — V14 Pas — Va3 Py (20)
y =, = Yy P, — W3y Pros

0 =0 —

Y1y Pas — Va3 Prar

Aus demselben Grunde wie beim 2-Wasserstotfproblem muff E, der
tiefste Eigenwert, infolgedessen H,, < O sein; denn zu E, gehort die
knotenlose symmetrische Eigenfanktion or. Wir werden indes im folgenden
Abschnitt zeigen, daB dieses ¢, welches energetisch eine Molekiilbildung
ermoglichen wiirde, bei neutralem e quantentheoretisch nicht zulissig
ist, daB vielmehr von den vier Lsungen (20) einzig f auftreten kann,
welche wieder elastische Reflexion bedeutet.

§ 4. Pauliprinzip und Molekilbildung. 1. Wie man sich leicht
iiberzeugt; gehdren unsere Liosungen (4a) bzw. (20) Systemen an, welche
nicht miteinander kombinieren. Dieser Umstand ertifnet die Moglich-

=)

1 Sje unterscheiden sich darin von einem #hnlichen, kiirzlich von ¥. Hund,
ZS. f. Phys. 40, 742, 1927, untersuchten Falle, nimlich dem Zweizentrenproblem
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keit, das Pauliprinzip, welches sich bei der Diskussion der Elektronen-
konfigurationen der Einzelatome so bewihrt hat, in einem erweiterten
Sinne auf das System zweier in Wechselwirkung stehender Atome an-
zuwenden, um eine engere Auswahl der quantentheoretisch erlaubten
Verhaltungsweisen zweier Atome zu erzielen.

Folgende Formulierung dieser Vorschrift ist fiir unsere Zwecke aus-
reichend !: Die auserwihlten Eigenfunktionen des Systems sollen bei

h
Vertauschung zweier Elektronen ihr Vorzeichen M, wenn die
beibehalten
leich
beiden Elektronen wﬂ-— Drall haben. (Eine sogenannte ,Eigen-
verschiedenen

funktion des Dralles* ist hierbei nicht zu beriicksichtigen.)

2. Wir wenden diese Vorschrift auf die Losungen des §1 und 3
an. Fiir Wasserstoff behalt das symmetrische o bei Vertauschung von
1 und 2 sein Vorzeichen bei, 8 wechselt es. Bei ¢ miissen also die beiden
Elektronen verschiedenen, bei 8 gleichen Drall haben. Da jedoch iber den
Drall getrennter Atome keine Einschrinkung besteht, konnen beide
Lgsungen vorkommen — je nach Zufall.

Fir die Losungen (20) des 2-He-Problems aber wissen wir, daf
1 und 8 sowie 2 und 4 je gleichen Drall hatten, 1 und 2, sowie 3 und 4
dagegen verschiedenen. Der Vertauschbarkeit der Elektronen sind da-
durch von vornherein Grenzen gesetzt. Soll das einzelne He-Atom
existenzfihig bleiben (Pauliprinzip, angewandt auf das einzelne He-
Atom), so darf man nur die Elektronen 1 mit 3 sowie 2 mit 4 vertauschen.
Gegeniiber jeder dieser Vertauschungen miissen die auserwihlten Eigen-
funktionen antisymmetrisch sein. Bei Vertanschung beider Paare
mufl sie sich wieder (ohne Vorzeichenwechsel) reproduzieren. Die Eigen-
funktionen &, 8, y, 8 gehen nun bei den genannten Vertauschungen tiber in

1 mit 3 2 mit 4 i3,
a—> +« + o +a
8— —8 —8 + 8
y > —d + 9 —y
8 — —7 +7r —d

mit einem Elektron, bei dem Losungen von der Form ¢ -+ und ¢ — y auftreten,
welche miteinander kombinieren.

1 Diese Formulierung des Pauliprinzips ist nicht ganz richtig. Aber eine
wirklich allgemeine Fassung desselben ist bis jetzt nicht bekannt. Wir verweisen
auf die Arbeit von W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 41, 2389, 1927, sowie besonders
anf bald erscheinende {Jberlegungen von F. Hund.
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Wir sehen also, dal bei He einzig die Liosung § den Forderungen
geniigt. Zu ihr aber gehort der hthere Eigenwert. Wenn wir die
Verhiltnisse beim Wasserstoff hier itbertragen, so haben wir fiir die Ab-
héingigkeit der Wechselwirkung von R die obere Kurve Fg von Fig. 1,
welche stets Abstobung ergibt, anzunehmen. Nihere Diskussion zeigt,
daf sie ungefihr die richtige Grifie des gaskinetischen He-Radius liefert.
Die auflerordentliche Einschrinkung, die wir hier beim He finden, hat
ihren Grund ersichtlich darin, daf 2 He-Atome (und dasselbe gilt fir
alle Edelgase) sich hinsichtlich ihres Dralls nicht unterscheiden konnen
— im Gegensatz zum Wasserstoff (und allen Atomen mit unabgeschlossenen
Schalen) —, wodurch 2 He-Atomen nur eine einzige Verhaltungsweise
moglich ist.

3. Wir wollen jetzt noch zeigen, welche von den so ausgeschiedenen
Losungen eine Molekilbildung gestatten. Folgende Charakterisierung
eines Molekiils scheint fiir eine weite Klasse von Fillen das Richtige zu
treffen!: Die Konfiguration derjenigen Elektronen, welche an der Bin-
dung der Molekel beteiligt sind, scll adiabatisch (d. h. ohne Quanten-
spriinge) in eine nach dem Pauliprinzip erlaubte Konfiguration eines
Atoms iiberfiithrbar sein.

Man sieht sofort, die Losung o0 von Wasserstoff ist in diesem Sinne
einer Molekiilbildung fihig?: Durch adiabatisches Zusammenriicken der
Kerne wiirde der Grundzustand eines He-Atoms (1'8S) resultieren. Tat-
sichlich zeigt E, (Fig. 1) starke Anziehung, — die Gleichgewichts-
lage entspricht dem normalen Zustand der Hy,-Molekel.

Die Lésung § von Wasserstoff tritt, wie wir sehen, ein, wenn die
beiden Elektronen gleichen Drall haben. Bei der Uberfithrung in einen
He-artigen Zustand wiirden zwel dquivalente Bahnen mit gleichem Drall
resultieren. Diese sind aber ausgeschlossen. [Es wire dies der tiefste
Zustand des Triplettsystems (1 3S), der nicht vorhanden ist, und der bei
der Auffindung des Pauliprinzips eine so grofe Rolle gespielt hat.] (3 kann
also nicht zur Molekiilbildung fithren — und sozusagen als die Wichter
des Pauliverbots sehen wir eine betrichtliche AbstoBung jede Anniherung
verhiiten.

Die Losungen ¢, 3, p, 0 bei He konnen sémtlich keine Molekiil-
bildung bewirken, denn es wiirden dann vier Elektronen in einer K-Schale

1 Wir lehnen uns dabeli an die ﬁberlegungen von H.G. Grimm und
A. Sommerfeld, ZS. f. Phys. 36, 36, 1926, sowie ¥. Hund, L. c., an.

? Sie muB natiirlich nicht zur Molekiilbildung filhren. Wann das eintritt,
hingt von den Anfangsbedingungen ab.
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sich befinden, das aber ist ausgeschlossen. Wohl aber wire es durchaus
moglich, mit angeregten He-Atomen eine existenziiihige Schale zu bilden,
bei diesen wiren mehrere gegenseitige Verhaltungsweisen je nach dem
vorliegenden Drall durchaus gegeben, und in diesemm Sinne wird man
das Vorhandensein sehr unstabiler He,-Molekiile w. a. zu verstehen haben.

4. Die Uberlegungen des vorigen Abschnittes werden unvollkommen
erscheinen, solange nicht gezeigt ist, daf die Anziehungskrafte, welche
zur homdopolaren Molekiilbildung fithren, erléschen, sobald die vor-
handene chemische Valenz abgesittigt ist.

Man iiberlegt sich leicht, daf zwischen zwel Systemen, die sich hin-
sichtlich ihres Elektronendralls nur in einer einzigen Weise relativ zu-
einander einstellen konnen (wie wir z. B. bei He sahen), nur eine Eigen-
schwingung vom Typ f8 bestehen kann, welche einen Knoten hat, und
man wird demzufolge wie bei He hier stets Abstofung erwarten. Dieser
Fall tritt ersichtlich immer dann bereits ein, wenn wenigstens eines
der Systeme eine abgeschlossene Schalenkonfiguration hat, also z. B. bei
H,+ H, He 4 H, H, + H, usw. Die Unméglichkeit, H,-, H,-, HeH-
Molekiile aus den unangeregten Atomen zu bilden, gebt im ibrigen
bereits aus der Platzbeschrinkung in der K-Schale hervor.

§ 5. Wasserstoff und Ionenbildung. Unsere Uberlegungen im
ersten Paragraphen konnen insofern nicht vollstindig sein, als der Moglich-
keit der Ionenbildung nicht Rechnung getragen wurde. Wir hatten dort
in unseren Ansdtzen den Ausgang genommen von den Funktionen (3):

Y, @, bzw. ¢, @,

welche fiir jeden Kern je ein Elekiron vorsehen, — entsprechend unserer
Fragestellung nach der Wechselwirkung neutraler Atome.

Wenn wir uns jetzt fiir die Wechselwirkung zweier H-lIonen (H*
und H") interessieren, werden wir die Konfigurationen zweier Elektronen

Yy Py bzw. @, @y, (21)

zu beriicksichtigen haben, die wir bisher nicht beachteten. — Man konnte
meinen, daf diese Vernachlissigung zu Unrecht geschab, da die Eigen-

am gleichen Kern:

funktionen (21) zum gleichen Eigenwert gehtren, wie die vor uns bisher
allein benutzten (3), daf wir also von einer vierfachen Entartung auszu-
gehen hitten.

Das ist indes nicht richtig: Auch fiir weit getrennte Ionen sind die
sehr betrachtlichen Stérungen der beiden Elektronen untereinander
von vornherein mit zu beriicksichtigen, wenn beide Elektronen am gleichen
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Kerne sich befinden (analog den Stérungen im He-Atom!). Wir erhalten
fiir getrennte Ionen statt der 2 £, (— 27 Volt) der neutralen Atome eine
um die Tonisierungsarbeit (13,5 Volt) hiohere Energie (korrigiert um den
Betrag der Elektronenaffinitit, der aber nur sehr geringfiigig ist. Als
Eigenfunktionen sind dementsprechend sogleich statt (21) He-artig ge-
storte Funktionen zu benutzen:

Yy, bzw. @,,,

welche jedenfalls in 1 und 2 symmetrisch sind und sich nur der Lage im
g-Raum, nicht der Gestalt nach unterscheiden.

Beriicksichtigen wir jetzt die Storung des He-artigen Ions H~ durch
das H", so erhalten wir wegen des Symmetriecharakters der Wellen-
gleichung (1) in iiblicher Weise
als Eigenfunktionen nullter Ord-
nung (ohne Normierung):

o* = iy Prar ]

ﬁ* = P19 P10 [

Bei gegenseitiger Anniherung

der beiden Ionen werden die zu-
gehorigen Eigenwerte Ey und Ef
zundchst abnehmen, ungefihr wie

alfiria?

(22)

2
das Tonenpotential — % (Fig. 2).

Hierbel wird EF, als zum knoten-
losen o* gehorig, stets tiefer als £}
sein. Der Unterschied Ef — Ej

|- Jpnrsierungsspannung + Llektromer

ist proportional der Frequenz des b
Austauschs der Jonenladungen. .
Solange die Eigenwerte EF Fig. 2. Tonenpotential (£, £5),
T . . " verglichen mit dem Potential neutraler Atome
und Eg nicht in die N#he unserer (B, Bp).

Energiekurven von §2 (sie sind

in Fig. 2 noch einmal eingezeichnet?) kommen, sind die Rechnungen des
§ 1 als Storungen des Higenwertes 2 E, =— — 27 Volt aufzufassen und
nicht zu beanstanden. Etwas Neues tritt aber ein, wenn die neuen
Kurven den alten sehr nahe kommen. Fiir diese Werte von B wird der

1 Auf Grund der nachfolgenden Uberlegungen ziehen wir die hier angegebene
Zuordnung der Terme der von F. Hund, L c., Fig. 12, vorgeschlagenen vor, denn
aus den Uberlegungen des §4 geht hervor, da durchaus nichi alle Zustinde des
2-H-Problems in Zustinde der Hy-Molekel, geschweige des He iibergehen.
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betreffende Eigenwert mehrfach, man hat Entartung, die ,richtigen®
Eigenfunktionen nullter Ordnung werden dann gewisse Liinearkombi-
nationen der Eigenfunktionen vor dem Schnittpunkt, welche sich
durch ein Sikularproblem ergeben. Die Rechnungen des § 1 wiren
also zu beanstanden, wenn sich bei dieser Gelegenheit andere Linear-
kombinationen ergeben wiirden, als die dort benutzten. Das wollen
wir jetzt priifen.

1. Zuerst werden E¥ und eventuell auch E{}" die obere der beiden
Energiekurven Eg schneiden. Da o* und f* symmetrisch, dagegen # anti-
symmetrisch in 1 und 2 ist, welche Symmetrieverhiltnisse aunch bei be-
liebig grofer Storung wegen der Symmetrie der Differentialgleichung in
1 und 2 nicht verlorengeht, so. verschwinden die Matrizenelemente der
»Storungsenergie“ ' H, die in den Sikularproblemen auftreten:

[Horpdz, dr, = 0,
[Hp*Bar, dr, = 0.

Das Sakularproblem am Schnittpunkt von EF mit Eg lautet also:

jHa“dr—E 0

0 [Hpar—E =0

Ein gleichartiges Sakularproblem erhilt man fiir den Schnittpunkt
von Ef mit Ejs Hieraus geht hervor, daf die sakularen Eigenwerte die-
selben sind wie die urspriinglichen, und weiterhin, daf die Eigen-
funktionen sich unvermengt durchdringen, ohne Linearkombi-
nationen zu bilden®

2. Sodann wird «* sich mit « auseinanderzusetzen haben. Wiirde
2
man nur das Ionenpotential — % berticksichtigen, so wiirde E} die Null-

achse bei R — 2a, schneiden (Fig. 2, punktierte Kurve). In diesem
Bereich befindet man sich aber bereits merklich im Innern der Ladungs-
wolke (sie ist fiir H™ wesentlich ausgedehnter als fiir H), und demzuiolge
wird dort allm#hlich die Ionenanziehung aufhtren und einer Abstofung

1 {ber diese Funktion H siehe das in § 3 Gesagte.

? Physikalischer kann man diese Unvermengbarkeit von £ mit «* und g*
voraussehen, da @ gleichgerichteten Drall, o* und g* (ndmlich symmetrische He-
Grundzustand-Konfiguration!) ungleichen Drall haben; wenn zwischen zwei Atomen
die Konfiguration 8 besteht, kann also nicht zugleich «* oder g% sein. Eine
Linearkombination von 8 mit o* oder A% wire ganz unverstindlich.
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Platz machen!. Man @iberlegt sich leicht, daf auch bei Beriicksichtigung
der Austauschglieder die beiden Kurven Ej und E, in der Gegend des
Minimums von E, sich noch fernbleiben (Fig. 2, die ausgezogene Kurve E}
ist nur ganz qualitativ). Die Linearkombination von o mit o* wird dem-
gemif in der Gegend von B = 2a, noch schwach sein — man kann sie
als Storung der Kigenfunktion o auffassen. Es wird deshalb berechtigt
sein, F, ohne Beriicksichtigung der Linearkombination mit E} zu be-
rechnen, und gerade dadurch wird das Molekiil als ,vorwiegend
homdopolar¢ charakterisiert. E} hat seinerseits irgendwo ebenfalls ein
Minimum; an dieser Stelle wire also Platz fiir eine polare Molekel
Insofern aber dieses Minimum kein absolutes Minimum ist, und insofern
es auf adiabatischem? Wege in das uns bekannte absolute Minimum iber-
gehen kann, wird man mit Recht sagen, daf die polare Molekiilbildung
nicht die stabile Konfiguration der beiden H-Atome im Molekiil darstellt.
Bei einer Trennung der Molekel ohne gleichzeitige Anregung wird man
daher mit groferer Wahrscheinlichkeit erwarten, zwei neutrale Atome zu
finden. In welcher Weise die beiden Lésungen o und o* linear kom-
binieren, laft sich ohne eingehendere Untersuchung nicht voraussehen.

Die Losung (* schlieflich (antisymmetrisch in ¢ und ¢) wiirde
ungestort die Losung o auf Grund derselben Uberlegungen wie oben
durchsetzen. Vermutlich kommt es aber gar nicht dazu. Zur Molekiil-
bildung kommt B* wegen ihrer Nichtiiberfiihrbarkeit in eine He-Kon-
figuration — sie hat zwischen den Kernen einen Knoten —— nicht in
Betracht.

Wir mgchten glauben, daf die hier aufgefundenen Kategorien von
Entartungen und Symmetrieverhéltnissen typisch sein diirften fiir einen
groBen Bezirk der Tatsachen, welche mit den Wechselwirkungen von
Atomsystemen untereinander, vor allem mit den Diskontinunititen ihrer
chemischen Verhaltungsweisen im Zusammenhang stehen 2.

1 Das Vorhandensein einer Iomenabstofiung fiir kleinere Entfernungen (bei
Zugrundelegung der guantenmechanischen Ladungsverteilung) haben unabhingig
bereits L. Pauling, Proc. Roy. Soc. (A) 114, 181, 1927, und A. Unssld, ZS. &
Phys. (im Druck), bemerkt.

2 Das Wort ,adiabatisch®“ ist hier nicht ganz am Platze, da die flberfiihrung
durch einen Punkt der Entartung hindurchgeht.

3 Man wird sich iiberlegen, ob das Austauschphinomen, welches fiir die
Wechselwirkung von Atomen so mafigebend ist, sich noch in anderen Gebieten der
Physik bemerkbar macht. Wir mochten hier auf zweierlei hinweisen. Bei den
StoBprozessen bringt der Austausch von Stof- und Atomelekiron die Méglich-
keit mit sich, auch Quantenspriinge zwischen opfisch nicht kombinierenden Term-
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Herrn Prof. Schrédinger mochten wir von Herzen danken fiir das
liebenswiirdige, fordernde Interesse, mit welchem er unsere Arbeit be-
gleitet hat. Dem International Education Board danken wir, dal er es
uns ermdglicht hat, hier in Ziirich zu arbeiten.

Ziirich, Physikal. Institut der Universitdat, Juni 1927.

systemen anzuregen (z. B. 11§ — 23§ bei He). Nach der Bornschen Theorie
sind soleche Uberginge nur auf Grund der minimalen magnetischen Wechselwirkung
méglich. Bei der Deutung des Kraftgesetzes der Atomkerne, welches sich
in den Streuversuchen mit - oder H-Teilchen -bemerkbar macht, wird man als
einen wesentlichen Einfluf den Austauseh mit Kernbausteinen zu beriicksichtigen
haben.




