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1. Einleitung

Das Anliegen dieser dreiteiligen Arbeit ist es, verschiedene der auftretenden
Fragen bei der Approximation des Eigenwertproblems

(1) Au=ABu
durch eine Folge von Eigenwertproblemen
() Au=2ABu, 1€,

gleicher Bauart zu studieren, wobei 4, B Abbildungen von X—Y und 4, B,
Abbildungen von X,— Y, fiir eine Folge A, von Indizes sind mit Banachrdumen
X, X, bzw. Y, Y, 1ed,, die diskrete Approximationen im Sinne von [30] bilden.

Wiihrend in den beiden folgenden Teilen dieser Arbeit Abschitzungen fiir die
Konvergenzordnung und Existenzsitze fiir asymptotische Entwicklungen der
Eigenwerte und verallgemeinerten Eigenvektoren bewiesen werden, beschiftigt
sich der vorliegende Teil mit einer Abrundung der qualitativen Konvergenz-
theorie, wie sie hauptsichlich in [12, 20, 31] entwickelt worden ist.

Im zweiten Abschnitt werden die grundsitzlichen qualitativen Konvergenz-
resultate entwickelt. Wichtigstes Ergebnis ist der Satz 2. (15), in dem notwendige
und hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz der Eigenwerte von (2) der
algebraischen Vielfachheit nach gegen einen isolierten Eigenwert von (1) gegeben
werden, der dann als stabil bezeichnet wird. Der Beweis dieses Satzes verwendet
neuere Resultate aus [18] bzw. [37). Zur Illustration seiner Reichweite wird ge-
zeigt, wie sich einige in der Literatur bisher untersuchte Fille (gleichmiBige
Konvergenz [22], kollektiv kompakte Operatorfolgen [1—3], diskret kompakte
Operatorfolgen [31]) als hinreichende Bedingungen fiir die Stabilitit deuten
lassen. Hierbei zeigt sich der Vorteil, ebenso wie in [20] nur die Approximation
von isolierten Teilen des Spektrums von (1) zu untersuchen, was die Voraussetzung
B vollstetig, (B ),, diskret kompakt (s. [31]) entbehrlich macht.

Im dritten Abschnitt geben wir einige erginzende Resultate iiber Konvergenz-
eigenschaften der Pole der Resolventen und der Dimensionen gewisser ausge-
zeichneter Teilrdume der algebraischen Eigenridume, die entsprechend im Zu-
sammenhang mit kollektiv kompakten Operatorfolgen in [1] bewiesen worden
sind. AuBerdem machen wir einige Bemerkungen zur Konstruktion von konver-
genten Basissystemen von Hauptvektoren.
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Der letzte Teil der vorliegenden Arbeit beschiftigt sich mit den Approxima-
tionseigenschaften der zu (1), (2) adjungierten Probleme, die im fiinften Abschnitt
zu finden sind. Sie finden ihre angemessene Formulierung in der Verwendung von
diskreten Approximationen von Dualsystemen, die im vorhergehenden Abschnitt
soweit wie notig studiert werden.

Angeregt durch die gro8e praktische Bedeutung der Spline-Funktionen sowie
der finiten Elemente bei der niherungsweisen Losung von Integral- und Diffe-
rentialgleichungen sind in der letzten Zeit einige Untersuchungen tiber das Kon-
vergenzverhalten von Methoden vom Projektionstyp bei Eigenwertproblemen
mit besonderer Betonung auf nicht notwendig symmetrischen Problemen ver-
offentlicht worden (s. (4, 6—8, 21, 23, 29]). Die grundlegenden Resultate fiir Metho-
den dieses Typus sind in den etwas weiter zuriickliegenden Arbeiten [24, 35, 36]
erzielt worden. Fiir symmetrische Aufgaben liegen derartige Untersuchungen in
[5, 10, 21, 27, 28] vor. Etwas allgemeinere Approximationsschemata sind in
[9, 11, 25] studiert worden.

Leider machen die neueren Arbeiten unter ihnen keinen Gebrauch von der
vor allem in [31] (s. auch [1—3, 12, 13, 15, 19, 20]) entwickelten Konvergenz-
theorie fiir (1), (2). Hier werden nicht nur keine Symmetrievoraussetzungen
oder Annahmen der Art X=Y, B=1 oder X,CX, ¥,CY benétigt, sondern gleich-
zeitig wird die allgemeine Struktur der Diskretisierungsmethoden zur ndherungs-
weisen Losung von (1) erfaBt und durchleuchtet. Dies bedeutet u.a. einen wesent-
lichen systematischen, verstindnismiBigen und arbeitstkonomischen Vorteil.
Erstaunlicherweise sind die mit der allgemeinen Diskretisierungstheorie erzieiten
Aussagen so weitreichend, daB sie bei Spezialisierung auf den strukturell einfachen
Fall der Projektionsmethode die dafiir bekannten Resultate, mit ganz wenigen
Ausnahmen, in voller Allgemeinheit ergeben. Aber ebensogut kann man die
Theorie auch auf Differenzenverfahren, Quadraturformelmethoden, singulire
Stoérungen, simultane Gebiet- und Koeffizientenstérungen u.a. anwenden und
erhilt damit fiir diese Methoden ebenfalls Ergebnisse gleicher Tiefe.

2. Approximation des Spektrums und der algebraischen Eigenrdume

Zu Beginn dieses Abschnitts fithren wir die benttigten Begriffe ein. Es folgt
dann die einfache Aussage (11) iiber die Oberhalbstetigkeit des Spektrums. Das
Hauptresultat iiber die Konvergenz von Eigenwerten der algebraischen Vielfach-
heit nach ist in Satz (15) enthalten. Es schlieBen sich dann eine Reihe von Be-
merkungen an, welche die Reichweite der erzielten Ergebnisse etwas beleuchten.

Es seien X, Y Banachsche Riume. Vorgelegt sei das Eigenwertproblem
(1) AB—A4)u=0, wueD(4),

mit Operatoren 4A€C(X, Y), der Menge der dicht definierten, abgeschlossenen
Operatoren und BeB(X,Y), dem Banachraum der beschrinkten Operatoren
von X nach Y. Gesucht werden Punkte des Spektrums, insbesondere Eigenwerte,
die in einer offenen Teilmenge G CC liegen, und zugehorige Hauptvektoren. Zur
niherungsweisen Berechnung wird eine Folge von Eigenwertproblemen

(2) (AB,—A4)u,=0, wu,eD(4), 1,
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verwendet, wobei A, eine Folge von Indizes ist und fiir jedes (€A, gilt
A4,eC(X,Y), BeB(X,Y). X,Y, 1e4,, sind Banachsche Riume, von denen
wir annehmen, daB sie diskrete normierte Approximationen &7(X, ITX , lim) bzw.
(Y, IIY, lim) mit konvergenten Metriken bilden (s. {30, 1.1.(A)]). Damit ist
eine diskrete Konvergenz einer Folge (1#,), von Elementen #,€X, bzw. Y,, t€A,
gegen #€X bzw. Y erklirt. Hier und im folgenden bezeichnet A bzw. A, stets
eine Teilfolge bzw. ein Endstiick von A, nicht jedesmal notwendig dieselben.
Wir schreiben oft nur 4(1) anstelle von AB—4, A€G, und bezeichnen mit ¢(4)
bzw. g(A4):=G\o(4) die Resolventenmenge bzw. das Spektrum von (1). Fiir die
Definition der Resolventenmenge und der Hauptvektoren s. {12, S. 47].

Beim Studium der Konvergenzeigenschaften von (2) spielen die Klasse der
diskret kompakien (s. [14, 30]) und der approximationsreguliren, kurz: a-reguliren
Operatorfolgen (s. [16]) eine grundlegende Rolle, die wie folgt definiert sind.

(3) Eine Folge (A )4, von Operatoren A ,: X ,—Y, heifst diskret kompaks, wenn fiir
jede Teilfolge AicAy und jede beschrinkte Folge (u,), von Elementen u,€X,, 1€4,
die Folge (4 ,u,) 4, fiir etne Teilfolge A’ CA konvergent ist.

(4) Eim Paar A, (A),, von Operatoren AcC(X,Y), 4,eC(X,,Y), ted,, heift
a-reguliir, wenn fiir jede Teilfolge ACAy und jede beschrinkte Folge (u,), von Ele-
menten uw,€D(A,) aus der Konvergenz A u,~>v (1€A) die Existenz einer Teilfolge

A’ <A und eines ueD(A) folgt mit
u,—>u (1ed’), Au=v.

Die grundlegende Bedeutung der a-regulidren Operatorenpaare bei Diskretisie-
rungsprozessen von inhomogenen Aufgaben ist in [16—18] gezeigt worden.

Um Konvergenzresultate zu erhalten, wird man mindestens benétigen, dall
(1) durch die Folge (2) approximiert wird, was sich z.B. durch die Konsistenz von
(4,)4, bzw. (B,) 4, mit A bzw. B ausdriicken LiBt (s. [30, 1.2.(c)]). Aber selbst
unter der Voraussetzung von 4,—~>4, B,—B (1€d,) (fiir die Konvergenzdefini-
tion s. [30, 1.2.(2)]) ist i.allg. nicht einmal die Oberhalbstetigkeit der Spektren
gegeben (s. [22, p. 431]). Eine dies sichernde Voraussetzung ist die Bedingung
(aF) Fiir jedes A€o (A) ses A(A), (4,(R)) 4, a-regulir und fitr jedes €A, folge aus
N(4,(4))={0}, daB R(A,(A))=, ist. Ferner konvergiere B,~ B (1€4,).
(5) Ist KCp(A) kompakt, so gilt unter der Voraussetzumg (aF), daf fir ein

Endstiick A, gilt K<p(4,), 1€y, und A7Y(A) gleichmifig fiir 1€A; sowie AcK
beschrankt ist.

Den Beweis fithrt man leicht mit einer Widerspruchsannahme (vgl. [16, 2.(5)],
[20, 3.(2)]). Ist A€G Limes einer Folge (4,), von Punkten 4,€0(4)), so folgt unter
der Voraussetzung (aF) aus (5), daB 2 in o (4) liegt.

Sei nun o eine kompakte Spektralmenge von 4, d.h. 6o (4) ist kompakt und

o (A)\o ist relativ abgeschlossen in G. Ist 4 ein Cauchygebiet zu ¢ mit Rand 24
(s. [34, p. 288]), so heilit

©) P(0):=50; fA-l(E)Bdfz XX
o4

die Spektralprojektion von A zu o. Fiir den Fall, daB ¢ aus einer endlichen Zahl
von Polen von 4-1{.) B besteht, ist der Wertebereich von P(o) gleich der direkten

25 Numer. Math,
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Summe der zugehorigen algebraischen Eigenriume (s. [12, S. 54]). In unseren
Untersuchungen spielt auch noch der Operator

) 0(0):= 507 fBA—l(g)dg: Yy
o4
eine Rolle. Aus der sog. Resolventengleichung
() A7) =AW =A=A)AX) BA (D), X, Ace(d),
folgt die Beziehung
) A @) Q(0)=P(o) A (), x€o(4),
woraus man entnimmt, daB Q (o) eine stetige Projektion in Y ist mit
(10) R(Q(0))=A(x) R(P(0)), ae€p(4).

Fiir weitere Eigenschaften von Q (o) vgl. [12, 1.(14)], [20, 1.(17)], [31, 1.3.].
Wir kommen jetzt zur Frage der Bestimmung von o(4) aus der Kenntnis

von o(A ). Dies ist i.allg. selbst bei Vorliegen gleichmiBiger Konvergenz nicht

moglich (s. [22, p.210]). Man hat nurmehr das folgende Ergebnis (vgl. [1,

Th. 4.16], [12, 3.(15)], [20, 4.(1)], [22, IV-3.16], [31, 3.2.(2)]).

(11)  Sei (aF) erfiillt, und sei o eine kompakte Spektralmenge von A mit zugehirigem

Cauchygebiet A. Dann gilt

(12) inf{dist (4, 0)|A€o(4 )} >0  (ted,).

Fiiy ein Endstick A, ist 84Co(4), so daf mit o,:=0c(A4 ) MA die Projektionen
P(o),Q.(0,), t€y, existieren. Es gilt

(13) P(o)>Plo), Q.o)—>Qlo) (iedy)
sowie rank Q (o) =rank P(g), rank Q,(¢)=rank P,(c,), t€A,, und
(14) lim inf, rank P, (¢,) = rank P(g).

& (R(P(0)), IR (P,(,)), lim) bzw. o/ (R(Q(0)), [IR(Q,(0.)), lim) bilden cine diskrete
Approximation mit der durch X,IIX ,lim bzw. Y, 1Y, lim induzierten Konver-
genz. Ist 6 <=0, dann ist auch o, == fir fast alle 1€4,.

Beweis, GemaB (5) ist 04 Cp(4), teA;. In [16, 2. (6)] ist 471 (1) >A-1(4) (c€d,),
A€dd, gezeigt worden. Die fiir A;* angeschriebene Resolventengleichung (8) er-
gibt zusammen mit (5) die gleichgradige Stetigkeit der Folge (4;'(1)),, fiir
A€dd. Dann entnimmt man [31, 2.3.(4)] die Aussagen P,(¢)—>P(s), Q,(0)—
Q(0) (ted,). Es ist leicht zu sehen, daB hieraus folgt, daB die Wertebereiche der
Projektionen eine diskrete Approximation bilden, und [31, 3.1.(1)] zieht dann
die Beziechung (14) nach sich. Da A(«) bijektiv ist, entnimmt man aus (9) die vor
(14) genannten Gleichungen. Ist o=@, dann wird P(g) =0, so daB wegen (13)
fiir fast alle t€A, auch P,(c,) =0, also o, %9, ist. Zusammen mit (5) erschliefit
man dann (12}.

Die Eigenschaft von R(P(0)),IIR(P,(0,)),lim eine diskrete Approximation
zu sein, hat insbesondere auch zur Folge, daB der Limes einer konvergenten Folge
von Elementen #,6 R (P,(0,)) in R(P(0)) liegt.
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Wir wenden uns nun dem Fall zu, da8 die Spektralmenge ¢ aus einem isolierten
Punkt A€0(4) besteht. Unter den Voraussetzungen von (11) ist dann A Limes einer
Folge von Punkten 1,€0(4,), t€A;. Wenn R(P(4)) unendlichdimensional ist, so
konvergieren gemiB (14) die Dimensionen der Wertebereiche der Spektral-
projektionen P,(¢,). Was 1aBt sich nun diesbeziiglich im Falle dim R (P(4)) < oo
sagen ?

(15) Ses (aF) erfillt, und sei A ein isolierter Punkt aus o(A). Mit den Bezeich-
nungen von (11) sind dann die folgenden Bedingungen paarweise dquivalent.
(i) rank P(1) < oo, rank P,(0,) —rank P(2) (1€4,).
(ii) R(P(A)) ist separabel, und die Folge (P,(c))y, ist diskret kompakt.
(iii) rank Q(A) < oo, rank Q,(c) —>rank Q (4) (t€4,).
(iv) R(Q(A)) ist separabel, und die Folge (Q,(0,)), st diskret kompakt.

Trifft eine der Bedingungen zu, so ist A ein Pol von A2(+) B und von BA7(+)
mit sibereinstimmender Orvdnung. Fiir ein Endstiick A, besteht o, aus m:=rank P(4)
algebraisch wiederholten Eigenwerten u®, ..., ui™ mit

{16) N2 (edy), =1, ..., m.

Beweis. (i) = (ii) GemiB (11) ist R(P), ITR(P,(¢,)), lim eine diskrete Approxi-
mation, deren Konvergenz sich vermége [31, 3.3.(7)] mit Hilfe des dort einge-
fithrten Operators J,: R(P)—R(P) charakterisieren lift. Sei #,€R(P), e,
eine beschrinkte Folge. Dann ist (J,%), in R(P) beschrinkt, da (J), stabil ist
(s- 31, 3.3.(11)]). Daher geht J,u,—>u (t€A’) fiir ein #€ R(P) und eine Teilfolge
A’ cA, und somit auch u,—>u (t€A’) (vgl. auch den Beweis von 4(9)). Damit ist
(ii) gezeigt.

(ii) = (i) Diese Beweisrichtung kann man aus [37, 2.(8)] entnehmen. Wir
folgen hier einer anderen Argumentation. Da R(P), IIR(P), lim eine diskret
kompakte Approximation ist, bildet die Folge der Nulloperatoren in ihnen trivi-
alerweise ein a-regulires Paar. Aus [18, 1.(2)] folgt dann rank P(4) =dim N(0) < co.
Weiter entnimmt man [18, 1.(7)] die Beziehung lim sup,, rank P,(¢,) <rank P(4),
50 daB bei Beachtung von (14) die Bedingung (i) nachgewiesen ist.

Die Aquivalenz von (i) mit (iii) folgt aus (11), und die von (iii) mit (iv) ergibt
sich mit demselben Argument wie vorangehend.

Den Uberlegungen im ersten Abschnitt von [12] entnimmt man, daB aus
rank P(1) < oo folgt, daB 4 ein Pol von 47(:) B ist. Fiir die Koeffizienten 4;
bzw. B;, €N, in der Laurententwicklung von A-*(-)B bzw. BA-1(-) um A erhilt
erhilt man entsprechend zu (9) die Beziehung

(17) A (@) B;=A4;A(a), «€a(d), jeN.

Dies zeigt A;=0 dann und nur dann, wenn B;=0 ist, so daB A auch ein Pol von
BA-1(.) ist und die Ordnungen iibereinstimmen. Schlieflich folgt wie oben, dal3
o, 1€, aus endlich vielen Polen von 4;*(+) B, besteht. da P,(¢ ) auf die direkte
Summe der zugehérigen algebraischen Eigenriume projiziert, folgt o, ={u{", ...,
2™} bei algebraischer Wiederholung der Eigenwerte. Die Konvergenz {(16) ergibt
sich mit Hilfe von (5). Damit ist alles bewiesen.

Einen isolierten Punkt A€o (4) wollen wir (beziiglich der betrachteten Approxi-

mation) stabil nennen, (s. [22, p.437]), wenn (aF) und eine der Bedingungen
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(15) (i) —(iv} erfullt ist. Wir fithren einige Kriterien fiir die Stabilitit eines
isolierten Punktes A€o (4) auf.

1. Sei (aF) erfiillt. Ist dann die Folge (B,),, diskret kompakt und R (P(4))
separabel, so ist A stabil. Dies ergibt sich aus (17) bzw. (15}, wenn man beachtet,

daB wegen ,»,AfA‘—l (&) d& _,aj[A—l (£)dE  (tedy)

aus der diskreten Kompaktheit von (B,) 4, auch die von (P,(0,)),, folgt.

2.Essei X,=Y,=X=Y, B,=B=1I, 1€/, und die Folge (4,— 4) ,, sei stark
konvergent gegen den Nulloperator sowie kollektiv kompakt im Sinne von Anselone
[1], d.h. fiir jede beschrinkte Menge M <X ist |} (4,— 4) M relativ kompakt in X.
Dann ist 4 stabil, falls rank P(4) < oo ist. Dies sieht man wie folgt ein. Trivialer-
weise bilden die Raume X, J7X, lim mit der starken Konvergenz in X als diskreter
Konvergenz eine diskrete Approximation. Es laBt sich unschwer zeigen, daB aus
der kollektiven Kompaktheit der Folge (4,—A4),, ihre diskrete Kompaktheit
sowie die Kompaktheit jedes 4,— A4, 1€, folgt. (In der Tat sind diese beiden
Eigenschaften dquivalent.) Vermodge der Identitit

A—2I=(I—K)AQ(), K;:=(A—A)A2(), Aco(d),

erkennt man dann, daf (aF) gilt; denn da (K ) 4, diskret kompakt und konvergent
ist, folgt die a-Regularitit aus [17, 2.(2)], und da K,, t€4,, kompakt ist, folgt
aus N(4,—AI)={0} auch R(4,—AI)=X. SchlieBlich ist

(AI—A) =T —A) 1+ (AT—A) 1 (4,—A)AT—A )2,  Aedd, ed,.

Integriert man iiber 84, so ergibt der erste Summand gerade die Spektralprojek-
tion P(4), die kompakt und damit als konstante Folge aufgefalt auch diskret
kompakt ist. Die Folge der zweiten Summanden ist fiir jedes A€o diskret
kompakt. DaB sie es auch nach Integration iiber 84 bleibt, folgt aus dem folgenden
Lemma, das ein fiir unsere Zwecke ausreichender Spezialfall eines allgemeineren
Satzes iiber die diskrete Kompaktheit von Limites diskret kompakter Folgen ist.

(18) Sei I' eine rektifizierbare Jordankurve, und sei (K (+)),, gleichgradig stetig
auf I' sowie an jeder Stelle Acl’ diskret Rompakt. Dann ist auch die Folge der lings
I erstreckien Integrale ithey K (+) diskret Rompakt.

Beweis. Sei (u,) 4 beschrinkt. Sei (£;)y eine Folge von Zerlegungen von I mit
FeinheitsmaB |Z;| >0 (jeN) sowie S(Z;, K,) eine zu Z; gehdrige Riemannsche
Summe des Integrals tiber K,. Da die Folge (S(Z;, K))),, fiir jedes j diskret
kompakt ist, findet man Folgen A, ,{4;<A und Elemente v;€Y mit

19 - S(Z, k)yu,—~v; (1ed,), jeN.

Nach einem DiagonalprozeB kommt man zu einer Teilfolge A'Cd, so dafi (19)
mit A’ anstelle von A; gilt. Sei ¢>0 beliebig. Aufgrund der gleichgradigen
Stetigkeit existiert dann ein 4, so daf} gilt

IS, K)u,—~S(Z, K)u]<e, 1€, 5, kZi,

Hieraus folgt nach dem Grenziibergang (t€A4’) auch |v,—v,|<¢, 7, k=7, so
daB es ein v€Y mit v;—v (j€N) gibt. LaBt man %£—> oo gehen, so sieht man die
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Giiltigkeit von

lv—v;,|<e, limsup,|S(Z;, K)u,~ [K,(A)dAu|<e,
Ir

woraus die diskrete Konvergenz der vorstehenden Integrale fiir (t€A’) gegen v
aus dem Kriterium {30, 1.1. (10)] folgt.

3. Als weiteres Beispiel betrachten wir den Fall, daB eine Folge linearer
Operatoren R,: X - X, 1€/, mit der Eigenschaft

(20) w >u (1€d) in X=>Ru¥>u (ted) in (X, IIX, lim),
und eine beschrinkte Folge von Operatoren J,: X,—X existieren, mit denen gilt
(21) J4:*(4) B,—R,A(A) BJ | >0 (1€4)

fir jedes Acp(A)np(4), ted. Ist dann (aF) erfiillt, so ist jeder isolierte Punkt
A€o (4) mit rank P(A) < oo stabil, wovon man sich leicht iiberzeugt. In diese
Situation paBt sich insbesondere die gleichmiBige Konvergenz |4,—A4]—0,
| B,— B||—=0 (1€4,) ein, wenn man X,=X,Y,=Y, R,= J,=1I, 1eA, wihlt.

Wir beenden diesen Abschnitt mit zwei Bemerkungen.

Bemerkung. In [20] sind Eigenwertprobleme der Gestalt (1) mit nicht not-
wendig beschrinkten Operatoren 4 undB betrachtet worden unter den Bedingun-
gen D(A)CD(B), A(A)eC(X, Y), AeG, und

(22) |Bul<a(do) (Jul+|A(Re)ul), ueD(4), ee(4),

wobei a(4,) eine von » unabhingige Zahl ist. Fithrt man in D(4) die Graphen-
norm |u],=|ulx+|Au|y ein, so wird D(4) ein Banachraum, und die durch
A, B induzierten Operatoren A, B: D(4)—Y sind beschrinkt, was man firr B
aus der Beschrinktheit von A(4), A€G, erschlieBt, die ihrerseits aus dem Satz
vom abgeschlossenen Graphen folgt. Die Bedingung (22) hat zur Folge, daB
o(d)=0(A) ist. AuBerdem stimmen offenbar die Hauptvektoren von A und A
sowie ihre Stufe iiberein. Damit hat man ein 4quivalentes Eigenwertproblem
(AB—A)u=0 mit beschrinkten Operatoren gefunden. DaB wir trotzdem die
Theorie fiir unbeschrinktes A entwickelt haben, findet seine Begriindung darin,
daB Eigenschaften wie die Selbstadjungiertheit oder die Normalitit von A sich
nicht unbedingt auf 4 iibertragen. AuBerdem ist die vorliegende Form fiir manche

Anwendung angepalter, zumal die Beweise fiir beschranktes 4 keine Verkiirzung
mit sich bringen.

Bemerkung. Fiir manche Anwendung ist es bequem, in nicht notwendig voll-
stindigen Rdumen X, Y arbeiten zu konnen. In [31] ist gezeigt worden, daBl dies
unter der Voraussetzung beschrinkter Operatoren 4, 4,, 1€/, und vollstetiger
Operatoren B, B, 1€, moglich ist. Wir geben eine Schluiweise an, mit der man
diesen Fall in den von uns behandelten einpassen kann.

Mit X bzw. ¥ bezeichnen wir die vollstindigen Hiillen von X bzw. Y und
identifizieren X bzw. Y mit einem dichten Teilraum von X bzw.¥. Die Operatoren
A, B kénnen dann in eindeutiger Weise durch Stetigkeit zu Operatoren 4, B¢
B (X, Y) fortgesetat werden, wobei B ebenfalls vollstetig ist. Das folgende Lemma

25a Numer. Math., Bd. 24
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zeigt, daB sich dabei das Spektrum und die algebraischen Eigenriume nicht
dndern.

(23) Sei o(A) 9. Dann bestehen o(A) bzw. a(A) aus isolierten Eigenwerten
endlicher algebraischer Vielfachheit, die Pole von A-1(-)B bzw. A-(-)B sind. Es
ist 0(A) =0 (A), und die algebraischen Eigenrdume von A und A sowie die Ordnung
der Pole der zugehiorigen Resolvente zu denselben Eigenwerten stimmen diberein.

Beweis. Sei acp(A). Es ist leicht zu sehen, daB dann auch a€p(4) ist, wobei
[A(x)]- durch die stetige Fortsetzung von A4-1(x) auf ¥ gegeben ist. Daher ist
0(A)<p(A). Es ist auch nicht schwer einzusehen, daB g(4)<p(4) ist, so daB
o(d)=0(A4) gilt. Aus [12,1.(17)] folgt die Struktur von ¢(4). Sei yea(d) und
I'C@ ein geniigend kleiner Kreis mit Mittelpunkt A, Ist @eC(I"), so existiert
gemiB [31, 1.2.(6)] das Resolventenintegral

JeA)A1(A)Bda

r
als Operator in B(X). Beachtet man die Giiltigkeit von R(A_,)=A_, X, was aus
der Dichtheit von X in X und der Eigenschaft dim R(4_,) < o folgt, so erkennt
man R(4_,)<X, so daB A, auch ein Eigenwert von A ist und die algebraischen
Eigenriume von 4 und A zu A, iibereinstimmen. Restringiert man die in einer
punktierten Umgebung von 1, giiltige Laurententwicklung von A-1(-)B auf X,
so erhilt man die Laurententwicklung von 4-1(.) B, so daB A ein Pol von A-*(+) B
ist mit einer Ordnung #, die nicht grofer als die Ordnung $, von A, als Pol von
A-1(-)B ist. Da aber mindestens ein Hauptvektor % von A zu 1, der Stufe p,
existiert und # in X liegt, ist p=17,.

3. Weitere Konvergenzresultate

Dieser Abschnitt bringt einige Ergdnzungen zu den Ergebnissen des zweiten
Abschnitts. Nach einer Bemerkung iiber symmetrische Eigenwertaufgaben be-
weisen wir Beziehungen zwischen den Ordnungen der Pole und den Dimensionen
gewisser Teilriume der algebraischen Eigenrdume. Derartige Resultate sind von
Anselone [1] im Zusammenhang mit kollektiv kompakten Operatorfolgen be-
wiesen worden und lassen sich auf den von uns betrachteten Fall verallgemeinern.
Zum Ende dieses Abschnitts schlieBen wir einige Uberlegungen zur Konstruktion
einer konvergenten Basis von Hauptvektoren an.

Das Eigenwertproblem 2.(1) heillt J-symmetrisch, wenn eine Abbildung
J: D(A)—Y* existiert mit der Eigenschaft

() Jwdo)=Uv 4w, (Ju Bo)={Jo, Bu), wuveD(4).
Es heiBt J-definit, wenn Zahlen o, §€ € existieren mit
(2) (Ju,aAu+BBu)=0, O0=+ucD(4).

Dann sind die Eigenwerte von 2. (1) reell, und es existieren keine Hauptvektoren
einer Stufe groBer als eins (s. 31, S. 241], vgl. auch [12, 1. (18)]). Mit Hilfe von
2. (15) beweist man leicht das folgende Ergebnis (s. [12, S. 68], [31, S. 258]).
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3) Das Problem 2. (1) sei J-symmetrisch und J-definit. Sei ¢ < d und
'
(c.d)na(d)=[c, d]na(d)={u", ..., u™},

wober puM < uP <. < u™ dhver geometrischen Vielfachheit nach wiederholte
stabile Eigenwerte von (1) sind. Sei 8> 0 beliebig gewdhit. Dann besteht

o(4)n{AeG|Rei€(c,d), |ImA| < B}

fiir ein Endstiick A, aus m algebraisch wiederholten Eigenwerten u®, =1, ..., m.
Ordnet man sie nach der Vorschrift

Rep <Rep® < .- <Rep™, 1ed,,

so konvergiert ul —u? (ceAy), =1, ..., m.

Sind die approximierenden Probleme 2. (2) J-symmetrisch und J-definit,
so hat (2) nur reelle Eigenwerte mit iibereinstimmender geometrischer und
algebraischer Vielfachheit, so daB sich (3) entsprechend vereinfachen 1aBt.

(4) Sei A€o (A) etn stabiler Eigenwert, und seien o, 1€, die gegen A konvergieren-
den Eigenwerte aus o(4 ). Seien q,: 6,—~Z,, te A, Funktionen mit
g:=limsup,, > ¢,(4,)< oo.
A€oy

Ist s (A) bzw. s die Dimension des Teilraums M, () bzw. M der Hauptvektoren
von A, zu A, baw. von A zu A der Stufe hichstens q,(A,) bzw. q, dann gilt

limsup,, 2} s,(3)<s.
Aeo,
Beweis. 0.B.d.A. kann man ¢=q,(4,), t€/4,, annehmen. Sei M, die direkte
Summe der M,(1,), A,€0,. Ist u,€ M,, 1€/, eine beschrinkte Folge, so gilt
u=2 u(l), €4,
A€o,
mit Elementen #,(1,)€ M,(A). Seien a€g(4) und T:=—AVYx})B, T,:=
— A7 (@) B,, ted, wobei wir 0.B.d.A. a€p(4,), téA, angenommen haben. Aus
[12,1.(6)] folgt, daB #,(2,) im Teilraum der Hauptvektoren der Stufe kleiner
gleich ¢,(A,) von T, zum Eigenwert ¢(4,) liegt mit ¢ (4):=(A—a)1. Damit giit
H (Tt_¢(}“;) I‘)q.(l.)u‘=0, ted.
A€o,
Fiir eine Teilfolge A’ <A konvergiert u,—>u (1€A’). Wegen T,—T und ¢ (1)~
¢ (2) (ced’) ergibt sich (T — ¢ (1) I)?u=0, und % liegt, wiederum wegen {12, 1.(6)],
im Teilraum der Hauptvektoren der Stufe hochstens ¢ von 4 zu A. Hieraus er-
schlieBt man mit der in {31, 3.1.(5)] verwendeten Argumentation die Behauptung.

Mit dem vorangehenden Beweis haben wir auch gleich die Giiltigkeit des
folgenden Korollars gezeigt.

(5) Sei A€o (A) ein stabiler Eigenwert, und sei A,€c(d) mit A,—A{ted). Sei
q.€N, e, und
g:=limsup, g,< oco.
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Ist M, bew. M der Teilraum der Hauptvektoren von A, zu A, bzw. von A zu A der
Stufe kleiner gleich q, bzw. g, so gilt

limsup, dim M, <dim M.

Ist u,eM, 1€, etne beschrinkie Folge, so konvergiert fiir eine Teilfolge A'CA
und ein ueM
u,~>u  (1ed’).

Unter den Voraussetzungen von (5) kann demnach insbesondere aus jeder
Folge von Eigenvektoren u, von 4, zu A, mit |# =1 stets eine gegen einen
Eigenvektor # von 4 zu A konvergente Teilfolge ausgewiihlt werden, wobei gilt

limsup,dimN(A,B,—A4,) <dimN(AB—A4).

(6) Sei Aco(A) ein stabiler Eigemwert der algebraischen Vielfachheit m und der
Ordnung p. Seien o, 1€, die gegen A konvergierenden Eigenwerte aus o(A)) und
p.(1) thre Ordnungen. Dann gilt

ﬁ éliminf/h Z i)t(lt) éhm SupA; Z pt()‘t) ém‘
MeEoy Aeo,

Beweis. Hauptvektoren verschiedener Stufen sind linear unabhéngig, und die
Summe iiber die algebraischen Eigenrdume M (1)) zu 4, A,€0,, ist direkt. Da es
einen Hauptvektor von 4, zu 4, der Stufe p,(4,) gibt (s. {12, 1.(16)]) und gemiB
(15) die Summe der algebraischen Vielfachheit der 4, fiir fast alle 1€, gleich m
ist, folgt die letzte der behaupteten Ungleichungen. Zum Beweis der ersten sei #
ein Hauptvektor von 4 zu A der Stufe p, und sei u,€ M, mit u,—>u (1€4,). Mit
den Bezeichnungen aus dem Beweis von (5) gilt dann

II (T—¢@)I)-*u=0, e,

A€oy
Ist A A, eine Teilfolge, so daB py:=lim inf, >'p,(2,)=29,(4,), t€4, ist, so folgt
das Bestehen von (T—¢(3)I)Pou=0, also p,=p.

Der zweite Teil der Behauptung in (6) ist in [20, 4.(11)] mit etwas anderer
SchluBweise bewiesen worden.

Im Zusammenhang mit dem letzten Teil von (5) stellt sich die Frage nach der
Bestimmung einer Basis von Hauptvektoren von A4, die gegen eine Basis von
Hauptvektoren von 4 zu A konvergiert. Fiir unsere diesbeziiglichen Aussagen
benétigen wir die diskrete schwache Konvergenz f,—f (t€/) einer Folge von
Funktionalen f,€ X gegen ein e X*, die definiert ist durch (s. [30, 2.1.(1)])

?) u—>u (ed)=(f, u)—>(f u) (ed).

(8) Sei Aeo(A) ein geometrisch einfacher, stabiler Eigenmwert, sei A, €o(A)) mit
Ay—A (eA) und konvergiere f,—f (1€A). Sind uy, 1€, Eigenvekioren von A, 2u
A, mit

Jul=1, liminf,(f,n)>0,

so konvergiert u,—>u (1€A), wobei u ein Eigenvekior von A zu A ist.

Beweis. GemiB (5) gibt es zu jeder Teilfolge A’ eine weitere Teilfolge
A" ¢A’ und einen Eigenvektor # von A zu A mit %,~>u (1€1"’). Dieses u geniigt
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den beiden Bedingungen |#|=1 und (f, #) > 0, wodurch » eindeutig bestimmt ist.
Mit bekannter SchluBweise folgt hieraus die Behauptung.

Wie man leicht sieht, lassen sich Eigenvektoren mit der in (8) verlangten
Normierung genau dann finden, wenn fiir einen Eigenvektor #, von 4 zu 1 gilt
(f, uy) 0. Dies weil man ohne Kenntnis des ja noch zu berechnenden #, nicht
unbedingt von vornherein, doch wird (f, #,) 3= 0 automatisch gesichert, wenn man
die #, wie in (8) verlangt normalisieren kann. Eine Variante zu (8) in der nicht
verlangt wird, daB ||u,|=1 ist, lautet wie folgt.

(9) Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von (8) sei (f, uy) 4= 0 fiir etnen Eigenvektor
to von A z2u A. Dann gibt es fiir ein Endstiick A, eindeutig bestimmi Eigenvekioren u,
von A, zu A, mit

(10) (f,ou)=1, €,
und es konvergiert u,—>u (1€A,) gegen einen Eigenvektor u von A zu A.

Beweis. Gemif (5) ist A, fiir fast alle 1e4 geometrisch einfach, und mit Hilfe
der Vorbemerkungen erschlieBt man die Existenz und Eindeutigkeit der #,. Wir
zeigen als néchstes die Beschrianktheit von (#,),,. Im anderen Falle konvergiert
|e,|— oo (t€A) fiir eine Teilfolge A. Dann ist die Folge v,:=u[|u |, ted, auf
eins normiert, und wegen (5) geht v,—v (1t€A’), wobei v ein Eigenelement von 4
zu A ist. Offenbar ist |v|=1 aber (f, v)=0, was ein Widerspruch ist. Nunmehr
kann man zu jeder Teilfolge A<, eine weitere Teilfolge A’CA und ein Eigen-
element # von A4 zu A finden mit u,—>u (¢€A’), (f, )=1. Durch die letzte Be-
dingung ist # eindeutig bestimmt, und man erschlieBt in bekannter Weise
u,—>u (1€,).

Die in (9) verwendete Schluweise kann leicht verallgemeinert werden, um
den folgenden Satz zu beweisen.

(11) Sei A€o (A) ein stabiler Eigenwert der algebraischen Vielfachheit m, sev M
der zugehirige algebraische Eigenvaum, und sei M, 1€A,, die Summe der algebrai-
schen Eigewrdume zu den gegen A konvergievemden Eigewwerten von A,. Seien
O ™ e X*, so daf fiir jedes we M gilt

(12) (f(l)r M):O, ]'=1,...,m:¢u=(),

und konvergiere fP—fD (veAy). Dann gibt es fiir ein Endstiick A, eine eindeutig
bestimmte Basis ulV, ..., u™ von M, mit

(13) (9, =6, 4, k=1,...,m, 1€4,,
und es konvergiert ul —>u' (1€ A)), j=1, ..., m, gegen eine Basis Y, ..., u®™
von M.

4. Diskrete Approximationen von Dualsystemen

Dieser Abschnitt dient als Vorbereitung fiir das Studium diskreter Approxi-
mationen des adjungierten Eigenwertproblems.

Fiir das Folgende bendtigen wir einige Definitionen. Wir beginnen mit der
Einfiilhrung einer Variante der diskreten schwachen Approximation aus {16, 1.(4)].

(1) Die Riume E, E, 1€/, bilden eine diskrete schwache normierte Approxima-
tion, kurz: sn-Approximation, wenn E, E,, 1€ A, normierte Riume sind und eine
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Konvergenz ,,—* von Folgen (u,), von Elementen u €E,, 1€/, gegen Elemente u€E
erkldrt ist mit den folgenden Eigenschaften
(i) u,—u(ted)=>u,—u(1ed’), A'cA.
(i) #,—u, v,—v(ted)=au,+pv,—au+tBv (ted), o, feC.
(iii) ||u | =0 (ced) = u,—0 (1ed).
(iv) u,—u (ted)=|u| <liminf,|u,].
V) u,—u(ted)=>a: |u,| Za«, ted.
(vi) VueE3u eE,, 1€, mit u,—u (1€4,).
Eine einfache Eigenschaft, die bei Approximationen mit konvergenter Metrik
bekannt ist (s. [31, 3.1.(1)]), tibertréigt sich auf den hier betrachteten Fall.
(2) Ist E,IIE, eine sn-Approximation, so gilt dim E <liminf, dimE .

_ Beweis. Seien 'Y, ..., ut™ linear unabhingige Elemente aus E. Dann gibt es
ueE, mit u—ul? (teA,), j=1,...,m. Die Elemente «{",j=1, ..., m, sind
fir fast alle t€4, linear unabhingig. Anderenfalls gibt es eine Teilfolge A und
Zahlen ¢! mit

” m

S u=0, 3 [D=1, ed.

i=1 j=1
0.B.d.A. kann man ¢ ¢ (1€4) annehmen. Damit gilt |cM|+ .- 4|c™|=1,
und man erhélt den Widerspruch

” "
0= Z CSﬂufﬂ__\ Z c(ﬁu(f)#o (LEA).
i=1 i=1
Ziel dieses Abschnitts ist es, diskrete Approximationen von Dualsystemen (E, F)
zu studieren. Ein Dualsystem <E, F) wird gebildet aus normierten Raumen E, F,
fiir die eine beschrinkte Bilinearform (-, auf E XF existiert mit den beiden
Eigenschaften (i) <%, v>=0, veF=>4=0 und (ii) (%, v>=0, u€E=>v=0.
(3) <E,F),II(E,FE)> heifit diskrete Dualapproximation, wenn <E,F) ein
Dualsystem ist und die folgenden Bedingungen erfillt sind.
() E, IIE, und F, IIF, bilden sn-Approximationen.
(1) Ist AcAy und u,€E,, 1€A, so konvergiert u,—u (L€A) genau dann, wenn
fiir fede Teilfolge A’ CA und fiir v, F, te A’, gilt,
4) v,—v (1ed)={u, vy —>{u,v) (ted’).
(ili) Ist A<Ay und v,€F, 1€, so konvergiert v,—v (1€A) genau dann, wenn
fiir jede Teilfolge A’ CA und fiir w €E,, 1€ A’, gilt

(5) w,—u(ted’y={u, v,y —>{u, vd(ted’).

Wir bringen zwei Beispiele zu diesen Begriffsbildungen. Sei X, JIX, lim eine
diskrete Approximation mit konvergenten Metriken. Insbesondere ist dann
X, ITX, auch ein sn-Approximation. In [16, 1.(12)] ist gezeigt worden, daB bei
separablem X die Riume X*, IIX?* mit der in 3.(7) verwendeten schwachen
Konvergenz eine sn-Approximation sind. Mit den Sitzen 2.3.(4), 2.1.(6) aus [30]
folgt dann, daB <(X*, XD, II(X}, X > eine Dualapproximation definieren.
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Eine Verallgemeinerung dieses Beispielsist in der folgenden Nummer enthalten,
in der wir wie vorangehend annehmen, daB «/(X, IIX , lim) eine diskrete Approxi-
mation mit konvergenten Metriken ist und X*, JIX¥ mit der in 3. (7) definierten
schwachen Konvergenz versehen ist.

(6) Seien P, P, 1€, Uneare Projektionen tn X bzw. X, mit P.—>P(1ed,).
Dann sind P sowie P, 1€4,, stetig, und (R(P*), R(P)) bildet ein Dualsystem mit
der natiirlichen Dualitit. Ist R(P) separabel, so ist II{R(B*), R(P)) eine diskrete
Dualapproximation von (R(P*), R(P)), und zu jeder beschrinkten Folge von
Funktionalen f,e R(P¥), 1€4, gibt es ein A’ CA und ein fe R (P*) mit f,—f (1eA’).

Beweis. Aus P,—> P (1e/,) folgt die Stabilitéit der Folge (P), und die Stetigkeit
von P (s. [30,1.2.(6), (7)]). Offenbar stellt (R(P*), R(P)) ein Dualsystem dar.
Es ist leicht zu sehen, daB R(P), IIR(P) eine diskrete Approximation mit der
durch X, ITX , lim induzierten Konvergenz bildet.

Sei nun feR(P*), {,€ R(B*), 1€, und gelte fiir v,€ R(P) und A’'cA
v,—>v (tedYy=Lf,v,>—><f, v)> (ted’).
Ist dann #eX, u,€X, und konvergiert u,—u (¢€), so berechnet man
(fouw)=(B*f, u)=(f, Pu)—>(f, Pu)y=(f,u) (1€).

Dies zeigt f,—f (t€4), womit Bedingung (3) (iii) als erfiillt nachgewiesen ist.

Als nichstes zeigen wir, da8 R(P*), IIR(B*) mit der durch X*, ITX}* indu-
zierten Konvergenz eine sn-Approximation ist. Wir bemerken als erstes, da8
wegen B*— P* (1edy) (s.[30,2.2.(3)]) aus f,€eR(P¥), f,— (1€A) folgt fe R(P*).
Wir miissen noch zeigen, daf} jedes f€ R(P*) schwacher Limes ist. Dazu folgen
wir dem Beweis von 1. (12) aus [16]. Sei #{), €N, ein linear unabhingiges System,
dessen lineare Hiille in R(P) dicht liegt (der Fall dim R(P) < oo ist bei sinnge-
mifer Deutung im Beweis mitenthalten). Sei 4" ¢ R (P) und konvergiere

D >uD  (1ed,).

Mit M™ bzw. M™ bezeichnen wir die von den jeweils m ersten Elementen auf-
gespannten Teilrdume. Wie im Beweis von [16,1.(12)] findet man zu jedem
m€eN ein Endstiick 4,,¢A, mit 4,,¢4,,_,, so daB

n
T M su,= 3 a4l > Y e e M™, e,

i=1 j=1
eine umkehrbar eindeutige lineare Abbildung definiert mit der Eigenschaft
w145l weM?, e,

sowie
U rusu (edy),  JOUMAu=u, nzm, ued™.

Sei fe R(P*) gegeben. Wir definieren Funktionale f™ auf der direkten Summe
N(P)®M™ durch

(™, v)=(f, J"Pv), veNP)SM™, ed,, meN.
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Offenbar ist ™ beschrinkt auf N(P)® M™, und die Norm gestattet die Ab-
schitzung

?) 1< (1455 IR

,  1eA, meN.
m

Nach dem Satz von Hahn-Banach kann man diese Funktionale unter Erhaltung
ihrer Norm auf X, fortsetzen. Fiir die fortgesetzten Funktionale verwenden wir
wieder dieselbe Bezeichnung. Nach Konstruktion gilt f™ e N(P)*, also f™ ¢ R (B*),
teA,,. Wir definieren

f.=0, €d\4;, Ff.=F", 1ed,\A, .1, meN.

Dann ist f,€e R(P*), 1€, und wir behaupten f,—f (t€d,). In der Tat gilt fiir
u,€ R(P) mit u,—>u (1€A), fiir ve M™ und 1ed,,nA

|(#,, w)— (. w) [ <[ M. — () 2 o+ [l lw—o],

woraus man nach Ausfithrung des Grenziibergangs (t€4) bei Ausnutzung der
Eigenschaft, daB die Vereinigung der M™, m €N, in R (P) dicht liegt, die Konver-
genz (f,, w,)—>(f, ) erhdlt. Mit dem bereits Bewiesenen ist somit f,—f (t€4,)
gezeigt. Wir bemerken noch, daB aus (7) durch Grenziibergang folgt

(8) lim supy, |f,] /[ lim sup,, | 2]

Als nichstes zeigen wir die schwache Kompaktheit beschrinkter Folgen von
Funktionalen f,€ R (P*). Da R (P) separabel ist, entnehmen wir {30, 2.3.(1)], daB
daf} es ein f,€ R(P)* gibt mit

LIR(P)—fy  (red).

Sei f; eine Fortsetzung von f, auf X, und sei f:= P*},. Man iiberzeugt sich leicht
von f,—f (ted’).

Es bleibt noch (3) (ii) nachzuweisen. Sei u€R(P), u,€ R(P), €A, und fiir
f.€R(P*) und A'CA gelte

f—=1f (ed)=(f, u)—>(fu) (ed).

Sei R,u€R(P), t€A,, mit R,u—>u (1€/,). Dann gibt es Funktionale f € R(B¥)
mit
ILISIP) v~ Ru|=|({., u.—Ru)|, e,

Sei A<, beliebig. Dann existiert ein fe R (P*) und eine Teilfolge A’ CA mit
} —7 (t€A’). Daher konvergiert

(fu M,—Rt%)ﬁ(]‘, M)'-‘(f, %)=—"O (LEA’)'

Damit ist |#,— R, u|—0 (¢€4,) bewiesen, was noch zu zeigen war.

Wir kehren nun zuriick zu den allgemeinen Eigenschaften diskreter Duallimes-
riume. Eine sn-Approximation E, IIE, nennen wir diskret schwach kompakt,
wenn fiir jedes A<, jede beschrinkte Folge von Elementen u,cE,, 1€, eine
diskret schwach konvergente Teilfolge enthilt. Der Hauptsatz dieses Abschnitts
lautet dann.
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(9) Fiir etne diskrete Dualapproximation {E,F> IIKE, E> sind die folgenden
Aussagen paarweise dquivalent.

(i) E ist separabel, E, IIE  ist schwach diskret kompakt, und es gibt eine Zahl
y > 0, so daf aus

(10) u—u (ved) =y limsup, | < [ul.
(ii) dimE < oo, dimE, —»dim E (t€4,).
(ili) dimE << e, limsup,, dimE, =dim E.
(iv) Es gilt eine der Bedingungen (i) —(iii) mit E, bzw. E ersetat durch F, bzw. F.

Fiir den Beweis von (9) stellen wir einige Hilfssitze bereit.

(12) Sev E,IIE, eine diskrete schwach kompakte sn-Approximation mit separablem
E. Dann ist E endlichdimensional, falls es eine Zahl y > 0 gibt, so daf (10) gilt.

Beweis. Die Beweisidee geht auf {37, 2.(4)] zuriick. Wir zeigen, da die Menge
My:={u€cE|3AcAy, Iu,€E, mit |u,|<1: u,—u (1ed)}

prikompakt ist. Da E, IIE, eine Approximation ist und (10) gilt, ist die Kugel
um den Nullpunkt mit Radius p/2 in M, enthalten und daher ebenfalls prikom-
pakt, woraus dim E < oo folgt.

Sei u, jeN, eine in M, dichte Folge, und sei «’€E, mit «)—u (1cA,),
7 €IN. Wenn wir annehmen, daBl M, nicht prikompakt ist, dann gibt es ein ¢>0
und Elemente »® ¢ M, mit

o —w®|=e, j=1,...,k keN.

Dazu existieren Teilfolgen 4,C4, und Folgen w®, 1€4,, mit [w®|<1 sowie
w®—=w® (1eA,), ke N. Wegen 1. (iv) kénnen wir annehmen, da8 fiir 1€, gilt

[ —w®| = ef2, j=1,...,k EEN.
Sei A==(4, ty, ...) eine Teilfolge von A, mit der Eigenschaft ¢,€4,. Wir setzen
w,=wd, keN.

Die Folge (w,) 4 ist beschrankt, und es konvergiert w,—w (:€4') fiir eine Teilfolge
A’cA. Es ist weM,, aber gleichzeitig |u —w| =ye/2,j€N, was ein Wider-
spruch ist.

(13) Unter den Voraussetzungen von (12) gilt limsup, E, =dimE.

Beweis. Ist die Behauptung nicht richtig, so ist dimE,> m:=dimFE fiir eine
Teilfolge A. Sei " €E,, 1€4, mit |u{]|=1. Dann hat man fiir ein M€ E und
eine Teilfolge A, A

W edy,  [u)zy.

Ist m =1, so findet man w{¥€E,, 1€ 4,, mit [4/¥|=1 und
| —cuP| =1, €4, ceC.
Es gibt dann eine Teilfolge 4,< A, und ein #® € E mit

uP—u®  (tedy), [uB—cuM|=y, ceC.
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Damit sind »®, 4/® linear unabhingig. Im Falle m = 2 kann man die SchluBweise
fortsetzen und kommt schlieBlich zu einem Widerspruch.

Beweis von (9). Die Aquivalenz von (ii) mit (iii) ist eine Konsequenz von (2).
Die Implikation (i)=> (iii) ist in (12), (13) enthalten.
(ii)=(i). Sei #, ... 4™ eine Basis in E, sei 4/’ € E, und konvergiere
u =D (1ed,), =1,...,m.

In (2) ist gezeigt worden, daB die u{,j=1, ..., m, fiir ein Endstiick A, linear
unabhingig sind. Es kann dann 4, noch so gewidhlt werden, da sie eine Basis
von E, bilden. Wir definieren eine lineare bijektive Abbildung J,: E,—~E durch

Ju=ud?,  j=1,...,m, 1€4,

Da (u"),, als schwach konvergente Folge beschrinkt ist, erkennt man leicht die
Giiltigkeit von

(14) Jou,—>u (1ted) in E=u—u (1€d).

Die Folge (]),, ist auch stabil. Denn anderenfalls gibe es Elemente #,€E, mit
IS =1, |u]|—>0(ced). Wegen dimE < oo gilt Ju,~>u (:€A’) in E fiir eine
Teilfolge A’ A und ein u€E mit |u|=1. Vermdge (14) erkennt man «,—u (t€A’),
und daher ist ] < lim inf ;. |, |=o0,
was einen Widerspruch ergibt. Ist nun (#,), beschrinkt, so auch (J,#,), in E,
und es geht Ju,—u (1€A’) fiir eine Teilfolge A’ CA, woraus mit (14) die diskrete
schwache Kompaktheit folgt. Der zweite Teil von (i) ergibt sich mit der Kon-
stanten y1:=lim sup, /|, die wegen (14) endlich ist.

Die Bedingungen (i) —(iii) mit E, bzw. E ersetzt durch F, bzw. F, sind unter-
einander aus Symmetriegriinden ebenfalls paarweise dquivalent. Wir zeigen noch,
daB aus der Giiltigkeit von (ii) mit E, E, die Giiltigkeit von (iii) mit F, F, folgt.
Da <E,F) ein Dualsystem ist, gilt m: = dim E = dim F. Ist die zweite Be-
dingung in (iii) mit F, F, nicht erfiillt, so gibt es wegen dimE ,=m, t€4,, eine
Teilfolge A< A4, und Elemente v,€ F, mit

{#,v,)=0, wu€E, t€ed, |v]|>oo (c€d).

Hieraus folgt offenbar, daB (3) (iii) gegeben ist mit v=0, so daBl v,—0 (t€A) geht.
Dies ergibt einen Widerspruch zu |v,|—> oo, und der Beweis ist vollstindig.

An (9) kénnen wir noch den folgenden Zusatz anfiigen. Fiir jedes 1€4, defi-
nieren E bzw. E, in natiirlicher Weise einen linearen Teilraum von F* bzw. F*.
Wir schreiben ||« |F | bzw. |#,|F,| fiir die Normen der als Elemente von F* bzw. E*
aufgefaBBten u€E bzw. u,€E,, d.h.

JulFl:=sup [<u, 03], Ju|F]:= sup [<u,, v,)].
veF U EF,
[lvll=1 flnli=1
Dann 148t sich noch die folgende Behauptung aussprechen.

(15) Sei KE,F),IIKE,, F,> eine diskrete Dualapproximation, so dafB fiir jedes
veF eine Folge v, €F, mit

(16) o0, Jul>lo] (edy
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existiert. Ferner sei E versehen mit der Norm |u|F ||, u€E, separabel. Dann ist (9) (ii)

dquivalent mit der folgenden Bedingung. (i) E, IIE , ist diskret schwach kompakt und
aus

(17) u—u (ted)=|u,|F|—|u|F| (€A).

Beweis. (9) (ii)=(i) Die erste der Bedingungen in (i) folgt aus (9)(i). Zum
Beweis der zweiten sei zunichst v€F gegeben und (v),, die Folge aus (16).
Dann gilt

|[<u,v)|=lim,, [<%, v>| liminf, |« |F| [v|veF.

Seien weiter v,€ F,, t€4,, Elemente mit |v,|=1 und |u |F|— <%, v,> >0 (1€4,).
Ist AcA, so gewihlt, daBl

.| f = limsup g, | [E]  (sed)

geht, so gibt es eine weitere Teilfolge A’ <A und ein v€F mit v,—v (teA’). Es ist
[v] =1, und daher erhilt man unter Ausnutzung von <{u,, v,> — <%, v)> (t€A’) auch

lim sup, %, |F J|=1im sup,- |<u,, v,>| < |u|F]|.

Zusammen mit der zuerst bewiesenen Ungleichung ist damit (17) gezeigt.
(1)=>(9) (i) Wir beginnen mit der Bemerkung, daB durch |« |F], #,€E,, fir

ein Endstiick A, eine Norm in E, definiert wird. Anderenfalls gibt es eine Teilfolge
A’<cA und Elemente #,€ E, mit

{u, v,>=0, v,€F, 1ed, |u)|—>oo (€d).

Damit ist (3) (ii) mit »=0 erfiillt, was #,—0 (¢ €4) zur Folge hat und einen Wider-
spruch ergibt. Wenn wir uns E,, t€4;, in dieser Weise und E entsprechend nor-
miert denken, so besagt (i), daB E, IIE, mit der schwachen Konvergenz eine
diskrete Approximation mit konvergenter Metrik ergibt. Die Behauptung folgt
dann aus (37, 2.(7)].

Der Kiirze halber bezeichnen wir eine diskrete Dualapproximation
(E,F>II{E , F)>, welche einer der Bedingungen (9)(i)—(iv) geniigt, als diskret
stark kompakt.

5. Approximation des adjungierten Problems

Mit Hilfe der Ergebnisse des vorangehenden Abschnitts fiigen wir jetzt einige
Bemerkungen iiber die Approximation des zu 2. (1) adjungierten Eigenwert-
problems

(1) (AB¥*—A4*)f=0, f[feD(A4%), Ae€G,
durch die Folge der zu 2. (2) adjungierten Probleme
2) (AB¥—AXf=0, [.eD(A}), AeG,

an. In den Ridumen X* ITX* und Y* IIY* steht jetzt iallg. nur die schon
weiter oben verwendete diskrete schwache Konvergenz zur Verfiigung.

Es ist bekannt, daB ¢ (4*)=0(4) und (A*)1(2)= (471(A))*, Acp(4)=p(4%)
gilt. Damit beweist man das zu 2. (5) analoge Ergebnis.

(3) Ist K<p(A*) kompakt, so gilt unter der Voraussetzung (aT') fiir ein Endstick
A; auch K<g(AY) und (A¥)1(2) ist gleichmifpig fiir ved, und A€ K beschrinkt.
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Bewets. Aus 2.(5) folgt KCpo(A4)), t€4,, und die gleichgradige Beschrinktheit
von (4;") ,, auf K. Die Bemerkung vor (3) ergibt dann die Behauptung.

Ist ¢ eine kompakte Spektralmenge von A, dann ist es auch eine von A¥*,
Die zu ¢ gehorige Spektralprojektion von A* bezeichnen wir zur Unterscheidung
von P(g) aus 2.(6) mit P(g), und entsprechend zu Q (o) aus 2.(7) ist Q (o) fiir 4*
definiert.

(4) Sei (aF) erfiilit, und sev o eine kompakie Spektralmenge von A* mit zugehirigem
Cauchygebiet A. Dann gilt

(5) inf{dist (4, 0) | A€o (4F)} >0 (c€4,).

Fiir ein Endstiick A, ist 04 Co(AY), und es gili mit o,:=0a(4A¥) n A4
(6) P(0)—P(o), Q.(c)—Q0) (i€
sowie rank ( (o) =rank P(o), rank Q,(0,)=rank P (o)), t€4,, und
(7) liminf, rank P (0,) = rankP(o).

Wenn R(P(0)) oder R(Q(o)) separabel ist, so bildet (R(Q(0)), R(P(0))),
II,{R(Q.(0)). R(P,(0))) eine diskvete Dualapproximation mit der durch X*, ITX}
bzw. X, IIX, induzierten Komvergenz und {R(P(0)), R(Q(0))), I1,,{R(P(0)),
R(Q,(0))> eine diskrete Dualapproximation mit der durch Y*, I[IY* bzw. Y, ITY,
induzierten Konvergenz.

Beweis. Die Behauptung (5) ist eine Folge von 2.(12). Da die adjungierten
Operatoren diskret stark konvergenter Folgen diskret schwach konvergieren
(s. [30, 2.2.(3)]) und da
Q) Q(@)=P(o)*, P(o)=Q(0)*
sowie die entsprechenden Beziehungen fiir die mit ¢ induzierten Projektoren
bestehen, folgt (6)—(7) aus 2.(13)—(14). Aus 2.(10) erkennt man, da3 R(P(o))
genau dann separabel ist, wenn R(Q (o)) es ist. Der Rest der Behauptung folgt
dann aus 4. (6).

(9) Sei (aF) erfiillt, und sei A ein isolierter Punkt in o (A*). Dann sind die folgenden
drei Bedingungen paarweise dguivalent.
(i) A ist ein stabiler Punkt aus o (A).

(ii) R(P(A)) ist separabel, und {R(Q(A)), R(P(4))> I, {R(Q.(0)), R(P(c))>
bildet eine diskrete stark kompakte Dualapproximation mit der durch X*, IT X} bzw.
X, 11X, induzierten Konvergenz.

(ili) R(Q(A)) st separabel, und {R(P(3)), R(Q(A)>, II,{R(P(0)),R(Q.(0)))
bildet eine diskrete stark kompakte Dualapproximation mit der durch Y*, [TV
baw. Y, IIY, induzierten Konvergenz.

Trifft einer der Fille zu, so ist m:=rank P(l) < co, und o, besteht fiir ein
Endstiick Ay aus m algebraisch wiederholten Eigenwerten u®, ..., u™ mit

(10) P21 (1edy), j=1, ..., m.

Bewers. Aus (i) folgt 2.(15)(i), und damit ergibt 4.(9) bei der Setzung
E=R(P(}),E,=R(P(s)) die Bedingung (ii). Die Umkehrung folgt durch
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Umkehr der Schliisse. Aus (i) folgt auch 2.(15) (iii), und damit erhilt man (iii)
aus 4.(9) mit der Setzung E=R(Q(1)), E,=R(Q,(s,)). Da die algebraischen
Vielfachheiten von 4 als Eigenwert von 4 bzw. 4* wegen rank P(1) =rank P(4)
iibereinstimmen und das Entsprechende fiir die 4,€0(4,) zutrifft, sind die rest-
lichen Behauptungen des Satzes eine Folge von 2. (15). (Da 4* nicht notwendig
dicht definiert ist, muB man sich bei Verwendung dieser Argumentation noch
iiberlegen, daB auch in diesem Fall P(4) auf den algebraischen Eigenraum von A*
zu A projiziert, was etwa durch Betrachtung von A*, B* als Abbildungen von

D(A*) in X* leicht geschehen kann.)
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