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Diskrete Approximation von Eigenwertproblemen 
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Eingegangen am t 1. M~irz 1975 

1. Einleitung 

Das Anliegen dieser dreiteiligen Arbeit ist es, verschiedene der auftretenden 
Fragen bei der Approximation des Eigenwertproblems 

(1) A u = ~ B u  

durch eine Folge yon Eigenwertproblemen 

(2) A,u,=~B,u, ,  t~Ao, 

gleicher Bauart zu studieren, wobei A, B Abbildungen von X - + Y  uncl A,, B, 
AbbiMungen von X,-+ Y, ftir eine Folge A o von In(dzes sind mit Banachr~umen 
X, X, bzw. Y, Y,, teA o, (die diskrete Approximationen im Sinne von [30] bilden. 

W/ihrend in den beiden folgenden Teilen dieser Arbeit Absch/itzungen ftir (die 
Konvergenzordnung und Existenzs/itze ftir asymptotische Entwicklungen der 
Eigenwerte und veraUgemeinerten Eigenvektoren bewiesen werden, besch/iftigt 
sich der vorliegende Teil mit einer Abmndung clef qualitativen Konvergenz- 
theorie, wie sie haupts~chlich in [t2, 20, 31 ] entwickelt worden ist. 

Im zweiten Abschnitt werden (die grunds~itzlichen qualitativen Konvergenz- 
resultate entwickelt. Wichtigstes Ergebnis ist der Satz 2. (t 5), in dem notwendige 
und hinreichende Bedingungen ftir die Konvergenz cler Eigenwerte von (2) der 
algebraischen Vielfachheit nach gegen einen isolierten Eigenwert yon (t) gegeben 
werden, der dann als stabil bezeichnet wird. Der Beweis dieses Satzes verwendet 
neuere Resultate aus [18] bzw. [37]. Zur Illustration seiner Reichweite wird ge- 
zeigt, wie sich einige in der Literatur bisher untersuchte F~ille (gleichm~iBige 
Konvergenz [22], kollektiv kompakte Operatorfolgen [l--33, diskret kompakte 
Operatorfolgen [3t]) als hinreichencle Be(dngungen ftir (die Stabilit/it deuten 
lassen. Hierbei zeigt sich der Vorteil, ebenso wie in [20] nur die Approximation 
von isolierten Teilen des Spektrums yon (1) zu untersuchen, was die Voraussetzung 
B vollstetig, (B,)A, diskret kompakt (s. [3t]) entbehrlich macht. 

Im dritten Abschnitt geben wit einige erg/inzende Resultate tiber Konvergenz- 
eigenschaften der Pole der Resolventen und der Dimensionen gewisser ausge- 
zeichneter Teilr/iume der algebraischen Eigenr/iume, (die entsprechend im Zu- 
sammenhang mit kollektiv kompakten Operatorfolgen in [1] bewiesen worden 
sind. AuBerdem machen wir einige Bemerkungen zur Konstruktion yon konver- 
genten Basissystemen yon Hauptvektoren. 
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Der letzte Teil tier vorliegenden Arbeit beseh~iftigt sich mit den Approxima- 
tionseigenschaften der zu (t), (2) adjungierten Probleme, die im ffinften Abschnitt 
zu finden sind. Sie linden ihre angemessene Formulierung in der Verwendung yon 
diskreten Approximationen yon Dualsystemen, die im vorhergehenden Abschnitt 
soweit wie nStig studiert werden. 

Angeregt durch die g-roBe praktische Bedeutung tier Spline-Funktionen sowie 
der finiten Elemente bei der n~iherungsweisen LSsung von Integral- und Diffe- 
rentialgleichungen sind in der letzten Zeit einige Untersuchungen fiber das Kon- 
vergenzverhalten von Methoden vom Projektionstyp bei Eigenwertproblemen 
mit besonderer Betonung auf nicht notwendig symmetrischen Problemen ver- 
5ffentlicht worden (s. [4, 6--8, 21,23, 29]). Die grundlegenden Resultate ftir Metho- 
den dieses Typus sind in den etwas weiter zurfickliegenden Arbeiten [24, 35, 36] 
erzielt worden. Ffir symmetrische Aufgaben liegen derartige Untersuchungen in 
[5, 10, 21, 27, 28] vor. Etwas allgemeinere Approximationsschemata sind in 
[9, t1, 25] studiert worden. 

Leider machen die neueren Arbeiten unter ihnen keinen Gebrauch yon der 
vor aUem in [311 (s. auch [t--3, t2, t3, t5, 19, 20]) entwickelten Konvergenz- 
theorie ffir (1), (2). Hier werden nicht nur keine Symmetrievoraussetzungen 
oder Annahmen tier Art X =  Y, B = I oder X , C X, Y, c Y ben0tigt, sondern gleich- 
zeitig wirct die allgemeine Struktur der Diskretisierungsmethoden zur n~therungs- 
weisen LOsung yon (1) erfaBt und durchleuchtet. Dies bedeutet u.a. einen wesent- 
lichen systematischen, verst~ndnism~$igen und arbeitsSkonomischen Vorteil. 
Erstaunlicherweise sind die mit tier allgemeinen Diskretisierungstheorie erzielten 
Aussagen so weitreichend, dab sie bei Spezialisierung auf den strukturell einfachen 
FaU tier Projektionsmethode die daffir bekannten Resultate, mit ganz wenigen 
Ausnahmen, in roller Allgemeinheit ergeben. Aber ebensogut kann man die 
Theorie auch auf Differenzenverfahren, Quadraturformelmethoden, singul~re 
StSrungen, simultane Gebiet- uncl KoeffizientenstSrungen u.a. anwenden und 
erh~lt damit ffir diese Methoden ebenfalls Ergebnisse gleicher Tiefe. 

2. Approximation des Spektrums und der algebraischen Eigenr~ume 

Zu Beginn dieses Abschnitts ffihren wir die benStigten Begriffe ein. Es folgt 
dann die einfache Aussage (11) fiber die Oberhalbstetigkeit des Spektrums. Das 
Hauptresultat fiber die Konvergenz von Eigenwerten tier algebraischen Vielfach- 
heit nach ist in Satz (t 5) enthalten. Es schlieBen sich dann eine Reihe yon Be- 
merkungen an, welche die Reichweite der erzielten Ergebnisse etwas beleuchten. 

Es sejen X, Y Banachsche R~iume. Vorgelegt sei das Eigenwertproblem 

(1) (JtB--A)u=O, uED(A), 

mit Operatoren A EC(X, Y), der Menge der dicht definierten, abgeschlossenen 
Operatoren und B EB (X, Y), dem Banachraum der beschr~inkten Operatoren 
yon X nach Y. Gesucht werden Punkte des Spektrums, insbesondere Eigenwerte, 
die in einer offenen Teilmenge G(•  liegen, unfl zugehSrige Hauptvektoren. Zur 
n~therungsweisen Berechnung wird eine Folge yon Eigenwertproblemen 

(2) (~B,--A,)u,=O, u,ED(A,), tEA 0, 
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verwendet, wobei A o eine Folge yon Indizes ist und fiir jedes tEA o gilt 
A, E C (X,, Y,), B , EB (X,, Y,). X,, Y,, tEAo, sind Banachsche R~ume, yon denen 
wit annehmen, dab sie diskrete normierte Approxirnationen d ( X , / / X , ,  lim) bzw. 
dd(Y, IIY,, lira) mit konvergenten Metriken bilden (s. [30, 1.t. (A)]). Damit ist 
eine diskrete Konvergenz einer Folge (u,) a von Elementen u,EX, bzw. Y,, tEA, 
gegen uEX bzw. Y erkl~irt. Hier und im folgenden bezeichnet A bzw. A 1 stets 
eine Teilfolge bzw. ein Endstiick yon A o, nicht jedesmal notwendig dieselben. 
Wir schreiben oft nur A(2) ansteUe yon 2B- -A ,  kEG, und bezeichnen mit a(A) 
bzw. ~ ( A ) : : G \ a  (A) die Resolventenmenge bzw. das Spektrum yon (1). Ftir die 
Definition der Resolventenmenge und der Hauptvektoren s. [12, S. 47]. 

Beim Studium der Konvergenzeigenschaften yon (2) spielen die Klasse der 
diskret kompakten (s. Et 4, 30]) und der approximationsregultiren, kurz: a-reguliiren 
Operatorfolgen (s. [t6]) eine grundiegende Rolle, die wie folgt definiert sin& 
(3) Eine Folge (A ,)a, von Operatoren A ,: X,--> Y, heiflt diskret kompakt, wenn [iir 
]ede Teil[olge AP~r und iede beschriinkte Folge (u,) a yon Elementen u,EX,, ~EA, 
die Folge (A ,U,)a, ]i~r eine Teillolge A' <A konvergent ist. 
(4) Ein Paar A, (A,)ao yon Operatoren A EC(X, Y), A,EC(X,, Y,), tEAo, heifit 
a-regul~ir, wenn [i~r #de Teil[olge A CAo und ~ede beschr~nkte Folge (u,) a yon Ele- 
menten u,ED(A,) aus der Konvergenz A,u,-->v (,EA) die Existenz einer Teil[olge 
A' cA und eines uED(A) [olgt mit 

u,-->u (teA'), A u = v .  

Die grundlegende Bedeutung der a-regul~iren Operatorenpaare bei Diskretisie- 
rungsprozessen yon inhomogenen Aufgaben ist in [16--18] gezeigt worden. 

Um Konvergenzresultate zu erhalten, wird man mindestens benStigen, dab 
(1) durch die Folge (2) approximiert wird, was sich z.B. durch die Konsistenz yon 
(A,)a0 bzw. (B,)ao mit A bzw. B ausdrticken l~iSt (s. [30, t.2. (c)]). Aber selbst 
unter der Voraussetzung von A,--->A, B,-+B (tEAo) (fiir die Konvergenzdefini- 
tion s. [30, t.2. (2)]) ist i.allg, nicht einmal die Oberhalbstetigkeit der Spektren 
gegeben (s. [22, p. 431]). Eine dies sichernde Voraussetzung ist die Bedingung 

(aF) Fi~r iedes 2E~ (A) sei A(2), (A,(2))a, a-reguldr und ]i~r iedes tEAo ]olge aus 
N (A, (4)) = {0}, daft R (A, (4)) = Y, ist. Ferner konvergiere B,-+ B (t EAo). 

(5) Ist K (9 (A)  kompakt, so gilt unter der Voraussetzung (aF), daft /i~r ein 
Endstiick A 1 gilt Kr tEA 1, und A,x(2) gleichm~flig ]i~r eEAI sowie 2EK 
beschrtinkt ist. 

Den Beweis ftihrt man leicht mit einer Widerspruchsannahme (vgl. [16, 2. (5)], 
[20, 3. (2)]). Ist kEG Limes einer Folge (2,) avon  Punkten 2,ca(A,), so folgt unter 
der Voraussetzung (aF) aus (5), dab 2 in a(A) liegt. 

Sei nun a eine kompakte Spektralmenge von A, d.h. a (a  (A) ist kompakt und 
a(A)\a  ist relativ abgeschlossen in G. Ist A ein Cauchygebiet zu a mit Rand Od 
(s. [34, p. 288]), so heiBt 

, f  (6) P ( a ) : =  2~i A-~(~)Bd~: X--->X 
OA 

die Spektralproiektion von A zu a. Fiir den Fall, dab a aus einer endlichen Zahl 
von Polen von A -1 (.) B besteht, ist der Wertebereich von P(a) gleich der direkten 

25 Numer. Math. 
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Summe der zugehSrigen algebraischen Eigenr~tume (s. [t2, S. 54]). In unseren 
Untersuchungen spielt auch noch der Operator 

' fBA-,(e)ae: Y-->Y (7) Q 0 ) : -  2=i 
0A 

eine Rolle. Aus der sog. Resolventengleichung 

(8) A-x(2')--A-~(2)=(2--2')A-*(2')BAq(2), 2', 2Ee(A ), 

folgt die Beziehung 

(9) A-l(~t)Q(a)=P(a)A-l(ct), ctEo(A), 

woraus man entnimmt,  dab Q (a) eine stetige Projektion in Y ist mit  

(t0) R(Q(a))=A(~t)R(P(a)), o~E~(A). 

Ftir weitere Eigenschaften von O(a) vgl. [12, 1. (t4)], [20, t. (17)], [31, 1.3.]. 
Wir kommen jetzt zur Frage der Best immung yon a(A) ans der Kenntnis 

yon a(A,). Dies ist i.aUg, selbst bei Vorliegen gleichmiil3iger Konvergenz nicht 
mSglich (s. [22, p. 2to3). Man hat  nurmehr 4as folgende Ergebnis (vgl. [1, 
Th. 4.16], [12, 3.(15)], [20, 4.(t)], [22, IV-3A6], [3t, 3.2.(2)]). 

(t 1) Sei (aF) erliillt, und sei a eine kompakte Spektralmenge yon A mit zugehSrigem 
Cauchygebiet d. Dann gill 

(12) inf {dist (4, a) [ 2Ea (A ,)}--~0 (LEAo). 

Fiir ein Endstiick d x ist 0/t (p(A,),  so daft mit a , :=a (A , )  r-~d die Projektionen 
P, (a,), Q, (a,), * EA1, existieren. Es gilt 

(t3) P, (a,) -+ P(a), Q, (a,) -+Q (a) (t cA,) 

sowie rank Q (a) --- rank P(a), rank Q, (a,) = rank P, (a,), t EA 1, und 

(t4) lim infa, rank P, (a,) ~ rank P(a). 

~r (R (P (a)), HR  (P, (a,)), lim) bzw. ~r (R (Q (a)), HR (Q, (a,)), lim) bilden eine diskrete 
Approximation mit der dutch X, FIX,, lira bzw. Y, FLY,, lim induzierten Konver- 
genz. Ist a~=O, dann ist auch a,=4=O liar last alle tEAo. 

Beweis. GemiiB (5) ist OA (e (A ,), t~A x. In [~6, 2. (6)] ist A,  x (4) --->A -x (2) (~eA~), 
2EOA, gezeigt worden. Die ftir A? x angesehriebene Resolventengleichung (8) er- 
gibt zusammen mit  (5) die gleiehgradige Stetigkeit der Folge (AvX(2))a, ftir 
2EOA. Dann entnimmt man [3t, 2.3.(4)] die Aussagen P,(a,)--->P(a), Q,(a,)-+ 
Q (a) (teA1). Es ist leieht zu sehen, dab hieraus folgt, dab die Wertebereiehe der 
Projektionen eine diskrete Approximation bilden, und [31, 3A. (t)] zieht dann 
die Beziehung 04) naeh sich. Da A(:r bijektiv ist, entnimmt man aus (9) die vor 
(t4) genannten Gleiehungen. Ist  a 4 0 ,  dann wird P(a)4=0, so dab wegen (t3) 
ftir fast alle tEA o aueh P , ( a , )40 ,  also ax+0 ,  ist. Zusammen mit  (5) ersehliel3t 
man dann (t2). 

Die Eigensehaft yon R (P(a)), FIR (P,(a,)), lim eine diskrete Approximation 
zu sein, hat  insbesondere aueh zur Folge, dab der Limes einer konvergenten Folge 
von Elementen u,ER (P,(a,)) in R (P(a)) liegt. 
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Wir wenden uns nun dem Fall zu, dab die Spektralmenge a aus einem isolierten 
Punkt ~ E o (A) besteht. Unter den Voraussetzungen yon (t t) ist dann ~ Limes einer 
Folge yon Punkten ~,Eo (A ,), tEA 1. Wenn R (P(~)) unendlichdimensional ist, so 
konvergieren gem~iB (14) die Dimensionen der Wertebereiche der Spektral- 
projektionen P,(o,). Was 1/iBt sich nun diesbeziiglich im Falle dim R (P()I))< eo 
sagen ? 

(t5) Sei (aF) er[i~llt, und sei ~ ein isolierter Punkt aus o(A). Mit  den Bezeich- 
nungen von (I 1) sind dann die ]olgenden Bedingungen paarweise dquivalent. 

(i) rank P(~) < ~ ,  rank P, (0,) -+ rank P(~) (, EA1). 
(ii) R (P(2)) ist separabel, und die Folge (P, (o,))a, ist diskret kompakt. 

(iii) rank Q(2) < o% rank Q,(o,) -+rankQ (~) (tEAx). 
(iv) R (Q (2)) ist separabd, und die Folge (Q, (o,))a, ist diskret kompakt. 

Tri]/t eine der Bedingungen zu, so ist ~ ein Pol yon A - I ( . ) B  und yon BA-I( .)  
mit i~bereinstimmender Ordnung. Fi~r ein Endstiick A n besteht a, aus m: = rank P(2) 
algebraisch wiederholten Eigenwerten t,} x) . . . . .  i~ m) mit 

(t6) /~J) ~ ;t (,EA~), / '=1 . . . . .  m. 

Beweis. (i) ~ (ii) Gem/iB (1 t) ist R (P), f i R  (P, (o,)), lim eine diskrete Approxi- 
mation, deren Konvergenz sich vermSge [31, 3.3. (7)] mit Hilfe des dort einge- 
ftihrten Operators J,: R(P,)->R(P)  charakterisieren 1/iBt. Sei u,ER(P,), ,EA, 
eine beschr/tnkte Folge. Dann ist (f,u,) a in R (P) beschr/tnkt, da (J,)a stabil ist 
(s. E31, 3-3. (11) ]). Daher geht J,u,-+u (~ EA') ffir ein u E R (P) und eine Teilfolge 
A' (A, und somit auch ux-->u (, EA') (vgl. auch den Beweis von 4 (9)). Damit ist 
(ii) gezeigt. 

(ii) ~ (i) Diese Beweisrichtung kann man aus [37, 2.(8)] entnehmen. Wir 
folgen bier einer anderen Argumentation. Da R(P) ,  HR(P,),  lim eine diskret 
kompakte Approximation ist, bildet die Folge der Nulloperatoren in ihnen trivi- 
alerweise ein a-regul/ires Paar. Aus [t 8, t. (2)] folgt dann rank P()t) = dimN(0) < oo. 
Weiter entnimmt man [t 8, t. (7) ] die Beziehung lim supa, rank P, (o 3 =< rank P(2), 
so dab bei Beachtung yon (t4) die Bedingung (i) nachgewiesen ist. 

Die )kquivalenz von (i) mit (iii) folgt aus (1t), und die von (iii) mit (iv) ergibt 
sich mit demselben Argument wie vorangehend. 

Den l~beflegungen im ersten Abschnitt yon [t2] entnimmt man, dab aus 
r a n k P ( 2 ) <  oo folgt, dab ~ ein Pol von A - I ( . ) B  ist. Ftir die Koeffizienten A i 
bzw. B#/" E N, in der Laurententwicklung von A-1 (.) B bzw. BA-1 (.) um ;t erh/ilt 
erh~ilt man entsprechend zu (9) die Beziehung 

(t7) A-l(o~) B i=AiA- I (~) ,  o~Eo(A), ]EN. 

Dies zeigt Ai=O dann und nur dann, wenn Bi=O ist, so dab ~ auch ein Pol yon 
BA -1 (.) ist und die Ordnungen fibereinstimmen. SchlieBlich folgt wie oben, dab 
o,, tEA~, aus endlich vielen Polen yon A2t( . )B,  besteht, da P,(o,) auf die direkte 
Summe der zugeh6rigen algebraisehen Eigenr/iume projiziert, folgt o ,={/~ 11 . . . . .  
/21 '~1} bei algebraischer Wiederholung tier Eigenwerte. Die Konvergenz (16) ergibt 
sich mit Hilfe yon (5). Damit ist alles bewiesen. 

Einen isolierten Punkt ~ ~ o (A) wollen wir (beztiglich der betrachteten Approxi- 
mation) stabil nennen, (s. [22, p. 437]), wenn (aF) und eine der Bedingungen 
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(tS)(i)--(iv) erffillt ist. ~Vir fiihren einige Kritefien ffir die Stabilit~it eines 
isolierten Punktes ,~Ea(A) auf. 

t .  Sei (aF) erftillt. Ist dann die Folge (B,)A, diskret kompakt und R(P(~)) 
separabel, so ist / l  stabil. Dies ergibt sich aus (t 7) bzw. (i 5), wenn man beachtet, 

dab wegen f A ~1 (~) d~ --> f A-1 (~) d~ (t ~A1) 
OA ~A 

aus der diskreten Kompaktheit von (B,)ao auch die yon (P, (a,))a ' folgt. 
2. Es sei X , =  Y,----X---- Y, B,---- B = I ,  tEA 0, und die Folge (A,--A)a ' sei stark 

konvergent gegen den Nulloperator sowie kollektiv kompakt im Sinne yon Anselone 
It ], d.h. ftir jede beschr~inkte Menge M <X ist U (A,- -A)M relativ kompakt in X. 
Dann ist ~ stabil, falls rank P(~) < oo ist. Dies sieht man wie folgt ein. Trivialer- 
weise bilden die R~iume X , / / X ,  lim mit der starken Konvergenz in X als diskreter 
Konvergenz eine diskrete Approximation. Es l~il~t sich unschwer zeigen, dab aus 
der koUektiven Kompaktheit der Folge (A,--A)a ~ ihre diskrete Kompaktheit 
sowie die Kompaktheit jedes A,- -A ,  ,EA o, folgt. (In der Tat sind diese beiden 
Eigenschaften ~quivalent.) Verm6ge der Identit~it 

A, - -~I=( I - -K , )A(~) ,  K,:=(A--A,)A-I(~) ,  ~E~(A), 

erkennt man dann, dab (aF) gilt; denn da (K,)a~ diskret kompakt und konvergent 
ist, folgt die a-Regularit~it aus [t7, 2. (2)], und da K,, tEA 0, kompakt ist, folgt 
aus N(A ,-- ~I) ---- {0} auch R (A,-- ~I) ---- X. SchlieBlich ist 

(1I--A,)-I--- ( I I _ A ) - I +  ( I I_A) - I  (A,--A) (II--A,)-I,  l C a J ,  ,r 

Integriert man fiber aA, so ergibt der erste Summand gerade die Spektralprojek- 
tion -P(~), die kompakt und damit als konstante Folge aufgefaBt auch diskret 
kompakt ist. Die Folge der zweiten Summanclen ist ffir jedes ~EaA diskret 
kompakt. DaB sie es auch nach Integration fiber aJ  bleibt, folgt aus dem folgenden 
Lemma, das ein ffir unsere Zwecke ausreichender Spezialfall eines allgemeineren 
Satzes tiber die diskrete Kompaktheit yon Limites diskret kompakter Folgen ist. 

(t8) S e i l  ~ eine rekti[izierbare Jordankurve, und sei (K,(.))ao gleichgradig stetig 
au[ F sowie an ieder Stelle ~EI" diskret kompakt. Dann ist auch die Folge der l~ngs 
I' erstreckten Integrale i~ber K~ (.) diskret kompakt. 

Beweis. Sei (u,) a beschr~inkt. Sei (Zj)N eine Folge von Zerlegungen v o n / '  mit 
FeinheitsmaB ]Zil---~0 (iEIN) sowie S(Z# K,) eine zu Z i geh6rige Riemannsche 
Summe des Integrals fiber K,. Da die Folge (S(Z i, K,))a ~ ffir jedes 1" diskret 
kompakt ist, finder man Folgen Ai+ 1 <Ai<A uncl Elemente vie Y mit 

(19) S (Zj, k,) u , ~ v j  (t~Ai), i~N. 

Nach einem Diagonalproze8 kommt man zu einer Teilfolge A'cA,  so dab (t9) 
mit A' anstelle yon A i gilt. Sei e > 0 beliebig. Aufgrund der gleichgradigen 
Stetigkeit existiert dann ein ~'0, so clat3 gilt 

IIS(Zi, K,)u,--S(Z~,K,)u,ll<e, ,EA', ~,k>io. 

Hieraus folgt nach dem Grenzfibergang (,EA') auch Ilvi-vk]l<=e, i, k~_~o, so 
dab es ein vCY mit vi-+v (i~]N) gibt. L~iBt man k-+ oo gehen, so sieht man die 
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Gtiltigkeit von 

Iiv-vi~ limsupa, IIS(Zi,,K,)u,-- fK,(~)d~u,li<=e, 
1" 

woraus die diskrete Konvergenz der vorstehenden Integrale ftir (tEA') gegen v 
aus dem Kriterium [30, 1.t. (10)] folgt. 

3. Als weiteres Beispiel betrachten wit den Fall, dab eine Folge linearer 
Operatoren R,: X-).X,, t EA o, mit der Eigenschaft 

(20) u('l---~u (tEA) in X~R,u('l-+u (tEA) in d(X,  1lX,,lim), 

und eine beschr~nkte Folge von Operatoren .1,: X,--~X existieren, mit denen gilt 

(2t) IIA71 (~) B,--R,A-I(~)BJ,[I-+o (tEA) 

far ie4es ~E~ (A)n~ (A,), tEA. Ist clann (aF) erfiillt, so ist jeder isolierte Punkt 
~Ea(A) mit rank P(~)<  oo stabil, wovon man sich leicht tiberzeugt. In diese 
Situation pal3t sich insbesondere die gleichmAl3ige Konvergenz IIA ,-- A [] -+O, 
]IB,--B]]-+0 (,EAo) ein, wenn man X,=X, Y,= Y, R,= J,=I, tEA 0 wahlt. 

Wir beenden diesen Abschnitt mit zwei Bemerkungen. 

Bemerkung. In [20] sind Eigenwertprobleme der Gestalt (t) mit nicht not- 
wendig beschriinkten Operatoren A undB betrachtet worden unter den Bedingun- 
gen D (A) (D (B), A(~) EC(X, Y), ~EG, und 

( 2 2 )  ItBul]__<~(~o) (l[uH+l]A(~o)ul]), uED(A), ~oEO(A), 

wobei :~ (~o) eine yon u unabh~ingige Zahl ist. Ftihrt man in D (A) die Graphen- 
norm Itulia=llullx+llAullY ein, so wird D(A) ein Banachraum, und die dutch 
A, B induzierten Operatoren A, B: D (A)-+Y sind beschfiinkt, was man far 
aus der Beschr/inktheit von A(~), ~EG, erschliel3t, die ihrerseits aus dem Satz 
vom abgeschlossenen Graphen folgt. Die Bedingung (22) hat zur Folge, dab 
a (A)=a  (A) ist. Aul3erdem stimmen offenbar die Hauptvektoren von A und z{ 
sowie ihre Stufe iiberein. Damit hat man ein ~iquivalentes Eigenwertproblem 
(~B--z{)u=0 mit beschr/inkten Operatoren gefunden. DaB wir trotzdem die 
Theorie far unbeschr~inktes A entwickelt haben, findet seine Begrtindung darin, 
dab Eigenschaften wie die Selbstadjungiertheit oder die Normalitiit von A sich 
nicht unbedingt auf 2{ tibertragen. Aul3erdem ist die vorliegende Form flit manche 
Anwendung angepagter, zumal die Beweise far beschr/inktes A keine Verktirzung 
mit sich bringen. 

Bemerkung. Ftir manche Anwendung ist es bequem, in nicht notwendig voU- 
st~indigen R/iumen X, Y arbeiten zu k6nnen. In [31 ] i s t  gezeigt worden, dab dies 
unter der Voraussetzung beschr~inkter Operatoren A, A,, tEA 0, und vollstetiger 
Operatoren B, B,, t EA o, m6glich ist. Wit geben eine SchluBweise an, mit der man 
diesen Fall in den von uns behandelten einpassen kann. 

Mit ~7 bzw. Y bezeichnen wit die vollst~indigen Htillen von X bzw. Y und 
identifizieren X bzw. Y mit einem dichten Teilraum von ~7 bzw. Y. Die Operatoren 
A, B k6nnen dann in eindeutiger Weise durch Stetigkeit zu Operatoren A, B E 
B (AT, Y) fortgesetzt werden, wobei B ebenfalls vollstetig ist. Das folgende Lemma 

25a Nmner. Math., Bd. 24 



362 R.D. Gfigofieff 

zeigt, dab sich dabei das Spektrum und die algebraischen Eigenr~iume nicht 
~indern. 

(23) Sei ~(A):~O. Dann bestehen a(A) bzw. a(.~) aus isolierten Eigenwerten 
endlicher algebraischer Viel[achheit, die Pole yon A-1 (.) B bzw. 2{-1 (.) ~ sin& Es 
ist a (A)=a (.4), und die algebraischen Eigenriiume yon A und 2{ sowie die Ordnung 
der Pole der zugeh6rigen Resolvente zu denselben Eigenwerten stimmen ~berein. 

Beweis. Sei ~E~ (A). Es ist leicht zu sehen, dab dann auch aE~ (.~) ist, wobei 
[.~(a)]-i dutch die stetige Fortsetzung yon A-l(~) auf Y gegeben ist. Daher ist 
e(A)ce(A). Es ist auch nicht schwer einzusehen, dab e(~)ce(A) ist, so dab 
a(A)=a( .q)  gilt. Aus [t2, t .  (17)] folgt die Struktur von a(A). Sei 4oEa(.~ ) und 
_r'<~ ein gentigend kleiner Kreis mit Mittelpunkt 40. Ist 9r so existiert 
gemitB [3t, 1.2. (6)] das Resolventenintegral 

f T (4) A-1 (4) B d 4 

als Operator in B (X). Beachtet man die Gtiltigkeit von R (A-l)-----d-1 X, was aus 
der Dichtheit von X in X und der Eigenschaft dim R (A-l) < oo folgt, so erkennt 
man R (A-l)CX, so dab 4o auch ein Eigenwert von A ist und die algebraischen 
EigenrAume yon A und A zu 4o iibereinstimmen. Restringiert man die in einer 
punktierten Umgebung yon 4 o gtiltige Laurententwicklung yon 2{-1(.)~ auf X, 
so erh~tlt man die Laurententwicklung von A -1 (.) B, so dab 4 ein Pol yon A -1 (.) B 
ist mit einer Ordnung p, die nicht gr6Ber als die Ordnung P0 von 4o als Pol von 
2{-1 ( . )~  ist. Da aber mindestens ein Hauptvektor u yon A zu 4 o der Stufe Po 
existiert und u in X liegt, ist p = P0. 

3. Weitere Konvergenzresultate 

Dieser Abschnitt bringt einige Erg~nzungen zu den Ergebnissen des zweiten 
Abschnitts. Nach einer Bemerkung ~iber symmetrische Eigenwertaufgaben be- 
weisen wir Beziehungen zwischen den Ordnungen der Pole und den Dimensionen 
gewisser Teilr~ume der algebraischen Eigenr~ume. Derartige Resultate sind yon 
Anselone [t] im Zusammenhang mit kollektiv kompakten Operatorfolgen be- 
wiesen worden und lassen sich auf den yon uns betrachteten Fall verallgemeinern. 
Zum Ende dieses Abschnitts schlieBen wir einige ~berlegungen zur Konstruktion 
einer konvergenten Basis yon Hauptvektoren an. 

Das Eigenwertproblem 2.(t) heiBt J-symmetrisch, wenn eine Abbildung 
J :  D (A) -~ Y* existiert mit der Eigenschaff 

(t) (Ju, Av)=(Jv ,  Au), (Ju, By)= (Jv, Bu), u, v6D(A). 

Es heil3t J-de/init, wenn Zahlen a, fl E C existieren mit 

(2) (Ju, o~Au+flBu) 4:0, 04:uED(A). 

Dann sind die Eigenwerte yon 2. (t) reell, und es existieren keine Hauptvektoren 
einer Stufe gr6Ber Ms eins (s. [3t, S. 24t], vgl. auch [t2, 1. (t8)]). Mit Hilfe von 
2. (t5) beweist man leicht das folgende Ergebnis (s. [t2, S. 68], [3t, S. 258]). 
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(3) Das Problem 2. (1) sei J-symmetriseh und J-definit. Sei e < d und 

(e, d) h a ( A ) =  [c, d] h a ( A ) -  {#(1) . . . . .  #(m)}, 

wobei #(1) ~_ #(~) ~ . . .  <= #(,n) ihrer geometrischen Viel/achheit nach wiederholte 
stabile Eigenwerte yon (1) sin& Sei fl > 0 beliebig gew~hlt. Dann besteht 

(A,) ~ {4 eC I Re 4 e (c, d), I Im 41 < fl} 

/i~r ein Endsti~ck A1 aus m algebraisch wiederholten Eigenwerten t~} 1), i =  t . . . . .  m. 
Ordnet man sie nach der Vorschri/t 

Re/.*~ 1) __~ Re~} ~) < . - -  =< Re#i m), teA 1, 

so konvergiert i~111 __~#(i) (t eAi),/'---- t . . . . .  m. 

Sind die approximierenden Probleme 2. (2) J,-symmetrisch und J,-definit, 
so hat (2) nut reelle Eigenwerte mit fibereinstimmender geometrischer und 
algebraischer Vielfachheit, so dab sich (3) entsprechend vereinfachen l~iBt. 

(4) Sei 4 e a (A) ein stabiler Eigenwert, und seien a,, teA x, die gegen 4 konvergieren- 
den Eigenwerte aus a (A ,). Seien q,: a,-+Z+, t eA  1 Funktionen mit 

q:=l imsupa ,  ~. q ,(4,)< oo. 

Ist s,(4,) bzw. s die Dimension des Teilraums 3/,(4,) bzw. M der Hauptvektoren 
yon A,  zu 4, bzw. von A zu 4 der Stu/e h6ehstens q,(4,) bzw. q, dann gilt 

lim supA ~ ~. S, (4,) s S. 
AiEffl 

Beweis. O.B.d.A. kann man q=~.q,(4,) ,  ,cA 1, annehmen. Sei M, die direkte 
Summe der M,(4,), 4,ea,. Ist u,e M,, teA,  eine beschr/inkte Folge, so gilt 

u , =  Z u,(4,), teA, 

mit Elementen u,(4,)eM,(4,) .  Seien o~eo(A ) und T : = - - A - I ( o O B ,  T, :=  
--ATX(~)B,, teA, wobei wir o.B.d.A. 0teQ(A,), teA, angenommen haben. Aus 
[12, 1.(6)] folgt, dab u,(4,) im Teilraum der Hauptvektoren der Stufe kleiner 
gieich q, (4,) yon T, zum Eigenwert ~b (4,) liegt mit ~b (4) := (4--~)-L Damit gilt 

17I (T,--r teA.  
~lEal 

Ftir eine leilfolge A' (A  konvergiert u,--+u (,eA').  Wegen T, -+T und $ (4,)-+ 
(4) (teA') ergibt sich (T - -  ~o (4) I)qu=O, und u liegt, wiederum wegen [t2, t. (6)], 

im Teilraum der Hauptvektoren der Stufe h6chstens q von A zu 4. Hieraus er- 
schlieBt man mit der in [3 t, 3.1. (5)] verwendeten Argumentation die Behanptung. 

Mit dem vorangehenden Beweis haben wir auch gleich die Gtiltigkeit des 
folgenden Korollars gezeigt. 

(5) Sei 4ea(A)  ein stabiler Eigenwert, und sei 4,ca(A,) mit 4,-+4 (teA). Sei 
q ,eN,  teA,  und 

q: = l im  supaq ,<  oo. 
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Ist M, bzw. M der Teilraum tier Hauptvektoren yon A,  zu ~, bzw. yon A zu ~ der 
Stu/e kleiner gleich q, bzw. q, so gilt 

lira supa dim As/, ~ dim M. 

Ist u,EM,, tEA, eine beschriinkte Folge, so konvergiert [iir eine Teil/olge A ' ( A  
und ein u E M 

u,-+u (t~A'). 

Unter den Voraussetzungen yon (5) kann demnach insbesondere aus jeder 
Folge von Eigenvektoren u, von A,  zu ~, mit Ilu,ll--a stets eine gegen einen 
Eigenvektor u von A zu A konvergente Teilfolge ausgew~hlt werden, wobei gilt 

lim supa dim N(~, B,--  A ,) =< dim N(~ B -- A). 

(6) Sei ~E~r(A) ein stabiler Eigenwert der algebraischen Viel[achheit m u n d  der 
Ordnung p. Seien (r,, ~ EA1, die gegen ~ konvergierenden Eigenwerte aus ~ (A ,) und 
p, (~,) ihre Ordnungen. Dann gilt 

p --< lim infal ~. p, (~,) _--< lim supa I ~, p, (~,) --< m. 
~.l E O" t ~.t E o" I 

Beweis. Hauptvektoren verschiedener Stufen sincl linear unabh/ingig, und die 
Summe tiber die algebraischen Eigenr/iume M,(2,) zu ~,, ~,E~,, ist direkt. Da es 
einen Hauptvektor von A,  zu ~, der Stufe p,(~,) gibt (s. [12, t. (16)]) und gem~B 
(t 5) die Summe der algebraischen Vielfachheit der ~, fiir fast alle t EA 0 gleich m 
ist, folgt die letzte der behaupteten Ungleichungen. Zum Beweis der ersten sei u 
ein Hauptvektor von A zu 2 clef Stufe p, und sei u,E M, mit u,--~u (tEA1). Mit 
den Bezeichnungen aus dem Beweis von (5) gilt dann 

M (T,-- $ (2,) I,)P, la, I u,----- 0, t EAt. 
~ ,EO,  

Ist A (A~ eine Teilfolge, so dab P0: = lira infao ~. p, (~,) = ~, p, (2,), t EA, ist, so folgt 
clas Bestehen von (T-- $ (~) I)P0 u---- 0, also P0 -->-- P. 

Der zweite Teil der Behauptung in (6) ist in [20, 4.(tl)1 mit etwas anderer 
SchluBweise bewiesen worden. 

Im Zusammenhang mit dem letzten Tell yon (5) stellt sich die Frage nach cler 
Bestimmung einer Basis von Hauptvektoren yon A,, die gegen eine Basis von 
Hauptvektoren von A zu ~ konvergiert. Ftir unsere diesbezt~glichen Aussagen 
ben6tigen wir die diskrete schwache Konvergenz /,---~[ (LEA) einer Folge von 
Funktionalen/ ,EX* gegen ein/EX*,  die definiert ist dutch (s. [30, 2A. (1)]) 

(7) u , ~ u  ( ,EA)~(/ , ,  u , ) ~ ( / , u )  (tEA). 

(8) Sei ~Eg(A) ein geometrisch ein/acher, stabiler Eigenwert, sei ~,Eg(A,) mit 
~ - - ~  (~EA) und konvergiere [,---~[ (tEA). Sind %, ~EA, Eigenvektoren yon A, zu 
~, mit 

]l-,ll-- a, l iminfa ([,, u,) > 0 ,  

so konvergiert u,-+u (,EA), wobei u ein Eigenvektor yon A zu ~ ist. 

Beweis. Gem/iB (5) gibt es zu jeder Teilfolge A' cA eine weitere Teilfolge 
A "  cA' und einen Eigenvektor u yon A zu g mit u,-~u (,EA"). Dieses u gentigt 
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den beiden Bedingungen ]l u [[----t und (/, u) > 0, wodurch u eincleutig bestimmt ist. 
Mit bekannter SchluBweise folgt hieraus die Behauptung. 

Wie man leicht sieht, lassen sich Eigenvektoren mit der in (8) verlangten 
Normierung genau dann finden, wenn fiir einen Eigenvektor u 0 yon A zu 4 gilt 
(/, u0) 4:0. Dies weifl man ohne Kenntnis des ja noch zu berechnenden u 0 nicht 
unbedingt von vornherein, doch wird (], %) 4:0 automatisch gesichert, wenn man 
die u, wie in (8) verlangt normalisieren kann. Eine Variante zu (8) in der nicht 
verlangt wird, daft [[u,][=t ist, lautet wie folgt. 

(9) Zus~tzlich zu den Voraussetzungen yon (8) sei (/, Uo) ~= 0/i~r einen Eigenvektor 
u o yon A zu 4. Dann gibt es/i~r ein EndstiAck A 1 eindeutig bestimmt Eigenvektoren u, 
von A ,  zu 4, mit 

(10) (/,, u , )=  t, tEA1, 

und es konvergiert u,-->u (tEA1) gegen einen Eigenvektor u von A zu 4. 

Beweis. Gem/iB (5) ist 4, ftir fast alle tEA geometrisch einfach, und mit Hilfe 
der Vorbemerkungen erschlieBt man die Existenz und Eindeutigkeit der u,. Wir 
zeigen als n/ichstes die Beschr~inktheit yon (U,)A. Im anderen Falle konvergiert 
][u,[I-+ oo (t~A> ftir eine Teilfolge A. Dann ist die Folge v,:=u,/[[u,[I, tEA, auf 
eins normiert, und wegen (5) geht v,-+v (tEA'), wobei ve in  Eigenelement yon A 
zu 4 ist. Offenbar ist [Ivlt--i abet (/, v )=0 ,  was ein Widerspruch ist. Nunmehr 
kann man zu jeder Teilfolge A (A o eine weitere Teilfolge A'  ( A  und ein Eigen- 
element u von A zu 4 finden mit u , - ~ u  (tEA'), (~, u ) = t .  Durch die letzte Be- 
dingung ist u eindeutig bestimmt, und man erschlieflt in bekannter Weise 
u , -+u  (tEA1). 

Die in (9) verwendete SchluBweise kann leicht veraUgemeinert werden, um 
den folgenclen Satz zu beweisen. 

(11) Sei 4Ea(A)  ein stabiler Eigenwert der algebraischen Viel/achheit m, sei M 
der zugeh6rige algebraische Eigenraum, und sei M, ,  tEA1, die Summe der algebrai- 
schen Eigenr~ume zu den gegen ,~ konvergierenden Eigenwerten yon A, .  Seien 
[Cxl . . . . .  /ImlEX*, so daft ]i~r iedes u E M  gilt 

(12) (lli), u ) = 0 ,  f = l  . . . . .  m ~ u = O ,  

und konvergiere /~i).._./(i) (tEAo)" Dann gibt es /iir ein Endsti~ck A 1 eine eindeutig 
bestimmte Basis u~ 1) . . . . .  ul m) yon M ,  mit 

(13) (/[i), Ulk))=b.k, i, k = l  . . . . .  m, ~EA1, 

und es konvergiert uli)-->u li) (tEA1), ~= t . . . . .  m, gegen eine Basis u c1~ . . . . .  u <m) 
yon M.  

4. Diskrete Approximationen yon Dualsystemen 

Dieser Abschnitt client als Vorbereitung f~r das Studium diskreter Approxi- 
mationen des adjungierten Eigenwertproblems. 

Fiir das Folgende ben~tigen wir einige Definitionen. Wir beginnen mit cler 
Einfiihrung einer Variante der diskreten schwachen Approximation aus ~t6, 1. (4)]. 

(t) Die R~ume E, E ,, tEA o, bilden eine diskrete schwache normierte Approxima- 
tion, kurz: sn-Approximation, wenn E, E,, ,EA o normierte R~iume sind und eine 
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Konvergenz ,,---~'" yon Folgen (u,) a yon Elementen u,EE,, ,EA, gegen Elemente uEE 
erkliirt ist mit den ]olgenden Eigenschaflen 

(i) u,---~u (,EA) ,u,---~u (,cA'), A' cA. 
(ii) u,--'u, v,--,v (,EA) ~o~u,+3v,-~o~u+flv (,EA), ~r fiE*. 

(iii) Iiu,I[-->0 (,EA) ~u,---'O (,EA). 
(iv) u,----" u (, EA) ~ Ifu if ----< lim inf a [[u, II. 
(v) u , -~u  ( ,EA)#S~:  ,ea.  

(vi) VuEE3u,EE,, eEAo, mit u,--,u (,EA0). 

Eine einfache Eigenschaft, die bei Approximationen mit konvergenter Metrik 
bekannt ist (s. [3t, 3.t. (t)]), tibertr~igt sich auf den hier betrachteten Fall. 

(2) Ist E, l iE ,  eine sn-A1bproximation, so gilt dim E ~ lim infa. dim E,. 

Beweis. Seien u tl) . . . . .  u (m) linear unabhiingige Elemente aus E. Dann gibt es 
u~i)EE, mit ul13--~u 03 (,EAo), / ' = t  . . . . .  m. Die Elemente u~ I~, 1"=t . . . . .  m, sind 
flit fast alle ,EA o linear unabhAngig. Anderenfalls gibt es eine Teilfolge A und 
Zahlen cl i) mit 

~. c~ '~ u~'~ = 0, ~. [d i' [=  1, * EA. 
i=1 i=l 

O.B.d.A. kann man c}i)-->c (i} (,EA) annehmen. Damit gilt Ic(1)l + . . .  +Ic(m)[ = t ,  
und man erh~ilt den Widerspruch 

0 =  ~. cI'~ul ' ~  ~. cc'~u~i)~=o (,EA). 
i=x i=x 

Ziel dieses Abschnitts ist es, diskrete Approximationen von Dualsystemen (E, F )  
zu studieren. Ein Dualsystem (E, F )  wird gebildet aus normierten R~iumen E, F, 
fiir die eine beschr~nkte Bilinearform ( . , . )  auf E •  existiert mit den beiden 
Eigenschaften (i) (u, v ) = 0 ,  vEF~u=O und (ii) (u, v ) :O ,  u c E ~ v = O .  

(3) (E, F),  II(E,,  F,) heiflt diskrete Dualapproximation, wenn (E, F)  ein 
Dualsystem ist und die [olgenden Bedingungen er/i~llt sin& 

(i) E, l iE ,  und F, I-IF, bilden sn-Approximationen. 
(ii) Ist A ( A  o und u,EE,, ~EA, so konvergiert u,--'u (LEA) genau dann, wenn 

]i~r #de Teil/olge A'  ( A und IgOr v, E F,, ~ E A', gilt, 

(4) v,--,v ( tEA ' )* (u , ,  v,)---~(u, v) (,EA'). 

(iii) Ist ACA o und v,EF,, tEA, so konvergiert v,---'v(~EA) genau dann, wenn 
]iir ~"erie Teil]olge A'  cA und ]i~r u,EE,, ,EA', gilt 

(5) u,--,u(,eA') , ( u , ,  v,) --> (u, v) (,EA'). 

Wir bringen zwei Beispiele zu diesen Begriffsbildungen. Sei X, l iX, ,  lim eine 
diskrete Approximation mit konvergenten Metriken. Insbesondere ist dann 
X, I-IX, auch ein sn-Approximation. In [t6, 1. (t2)] ist gezeigt worden, dab bei 
separablem X die R~iume X*, l iX*  mit der in 3. (7) verwendeten schwachen 
Konvergenz eine sn-Approximation sind. Mit den SAtzen 2.3. (4), 2A. (6) aus [30] 
folgt dann, dab (X*, X) ,  l i (X* ,  X , )  eine Dualapproximation definieren. 
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Eine Verallgemeinerung dieses Beispiels ist in der folgenden Nummer enthalten, 
in tier wir wie vorangehend annehmen, dab d ( X , / / X , ,  lim) eine diskrete Approxi- 
mation mit konvergenten Metriken ist und X*,/-/X* mit der in 3. (7) definierten 
schwachen Konvergenz versehen ist. 

(6) Seien P, P,, tEAo, lineare Proiektionen in X bzw. X ,  mit P,--~P(tEAo). 
Dann sind P sowie P,, t EA1, stetig, und ( R ( P*), R ( P) ) bildet ein Dualsystem mit 
tier nati~rlichen Dualitdt. Ist R (P) separabel, so ist I I (  R (P,*), R (P,)> eine diskrete 
Dualapproximation yon (R(P*),  R(P)) ,  und zu jeder beschrdnkten Folge yon 
Funktionalen /,E R (P,*), t EA, gibt es ein A'  cA und ein ] E R (P*) mit [,--, / (~ EA'). 

Beweis. Aus P,--~ P (, EA0) folgt die Stabilit~it der Folge (P,)a un4 die Stetigkeit 
yon P (s. E30, 1.2. (6), (7)]). Offenbar stellt (R(P*),  R(P) )  ein Dualsystem dar. 
Es ist leicht zu sehen, claB R (P), I IR  (P,) eine diskrete Approximation mit der 
dutch X , / /X , ,  lim induzierten Konvergenz bildet. 

Sei nun /ER(P*) ,  ],ER(P,*), teA, un4 gelte fiir v,r und A ' c A  

v,-+v ( t eA ' )o ( / , ,  v,>-+(/, v> (teA'). 

Ist dann u E X, u, E X, und konvergiert u , -+u (t EA), so berechnet man 

(1,, u , ) =  (P,*/,, u,) = (/,, P,u,) ~ (/, Pu) ---- (/, u) (teA). 

Dies zeigt/ ,--~/(teA),  womit Bedingung (3) (iii) Ms erfiillt nachgewiesen ist. 

Als n~ichstes zeigen wit, dab R (P*), / / R  (P,*) mit der durch X* , / /X*  indu- 
zierten Konvergenz eine sn-Approximation ist. Wir bemerken als erstes, dab 
wegen P,*--~ P* (tEAo) (s. E30, 2.2. (3)]) aus / ,ER (P,*), /,--~/ (teA) folgt /ER(P*).  
Wit miissen noch zeigen, dab jedes /ER(P*)  schwacher Limes ist. Dazu folgen 
wir 4em Beweis von t. (12) aus [i 6J. Sei u (il, J E ~i, ein linear unabh~ingiges System, 
4essen lineare Hiille in R (P) dicht liegt (4er Fall d i r e r  ( P ) <  oo ist bei sinnge- 
miBer Deutung im Beweis mitenthalten). Sei ul~ER (P,) uncl konvergiere 

,~i) _~ u(i) (t EA0). 

Mit M (') bzw. M~ ") bezeichnen wit die von den jeweils m ersten Elementen auf- 
gespannten Teilriume. Wie im Beweis von [t6, t.(t2)J findet mall zu jedem 
m E~l ein Endsttick A m <Ao mit A m cAm_l, so dab 

J,(') : Mi') 3 u, = ~ o~(i) u~i) .-~ ~, a(') u(i) E M('), t eA , ,  
i=i i=i 

eine umkehrbar eincleutige lineare Abbildung definiert mit der Eigenschaft 

1 u 
]]J,,(') u, ]] N (t + -~)ll ,ll, u,EM~ "), teAm, 

sowie 
(J,('))-iu-+u (teA,),  J,c')(J,( '))-lu=u, n ~ m ,  uEM ('). 

Sei /E  R (P*) gegeben. Wit definieren Funktionale/! ' )  auf der direkten Summe 
N(P,) ~ M! ") dutch 

(/Im), v,)=(t,  J,(')P, v,), v,EN(P,) (gMI "), t eA . ,  m e N .  
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Offenbar ist 1~1 beschr/inkt auf N(P,)(gM~ ''1, und die Norm gestattet die Ab- 
schiitzung 

(7) II/}')ll__< (a + ~)IIP, IIII/II, ,EA., mE]N. 

Nach dem Satz yon Hahn-Banach kann man diese Funktionale unter Erhaltung 
ihrer Norm auf X, fortsetzen. Fiir die fortgesetzten Funktionale verwenden wir 
wieder dieselbe Bezeichnung. Nach Konstruktion gilt/~) EN(P,) l ,  also/}~) E R (P,*), 
t EA~. Wir definieren 

1,=0, tEAo\A1, / ,=/} n), tEA.,kA.,+I, meN. 

Dann ist /,ER(P,*), teA o, und wir behaupten /,~/(tEAo). In der Tat gilt ftir 
u,ER(P,) mit u,--->u (,EA), ftir vEM ('~ und tEAmnA 

I(/,, - , )  - (l, - ) l  --< II 1, II I 1 - , -  (J,('~) -~ v It + II/l111- - v II, 

woraus man nach Ausftihrung des Grenziibergangs (teA) bei Ausnutzung der 
Eigenschaft, dab die Vereinigung der M Iml, m EN, in R (P) dicht liegt, die Konver- 
genz (/,, u,)--+(/, u) erhalt. Mit dem bereits Bewiesenen ist somit /,---,/(tEAo) 
gezeigt. Wir bemerken noch, dab aus (7) durch Grenziibergang folgt 

(8) lira sup~. I1/, II < II/II lim supa ' liP, II. 
Als n/ichstes zeigen wir die schwache Kompaktheit beschr/inkter Folgen von 
Funktionalen/,ER(P,*). Da R(P) separabel ist, entnehmen wir [30, 2.3. (1)], dab 
dab es ein [oER(P)* gibt mit 

1,1 e(P)--']o (,EA'). 

Sei/1 eine Fortsetzung von ]o auf X, und sei/:-----P*]r Man tiberzeugt sich leicht 
von/,--~1 (teA'). 

Es bleibt noch (3)(ii) nachzuweisen. Sei uER(P), u,ER(P), teA, und Itir 
/,ER (P,*) und A' ( A  gelte 

1,--'1 ( tEA')~( / , ,u , ) -+( / ,  u) (teA'). 

Sei R,uER(P,), ,EA 0, mit R,u-->u (,EAo). Dann gibt es Funktionale [,ER(P,*) 
mit 

II/,[l___llP, II, II.,--R,.II=I(/,,.,--R,*,)I, ,EAo. 
Sei A(Ao beliebig. Dann existiert ein [ER(P*) und eine Teilfolge A'cA mit 
[ ---~[ (teA'). Daher konvergiert 

([,, u,--  R, u) --> ([, u) -- (t, u) = 0 (t EA'). 

Damit ist II",--R,"II-~0 (,Eho) bewiesen, was noch zu zeigen war. 
Wir kehren nun zurtick zu den allgemeinen Eigenschaften diskreter DuaUimes- 

rliume. Eine sn-Approximation E, HE, nennen wir diskret schwach kompakt, 
wenn fiir jedes A cAo jede beschr~tnkte Folge von Elementen u,eE,, teA, eine 
diskret schwach konvergente Teilfolge entMlt. Der Hauptsatz dieses Abschnitts 
lautet dann. 
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(9) Fi~r eine diskrete Dualapproximation <E, F) ,  TI<E,, F,> sind die ]olgenden 
A ussagen paarweise ~quivalent. 

(i) E ist separabel, E, TIE, ist schwach diskret kompakt, und es gibt eine Zahl 
> O, so daft aus 

(lO) u,---~u (t~A) o 7 lim supa I[u,ll =< [lu[I. 

(ii) d i m e  < oo, dJmE,--~dimE(tEAo). 
(iii) dim E < oo, lira supa ~ dim E,  --< dim E. 

(iv) Es gilt eine der Bedingungen (i) --(iii) mit E, bzw. E ersetzt dutch F, bzw. F. 

Fiir den Beweis von (9) steUen wit  einige Hilfss/itze bereit. 

(t 2) Sei E, HE,  eine diskrete schwach kompakte sn-Approximation mit separablem 
E. Dann ist E endlichdimensional, [alls es eine Zahl 7 > 0 gibt, so daft (t0) gilt. 

Beweis. Die Beweisidee geht auf [37, 2. (4)J zuriick. Wi t  zeigen, dab die Menge 

Mo:----{u~E] 3ACAo, 3u ,EE,  mit  Itu,II-<_1: u,--~u (tEA)} 

pr / ikompakt  ist. Da E, TIE, eine Approximation ist und  (10) gilt, ist die Kugel 
um den Nul lpunkt  mit  Radius ~[2 in M 0 enthal ten und  daher ebenfalls pr/ikom- 
pakt ,  woraus dim E < oo folgt. 

Sei u (i~, j c N ,  eine in M 0 dichte Folge, und  sei uli)EE, mit  u~il--~u (i~ (tEAo), 
i EIN. Wenn  wir annehmen, dab M 0 nicht  pr / ikompakt  ist, dann gibt es ein s > 0 
und  Elemente  w Ik~ EM 0 mi t  

Dazu existieren Teilfolgen A k ( A  o und Folgen wl kl, tEA k, mit  I[wlkl[I =<l sowie 
wl kl--~ w (k) (t EA~), k E IN. Wegen t.  (iv) k6nnen wir annehmen, dab f t i r ,  EA k gilt 

Sei A = (q, t, . . . .  ) eine Teilfolge von A o mit  der Eigenschaft  t, EA k. Wir setzen 

w " = w  (k) kEIN. 

Die Folge (w,) a ist beschr~tnkt, und  es konvergiert  w,--,w (t EA') ftir eine Teilfolge 
A ' ( A .  Es ist w r  o, aber gleichzeitig Ilu(il-wl]>__ye/2, ir was ein Wider- 
spruch ist. 

(13) Unter den Voraussetzungert yon (t2) gilt lim sUpAoE , _<dimE. 

Beweis. Ist  die Behauptung  nicht richtig, so ist d imE ,  > m: = d i m E  fiir eine 
Teilfolge A. Sei u~X)EE,, tEA, mit  tlul~l[[=l. Dann hat  man fiir ein uCX)EE und 
eine Teilfolge A~ ( A  

u?)--,u (~) (,~A~), II (1)ll_>_r. 
Ist  m _> t,  so findet man u~IEE,, tEA,, mit UuI~)[[=t und 

t~A~, cedE. 

Es gibt dann eine Teilfolge A z (Ax und  e in u Izl ~E mit  
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Damit sind u cl), u ~ linear unabh/ingig. Im Falle m > 2 kann man die SehluBweise 
fortsetzen und kommt schlieBlich zu einem Widerspruch. 

Beweis yon (9). Die )i, quivalenz von (ii) mit (iii) ist eine Konsequenz von (2). 
Die Implikation ( i )~ (iii) ist in (t2), (t3) enthalten. 

(ii) ~ (i). Sei u cl) . . . .  u Cm) eine Basis in E, sei u~ i) EE, und konvergiere 

u[~)--'u I'~ (tEA0), i = 1  . . . . .  m. 

In (2) ist gezeigt worden, dab die ul i), j=  1 . . . . .  m, ftir ein Endstiick AI linear 
unabh~ngig sind. Es kann dann A 1 noch so gew~ihlt werden, dab sie eine Basis 
von E, bilden. Wit definieren eine lineare bijektive Abbildung J,: E,-+E durch 

J,u~ '~ = u(J~, i = 1 . . . . .  m, ~ EAv 

Da (u0))a 1 als schwach konvergente Folge beschr~nkt ist, erkennt man leicht die 
Gfiltigkeit yon 

(t4) J,u,.--~u (,~A) in E~u, - - ,u  (~A). 

Die Folge (J,)a, ist aueh stabil. Denn anderenfalls g/ibe es Elemente u,EE, mit 
[[J,u,[[=t, [[u,]I-+o(,EA). Wegen d i m E <  oo gilt J,u,->u(,EA') in E ftir eine 
Teilfolge A' (A und ein u 6E mit Itull-- t. Verm~ge (t4) erkennt man u,--~ u (, EA'), 
und daher ist 

tl u li =< lira inf a, ]l u, ]l = 0, 

was einen Widerspruch ergibt. Ist nun (u,) a beschr/inkt, so auch (J,u,) a in E, 
und es geht J,u,-+u (,EA') fiir eine Teilfolge A' cA, woraus mit (t4) die diskrete 
schwache Kompaktheit folgt. Der zweite Tell yon (i) ergibt sich mit der Kon- 
stanten yq:  -:  lim supa ,iV# it, die wegen (14) endiich ist. 

Die Bedingungen (i)--(iii) mit E, bzw. E ersetzt durch F, bzw. F, sind unter- 
einander aus Symmetriegriinden ebenfalls paarweise fiquivalent. Wir zeigen noch, 
dab aus der Gtiltigkeit yon (ii) mit E, E, die Gfiltigkeit yon (iii) mit F, F, folgt. 
Da (E ,F)  ein Dualsystem ist, gilt m: = d i m E  = d imF .  Ist die zweite Be- 
dingung in (iii) mit F, F, nicht erftillt, so gibt es wegen d i m E , = m ,  ,EA1, eine 
Teilfolge A (A1 und Elemente v, E F, mit 

( u , , v , ) = 0 ,  u,EE,, ,r Hv,l[-+oo (,~A). 

Hieraus folgt offenbar, dab (3) (iii) gegeben ist mit v--0, so daft v,--~O (tEA) geht. 
Dies ergibt einen Widerspruch zu I[v,H-+ oo, und der Beweis ist vollst~ndig. 

An (9) k6nnen wit noch den folgenden Zusatz anffigen. Ftir jedes ,EA 0 deft- 
nieren E bzw. E, in nattirlicher Weise einen lineaxen Teilraum yon F* bzw. F,*. 
Wir schreiben II"l~ll bzw. II~,lF, II ffir die Normen der als Elemente yon F* bzw. F,,* 
aufgefaflten uEE bzw. u,EE,, d.h. 

II lvll:-- sup [(u, v)], II~,lF, II:-- sup [(u,, v,) I. 
vEF v, EFt 

[M[<I Ilv, li~x 

Dann 1/iBt sich noch die folgende Behauptung aussprechen. 

(t5) Sei (E,F) ,  II(E,, F,) eine diskrete Dualapproximation, so daft /~r #des 
vEF eine Folge v,EF, mit 
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existiert. Ferner sei E versehen mit der Norm Iiu I F I], u EE, separabel. Dann ist (9) (ii) 
tiquivalent mit der /olgenden Bedingung. (i) E, IIE, ist diskret schwach kompakt und 
a c t s  

(17) u,--,u (tEA)~llu,]F, ll~ilulFl] (tEA). 
Beweis. (9)(ii)~(i) Die erste der Bedingungen in (i) folgt aus (9)(i). Zum 

Beweis cler zweiten sei zun~tchst vEF gegeben und (v,)a, die Folge aus 06). 
Dann gilt 

](u, v}i-----limao [(u ,, v,}[ =< lira infaoilU,iF,] [ ][vt[vEF. 

Seien weiter v,E F,, tEA o, Elemente mit llv,ll= t and tlu,lF, l l -  (u,, v,} -+0 (,EAo). 
Ist A (Ao so gew~thlt, dab 

Ilu,lF, ll~limsupa, llu,lF, II (tEA) 

geht, so gibt es eine weitere Teilfolge A' (A  und ein vEF mit v,---~v (tEA'). Es ist 
llvll =< a, und daher erhAlt man unter Ausnutzung yon (u,, v,} -+(u, v) (tEA') auch 

lim supa o]l u, I F, 1[ = lim Sllpa, I(U ,, V ,)l ~ II u Iv II. 

Zusammen mit tier zuerst bewiesenen Ungleichung ist damit (17) gezeigt. 

(i) ~ (9) (ii) Wir beginnen mit aer Bemerkung, dab durch Ilu,I F,II, - ,  E~,, for 
ein Endsttick A 1 eine Norm in E, 6efiniert wird. AnderenfaUs gibt es eine Teilfolge 
A' (A und Elemente u,E E, mit 

(u,, v , ) = 0 ,  v,EF,, tEA, Ilu,ll-~ oo (,EA). 

Damit ist (3) (ii) mit u = 0  erfiillt, was u,---0 (tEA) zur Folge hat und einen Wider- 
spruch ergibt. Wenn wir uns E,, tEA 1, in 4ieser Weise und E entsprechend nor- 
miert denken, so besagt (i), dab E, HE, mit der schwachen Konvergenz eine 
diskrete Approximation mit konvergenter Metrik ergibt. Die Behauptung folgt 
dann aus [37, 2. (7)J. 

Der Kiirze halber bezeichnen wit eine diskrete Dualapproximation 
(E, F)I I (E, ,  F,}, welche einer der Bedingungen (9)(i)--(iv) gentigt, als diskret 
stark kompakt. 

5. Approximation des adjungierten Problems 

Mit Hilfe der Ergebnisse des vorangehenden Abschnitts ftigen wir jetzt einige 
Bemerkungen iiber die Approximation des zu 2. (i) adjungierten Eigenwert- 
problems 

(1) (2B*--A*)/=O, lED(A*), 2EG, 

(lurch die Folge der zu 2. (2) adjungierten Probleme 

(2) (2B*--A*)/,=O, /,ED(A*), 2EG, 

an. In den R~iumen X*, I IX*  und Y*,//Y,* steht jetzt i.allg, nur die schon 
welter oben verwendete diskrete schwache Konvergenz zur Verftigung. 

Es ist bekannt, dal3 a (A *) = a (A) uncl (A *)-1 (2) = (A -1 (2)),,  2 E 0 (A) = e (A *) 
gilt. Damit beweist man das zu 2. (5) analoge Ergebnis. 

(3) Ist K(O (A*) kompakt, so gilt unter der Voraussetzung (aF)/i ir  ein Endsti~ck 
A1 auch K (O (A *) und (A *) -1 (2) ist gleichm~flig /iir ~EAI und 2 EK beschr~nkt. 
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Beweis. Aus 2. (5) folgt K ( ~ (A ,), t E A 1, und die gleichgradige Beschriinktheit 
yon (A~'X)al auf K. Die Bemerkung vor (3) ergibt dann die Behanptung. 

Ist a eine kompakte Spektralmenge von A, dann ist es auch eine von A*. 
Die zu a geh6rige Spektralprojektion von A* bezeichnen wit zur Unterscheidung 
von P(a) ans 2. (6) mit  P(a), und entsprechend zu Q (a) aus 2. (7) ist (~ (a) ftir A* 
definiert. 

(4) Sei (aF) er/i~llt, und sei a eiue kompakte Spektralmenge yon A* mit zugehSrigem 
Cauchygebiet 2. Dann gilt 

(5) inf{dist (2, a) [ 2Ea(A*)}-+0 (teAo). 

F i~r ein Endsti~ck A 1 ist O d (0 ( A *) , und es gilt mit a,: =a (A*)  n d  

(6) P, (a,)--" P(a), Q., (a,)--~0 (a) (t cA1) 

sowie rank ~) (a) = rank P(a), rank Q, (a,) = rank D (a,), t EAv und 

(7) lim infa, rank P, (a,) => rankP(a).  

Wenn R(P(a)) oder R(Q(a)) separabel ist, so bildet <R(Q(a)) ,R(P(a))) ,  
/ / a l ( R  ((~, (a,) ), R (P, (a,))) eine diskrete Dualapproximation mit der durch X*, I-IX* 
bzw. X,  [ IX ,  induzierten Konvergenz und <R (P(a)), R (Q (a))), I IA , (R  (~(G,)), 
R (Q, (a,))) eine diskrete Dualapproximation mit der durch Y*, IIY,* bzw. Y,  IIY, 
induzierten Konvergenz. 

Beweis. Die Behanptung (5) ist eine Folge von 2. (12). Da die adjungierten 
Operatoren diskret stark konvergenter Folgen diskret schwach konvergieren 
(s. [30, 2.2. (3)]) und eta 
(8) Q (a) -~ P(a)*, P(a) = Q (a)* 

sowie die entsprechenden Beziehungen ftir die m i t ~  induzierten Projektoren 
bestehen, folgt (6)--(7) ans 2.(13)--(t4). Aus 2.00) erkennt man, dab R(P(a))  
genau dann separabel ist, wenn R (Q (a)) es ist. Der Rest der Behauptung folgt 
dann aus 4. (6). 

(9) Sei (aF) er]i~llt, und sei 2 ein isolierter Punkt in a (A *). Dann sind die ]olgenden 
drei Bedingungen paarweise tiquivalent. 

(i) ;t ist ein stabiler Punkt aus a (A). 
(ii) R (P(2)) ist separabel, und ( R  ({)(2)), R (P (2))), Ha, ( R  ((~, (a,)), R (P,(a,))) 

bildet eine diskrete stark kompakte Dualapproximation mit tier durch X*, I I X *  bzw. 
X,  I-IX, induzierten K onverg enz. 

(iii) R (Q (2)) ist separabel, und < R (P(2)), R (Q (2))), Ha, ( R (P, (a,)), R (Q,(a,))) 
bildet eine diskrete stark kompakte Dualapproximation mit der durch Y*, IIY,* 
bzw. Y,  I IY,  induzierten Konvergenz. 

Tri]fl einer der F~lle zu, so ist m : = r a n k P ( 2 ) <  0% und a, besteht ]i~r ein 
Endsti~ck A s aus m algebraisch wiederholten Eigenwerten I~! 1~ . . . . .  i~[ '~ mit 

(tO) I ~ i ~ 2  (LeA~), [=1 . . . . .  m. 

Beweis. Aus (i) folgt 2. (15)(i), und damit  ergibt 4. (9) bei der Setzung 
E = R ( P ( 2 ) ) , E , = R ( P , ( a , ) )  die Bedingung (ii). Die Umkehrung folgt durch 
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U m k e h r  der  Schltisse. Aus (i) folgt auch 2. (t 5)(iii), und  dami t  erh~ilt man  (iii) 
aus 4. (9) mi t  der  Setzung E = R (Q (2)), E , =  R (Q, (a,)). D a  die algebraischen 
Vielfachhei ten yon 2 als Eigenwer t  yon A bzw. A* wegen r a n k P ( ~ ) =  rank P()t) 
i ibere ins t immen und  alas En t sp rechende  fiir die ]t,Ea(A ,) zutr iff t ,  s ind  die rest-  
l ichen Behaup tungen  des Satzes eine Folge yon 2. (t5). (Da A* nicht  notwendig  
d ich t  def inier t  ist, muB man  sich bei  Verwendung dieser  Argumen ta t i on  noch 
tiberlegen, dab  auch in d iesem Fa l l  P(~) auf den algebraischen E igen raum von A* 
zu X proj iz ier t ,  was e twa  durch  Be t rach tung  yon A*, B* als Abbi ldungen  yon 

D (A*) in X* leicht  geschehen kann.)  
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