
375 

Quantenmechan i sche  Deutung  der Theorie  y o n  W e y l  ~). 
Von F. London in Stuttgart. 

(Eingegangen am 25. Februar 1927.) 

Kap. I. Die Theorie yon Weyl.  
Kap. II. Die Undulationsmechanik von de Brog l i e  und die Theorie yon Weyl. 

w 1. Die Identit~t yon yJ und Weyls  Eichstrecke. 
w 2. Nichtintegrabilit~it schlieflt Eindeutigkeit nicht aus. 

Kap. III. Quantenmechanische Umdeutung der Theorie von Weyl. 

K a p i t e l L  D i e  T h e o r i e  v o n W e y l .  

Die Idee einer ,,relnen Nahgeometrie",  zuerst yon R i e m a n n  kon- 

ziPiert , hat  bekanntl ich ktirzlich durch W e y l  eine aul]erordentlieh seh(ine 

und einfache Vervolls t~ndigung erfahren. Man kann den R i e m a n n s c h e n  

Raumbegriff  betrachten als die Aufhebung des Vorurteils,  da$ die 

K r i i m m u n g s v e r h a l t n i s s e  an e i n e r  Stelle des Raumes verbindlieh sein 

mill]ten fiir die Kri immung an a l l e n  anderen. Um dieser Aussage 

R i e m a n n s  einen Sinn zu geben, war  zuniiehst die A n n a h m e  not- 

wendig, da$ der ]~aI]stab, welcher an jeder Stelle zur Bestimmung der 

Koeffizienten gik der metrischen Fundamental form 

d s  ~ ~ g ~ k d x i d x  k 

zur Anwendung gelangt,  ein , s t a r t e r "  Mal~stab sei. 

Demgegeniiber macht W e y l  mit  Recht  geltend, dal] die Annahme 

eines solchen starren Mal]stabes einer radikalen Nahgeometrie zuwider 

sei, dal] nur die V e r h a l t n i s s e  der gik an e i n e r  Stelle, nicht  ihre Ab-  

solutbetr~ge, sinngemi~{~ festgelegt werden k~innen, and dementsprechend 

setzt er fiir die ~nderung  d l eines Eichmal3stabes yon der Lange 1 bei 

eiaer inflniteslmalen Verschiebung d x i an: 

d l  ~ l g ) ~ d x  i, (1) 

wobei die Proport ional i t~tsfaktoren cpi Funkt ionen des Ortes sind, 

Charakter ls t ika  der Mal3verhaltnisse des t~aumes - -  iihnlich den gi~. 

Oder, wenn man (1) in tegr ie r t :  

~ ~0 eSq~i dx i (2) 

1) Vorgetragen teilweise auf der Tagung des Gauvereins Wiirttemberg der 
D. Phys. Ges. Stuttgart, am 18. Dezember 1926; vgl. auch einen vorlgufigen zu- 
sammenfassenden Bericht in Naturwiss. 1~, 187, 1927. 
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(7 0 ~ l am Anfang der Verschiebung). Das Eichma~ ist im Mlgemeinen 
vom Wege abh~ngig (nicht integrabel), es sei denn, dal~ die GrSBen 

f ik  - -  Ox~ Ox  i (3) 

versehwinden. Uber dlese GrSflen f~'k kann man laut ihrer Definition (3) 
die Identit~t aussprechen (die Dimensionenzahl der Mannigfaltigkeit 
sel 4): 

O f i x 1 _~ ~O f k l ._~ O f X ~ ~ 0 i @: k ~ l, i, k, l ~ 1, 9,_ 3,4. (4) 

Die formale Ubereinstimmung dieser vier Gleichungen mit dem einen 
System der Maxwellschen Gleichungen 

ro t~  @--1 ~ = 0, 
C 

divg) = 0, 

sowie einige weitere formale Analogien habenWeyl zu dem Schhi] gefiihrt, 
die ~i seien bis auf einen konstanten Proportionalit~tsfaktor zu identi- 
fizieren mit den Komponenten Oi des elektromagnetischen Viererpotentials, 
die fik entsprechend mit den elektromagnetischen Feldsti~rken ~, ~2. In 
folgerichtiger Ergii.nzung der geometrischen Deuttmg der G r a v i t a t i o n  
durch die v a r i a b l e n  K r i i m m u n g e n  des Riemannschen Raumes dachte 
sich Wey l  den noch iibrigbleibenden Teil physikalischer Wirkungen, das 
e l e k t r o m a g n e t i s e h e  Fe ld ,  ebenfalls als eine Eigenschaft der Mal]- 
verhaltnisse des Raumes, charakterisiert durch die V a r i a b i l i t a t  des 
Eichma~es .  Es ist also zu schreiben: 

= lo e '~ ~ ~i dxi (~ ~ Propor~ionalitatsfaktor). (2 a) 

Man wird die ungeheure Kiihnheit bewundern, mit weleher Weyl  
allein auf Grund dieser ganz formalen Zuordnung seine Lehre yon der 
eiehgeometrischen Deutung des Elektromagnetismus aufgespiirt hat: In der 
Gravitationstheorir war es eine p h y s i k a l i s c h e  Ta t sache ,  alas Prinzip 
der Xquivalenz zwischen trager und schwerer Masse, welche E i n s t e i n  
zu seiner geometrisehen Deutung anregte. In der Theorie der Elektrizitat 
dagegen war eine solehe Tatsaehe nieht bekannt: Es bestand keine Ver- 
anlassung, an einen universellen Einflul~ des elektromagnetischen Feldes 
auf die sogenannten starren MaBstabe (bzw. Uhren) zu denken. Ganz 
im Gegenteil, die Atomuhren z.B. reprasentieren Ma~stabe, deren 
U n a b h a n g i g k e i t  yon der Vorgesch i eh t a  dutch die Scharfe der 
Spektrallinien belegt ist, im Widersprnch zu dem nieht integrablen 
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)IaBe (2 a), welches Wey l  im mag'netischen Felde annimmt. Es bedurfte 
wohl einer ungewiihnlich klaren metaphysischen Uberzeugung, die W e y l  

solchen elementarsten Erfahrungen zum Trotz nicht yon dem Gedanken 
abg'ehen liel], dal] die lqatur yon diesen schiinen ihr gebotenen geometri- 
schen ~ISgllchkeiten Gebrauct~ machen mtisse. Er hielt an seiner Auf- 
fassung lest und entzog die eben geschilderten Widersprtiche tier Dis- 
kussion dutch eine etwas dunkle Umdeutung des Begriffs ,realer 
Ma~angabe", womit nun allerdings seiner Theorie ihr so pragnanter 
physikalischer Sinn genommen war und sie dadurch sehr an 1Jberzeugungs- 

kraft verlor. 

Auf diese abstrakte Ausgestaltung der Theorie brauche ich nicht 
einzugehen. Ich werde vielmehr zeigen, dal] gerade der pragnanten 
ursprtinglichen Fassung der Weylschen Theorie eine noch viel grSl]ere 
Spannkraft innewohnt, als ihr Urheber bereits wirksam gemacht hat, 
da~ man namlich in ihr nichts geringeres als einen f o l g e r i c h t i g e n  
Weg zur  U n d u l a t i o n s m e c h a n i k  zu erblicken hat, unter deren Ge- 
sichtspunkten sie erst eine unmittelbar verstandliche physikalische Be- 

deutung gewinnt. 

K a p i t e t I I .  Die U n d u l a t i o n s m e c h a n i k v o n  de B r o g l i e  
und die T h e o r i e  yon Weyl.  

Als ,,Theorle von de B r o g l i e "  bezeichne ich ~ene noch unroll- 
kommene Vors~ufe der Undulationsmechanik, in welcher die Wellen- 
funktion der Bewegung e ines  Elektrons (auf welche wir uns hier be- 

schr~nken) 
2 ~ i  W 

r  h (~) i ~  1, 2, 3 ,4  (5) 

aus einer vollstandigen LSsung I'V der H a m i] t o n- J a c o b i schen partiellen 

Differ entialgleichung 

~ c ~)~/ c ~ = - ' ~  (6) 

hervorgeht, wobel die In~egrationskonstanten in bekannter Weise so zu 
bestimmen sind, dal] ~b eine elndeutige Funktion des Raumes, d.h.  ~V 
addltlvperlodisch wlrd, mit einem ganzzahllgen Multiplum der P l a n  ck-  
schen Konstanten als t)eriode. 

Wenn man Ernst macht mit der radikalen Kontinuumsauffassung 
der Materie, mlt der AuflSsung des dlskontinuierlich abgegrenzten Elek- 
trons in eine stetig in Raum und Zeit verfinderliche FeldgrSl~e, wie es 

Zeitschri~t tiir Physik. Bd. X L I I .  25  
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durch diese de Brogl iesche und konsequenter durch die sp~iter zu be- 

trachtende S chr  5 dingersehe Theorie nahegelegt 1) wird, so gelangt man 

in eine aul]erordentliche prinzipielle Schwierigkeit, wenn man untersucht, 

welchen Sinn man iiberhaupt metrisehen Aussagen innerhalb des Undula- 

tionskontinuums beizulegen hat. Denn in diesem schwingenden und 

flnktuierenden unendlieh ansgebreiteten Medium, welches an die Stel]e 

des abgegrenzten Elektrons getreten ist, finder man keine unverander- 

lichen Diskontinuitaten, keine starren KSrper, welche als reproduzierbare 

3Ial3stabe die Festlegung einer Mal~bestimmung gestatten kSnnten. 

Ich vertrete durchaus nieht die Auffassung, dad, um yon Geometrie 

im atomaren Gebiete zu reden, eine aus f t ih rba re  Me~vorschri[t an- 

gegeben werden mfisse; yon einer so]chert kann ja auch in der Elek- 

tronentheorie nlcht die Rede seln. Abet wenn man i r g e n d  einen 

d e f i n i e r t e n  Sinn mit einer metrischen Angabe verbinden wilt, scheint 

mir, ist das mindeste, was man verlangen kann: die Angabe i r g e n d  eines 

r ea l en  G e g e n s t a n d e s  (als ,,Prototyp"), an[ welehen die metrisehe 

Aussage bereits bezogen ist: Eines Elektronendurehmessers oder -ab- 

stands usw., wenngleich eine so]che Aussage noch in einem sehr proble- 

matisehen Zusammenhang zu einer ansffihrbaren Messung stehen mag. 

Aber ein soleher realer Gegenstand ist in dem Undulationskontinuum 

nicht vorhanden. Der Satz der Iden~itat ist in dem ~c~vw ~e~ ent- 

stehender und zerfliel~ender Wellen nicht anzuwenden, kein ~[erkmal im 

Kontinuum festzuhalten, welches geeigne~ w~re, ein reproduzierbares Mall 

zu bilden. Die prinzipielle Lage, in die man bier versetz~ ist, ware 

vO]lig hoffnungslos, hatte nich~ Weyl  in seiner Verallgemeinerung des 

Riemannschen Raumbegriffs bereits einen Raumtypus gescha~fen, in 

welehem gerade die Niehtreproduzierbarkeit der Eieheinheit als konse- 

quentes Postulat eJner radika]en Nahgeometrle vorgesehen ist. War 

bisher diese Theorie im Weltbild der diskontinuierliehen Elektronen- 

theorie eine i iberf l i i ss ige  Be]astung, da man ja gerade in den Elek- 

tronen reproduzierbare gaJ]g'rOl]en zu besitzen g]aubte, so hat sieh jetzt 

die Sach]age yon Grand anf geandert. ]~ian ist geradezu gezwungen, sieh 

1) Es sprechen bekanntlich wichtige Grtinde da[iir, auf welehe vor allem yon 
Born und seinen ~[itarbeitern hingewiesen wurde, dal] der ganze Uadulations- 
formalismus statistisch umzudeuten is t .  lnsofern die Ladungsdichte als eine 
statistische Gewiehtsfunktion umgedeutet wird, Jst es unsehwer einzusehen, dal} 
dieselbe Unbestimmtheit hinsichtlich der Anwendbarkeit des Satzes der Identit~tt, 
auf die wir bier hinweisen, sich hiniiber iibersetzt. Aber da jene Auffassung 
zun~chst j ede Interpretation in Raum ~nd Zeit ablehnt, hat for sie die Beziehung 
zur W e ylsehen Raumlehre geringes Interesse. 
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au[ den allgemeinen Wey l schen  Raumbegrlff zuriiekzuziehen und zu ver- 

suehen, ihn au[ das S e h r i i d i n g e r s e h e  Kontinuum anzuwenden. Da 

enthiillt sieh nun ein einfaeher Zusammenhang. 

w 1. Nehmen wir elnmal an, wir bes~i~en bereits einen Mal~stab l 

der sieh nach der Weyl sehen  Vorschrift (2 a) veri~ndert, und ~ h r e n  ihn 

im $ 'Fe lde  herum. Und zwar werde er mit der StrSmungsgesehwindig- 

keit der Materie, der Gruppenvierergesehwindigkeit 

ui -~- d x i ~ (0  W e i~ 
d~- ~ % \ ~  c ~_  (7) 

geffihrt. 

Ieh behaupte, mit dieser nahellegenden Vorschrift fiber den Weg  

wird W e y l s  S k a l a r l  n u m e r i s c h i d e n t i s c h  m i t  dem de B r o g l i e -  

s e h e n  F e l d s k a l a r  ~. Hierzu sind noch zwei Prazislerungen zu treffen: 

In  dem Wey]sehen  EiehmaI] war noch ein Faktor  a unbestimmt 

2 z i e  
gelassen; ffir diesen maehe ich die Hypothese, er sei gleieh h c Also 

27t i  S e 
l ----- l o e - h  c ~ ' i d z i  (2a) 

Schliel]lich noeh: ich benutze nieht genau das $ a n s  Gleichung (5), 
2 z i  

sondern das mit dem Faktor  e h .moc:~ versehene fOnfdimensionale ~, 
wie es den Vorschlagen yon K l e i n ,  F o c k  und K u d a r  entspricht, wobei 

unter v die Eigenzeit 1) zu verstehen isL Es sei also jetzt 

oder 
2zi  { ' r  i } - -  |---=.dx +moC~'C 

Diese GrSl]e ~b ist zu vergleichen mit dem entlang der StrSmung des 

Kontinnums gefiihrten W e y l s c h e n  Eichmal]e (2a). Man erh~lt: 

2 ~ i  e i 
__ 1 e T / ( ~ ,  ' -  I, / 

1 1 o 

hier sind die d x  i gemi~l~ der durch (7) angegebenen Strtimung zu ftihren: 

1 2 ~ i  5 W  e r 1 6 2  e i\d'v ,r}. 

lo 

1) Diese Auffassung yon ~, die auf Kudar ,  Ann. d. Phys. 81, 632, 1926, 
zurtickgeht, steht durchaus in Ubereinstimmung mit der kiirzlich diskutierten 
Deutung als Winkelkoordinate der Eigenrotationsbewegung des Elektrons (Natur- 
wissenschaften 15, 15, 1927). Denn dieser Drehwinkel ist als einc yore Elektron 
mitgeffihrte Uhr anzusehen. Er transformiert sich wie die Eigenzeit. 

0 5  :i: 
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Infolge der H a m i l t o n - J a c o b i s c h e n  Differentialgleichung (6) is~ der 
Integrand ~ - -me  c2 ,  man erh~tlt: 

_~ ~ _1 . e )i ...... t ~ const. (8) 
1 l o 

Der physikalische Gegenstand ist gefunden, der sich so verhalt wie 
das Weylsche  Ma~: die k o m p l e x e  A m p l i t u d e  der  de B r o g l i e -  
schen Welle ;  sie also erf~hrt im elektromagnetischen Felde genau den 
Einflu~, welehen Wey l  ftir sein Eichma~ postuliert hat und dem er - -  
als ein leerlaufendes Glied der damaligen Physik - -  eine metaphysi- 
kalisehe E~stenz zuweisen mufite. Sie also ist sozusagen das Prototyp 
des Weylschen Mafies. Und ahnlich wie es in der Gravitationstheorie 
in unserem Belieben steht, yon a b g e l e n k t e n  Lichtstrahlen und Massen 
oder aber yon ihrer geod~t t i sehen Bewegung in einem Riemannsehen 
Raum zu reden, so gibt uns (8) die MSglichkelt, den de Brogl ieschen 
Sehwingungsvorgang der ]~aterie und seine Beeinfiussung durch die elek- 
trischen Potentiale geometrisch zu deuten durch einen h o m o g e n  mit 
Materie ausgefiillten Weylsehen ]~aum, dessen metriseher Zusammenhang' 
iedoeh nieht integrabel ist. 

Bei iehlendem elektromagnetischen Felde sell nach (2 a) das Eichmal3 
eine Konstante seln. ]tfan miil3te also auch einen konstanten Wert der 
d e B r o g l ie schenWellenfunktion erhalten, wenn man sie mit der zugehSrigen 
Strom-, d. h. G r u p p e n g e s c h w i n d i g k e i t  (v stets ~ c )  verfolgt. Das 
schelnt ein Widersprueh zu den grundlegendsten Ergebnissen de B r o g l i e s  
zu sein, nach welehen die Phasen seiner Wellen mit einer sehr viel 

grSl~eren P h a s e n g e s e h w i n d i g k e i t  ( ~  ~ )  fortsehreiten. Aber das 

ist bier nieht zutreffend, denn oben wurde nicht genau das de B r o g -  
liesehe, sondern das ftin[dimensional erweiterte ~b verwandt, welches 
dispersionsfrei ist und demgemgl~ f~.llt bier die Unterseheidung zwisehen 
Gruppen- und Phasengesehwindigkeit fort. Man tiberzeugt sieh aueh 
leieht unmittelbar, da]~ die ebene Welle 

- -  e 7~ \ I I - f f ~  -' . . . . . . . . . .  I 1  - i ~ " -  �9 - ,,,o c"- z f l  = 

in der Tat beim Verfolgen mlt der Gesehwindigkeit v konstante Phase 
zeigt. 

Ein weiferer Einwand, dal~ wir hier ~b, eine Diehte, mit einer 
Lange 1 verg]eichen, scheint mir ebenfalls keine Schwierigkeit zu bieten. 
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Man mtil?te tb yon vornherein mit l -;~ vergleiehen, was nur eine Jtnderung 

in der Wahl des unbestimmten Faktors ~ bedeuten wttrde. Naturgemifler 

ware es wohl, aus dem hier aufgedeekten Zusammenhang zu entnehmen, 
da$ der Weylsehen Eiehgr~l~e I v o n  vornherein dieselbe Dimension bei- 
znlegen ist, wie dem de Brog l iesehen  0. Innerhalb der \Veylsehen 

Theorie konnte eine solehe Aussage nieht getroffen werden, da in ihr  
nights tiber die ,,Natur" yon l bekannt war. 

Eine ernstliehere Sehwierigkeit selaeinf, die k o m p l e x e  F o r m  der 

Streekentibertragung dem Vers{indnis aafzugeben. Es ist hierbei durehaus 
night zulgssig, sigh etwa auf den Realteil zu beschrinken: Man hat hierin 

ein (;egensttiek dafiir zn sehen, daft die Wellenfunktion ~p selbst w e s e n t -  

l i eh  k o m p l e x  aufzufassen ist, besser gesag't, eine Zusammenfassung' yon 

zwe i  physikalisehen ZustandsgrSl]en, ngmlieh ~ und dem Realteil yon 

h - - l n ~ , ,  darstellt. In diesem Sinne ist es auch zu Yerstehen, 
2 ~ i  
da[~ im Yariationsproblem der Wellenmeehanik ~ und ~ n n a b h i n g i g  
voneina~lder zu varlieren sin& Was es abet nun bedeuten soil, dag iede 

Streek6 Ms eine komplexe Gr~13e aufznfassen ist, nnd dal~ sieh die ganze 
Wey l sehe  Yariabilitit  des Streckenmal]es als eine-i~nderung'  e i nz ig  

tier P h a s e  unter Beibehaltung des Absolutbetrages herausstellt, das 
mOehte ieh noeh nieht zur Diskussion hringen. 

w 2. _~kber noeh besteht der Einwand, auf den wit oben hinwiesen, 

dal] die Erfahrnng g egen  die Niehtinteg'rabilitge des Eiehmal]es sprieht. 

2XIan sieht ietzt berei~s voraus, wie sich diese Sehwierigkeit l~sen mug : Die 
Quantentheorie erlaubt der Naterie nnr eine diskrete Reihe yon Bewegungs- 
zustinden, und man vermutet, dal] diese ausgezeichneten Bewegungen alas 

Eiehmal] nnr derar~ig zu transportieren gestatten, dal~ die Phase bei Rtiek- 

kehr an den Ansgangspunk{ gerade eine ganzzahlige Anzahl yon Umliufen 
durehgemaeht hat, so dal] t r o t z  der  N i c h t i n t e g r a b i l i t i ~  der Streeken- 

iibertragung das Eiehmal~ an ieder Stelle s t e t s  in e i n d e u t i g ' e r  Weise 
realisier{ wird. In der Tat erinner~ man sieh an die Resonanzeigensehaft 
der de Brog l i e sehen  Wellen, dieselbe, dutch welehe die alte S o m m e r -  

f e l d - E p s t e i n s e h e  Quantenbedingung' yon de B r o g l i e  zuerst so 
folgenreieh nmgedeute~ wurde. Diese isf allerdings an die Phasen- 
gesehwindigkei~ gekntipft; aber infolge der fiinfdimensionalen Erweiterung 
tier Wellenfunktion ist der Schwingungsvorgang dispersionsfrei, nnd 
nnsere Stromgesehwindigkeit wird infolgedessen identiseh mit der Phasen- 
gesehwindigkeit. Hierdurch und infolge tier Identitgt der Wellen- 
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iunktion ~ mit dem Weylschen Mal]e erschein~ es also bereits erwiesen~), 

da~ auch das Weylsche  MM], wenn ich es nur entlang der quanten- 
theoretiseh mSglichen 7vIateriestrOmung ftihre, an der Resonanz der 

d e B r o gl ie  sehen Wellen teil hat und trotz der Nichtintegrabiliti~t des 
Differentialausdrueks (2 a) im elektromagne}isehen Felde dennoeh zu einer 
eindeutigen ~[al]bestimmung an jeder Stelle fiihr~. Hi,ire man die Ein- 

deutigkeit des Nat3begriffes als eine allgemein anerkannte Erfahrungs- 

tatsache der Weylschen  Theorie axiomatiseh angesehlossen, so wgre 

man folgeriehtig ahf das System der diskreten Bewegungszustande der 
,, klassisehen" Qnantentheorie und ihre d e B r o g l i e  sehen Wellen gefiihrt 

worden. 
Ieh miiehte diesen Gegenstand nieht verlassen, ohne darau[ auf- 

merksam zu maehen, dal] diese Resonanzeigensehaft des W e y l s e h e n  
Streckenmafles, die uns hier als eharakteristiseher Satz der Undulations- 
meehanik entgegentritt, yon S e h r ( i d i n g e r  s) bereits 1922 als eine ,,be- 

merkenswerte Eigensehaft der Quantenbahnen" vermu~et und an einer 

Anzahl yon Beispielen demonstriert worden ist, ohne da~ sie damals in 
ihrer Bedeutung erkannt wurde. Es wurde auch die M(igliehkeit yon 

e 
a - - ~  2 ~ i . ] T  c ins Ange gefal]t, abet ihr nieht der Vorzug vor einer 

anderen Wahl von ~ zuerkannt. Sehon damals also hatte S e h r O d i n g e r  

die eharakteristischen wellenmeehanischen Periodizita~en in tier Hand, 

welehen er spatter unter so ganz anderen Gesieh~spunkten wieder be- 
gegnen sollte. 

Es ist deshalb vielleieht nieht iiberfliissig, wenn ieh diese SchrS-  
d in g e r sehe Vermutung aueh nnabhi~ng'ig yon den wellenmeehanisehen 

Zusa~nmenhangen, wie sie nrsprtinglieh gemeint war, als einen Satz der 
,,klassischen" Quantentheorie beweise. Es ist also behauptet: Der 
Streekenexponent des Weylsehen MaiZes, gefiihrt fiber eine raumiieh ge- 

sehlossene Quantenbahn, ist ein ganzzahliges MultipIum der P l a n c k  sehen 

Konstanten : 

~ r = ~ ]~. (9) 

Um das zu beweisen, benutzt man die bereits in w 1 verwendete Relation: 

1) Diese Schluflweise isg nichg pr~zise, sie wird sogleich richtiggestellt 
werden. 

~) E. S c h r S d i n g e r ,  ZS. f. Phys. 12, 13, 1922. 
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Infolge der Quantenbedingungen 

:; (~ d W d 

1 

erh~l~ man hieraus: 

W 

V o r a u s g e s e t z t ,  da~ ein Energieintegral existier~, ist 

c} W 
0 X  4 d x  4 ~ - -  ( ~ k i n  "d- ~ p o t )  di~, 

also : 

- - - , ,  § t / ; -  + + 
Bier versohwinden die Integrale aul der reehten Seite infolge der rela- 
tivistischen Yerallgemeinerung des Virialsatzes 1) unter der V o r a u s -  

s e t z u n g ,  dab das Poten{ial homogen yore Grade - - i  in den x i ist, 

woraus, die Behanptung (9) unmit{elbar folgt. 

Man sieht aus dieser Ableitung, dal] nur unter z w e i  V o r a u s -  

s e t z u n g e n  der Eindeutigkeitsbeweis des Wey l schen  Eichma~es gelingt. 

Diese Voraussetzungen (insbesondere die erste) sind offenbar sehr wesen{lich 

und sie werden sieh sieher nicht vSllig umgehen lassen. Sie garantieren 

gewisse stafionitre Verhgltnisse im Raume, die es t i b e r h a u p t  e r s t  

1) Mir ist ein Beweis der relativistischen VeraUgemeinerung des Virialsatzes 
in der Literatur nicht bekannt, deshalb will ich ihn hier mitteilen. Es ist 

- - m o c  2 (v-l~ 4 m~ + Epot d t ~ -  , . 2+Epot d t  

, , ,  (~). . V l - ( ~ )  . 
d X i 

: --~- @ Epot) dt. 
1 

ttieraus durch Produktinteffration unter Beachtung der Periodizit/itsbedingung: 

d Pi . ~ Epot 
- -  1st infolge der Bewegangsgleichungen - -  dt  ~xi , man erhglt also 

tiler verschwindet der Integrand infolge des Eulerschen Satzes iiber homogene 
Punktionen. 
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g e s t a t t e n ,  yon r a u m l i c h  g e s c h l o s s e n e n  Bah n en  in der  Min- 
k o w s k i s c h e n  Wel t  zu reden ,  eine Aussag% welehe im allgemeinen 
veto Bezugssystem durchaus abh~ngig ist. Man wird deshalb diese 
Voraussetzungen als B e d l n g u n g e n  der . ) [ S g l i c h k e i t  fo r  die An- 
w e n d u n g  des Sa t ze s  der  I d e n t i t ~ t  au~ den Raum zu bezeiehnen 
haben. 

Meist werden die Bahnkurven nicht exakt periodisch, sondern nur 
quasiperiodisch sein. Dana kann man unter geeigneten Stetigkeits- 
voraussetzungen beweisen, da~ bei hinreiehend guter Ann~herung an die 
Ausgangspunkte das W eylsehe ~Ia~ bis auf einen vorgegebenen belieblg 
kleinen Betrag mit seinem urspriingliehen Wert fiberelnstimmt. )Iehr 
braueht man aueh nieht zu verlangen. 

Dal] hlerbei stets der Transport der Eiehs~reeke mit der Gesehwin- 
digkeit (7) der ~r zu erfolgen hat, erscheint aul]erordentlich 
befriedigend; denn eln Transport mit anderer Geschwindigkeit w~re 
quantentheore~isch (bzw. meehaniseh) garnieht mSglieh. Eine nghere 
Reehffertigung dieser Zusammenhgnge and ihren Einbau in eine er- 
kenntnlstheoretisch begrfindete Theorie des MaiZes m~ehte ieh iedoeh noch 
verschieben, da hierzu noeh wesentlieh andere Gesichespunkte namhaft 
gemacht werden miissen. Wenn wit aueh gesehen haben, wie die 
Wey l schen  Ideen eine nicht voransznahnende VerkSrperung in den 
gegenwartigen physikalischen Anschauungen gefunden haben, so glaube 
ieh doch niche, da~ man sieh mit dem Gewonnenen bereits zufrieden 
geben kann. Ieh habe die Kontinuumsauffassung der Quantenmechanik 
hier mit einer E i n s e i t i g k e i t  in den Vordergrund gestellt, welche nieht 
meiner (~berzeugung entsprleht. Immerhin schien es mir wfinsehenswert, 
zungchst diesen Gedanken mit ein~ger Konsequenz his zu Ende zu 
verfolgen. In diesem Sinne sind die Ausfilhrungen des folgenden Kapitels 
durehaus als Provisorlum zu betrachten. Ieh hoffe, auf den ganzen 
Zusammenhang unter allgemeineren physikalischen Gesichtspunkten dem- 
ngchst zurfickzukommen. 

K a p i t e l  l~II. Q u a n t e n m e c h a n i s c h e  Umdeu~nng  der  T h e o r i e  
yon  W eyl. 

Die Untersuchnngen des vorigen Kapitels erstreckten sich aus- 
drficklich auf die als ,, d e B r o g ] i e sche Theorie" gekennzeichnete Vorstufe 
der Quantenmeeha~ik. Sie werden daher falseh, wenn man sie unmittelbar 
auf die SchrSd inger sche  Theorie fibertragen wollte - -wenigs tens  in 
dem Gebiete, we beide Theorien auseinandergehen. .~[an kann aber 
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iedentalls bereits sagen, dal] unsere Resultate a s y m p t o t i s e h  richtig 

bleiben miissen in der Grenze grol]er Quantenzahlen, da beide Theorien 

dort ineinander iibergehen. 
Man kann den For~sehritt zur S ch rSd inge r sehen  Form der We]len- 

meehanik dahin charakterisieren, dal~ sie der Tatsache der ,Eingemein- 

dun~" der Tra~ektorien der klassischen Meehanik, denen d e B r o g 1 i e 

zungchst nur ~tul3erlieh durch (5) eine Welle au~gepr~gt hatte, zu einem 
zusammenhangenden We]]enkontinuum Rechnung ~r~gt. In der geome- 

trischen Optlk ist die Befraehtung der einzehlen losge!Ssten Traiektorien 
und die der Wellen~ronten pbysika]iseh ~quivalent. In der Wellenoptik 

dagegen erf~hrt ein einzelner Wellenstrah], wenn er einer Front yon 

Strahlen e l n v e r l e i b t  wird, einen gewissen Einflul] dureh seine Nach- 

barn. Dal~ dieser Einflu~ znm Ausdruek kommt, ist die eharakteristisehe 
Aussage der Seh rSd lnge r sehen  Theorle, wenn sle die Wellenfunktion 

anstatt dureh eine J a e o b i sehe Differentialgleiehung (6) dureh eine 
\Vellengleiehnng besehreibt: Bei Zerlegung in imaginaren und 

reellen. Bestand[eil lautet die S e h r 5 d i n g e r sehe We]lengleiehung fiir 

= (Wreen ) :  

(lO) 

d xk $ ,~ xk c 

In dieser DarsteUung erkennt man den Gegensatz zur de Brog l lesehen  

Theorie in dem Auftreten des Gliedes [ ] I ~ .  Zugleieh wird hier aueh 

siehtbar, da~ es sieh nm ein Problem mit zwei unbekannten ree]len 

Funktionen handel,. Die zweite Gleiehung ist die Kontinuit~tsgleiehung 

des S~romes, dessert vier Xomponenten dutch die geschweffte~ Klammern 

eingefaJ]t werden. 
Es ist keine Frage, dal] wir g'egenwgr~ig der Seh rSd inge r sehen  

Theorie ihrer Idee naeh und wegen ihrer besseren Ubereins~immung mit 
der Erfahrung unbeding~ vor der de Brog l ieschen  den Vorzug zu geben 

haben. In ihrer Diskrepanz mi~ der Weylsehen Theorie haben wir gewi~ 
keinen Mangel der Seh rSd inge r sehen  Theorie zu sehen. 

Wenn man beachtet, da~ sich die Abweichungen charakteris~isch bei 
kleinen Quantenzahlen einste]len, so kann kein Zweifel sein, worauf die 
Sehwierigkeit zuriickzufiihren sein wird: Die W e y l s c b e  Theorie ist 
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ihrer ganzen Kompetenz nach sozusag'en au[ die klassisehe Mechanik und 
somit auch auf die ihr zugeordnete de B r o g l i e  sehe Theorie zugesehnitten. 

Es ist demzufolge x:on ihr fa r  nieht zu erwarten oder zu verlangen, dal] 

sie auf die Sch rSd inge r sehe  Theorie bereits paBt. Die Aufgabe mul3 
vielmehr sein, an der jetzt veralteten W e y l s e h e n  Theorie den ent- 

spreehenden Sehritt zu vollziehen, weleher yon de B r o g l i e  zu Schr~-  
cl inger  ftihrt, sie mu~ ihrerseits entsprechend der quantenmeehanischen 

Korrektur der klasslsehen Gesetze modifiziert werden. 

Man kann voraussehen, in weleher Riehtung die Korrektur des 

Weylschen Ma.l~es geschehen wird. Bisher war angenommen, dal] die vier 

Potentiale qOi, welche eine vollstgndige Beschrelbung des elektromagne- 
tisehen Feldes liefern, einzig ftir die Streekenverschiebung mal3gebend 
seien (2 a). Jetzt hat sich die Sachlage insofern gegndert, als zu den vier 

ZustandsgrSl3en des Feldes q}i als ftinfte das Seh rSd inge r sche  ~p getreten 

ist, welches in vieler Hinsieht - -  vor allem in tier Darstellung dureh ein 

Variationsproblem 1) - -  symmetrisch den FeldgrSl~en qOi gegentibersteht. 
Die Materie, in der elektronentheoretischen Auffassung hinter undureh- 

dringllche Grenzfl~tehen aus dem Felde verbannt oder in die Singularit~ten 

desselben verwiesen, ist ietzt tiber den ganzen Raum ausgebreitet, und 
wghrend man in der Weylsehen Theorie sieh mit Recht einen Mai3stab 
im ,,leeren" Raum mlr yon den dort herrseheaden elektromagnetisehen 
Potentialen beeinflul~t dachte, wird jetzt dem Umstand Reehnnng zu 

tragen sein, dab die alte Trennung zwisehen der , , u n d u r c h d r i n g l l c h e n "  
Materle und dem u*vbv aufgehoben ist und man sieh s t e t s  soznsagen 

im Innern der alles durehdringenden ~) neuen Substanz ] ~ ] be[indet. 

Es ist also zu erwarten, dab aul]er den ~uBeren elektromagne~isehen 
FeldgrSl~en noeh eine inhere, die a]lein yon ]~p] abhgngt, zu beriicksieh- 
tigen seln wird. M a d e h n g S )  hat alas ,,Potential" dieser inneren Wir- 

kung des ~p-Feldes auf sieh selbs~ angegeben. Ieh mSchte als relativistisehe 
Verallgemeinerung desselben vorsehlagen: 

= (1 1) 
\2~i]  

x) E. SchrSdinger,  Aan. d. Phys. 82, 265, 1927. 
~) Denn ~v geniigt einer linearen Differentialgleichung. Superpositionsprinzip! 

Dennoch schein~ die Eigenschaft der Undurchdringlichkeit in Form des Pauli- 
verbots ihren quantenmechanischen Ausdrnck zu finden. (P. Ehrenfes t ,  Natur- 
wissenschaften 15, 161, 1927.) 

~) E. ~[adelung, ZS. f. Phys. 4D, 322, 1926. 
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Das Wor t  , ,Potential" ist mit Vorsicht zu gebrauchen, q~ ent- 

st)rieht nlcht etwa dem ,skalaren" Potential qit, welches re]ativistisch 

als z e i t l i c h e  K o m p o n e n t e  elnes Vierervektors Iiguricrt, sondern ist 

auch relativlstlseh ein invarianter S k a l a r .  Dementsprechend kann q~ 

auch nicht die Strecken~nderung l~ngs ein, er bestimmten Weltrichtung 

regieren. Wenn man iiberhanpt elnen Ein[lul~ auf das Eichmal3 annehmen 

will, so kann er n u r  yore  B e t r a g e  der vierdlmensionalen Strecken- 

versehiebung abhgngen, n i e h t  y o n  i h r e r  R i c h t u n g .  Fiihrt man dem- 

entsprechend durch das We]tlinienelement dx.~ ~ c d v  (v ~ Eigenzeit) 

eine ~iin[te Koordinatc tin, wclche nicht unabhiingig yon den iibrigen d xi 

ist, sondern sieh ihnen dureh die Bedingung 

d xl  2 d~ d x~ ~ d- d xs ~ d- d x~ 2 + d x~ '~ ~ 0 

gleichberechtigt zugesellt ~), so wird man vermuten, daI] 

(le) 

loeb-- c (13) 

die quantenmechanische Verallgemeinerung des Wey l schen  Strecken- 

maBes darstellt. 

Um die Identit~t yon (13) mit der S c h r S d i n g e r s c h e n  Wellen- 

~unktion nachzuweisen, miissen wir zunachst angeben, ]angs welchen 

Weges das veral]gemeinerte Streckenma~ (13) zu liihren ~st. Man wird 

wieder den Transport mit der Str(imungsgeschwindigkeit der Materie 

vorschreiben wollen, ttierbei ist aber zu beachten, da~ ietzt die Kom- 

ponenten u i der Vierergeschwindigkeit nicht durch (7) gegeben werden, 

obwohl die Dars te lhng  des Stromes in der zweiten Gleichung (10) die 

Abtrennung des Faktors e ~ ~ als Ruhladung~dichte nahe legt. Die 

derart  a~)getrennten Geschwindigkeitskomponenten wiirden n~mlich wegen 

(10~) nicht die Identitat  der u 2) 

d xk d x k 
- -  c ~ (12') 

ui:uk dv  dv  

1) Das Auftreten dieser fiin[dimensionalen quadratischen Form ist im Sinne 
der Weylschen Forderung der Eichinvarianz ganz konsequent. Das Weltlinien- 
element d• bzw. dx5 is~ zwar eine r e l a t i v i s t i s c h e  Invariant% aber keine Eich- 
invariante (Ubergang zu einer anderen Eicheinheit ~ndert~ tiT), wohl aber ist das 
Verschwinden der quadratischen Form (12) eichinvariant. - -  Offenbar sind in 
diesem Sinne die ffinfdimensionalen Ans~tze yon Kaluza  zu verstehen. 

2) Wenn nichts anderes angegeben, sind im folgenden die Summationen fiber 
gleiehe Indizes stets yon 1 bis 4 wie bisher zu verstehen. 
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erfiillen. Es ist vielmehr zu schrelben 

d,,~=,,,, , ~  ~_ ( o w  ~ a,A 
(7a) 

<~ x--7o - ,T - -  - 7 -  ,,,o~ ',-<~ ~ "2' 
wobei der Faktor  

r (14) 

als ,,Ruhladungsdioh~e" abgetrennt ist. 

In  dleser Bezeiehnung erh&lt man 

( eO~ = m oc ~ 1 - - e 0 ~ ,  

und die erste S c h r S d i n g ' e r s c h e  Gleichung laute~ in fiinfdimensiona]er 

Fassung' a) : 

1 

Wir Yergleichen jetzt die Strecke 7, (13) entlang der S~rSmung' (7 a) 

mit dem S c h r S d i n g e r s c h e n  Skalar ~b. Man erh~lt ftir ~/7 

7, 7,0 

(7 a) ergibt: 

(11 a) ergibt: 

r  J Q [SX i C 'I>i] \5~i ~ C "I'i] "dx5 ~ 
7,0 

= l , _ J  
7o 

Letzteres wegen (10a). 

sonilern 

5lan erha l t  a l so  z u n a c h s t  nich~ ~ / l  ~ konst ,  

, _ I * 1  ( 8 ~ )  
7, l o ' 

1) I=Iierbei ist zu beachten, daft ~5 seinerseits noch selbst eine erst zu 
bestimmende Unbekannte ist. Bekanntlich ist es ein noeh unverstandenes 
Wunder ,  warum das gleiche nicht fiir die Potentiale r r  r r gilt, 
wie man erwarten mtiflte. (E. SchrSdinger ,  Ann. d. Phys. 82, 265, 1927.) 

}V ist z moC [vgl. (5a)]. 
x 5 
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welches eiae eindeutige 0rtsfunktioa istl). Aber die Potentiale Ok sind 

nur bis auf einen additiven Gradienteu physlkalisch festgelegt; [iihre ich 

start ihrer 
hc 0 

~ "  ~ ~ k  2 ~ i e  Ox  k In [~ I  

als Potentiale ein, was die elektromagnetlschen Feidstgrken unberiihrt 

last, so [olgt $/1 ~ konst. 

Die au~ der Resouanz der Wellen beruhende Eindeutigkeit des 

mit der Striimung mitgefiihrten Eichmal]es tibertr~gt sich nattirlich ietzt 

ohne welteres aus der de B r o g l i e s c h e n  auf die S c h r S d i n g e r s c h e  

Theorie, so daI3 wit  den ~berlegungen des 2. Kapltels bier nichts hinzu- 

zu[iigen haben. 

S t u t t g a r t ,  Physik. Inst. d. techn. Hoehschule, 27. Februar 1927. 

1) )[an kann diese Beweisfiihrang im Sinne der fiinfdimensionalen Geometrie 
sinngem~ifler folgendermaflen aussprechen: 

( ~]~: e q~i) ist parallel dem Ffinferstromji ~ e ~ ( ~ ? ~ j  e ) 
x ~ c ,~ - -  c- r , 

d x i soll parallel dem Fiinfcrstrom ji gew~hlt werden. 

) Der Fiinferstrom ist orthogonal an[ sich seIbst . i3 ---~ 0 ; also ist Ji 

auch orthogonal auf d x  i u n d  also - - - - - - r  dx t  ~ O. 
1 \ 5xi  C 

Ich verdanke diese schSne Formulierung einer Mitteilung von Herrn 
A. Land4. Hierbei ist die 5. Komponente des Fiinferstroms J5 ~ pc. 


