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Quantenmechanische Deutung der Theorie von Weyl?').
Von F, London in Stuttgart.
(Eingegangen am 25. Februar 1927.)
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§ 1. Die Identitit von v und Weyls Eichstrecke.
§ 2. Nichtintegrabilitit schlieBt Eindeutigkeit nicht aus.

Kap. ITI. Quantenmechanische Umdeutung der Theorie von Weyl.

Kapitel I. Die Theorie von Weyl.

Die Idee einer ,reinen Nahgeometrie“, zuerst von Riemann kon-
zipiert, hat bekanntlich kiirzlich durch Weyl eine auBerordentlich schine
und einfache Vervollstindigung erfahren. Man kann den Riemamnnschen
Raumbegriff betrachten als die Aufhebung des Vorurteils, dal die
Kriimmungsverhiltnisse an einer Stelle des Raumes verbindlich sein
miiften fir die Krimmung an allen anderen. Um dieser Aussage
Riemanns einen Sinn zu geben, war zunichst die Annahme not-
wendig, daB der MaBstab, welcher an jeder Stelle zur Bestimmung der
Koeifizienten g¢;, der metrischen Fundamentalform

ds? = gy datd ot
zur Anwendung gelangt, ein ,starrer MaBstab sei

Demgegeniiber macht Weyl mit Recht geltend, dafi die Annahme
eines solchen starren MaBstabes einer radikalen Nahgeometrie zuwider
sei, daf nur die Verhialtnisse der g;; an einer Stelle, nicht ihre Ab-
solutbetrage, sinngemifl festgelegt werden konnen, und dementsprechend
setzt er fiir die Anderung dl eines EichmaBstabes von der Linge 7 bei
einer infinitesimalen Verschiebung d ¢ an:

dl = lg,d, (1)
wobei die Proportionalititsfaktoren ¢, Funktionen des Ortes sind,

Charakteristika der MaBverhidltnisse des Raumes — #hnlich den g,
Oder, wenn man (1) integriert:

=1, el% % @)

1) Vorgetragen teilweise auf der Tagung des Gauvereins Wiirttemberg der
D. Phys. Ges. Stuttgart, am 18. Dezember 1926; vgl. auch einen vorldufigen zu-
sammenfassenden Bericht in Naturwiss. 15, 187, 1927.
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(I, = ! am Anfang der Verschiebung). Das Eichma8 ist im allgemeinen
vom Wege abhiingig (nicht integrabel), es sei denn, daf die Grofien
fik - o0zt — d.’IJ’L (3)

verschwinden. Uber diese GroBen f;; kann man laut ihrer Definition (3)
die ldentitit aussprechen (die Dimensionenzahl der Mannigfaltigkeit
sei 4):
Ofir , Ofwr | Ofu
90 T oa T an T

Die formale Ubereinstimmung dieser vier Gleichungen mit dem einen

0 ikl okhl=1234 (4

System der Maxwellschen Gleichungen
rot €& - % H =0,

div $ = 0,

sowie einige weitere formale Analogien haben Weyl zu dem Schluf gefiihrt,
die ¢; seien bis auf einen konstanten Proportionalititsfaktor zu identi-
tizieren mit den Komponenten @, des elektromagnetischen Viererpotentials,
die f;, entsprechend mit den elektromagnetischen Feldstirken €, 9. In
folgerichtiger Erginzung der geometrischen Deutung der Gravitation
durch die variablen Kriimmungen des Riemannschen Raumes dachte
sich Weyl den noch iibrighleibenden Teil physikalischer Wirkungen, das
elektromagnetische Feld, ebenfalls als eine KEigenschait der MaB-
verhiltnisse des Raumes, charakterisiert durch die Variabilitit des
Eichmafes. Es ist also zu schreiben:

@] #idz; (o == Proportionalititstaktor). (2a)

Man wird die ungeheure Kiithnheit bewundern, mit welcher Weyl
allein auf Grund dieser ganz formalen Zuordnung seine Lehre von der
eichgeometrischen Deutung des Elektromagnetismus aufgespiirt hat: In der
Gravitationstheorie war es eine physikalische Tatsache, das Prinzip

=1e

der Aquivalenz zwischen triger und schwerer Masse, welche Einstein
zu seiner geometrischen Deutung anregte. In der Theorie der Elektrizitit
dagegen war eine solche Tatsache nicht bekannt: Es bestand keine Ver-
anlassung, an einen universellen Einflufl des elektromagnetischen Feldes
auf die sogenannten starren Mafstiibe (bzw. Uhren) zu denken. Ganz
im Gegenteil, die Atomuhren z. B. reprisentieren MaBstibe, deren
Unabhiéngigkeit von der Vorgeschichte durch die Schirfe der
Spektrallinien belegt ist, im Widerspruch zu dem nicht integrablen
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MaBe (2a), welches Weyl im magnetischen Felde annimmt. Es bedurfte
wohl einer ungewthnlich klaren metaphysischen Uberzeugung, die Weyl
solchen elementarsten Erfahrungen zum Trotz nicht von dem Gedanken
abgehen liefl, daf die Natur von diesen schonen ihr gebotenen geometri-
schen Moglichkeiten Gebrauch machen miisse. Er hielt an seiner Auf-
fassung fest und entzog die eben geschilderten Widerspriiche der Dis-
kussion durch eine etwas dunkle Umdeutung des Begriffs ,realer
MaBangabe¢, womit nun allerdings seiner Theorie ihr so prignanter
physikalischer Sinn genommen war und sie dadurch sebr an Uberzeugungs-
kraft verlor.

Auf diese abstrakte Ausgestaltung der Theorie brauche ich nicht
einzugehen.  Ich werde vielmehr zeigen, daf gerade der prignanten
urspriinglichen. Fassung der Weylschen Theorie eine noch viel groflere
Spannkraft innewohnt, als ihr Urheber bereits wirksam gemacht hat,
daB man nimlich in ihr nichts geringeres als einen folgerichtigen
Weg zur Undulationsmechanik zu erblicken hat, unter deren Ge-
sichtspunkten sie erst eine unmittelbar verstéindliche physikalische Be-
deutung gewinnt.

Kapitel II. Die Undulationsmechanik von de Broglie
und die Theorie von Weyl

Als ,Theorie von de Broglie“ bezeichne ich jene noch unvoll-
kommene Vorstufe der Undulationsmechanik, in welcher die Wellen-
funktion der Bewegung eines Elektrons (auf welche wir uns hier be-
schrinken)

27

p=ch " =12 34 ©)
aus einer vollstindigen Losung W™ der Hamilton-Jacobischen partiellen
Differentialgleichung

Cr-ro)GE-te) = o

hervorgeht, wobei die Integrationskonstanten in bekannter Weise so zu
bestimmen sind, daf 1 eine eindeutige Funktion des Raumes, d. h. W
additivperiodisch wird, mit einem ganzzahligen Multiplum der Planck-
schen Konstanten als Periode.

Wenn man Ernst macht mit der radikalen Kontinnumsauifsssung
der Materie, mit der Auflosung des diskontinuierlich abgegrenzten Elek-

trons in eine stetig in Raum wund Zeit veréinderliche Feldgriofie, wie es
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XTII. 25
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durch diese de Brogliesche und konsequenter durch die spiter zu be-
trachtende Schrodingersche Theorie nahegelegt?) wird, so gelangt man
in eine auBlerordentliche prinzipielle Schwierigkeit, wenn man untersucht,
welchen Sinn man iberhaupt metrischen Aussagen innerhalb des Undula-
tionskontinuums beizulegen hat. Denn in diesem schwingenden und
fluktuierenden unendlich ausgebreiteten Medium, welches an die Stelle
des abgegrenzten Elektrons getreten ist, findet man keine unversinder-
lichen Diskontinuititen, keine starren Korper, welche als reproduzierbare
MaBstibe die Festlegung einer Mafbestimmung gestatten konnten.

Tch vertrete durchaus nicht die Auffassung, da, um von Geometrie
im atomaren Gebiete zu reden, eine ausfiithrbare MeBvorschrift an-
gegeben werden miisse; von einer solchen kann ja auch in der Elek-
tronentheorie nicht die Rede sein. Aber wenn man irgend einen
definierten Sinn mit einer metrischen Angabe verbinden will, scheint
mir, ist das mindeste, was man verlangen kann: die Angabe irgend eines
realen Gegenstandes (als ,Prototyp®), auf welchen die metrische
Aussage bereits bezogen ist: Eines Elektronendurchmessers oder -ab-
stands usw., wenngleich eine solche Aussage noch in einem sehr proble-
matischen Zusammenhang zu einer ausfithrbaren Messung stehen mag.

Aber ein solcher realer Gegenstand ist in dem Undulationskontinuum
nicht vorhanden. Der Satz der Identitit ist in dem mawze ger ent-
stehender und zerflieBender Wellen nicht anzuwenden, kein Merkmal im
Kontinuum festzuhalten, welches geeignet wire, ein reproduzierbares Maf
zu bilden. Die prinzipielle Lage, in die man hier versetzt ist, wire
vollig hoffnungslos, hitte nicht Weyl in seiner Verallgemeinerung des
Riemannschen Raumbegriffs bereits einen Raumtypus geschaffen, in
welchem gerade die Nichtreproduzierbarkeit der Eicheinheit als konse-
quentes Postulat einer radikalen Nahgeometrie vorgesehen ist. War
bisher diese Theorie im Welthild der diskontinuierlichen Elektronen-
theorie eine tiberfliissige Belastung, da man ja gerade in den Elek-
tronen reproduzierbarer Mafigrofen zu besitzen glaubte, so hat sich jetzt
die Sachlage von Grund auf gedindert. Man ist geradezu gezwungen, sich

1) Es sprechen bekanntlich wichtige Griinde dafiir, auf welche vor allem von
Born und seinen Mitarbeitern hingewiesen wurde, - daf der ganze Undulations-
formalismus statistisch umzudeuten ist. Insofern die Ladungsdichte als eine
statistische Gewichtsfunktion umgedeutet wird, ist es unschwer einzusehen, daB
dieselbe Unbestimmtheit hinsichtlich der Anwendbarkeit des Satzes der Identitiit,
auf die wir hier hinweisen, sich hintiber @bersetzt. Aber da jeme Anffassnng
zunichst jede Interpretation in Ranm und Zeit ablehnt, hat fiir sie die Bezichung
zur Weylschen Raumlehre geringes Interesse.
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auf den allgemeinen Weylschen Raumbegriff zuriickzuziehen und zu ver-
suchen, ibn auf das Schrédingersche Kontinuum anzuwenden. Da
enthiillt sich nun ein einfacher Zusammenhang.

§1. Nehmen wir einmal an, wir beséflen bereits einen Malstab 1
der sich nach der Weylschen Vorschrift (2a) veréindert, und fithren ihn
im 1-Felde herum. Und zwar werde er mift der Stromungsgeschwindig-
keit der Materie, der Gruppenvierergeschwindigkeit

. dat oW e
W= dr m, <01’l ?(pl> @
gefiihrt.

Ich behaupte, mit dieser naheliegenden Vorschrift iiber den Weg
wird Weyls Skalar I numerisch identisch mit dem de Broglie-
schen Feldskalar . Hierzu sind noch zwei Prizisierungen zu treffen:

In dem Weylschen Eichmal war noch ein Faktor o unbestimmt

. Lo .. 2mi
gelassen; fiir diesen mache ich die Hypothese, er sei gleich ~17:c£ - Also
272 [ € o ot
i Jemas (2a)
Schlieflich noch: ich henutze nicht genan das 4 aus Gleichung (3),

LI’
sondern das mit dem Faktor ¢ # * verschene finfdimensionale P,
wie es den Vorschligen von Klein, Fock und Kudar entspricht, wobei
unter 7 die Eigenzeit') zu verstehen ist. Es sei also jetzt

27L
LW+ moc2D)
e h

¥ (Ba)

|

oder

27i 4
ﬂ{j’bﬂ dat + mec2z }
—eh dat .

Diese Grofe i ist zu vergleichen mit dem entlang der Stromung des
Kontinnums gefithrten Weylschen Eichmafe (2a). Man erhilt:

LA N W LA 2|
P 1 W {j‘( - ci)dm + mge -:j

— dat

l

hier sind die da? gem‘aﬁ der durch (7) angegebenen Strémung zu fithren:

2aq ol T
I ) ()]
. dab a,cz ¢ g .

_.7——0 7

1) Diese Auffassung von 7, die auf Kudar, Ann. d. Phys. 81, 632, 1926,
zuriickgeht, steht durchaus in ﬂbereinstimmung mit der kiirzlich diskutierten
Deutung als Winkelkoordinate der Eigenrotationsbewegung des Elektrons (Natur-
wissenschaften 15, 15, 1927). Denn dieser Drehwinkel ist als eine vom Elektron
mitgefiihrte Uhr anzusehen. Er transformiert sich wie die Eigenzeit.

25%
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Infolge der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung (6) ist der
Integrand — — m¢?, man erhalt:

27w
P 1 27 const

hd :_I_ e h = const. )

Der physikalische Gegenstand ist gefunden, der sich so verhilt wie
das Weylsche Maf: die komplexe Amplitude der de Broglie-
schen Welle; sie also erfibrt im elektromagnetischen Felde genau den
EinfluB, welchen Weyl fiir sein Eichma8 postuliert hat und dem er —
als ein leerlaufendes (ilied der damaligen Physik — eine metaphysi-
kalische Existenz zuweisen mufite. Sie also ist sozusagen das Prototyp
des Weylschen Mafles. Und #hnlich wie es in der Gravitationstheorie
in unserem Belieben steht, von abgelenkten Lichtstrahlen und Massen
oder aber von ihrer geodidtischen Bewegung in einem Riemannschen
Raum zu reden, so gibt uns (8) die Mdglichkeit, den de Broglieschen
Schwingungsvorgang der Materie und seine Beeinflussung durch die elek-
trischen Potentiale geometrisch zu deuten durch einen homogen mit
Materie ausgefiillten Weylschen Raum, dessen metrischer Zusammenhang
jedoch nicht integrabel ist.

Bei fehlendem elektromagnetischen Felde soll nach (22) das Eichmaf
eine Konstante sein. Man miiite also auch einen konstanten Wert der
de BroglieschenWellenfunktion erhalten, wenn man sie mit der zugehrigen
Strom-, d. h. Gruppengeschwindigkeit (v stets <(¢) verfolgt. Das
scheint ein Widerspruch zu den grundlegendsten Ergebnissen de Broglies
zu sein, nach welchen die Phasen seiner Wellen mit einer sehr viel

9
grofleren Phasengeschwindigkeit (u = %) fortschreiten. Aber das

ist hier mnicht zutreffend, denn oben wurde nicht gemnau das de Brog-
liesche, sondern das fiinfdimensional erweiterte ¢ verwandt, welches
dispersionsfrei ist und demgemif fallt hier die Unterscheiduﬁg zwischen
Gruppen- und Phasengeschwindigkeit fort. Man iiberzeugt sich auch
leicht unmittelbar, daf die ebene Welle

Qi [ mye2 My . )
——— = bme —momon 2 — Wi €T v
P ==e & (‘/:{E 1—p: (ﬁ = T)

in der Tat beim Verfolgen mit der (feschwindigkeit » konstante Phase
zeigt.

Ein weiterer Einwand, daB wir hier 4, eine Dichte, mit einer
Liange 1 vergleichen, scheint mir ebenfalls keine Sclhiwierigkeit zu bieten.
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Man miite @ von vornherein mit =3 vergleichen, was nur eine Anderung
in der Wahl des unbestimmten Faktors o bedeuten wiirde. Naturgemifier
wiire es wohl, aus dem hier aufgedeckten Zusammenhang zu entnehmen,
dafl der Weylschen Eichgrofie I von vornherein dieselbe Dimension bei-
zulegen ist, wie dem de Broglieschen 7. Innerhalb der Weylschen
Theorie konnte eine solche Aussage nicht getroffen werden, da in ibr
nichts iiber die ,Natur® von ! bekannt war.

Eine ernstlichere Schwierigkeit scheint die komplexe Form der
Streckeniibertragung dem Verstindnis anfzugeben. Es ist hierbei durchaus
nicht zuldssig, sich etwa auf den Realteil zu beschrinken. Man hat hierin
ein Gegenstlick dafiir zu sehen, dal die Wellenfunktion ¢ selbst wesent-
lich komplex aufzufassen ist, besser gesagt, eine Zusammenfassung von
zwei physikalischen ZustandsgroBen, ndmlich ¢ und dem Realteil von
h
i

Invy, darstellt. In diesem Sinne ist es auch zu verstehen,

daB im Variationsproblem der Wellenmechanik ¢ und ¢ unabhingig
voneinander zu variieren sind. Was es aber nun bedeuten soll, dafl jede
Strecke als eine komplexe Grofle aufzufassen ist, und daB sich die ganze
Weylsche Variabilitit des StreckenmaBes als eine Anderung einzig
der Phase unter Beibehaltung des Absolutbetrages herausstellt, das
mochte ich noch nicht zur Diskussion bringen.

$ 2. Aber noch besteht der Einwand, auf den wir oben hinwiesen,
daf die Erfahrung gegen die Nichtintegrabilitit des Eichmafles spricht.
Man sieht jetzt bereits voraus, wie sich diese Schwierigkeit 16sen mul: Die
Quantentheorie erlaubt der Materie nur eine diskrete Reihe von Bewegungs-
zustinden, und man vermutet, daf diese ausgezeichneten Bewegungen das
Eichmaf nur derartig zu transportieren gestatten, da die Phase bei Riick-
kehr an den Ausgangspunkt gerade eine ganzzahlige Anzahl von Umlsufen
durchgemacht hat, so daf trotz der Nichtintegrabilitat der Strecken-
iibertragung das Eichmall an jeder Stelle stets in eindeutiger Weise
realisiert wird. In der Tat erinnert man sich an die Resonanzeigenschaft
der de Broglieschen Wellen, dieselbe, durch welche die alte Sommer-
feld-Epsteinsche Quantenbedingung von de Broglie zuerst so
folgenreich umgedeutet wurde. Diese ist allerdings an die Phasen-
geschwindigkeit gekniipft; aber infolge der finfdimensionalen Erweiterung
der Wellenfunktion ist der Schwingungsvorgang dispersionsfrei, und
unsere Stromgeschwindigkeit wird infolgedessen identisch mit der Phasen-
geschwindigkeit. Hierdurch und infolge der Identitit der Wellen-
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funktion ¢ mit dem Weylschen MaBe erscheint es also bereits erwiesen?),
dal auch das Weylsche MuB, wenn ich es nur entlang der quanten-
theoretisch moglichen Materiestromung fiithre, an der Resonanz der
de Broglieschen Wellen teil hat und trotz der Nichtintegrabilitit des
Differentialausdrucks (2a) im elektromagnetischen Felde dennoch zu einer
eindeutigen Mafbestimmung an jeder Stelle fiihrt. Hitte man die Ein-
deutigkeit des Mafbegriffes als eine allgemein anerkannte Erfahrungs-
tatsache der Weylschen Theorie axiomatisch angeschlossen, so wire
man folgerichtig auf das System der diskreten Bewegungszustinde der
, klassischen® Quantentheorie und ihre de Broglieschen Wellen gefiihrt
worden.

Ich mochte diesen Gegenstand nicht verlassen, ohne darauf auf-
merksam zu machen, dal diese Resonanzeigenschaft des Weylschen
Streckenmafles, die uns hier als charakteristischer Satz der Undulations-
mechanik ‘entgegentritt, von Schriodinger?) bereits 1922 als eine , be-
merkenswerte Eigenschaft der Quantenbahnen“ vermutet und an einer
Anzahl von Beispielen demonstriert worden ist, ohne dafi sie damals in
ihrer Bedeutung erkannt wurde. Es wurde auch die Moglichkeit von
o = 275@'-% ins Auge gefafit, aber ithr nicht der Vorzug vor einer
anderen Wahl von ¢ zuerkannt. Schon damals also hatte Schrédinger
die charakteristischen wellenmechanischen Periodizititen in der Hand,
welchen er spiter unter so ganz anderen Gesichtspunkten wieder be-
gegnen sollte.

Es ist deshalb vielleicht nicht iberfliissig, wenn ich diese Schro-
dingersche Vermutung auch unabhingig von den wellenmechanischen
Zusammenhingen, wie sie urspriinglich gemeint war, als einen Satz der
»klassischen® Quantentheorie beweise. Es ist also behauptet: Der
Streckenexponent des Weylschen Mafes, gefiihrt iiber eine rdumlich ge-
schlossene Quantenbahn, ist ein ganzzahliges Multiplum der Planck schen
Konstanten:

9)% D, drt — nh. G

Um das zu beweisen, benutzt man die bereits in § 1 verwendete Relation:

oW e ] v\2
5(5207-———0— fI’,;)clxl = — j'moc%lr o j-mocz‘/l — <—C—> dt.

1} Diese Schlufiweise ist nicht prizise, sie wird sogleich richtiggestellt
werden.
*) E. Schrodinger, ZS. . Phys. 12, 13, 1922,




Quantenmechanische Deutung der Theorie von Weyl, 383

Infolge der Quantenbedingungen

1
Z i}g—‘—dﬂ = nh

erhilt man hieraus:

- — .
<0 L dgx, —— CD[ zlmf> = — 0l — Pmyc ‘/1 — <£> dt.
0z, : ¢

Vorausgesetzt, dal ein Energieintegral existiert, ist

oW . .
ax d.%‘4 = (Ekin + Lpot) dt,

also:

_“38 ®;d o = —nh+§§§ e Vl—( > +Ekm+Lpot>dt

Hier verschwinden die Integrale auf der rechten Seite infolge der rela-
tivistischen Verallgemeinerung des Virialsatzes!) unter der Voraus-
setzung, daB das Potential homogen vom Grade — 1 in den ¥ ist,
woraus- die Behauptung (9) unmittelbar folgt.

Man sieht aus dieser Ableitung, daf nur unter zwei Voraus-
setzungen der Eindeutigkeitsbeweis des Weylschen EichmaBes gelingt.
Diese Voraussetzungen (insbesondere die erste) sind offenbar sehr wesentlich
und sie werden sich sicher nicht vsllig umgehen lassen. Sie garantieren
gewisse stationdre Verhsltnisse im Raume, die es iiberhaupt erst

1) Mir ist ein Beweis der relativistischen Verallgemeinerung des Virialsatzes
in der Liferatur nicht bekannt, deshalb will ich ihn hier mitteilen. Es ist

(j)(—m.o * Vl‘—_(zi—)z + T/ll'—%cz_g—)l + Eypot > dt = 4; <~17;—"i”(_> +LM> dt

4 g

/

daxt
= < E z‘}?i‘d—t—i—Epot)dt.
‘ 1

Hieraus durch Produktintegration unter Beachtung der Periodizititsbedingung:

s dp,
— <_ mZ%jLEpot)dt,
Zl

BEpot
ot

= é b Epot + Epot> dt.

Hier verschwindet der Integrand 1nfolge des Eulerschen Satzes iiber homogene
Funktionen.

Py .
d_fl ist infolge der Bewewunvsglelchunven o= , man erhilt also
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gestatten, von riumlich geschlossenen Bahnen in der Min-
kowskischen Welt zu reden, eine Aussage, welche im allgemeinen
vom Bezugssystem durchaus abhiingig ist. Man wird deshalb diese
Voraussetzungen als Bedingungen der Moglichkeit fiir die An-
wendung des Satzes der Identitdt auf den Raum zu bezeichnen
haben.

Meist werden die Bahnkurven micht exakt periodisch, sondern nur
quasiperiodisch sein. Dann kann man unter geeigneten Stetigkeits-
voraussetzungen beweisen, daf bei hinreichend guter Anniherung an die
Ausgangspunkte das Weylsche MaB bis auf einen vorgegebenen beliebig
kleinen Betrag mit seinem urspriinglichen Wert iibereinstimmt. Mehr
braucht man auch nicht zu verlangen.

Dal hierbei stets der Transport der Eichstrecke mit der Geschwin-
digkeit (7) der Materie zu erfolgen hat, erscheint auferordentlich
befriedigend; denn ein Transport mit anderer Geschwindigkeit wiire
quantentheoretisch (bzw. mechanisch) garnicht moglich. Eine nihere
Rechtfertigung dieser Zusammenhinge und ihren Einbau in eine er-
enntnistheoretisch begriindete Theorie des MaBes mochte ich jedoch noch
verschieben, da hierzu noch wesentlich andere Gesichtspunkte namhaft
gemacht werden miissen. Wenn wir auch gesehen haben, wie die
Weylschen Ideen eine nicht vorauszuahnende Verkorperung in den
gegenwirtigen physikalischen Anschauungen gefunden haben, so glaube
ich doch nicht, da man sich mit dem Gewonnenen bereits zufrieden
geben kann. Ich habe die Kontinuumsauffassung der Quantenmechanik
hier mit einer Einseitigkeit in den Vordergrund gestellt, welche nicht
meiner Uberzeugung entspricht. Immerhin schien es mir wiinschenswert,
zunichst diesen Gedanken mit einiger Konsequenz bis zu Ende zu
verfolgen. In diesem Sinne sind die Ausfithrungen des folgenden Kapitels
durchaus als Provisorium zu betrachten. Ich hoffe, auf den ganzen
Zusammenhang unter allgemeineren physikalischen Gesichtspunkten dem-
nachst zurtickzukommen.

Kapitel III. Quantenmechanische Umdeutung der Theorie
von Weyl
Die Untersuchungen des vorigen Kapitels erstreckten sich aus-
driicklich auf die als ,de Brogliesche Theorie“ gekennzeichnete Vorstufe
der Quantenmechanik. Sie werden daher falsch, wenn man sie unmittelbar
auf die Schrodingersche Theorie tibertragen wollte — wenigstens in
dem @ebiete, wo beide Theorien auseinandergehen. Man kann aber
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jedentfalls bereits sagen, daB unsere Resultate asymptotisch richtig
bleiben miissen in der Grenze grofer Quantenzahlen, da beide Theorien
dort ineinander itbergehen.

Man kann den Fortschritt zur Schrddingerschen Form der Wellen-
mechanik dahin charakterisieren, daf sie der Tatsache der ,EKingemein-
dung® der Trajektorien der klassischen Mechanik, denen de Broglie
zunichst nur duberlich durch (5) eine Welle aufgeprigt hatte, zu einem
zusammenhingenden Wellenkontinuum Rechnung trigt. In der geome-
trischen Optik ist die Betrachtung der einzelnen losgeldsten Trajektorien
und die der Wellenfronten physikalisch #quivalent. In der Wellenoptik
dagegen erfahrt ein einzelner Wellenstrahl, wenn er einer Front von
Strahlen einverleibt wird, einen gewissen Einfluf durch seine Nach-
barn. Dafl dieser Einfluf zum Ausdruck kommt, ist die charakteristische
Aussage der Schrodingerschen Theorie, wenn sie die Wellenfunktion ¢
anstatt durch eine Jacobische Differentialgleichung (6) durch eine

Wellengleichung  beschreibt.  Bei Zerlegung in imaginiren wund
reellen Bestandteil lautet die Schrodingersche Wellengleichung fiir
T

w=|pler " (W reell):
(om) To + (G — o) Gz — s @)+
a2 ot (G —ro0) =

In dieser Darstellung erkennt man den Gegensatz zur de Broglieschen

H

(10)

; O . . .
Theorie in dem Auftreten des Gliedes [L}T‘ Zugleich wird hier auch

sichtbar, daB es sich um ein Problem mit zwei unbekannten reellen
Funktionen handelt. Die zweite Gleichung ist die Kontinuititsgleichung
des Stromes, dessen vier Komponenten durch die geschweiften Klammern
eingefafit werden.

Es ist keine Frage, daf wir gegenwirtig der Schrodingerschen
Theorie ihrer Idee nach und wegen ihrer besseren Ubereinstimmung mit
der Erfahrung unbedingt vor der de Broglieschen den Vorzug zu geben
haben. In ihrer Diskrepanz mit der Weylschen Theorie haben wir gewill
keinen Mangel der Schrodingerschen Theorie zu sehen.

Wenn man beachtet, daf sich die Abweichungen charakteristisch bei
kleinen Quantenzahlen einstellen, so kann kein Zweifel sein, worauf die
Schwierigkeit zuriickzufiithren sein wird: Die Weylsche Theorie ist



386 F. London,

ihrer ganzen Kompetenz nach sozusagen auf die klassische Mechanik und
somit auch auf die ihr zugeordnete de Brogliesche Theorie zugeschnitten.
Es ist demzufolge von ihr gar nicht zu erwarfen oder zu verlangen, daf
sie auf die Schriodingersche Theorie bereits paGt. Die Aufgabe muf
vielmehr sein, an der jetzt veralteten W eylschen Theorie den ent-
sprechenden Schritt zu vollziehen, welcher von de Broglie zu Schrg-
dinger fithrt, sie muf ihrerseits entsprechend der quantenmechanischen
Korrektur der klassischen Gesetze modifiziert werden.

Man kann voraussehen, in welcher Richtung die Korrektur des
Weylschen Mafies geschehen wird. Bisher war angenommen, dafl die vier
Potentiale @;, welche eine vollstindige Beschreibung des elektromagne-
tischen Feldes liefern, einzig fiir die Streckenverschiebung mafgebend
selen (2a). Jetzt hat sich die Sachlage insofern geindert, als zu den vier
Zustandsgrofen des Feldes @; als fiinite das Schridingersche ¢ getreten
ist, welches in vieler Hinsicht — vor allem in der Darstellung durch ein
Variationsproblem ) — symmetrisch den Feldgrofien @; gegeniibersteht.
Die Materie, in der elektronentheoretischen Auffassung hinter undurch-
dringliche Grenzflichen aus dem Felde verbannt oder in die Singularititen
desselben verwiesen, ist jetzt iiber den ganzen Raum ausgebreitet, und
wihrend man in der Weylschen Theorie sich mit Recht einen Malflstab
im ,leeren* Raum nur von den dort herrschenden elektromagnetischen
Potentialen beeinflufit dachte, wird jetzt dem Umstand Rechnung zu
tragen sein, daf die alte Trennung zwischen der ,undurchdringlichen®
Materie und dem xsvov aufgehoben ist und man sich stets sozusagen
im Innern der alles durchdringenden ®) neuen Substanz | ¢ | befindet.

Es ist also zu erwarten, daf aufler den dufleren elektromagnetischen
Feldgrofen noch eine innere, die allein von || abhingt, zu beriicksich-
tigen sein wird. Madelung?) hat das ,Potential® dieser inneren Wir-
kung des y-Feldes auf sich selbst angegeben. Ich mochte als relativistische
Verallgemeinerung desselben vorschlagen:

1) E. Schrédinger, Ann. d. Phys. 82, 265, 1927.

2) Denn v geniigt einer linearen Differentialgleichung. Superpositionsprinzip!
Dennoch scheint die Eigenschaft der Undurchdringlichkeit in Form des Pauli-
verbots jhren quantenmechanischen Ausdruck zu finden. (P. Ehrenfest, Natur-
wissensehaften 15, 161, 1927.)

%) E. Madelung, ZS. f. Phys. 40, 322, 1926.
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Das Wort ,Potential* ist mit Vorsicht zu gebrauchen. @&, ent-
spricht nicht etwa dem ,skalaren® Potential @,, welches relativistisch
als zeitliche Komponente eines Vierervektors figuriert, sondern ist
auch relativistisch ein invarianter Skalar. Dementsprechend kann @,
auch niecht die Streckeninderung lidngs einer bestimmten Weltrichtung
regieren. Wenn man iiberhaupt einen EinfluB auf das Eichmal annehmen
will, so kann er nur vom Betrage der vierdimensionalen Strecken-
verschiebung abhingen, nicht von ihrer Richtung. Fithrt man dem-
entsprechend durch das Weltlinienelement do, = cdt (r = Ligenzeit)
eine fiinfte Koordinate ein, welche nicht unabhingig von den ibrigen dz,
ist, sondern sich ihnen durch die Bedingung

de? + dal? - dx? 4+ dr? + dz® — (12)

gleichberechtigt zugesellt '), so wird man vermuten, daf

271 (N € g gl
I:?oeh j?cq““ (13)

die quantenmechanische Verallgemeinerung des Weylschen Strecken-
mafes darstellt.

Um die Identitat von (13) mit der Schrédingerschen Wellen-
funktion nachzuweisen, miissen wir zuniichst angeben, lings welchen
Weges das verallgemeinerte Streckenmaf (13) zu fihren ist. Man wird
wieder den Transport mit der Strémungsgeschwindigkeit der Materie
vorschreiben wollen. Hierbei ist aber zu beachten, daf jetzt die Kom-
ponenten «’ der Vierergeschwindigkeit micht durch (V) gegeben werden,
obwohl die Darstellung des Stromes in der zweiten Gleichung (10) die
Abtrennung des Faktors ey als Ruhladungsdichte nahe legt. Die
derart abgetrennten Geschwindiglkeitskomponenten wiirden néimlich wegen
(10,) nicht die Tdentitat der Vierergeschwindigkeit )

b = S o == (2 (129

1) Das Auftreten dieser fiinfdimensionalen quadratischen Form ist im Sinne
der Weylschen Forderung der Eichinvarianz ganz konsequent. Das Weltlinien-
element d7 bzw. dxy ist zwar eine relativistische Invariante, aber keine Eich-
invariante ({Tbergang zu einer anderen Eicheinheit dndert d7z), wohl aber ist das
Verschwinden der quadratischen Form (12) eichinvariant. — Offenbar sind in
diesem Sinne die fiinfdimensionalen Ansitze von Kaluza zu verstehen.

2) Wenn nichts anderes angegeben, sind im folgenden die Summationen iiber
gleiche Indizes stets von 1 bis 4 wie bisher zu verstehen.
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erfiilllen. Es ist vielmehr zu schreiben

day _ s _ ¥ 6—<‘ﬂ7—3®k>, (72)
da, ¢ @ e \dw ¢ )
wobei der Faktor
T =] K]
9—6¢¢‘/1+(9n2> “?22|¢!—— 1P< mc®5> (%)
als ,Ruhladungsdichte“ abgetrennt ist.
In dieser Bezeichnung erhilt man
ed -—-mcz( —-—g—) 11
5 = Ny = (11a)
eYy,
und die erste Schrodingersche Gleichung lautet in fiinfdimensionaler
Fassung '):
L OW e (0 W oo
—_— e — 2 — - )y —
E (dmZ ¢ (D> At ¢ Q’) =0 (102)

Wir vergleichen jetzt die Strecke 1 (13) entlang der Stromung (7 a)
mit dem Schrodingerschen Skalar 9. Man erhalt fiir ¢/

v _ vl 2—’2[2(%-_41)%1

?
ZO
(7a) ergibt:
e AT .
2zi Yy e 3 AWELA [ QW [
e £ () (Gt )
— lwl ¢ b 2 o me\ow; b € ! dzs + oLy ¢ s d.’c‘)7

Letzteres wegen (10a). Man erhilt also zuniichst nicht ¢/l — konst,
sondern

v ||
T 1 (8a)

0

1) Hierbei ist zm beachten, daf @, seinerseits noch selbst eine erst zu
bestimmende Unbekannte ist.  Bekanntlich ist es ein noch unverstandenes
Wunder, warum das gleiche nicht fiir die Potentiale @, Dy, &3, D, gilt,
wie man erwarten miifte. (8. Schrédinger, Ann. d. Phys. 82, 265, 1927.)
dW

e ist == mye [vgl. (5a)).
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welches eine eindeutige Ortsfunktion ist!). Aber die Potentiale @) sind
nur bis auf einen additiven Gradienten physikalisch festgelegt; fiihre ich
statt ihrer

he 0

V=P g gl v

als Potentiale ein, was die elektromagnetischen Feldstirken unberiihrt
14Bt, so folgt ¢/l = konst.

Die auf der Resonanz der Wellen beruhende KEindeutigkeit des
mit der Stromung mitgefithrten Eichmafes iibertrigt sich natiirlich jetzt
ohne weiteres aus der de Broglieschen auf die Schriodingersche
Theorie, so daB wir den Uberlegungen des 2. Kapitels hier nichts hinzu-
zufiigen haben.

Stuttgart, Physik. Inst. d. techn. Hochschule, 27. Februar 1927,

1) Man kann diese Beweisfithrung im Sinne der fiinfdimensionalen Geometrie
sinngemifer folgendermallen aussprechen:

T —_— I/‘/
BW‘_E @, ist parallel dem Finferstrom j, — ~e—1,u a—,— o ,
dLL ¢ o m A8 ¢ !

da’ soll parallel dem Fiinferstrom ;° gewihlt werden.

5
Der Fiinferstrom ist orthogonal auf sich selbst (2,7'1.3" = o>; also ist j,
1

. 5 QOW e .
‘ LAY Y i
auch orthogonal auf da* und also 2 (baj p ,) dat = 0.
Ich verdanke diese schine Formulierung einer Mitfeilung von Herrn
A. Landé. Hierbei ist die 5. Komponente des Fiinferstroms j; — oe¢.




