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Diamagnetismus der Metalle.
Von L. Landau, zurzeit in Cambridge (England).
(Eingegangen am 25. Juli 1930.)

Es wird gezeigt, daBl schon freie Elektronen in der Quantentheorie, auBer dem

Spin-Paramagnetismus, einen von den Bahnen herrithrenden, von Null ver-

schiedenen Diamagnetismus haben, welcher in der Teilendlichkeit der Elektronen-

bahnen im Magnetfeld seinen Ursprung hat. Einige weitere mogliche Folgerungen
dieser Bahnenendlichkeit werden angedeutet.

§ 1. Eswurde bis jetzt mehr oder weniger stillschweigend angenommen,
dafl die magnetischen Eigenschaften der Elektronen aufler dem Spin aus-
schlieBlich von der Bindung der Elektronen in Atomen herrithren. Fir
freie Elektronen tbernahm man fiir den Bahneffekt das klassische Null-
resultat mit der Begriindung, daB auch das Fermische Integral von der
entsprechenden Hamiltonfunktion wie das Boltzmannsche vom magneti-
schen Felde unabhingig ist. Dabei wird aber eine Quantenerscheinung
unberiicksichtigt gelassen. Bei Vorhandensein eines Magnstfeldes wird
namlich die Elektronenbewegung in der zum Felde senkrechten Ebene
finit. Das fithrt notwendigerweise zu einer Teildiskretheit (enfsprechend
der Bewegung in der genannten Ebene) der Eigenwerte des Systems, was,
wie im folgenden gezeigt wird, zu einem von Null verschiedenen Bahnen-
magnetismus AnlaB gibt.

Die Hamiltonfunktion eines freien Rlektrons im Magnetfeld schreibt
sich, wie bekannt, in der Form
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die Geschwindigkeiten des Systems sind (H ist der Absolutwart des in die
Richtung der z-Achse gerichteten Magnetfeldes). Die Bewegung in der
Richtung des Feldes ist vom Felde und anderen Bewegungskomponenten
unabhiingig und kann abgesondert werden, indem man einfach p,; gleich
einer Konstanten setzt, was der Schrodingerfunktion

;
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entspricht. Die Energiewerte des Systems werden sich dann als Summe

zweler unabhingiger Glieder darstellen. Anstatt nun die entsprechende
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Schrodingergleichung firr die xy-Bewegung zu 19sen, konnen wir zur Auf-
stellung der Energiewerte eine kiinstliche Methode benutzen, indem wir
die Vertauschungsrelationen der Geschwindigkeitskomponenten v, und v,
aufstellen. Aus (2) ergibt sich unmittelbar:

h eH
[9,9] = 0,9, — 0,0, = T omd’ @

da bekannterweise [2y] = [p,p;] =0, [p12] =[P, Y]="~/iist. Die Konstanz
der rechten Seite von (4) erinnert an die gewdhnlichen p, g-Vertauschungs-
relationen. Um zu diesem Falle iiberzugehen, konnen wir nun einen Augen-
blick die Koordinaten P und  mittels

P eH
¥ T mym
einfilhren. Die Vertauschungsrelaticn geht dann in die gewdhnliche
[PQ] = /i iber. Was die Energie betrifft, so schreibt sie sich nun in
der Form

v =

®)

2
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Das ist aber nichts anderes als die Hamiltonfunktion eines linearen Oszillators

mit der Masse m und der Frequenz w = eH/me. Die Eigenwerte eines
solchen Systems sind, wie bekannt, gleich

E =

1 1
wo n alle positiven ganzzahligen Werte annehmen kann. Zusammen mit

der z-Bewegung ergibt das

eh
me
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1y eh Py
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als Figenwerte der Translationsbewegung des Elektrons.
In einfacher Weise kénnen auch die Eigenfunktionen bestimmt werden.
Zu diesem Zwecke eliminieren wir aus den Geschwindigkeitsoperatoren
(und somit auch aus dem Energieoperator) eine der Koordinaten, beispiels-

weise 1, indem wir

_ieH
p=c¢ he "y 9)
setzen. Das ergibt
h 0y eH —i%{my h 0y eH
RO PRI P A S (755—7 )’
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Dementsprechend schreibt sich die Schrddingergleichung:
B d\* (k0 eH \
(G + (5 e L PR a1

Diese Gleichung enthélt x nicht explizite; somit kdnnen ihre Liosungen in
der exponentiellen Form
i
. .
r=2¢" 9 (12)
geschrieben werden, wobei ¢ eine Konstante ist und ¢ nicht mehr von =z
abhingt. Einsetzen von (12) in (11) ergibt ohne weiteres fiir @ eine Oszillator-

gleichung 2 o
L+ B 5 ) (i—sg0) ] o =0 (13)

was auch nach dem Vorhergehenden wohl zu erwarten war. Der ,Rube-
punkt* dieses Oszillators befindet sich im Punkt = c¢o/eH. Somit erhalten
wir endgiiltig fiir die vollstindige Eigenfunktion des Systems

w_eh(pa +oz— 22 2y) U/ (y-—-—-a)] 14

wobei ¢, die Eigenfunktionen der Gleichung

a? (p,,

L+ @ntl—u) g, =0 (15)

bezeichnet.

Die GrdBe o geht in die Eigenwerte nicht ein. Da sie beliebige Werte
annehmen kann, so ist unser Problem noch in kontinuterlicher Weise ent-
artet. Um die Dichte der Eigenwerte zu bestimmen, ersetzen wir, wie
iiblich, den unendlichen Raum durch ein endliches Gefdf mit den Linear-
dimensionen 4, B und C in den 2-, y- und 2-Richtungen. In der z-Richtung
ist die Zahl der méglichen py-Werte im Intervall Ap, wie bekannt, gleich

: c
B,y = oo — Ap. (16)
In ganz analoger Weise erhalten wir fiir die z-Richtung
4
B, = —Ado. (17)

27h

In der y-Richtung miissen wir fordern, daf die Bahn im Kasten immer
in geniigender Entfernung von den Winden liegt. Dann brauchen wir
wegen des schnellen Abklingens von ¢, mit der Entfernung den EinfluB
der ,,y'“Wande nicht zu beriicksichtigen. Da die Zahl der an die Wande
stoBenden Bahnen bei geniigend grofien GefaBen evidenterweise als klein

42*
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betrachtet werden kann, 8o konnen wir annehmen, daf diese Forderung
uns praktisch alle existierenden Bahnen ergibt. Wegen der groflen Gefal-
dimensionen kénnen wir dabei auch den Radius der Bahn vernachldssigen
und einfach schreiben:.

¢
0<;—Ea<B
oder

o<a<‘ij_3ﬂ. (19)

Wollen wir nun die gesamte Zahl der der gegebenen nicht ent-
arteten Quantenzahl n entsprechenden Figenwerte erhalten, so haben wir

eB
in (17 4o = ry H einzusetzen. Das ergibt

eH eH
By = 2nhcAB = 2nth’

s
wo S die Fliche der Kastenseite ist. Zusa‘mmen haben wir

eH
472 2e

also, wie zu erwarten war, dem Volumen .proportional. Wie leicht nach-
zurechnen ist, geht (19) beim Grenziibergang H — 0 in die gewohnliche
Rigenwerteverteilung der freien Bewegung iiber. Mit dem Spin zusammen
haben wir:

Rypn=RsR, = VAp, (19)

’ eh
E =E+ 2—”—1—0H, (20)
das heilit
2
B — ehH + pa (@1)

wobei jedem n > 0 die doppelte Entartung

eH
B, a4y = 2n2thVAP (22a)
entgpricht, und bei n =0
eH
By a9 = gomya, ¥V AP (22Db)

ist.
§2. Um die magnetischen Eigenschaften des Korpers zu erhalten,
brauchen wir, wie bekannt, nur die Summe

Q=—kT21g(1+ew'k:T£) (28)
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iiber alle Fnergiewerte zu ermitteln. w bezeichnet dabei das sogenannte
chemische Potential. Die Teilchenzahl N ist mit @ durch die Beziehung

o

=T b’ @4)
und das magnetische Moment durch
o0
M= — il (25)

verkniipft.

In unserem Falle haben wir einen kontinuierlichen und einen diskreten
Parameter, g0 daf die Summe (28) sich als Summe von Integralen dar-
stellen 1aBt. Dabei werden wir, um die Hiffekte klarer zu trennen, von
den Bahnenenergien (8) ausgehen und den Spin zundchst nur in der
Multiplizitiat berticksichtigen. Setzen wir

=y (26
80 ist
oo w—(n+%).uH__ p} oH
Q= ——angojlg[l—{—e kT kaT]deps. @n
Bezeichnen wir nun der Kiirze wegen,
RO -
—kl‘jlg(l—[—e” FRET) T dp, = £ (o), ©8)

80 nimmt £2 die Form
2 = uH S o — (n+ ) pkH] (29)

an. Zur Ermittlung dieser Summe konnen wir die bekannte Reihen-

entwicklung
St D =[1@as— il @k e
@
anwenden. IThre Zuldssigkeit fordert im allgemeinen
fax If:_ff < 1. (81)
In unserem Falle entspricht das, wie leicht einzusehen ist,
pHLET. (32)

Diese Bedingung ist bei sehr niedrigen Temperaturen und in starken Feldern
nicht mehr erfillt. Dieser letzte Fall wiirde deswegen zu einer kompli-
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zierten, nicht mehr linearen Abhéngigkeit des magnetischen Momentes
wvon H fithren, welche eine schr starke Periodizitdt im Felde haben wiirde.
Wegen dieser Periodizitdt diirfte es aber kaum mdglich sein, diese Er-
scheinung experimentell zu beobachten, da wegen der Inhomogenitat des
vorhandenen Feldes immer eine Mittelung auftreten wird. Mitteln wir
aber die Reihe (29) iiber ein Intervall A H, so wird die Bedingung (31)
wieder erfillt, wenn im ,,gefdhrlichen” Teil neben @ —(n +H uH =0
die Anderung des Arguments wesentlich groBer als die Differenz zweier
einander folgender Argumente wird, d.h.

nudH > uH,

o AHiI > uH,
woraus AH o uH o)

H )

Sogar bei den starksten jetzt moglichen Feldern (H = 8- 105 Gaul)) ergibt

die rechte Seite bei w = 8 Volt nur 0,19,.
Wenden wir nur die Summationsformel (80) explizite an, so ergibt sich:

=

1 _— oo
Q= /ﬁHJ'f(w—nMH)d"’i‘ﬂ,ugHg %’"ﬂ@ 0
- d W H b

[f (c0) = 0] Das erste Glied dieser Summe hingt vom Magnetfeld nicht
ab. Es stellt den Wert der Summe im feldfreien Zustande dar, so daB
wir an Stelle von (34)

o wH? 020,
=20, 24 Aw?
schreiben konnen. Daraus folgt:
002 u* 320,
= e == - e . 85
, M on 12 de? H 59
Setzten wir nun:
02 _ _y ,_oF
oo ’ T 0N’
02 . . s
woF=0—w P die freie Energie des Systems ist, so geht (85) iber in
2 2
M»_—_/‘H:___”_,fi. (36)
1909 1227
aN aN?



Diamagnetismus der Metalle. 635

Wir haben also wirklich einen Diamagnetismus, welcher exakt gleich einem
Drittel des Paulischen* Spinparamagnetismus ist, fiir welchen wir be-
kannterweise

1 g 1 H *H? 920
0= 50 (0 ) rg Qo) = 2 Bm Gt - D)

haben. Insgesamt sind also freie Elektronen doch paramagnstisch.

Befinden sich die Elektronen im periodischen Felde eines Gitters,
so kann bekanntlich** ijhre Bewegung in gewissermn Sinne .doch als frei
betrachtet werden. Der prinzipielle Charakter der Wirkung des Magnet-
feldes bleibt deswegen ungedndert, obgleich die obige Rechnung natiirlich
nicht mehr quantitativ anwendbar ist. Insbesondere dndert gich das Ver-
héltnis vom Para- und Diamagnetismus, und es ist wohl méoglich, daB in
gewissen Fillen das letzte auch das erste bertreffen kann, so daf wir
eine diamagnetische Substanz wie Wismut erhalten. Das ist aber wohl
nur bei stirkerem Gittereinflufl méoglich, so daf eine quantitative Theorie
dieser Erscheinung kaum miglich sein diirfte. Kin anderer KinfluB der
Wechselwirkung besteht darin, daB der Diamagnetismus seine Symmetrie
verliert und nunmehr in verschiedener Richtung verschieden wird, eine
Figenschaft, die diese Art des Diamagnetismus vom gewShnlichen Atom-
diamagnetismus sowie vom notwendig symmetrischen Spinparamagnetismus
unterscheidet.

Eine analoge Frscheinung kann auch bei nicht leitenden Substanzen,
und zwar paramagnetischen stattfinden, wo wir ja auch ein kontinuier-
liches Figenwertspektrum haben. Auch hier bekommen wir - diskrete
Eigenwerte im Magnetfeld und infolgedessen einen Diamagnetismus.
Dieser Diamagnetismus ist zwar klein gegen den vorhandenen Para-
magnetismus, unterscheidet sich aber von ihm durch seine Asymmetrie,
5o daB er vielleicht den Hauptgrund (ein anderer Grund ist die sogenannte
magnetische oder relativistische Wechselwirkung der Spins miteinander)
der beobachteten Asymmetrie in paramagnetischen Kristallen bildet. Fs
ist deswegen von Interesse, die GroBenordnung des Effekts abzuschitzen.
Das geschieht am einfachsten aus Dimensionsgriinden. Die Suszeptibilitdt
18t erstens proportional mit (e/c)?, da die Wirkung des Magnetfeldes immer
durch eH /¢ eingefithrt wird. Die Elektronenmasse m tritt in diesem Falle
in die Rechnungen nicht explizite ein. Thre Rolle spielt sie in dem Austausch-
integral, welches die Austauscherscheinungen im Gitter charakterisiert.

* W.Pauli, ZS. £. Phys. 41, 81, 1927.
** F.Bloch, ebenda 52, 5565, 1928.
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Auflerdem kénuen nur noch h und die Dichte N/V eintreten. Das fithrt
eindeutig zum Ausdruck

7~ ;;—02 ( ll\;)llaJ. (39)

Das Austauschintegral J bestimmt, wie bekannt, die Curietemperatur,
wobei k@ von der Grofenordnung J ist, so daB wir an Stelle von (38)

2 s
1~ s ( 1%/) %, (39)
schreiben konnen.

Ganz anders gestalten sich die Erscheinungen, wenn die &uBeren
Einwirkungen nicht periodischer Natur sind. Solche Einwirkungen zer-
storen die Richtungsentartung der Bewegung uwnd somit, wenn sie nicht
alg klein angenomimen werden kdnnen, die Moglichkeit eines Einflusses
des Feldes der untersuchten Art. Dazu geniigt, daB die diesen Einfliissen
entsprechende ,.freie Weglinge klein wird gegen den Durchmesser der
Elektronenbahnen im Magnetfeld. Da dieser Durchmesser in gewdéhnlichen
Feldern von der GroBenordnung eines Zehntelmillimeters ist, so kdnnen
dazu schon sehr kleine Verunreinigungen oder sogar das Zerpulvern der
Substanz geniigen. Solche Anderungen der Suszeptibilitét sind bei Wismut
und fiir den ersten Fall bei einer ganzen Reihe von Substanzen nachgewiesen
worden. Es wire von groBem Interesse, in diesen Fillen eine Anderung
der Suszeptibilitit mit dem Felde beobachten zu kdnnen, welche nach
der angefithrten Theorie beim Ubergang von rz > A (rg Radius der Kreis-
bahn im Magnetfeld, A die freie Weglange bzw. Dimensionen der Kristalle)
zu rg & A stattfinden miiBte.

Zum Schluf méchte ich noch die Vermutung aufstellen, dall die unter-
suchte Erscheinung auch den Kapitzaeffokt der linearen Widerstands-
anderungen im Magnetfeld erklaren diirfte. Fir die Zuldssigkeit der voraus-
gesetzten Naherung freier Elektronen im Magnetfeld ist dabei mnicht not-
wendig, das rg kleiner als die dem Gitter entsprechende freie Weglénge ist
(was bei gewohnlichen Temperaturen unmoglich wire), weil die Wechsel-
wirkung mit den Gitterschwingungen auBer der Impulsabgabe auch Energie-
abgabe hervorruft.- Es ist aber nach der vbrhergehenden Bemeérkung wohl
notwendig, daB 7z wesentlich kleiner als die freie Wegliinge der Gitter-
storungen wird, was nach kurzen Rechnungen zur Beziehung

H> ec gR (40)
fithrt, wo R den spezifischen Restwiderstand (in elektrostatischen Einheiten)
des betreffenden Kristalls bezeichnet. Ist die Beziehung (40) nicht erfilit,



Diamagnetismus der Metalle. 637

so st die betrachtete Methode nicht anwendbar und man kann wohl ein-
sehen, daB alle Einwirkungen des Feldes unbedingt guadratisch werden
milssen. Das Feld (40) steht in gutem Kinklang mit dem kritischen Felde
der Kapitzaschen Versuche, was wohl als eine Stiitze der Theorie an-
gesehen werden konnte. Eine quantitative Ausbildung der Theorie ist
mir bis jetzt nicht gelungen.

Ich michte auch an dieser Stelle Herrn P. Kapitza fiir Diskussionen
iber Ergebnisse der Versuche und Mitteilung einiger noch. nicht ver-
offentlichter Daten herzlichst danken.

Cambridge, Cavendish Laboratory, Mai 1930.




