
629 

D i a m a g n e t i s m u s  der  Metal le .  
Von L. Landau~ zurzeit in Cambridge (England). 

(Eingegangen am 25. Juli 1930.) 

Es wird gezeigt, dal3 schon freie Elektronen in der Quanten~heorie, aul3er dem 
Spin-Paramagnetismus, einen yon den Pahnen herrfihrenden, yon Null ver- 
schiedenen Diamagaetismus haben, welcher in der Teilendlichkeit der Elektronen- 
bahnen im Magnetfeld seinen Ursprung hat. Einige weitere mSgliche Folgerungen 

dieser Bahnenendlichkeit werden angedeutet. 

w 1. Es wttrde bis jetzt mehr oder weniger utillschweigend angenommen, 
dal~ die magnetischen Eigenschaften der Elektronen aul~er dem Spin aus- 
schliel31iCh yon der Bindung der Elektronen in Atomen herriihren. Fiir 
freie Etektronen iibernahm man fiir den Bahneffekt das klassische Null- 
resultat mit der Begriindung, dal~ aueh das Fermische Integral von der 
entspreehenden Hamiltonfunktion wie das B o l tzmannsche  vom magneti- 
schen Felde unabh~ngig ist. Dabei wird ~ber sine Quantenerscheinung 
unberiicksichtigt gelassen. Bei Vorhandensein sines Magnetfeldes wird 
namlich die Elektronenbewegung in der zum Felde senkrechten Ebene 
finit. Das fiihrt notwendigsrwsise zu einer Teildiskrethsit (entsprechend 
der Bewegung in der genannten Ebene) der Eigenwerte des Systems, was, 
wis i m folgendeu gezeigt wird, zu einem yon Null verschiedenen Bahnsn- 
magnetismus Anlal3 gibt. 

Die Hamiltonfunktion eines freien Elektrons im Magnetfeld sehreibt 
sieh, wie bekannt, in der Form 

E = ~ -  + -~- +-~-, (1) 

WO 

1 ( e H y )  1 ( e l l )  1 
v l =  m-- P l - - ~  , V ~ = m  P~ + T c x  ' V3--m--P3' (~) 

die Geschwindigkeiten des Systems sind (H ist der Absolutwert des in die 
Richtung der z-Aehse gerichteten Magnstfeldes). Die Bewegung in der 
Richtung des Feldes ist vom Felde und anderen Bewegungskomponenten 
unabh~ngig und kann abgesondert werden, indem man einfach Pa gleich 
einer Konstanten setzt, was der SchrSdingeffunktion 

i 

(x, y, z) = / (x, y) e -z p~ ~ (3) 

entspricht. Die Energiewerte des Systems werden sieh dann als Summe 
zweier unabh~ngiger Glieder darstellen, hnstatt nun die entsprechende 
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SchrSdingergleichung fiir die xy-Bewegung zu 15sen, kSnnen wir zur Auf- 
stellung der Energiewerte eine kiinstliche Methode benutzen, indem wir 
die Vertauschungsrela~ionen der Geschwindigkeitskomponenten v 1 und v s 
aufstellen. Aus (2) ergibt sieh unmittelbar: 

h eH 
[%%] = % % - -  % %  = i c m  ~' (4) 

da bekannterweise Ix y] = [PlP~] : 0, [/)1X] ~-~ [Ps Y] : h/i ist. Die Konstanz 
der reehten Seite v0n (4) erinner~ an die gewShnlichen p, q-Vertauschungs- 
relationen. Um zu diesem Falle fiberzugehen, kSnnen wir nun einen Augen- 
blick die Koordinaten P und Q mitteis 

P eH 

einfiihren. Die Vertauschungsrelaticn geht dann in die ge~v6hnliche 
[ P Q ] - - h f i  fiber. Was die Energie betrifft, so schreibt sie sich nun in 
der Form 

E = 2 (s) 

Das ist abet nichts anderes als die Hamittonfunktion eines ]inearen 0szillators 
mit der Masse m und der Frequenz to ---- ell~me. Die Eigenwerte eines 
solchen Systems sind, wie bekannt, gleich 

1 ~ ehH, E = (n -}- l )  heo = (n + -~/ -~-v (7) 

w o n  alle positiven gan~.zahligen Werte annehmen kann. Zusammen mit 
der z-Bewegung ergibt das 

(o E = + mc f&'  (S) 

ale Eigenwerte der Translationsbewegung des Elektrons. 
In einfacher Weise kSnnen auch die Eigenfunktionen bestimmt werden. 

Zu diesem Zwecke eliminieren wit aus den Geschwindigkeitsoperatoren 
(und somit auch aus dem Energieoperator) eine der Koordinaten, beispiels- 
weise V, indem wir 

setzen. 

t e l l  

VJ = e ~ - ~ g  (9) 
Das ergibt 

Vl ~') = i O• 2 C  yv2 = e ~ac O x  c YZ , 
(lO) 

h 0 ~  e ~  Z ~ x ~ h  0g 
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Dementspreehend sehreibt sich die SchrSdingergleiehung: 

0 ~ 0 eH 2 mE t O. (11) 

Diese Gleiehung enthiilt x nieht explizite; somit kSnnen ihre IJ5sungen in 
der exponentiellen Form 

i 

g ----- ea- "~9 (Y) (i2) 

geschrieben werden, wobei a eine Konstante ist und 9 nicht mehr yon 
abhangt. Einsetzen yon (12) in (11) ergibt ohne weReres fiir ~ eine 0szillator- 
gleichung 

d~  +2mj-~ m e H  ~ e 

was auch naeh dem Vorhergehenden wohl zu erwarten war. Der ,,Ruhe- 
punkt" dieses Oszillators befiadet sieh im Punkt U ---- ca~ell. Somit erhalten 
wit endgiiltig flit die vollst~ndige Eigenfunktion des Systems 

wobei q~ die Eigenfnnktionen der Gleiehung 

du 2 - ~ ( 2 n + l - - u  2)~o. = 0 (15) 

bezeichnet. 
Die GrSl~e a geht in die Eigenwerte nieht ein. Da sie beliebige Werte 

annehmen kann, so ist unser Problem noch in kontinuierlieher Weise ent- 
artet. Um die Diehte der Eigenwerte zu bestimmen, ersetzen wit, wie 
iiblich, den unendlichen Raum dutch ein endtiehes Gefiil~ mit den Linear- 
dimensionen A, B und C in den x-, y- und z-Richtungen. In der z-Riehtung 
ist die Zahl der mSgliehen p3-Werte im Intervall A p, wie bekannt, gleich 

C 
Rzp = 2 - ~  A p. (16) 

In ganz analoger Weise erhalten wit ftir die x-Riehtung 

A 

In der y-Riehtung miissen wit fordern, da~ die Bahn im Kasten immer 
in geniigender Entfernung yon den Wanden liegt. Dann brauchen wit 
wegen des schnellen Abklingens von q~n mit der Entfernung den Einflul3 
der ,,y"-Wi~nde nicht zu berticksiehtigen. Da die Zahl der an die Wande 
Stolllenden Bahnen bei geniigend grol~en Gefi~Ben evidenterweise als klein 
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632 L. Landau, 

betraehtet werden kann, so kSnnen wir annehmen, dal~ diese Forderung 
nns praktiseh alle existierenden Bahnen ergibt. Wegen der groSen Gef~$- 
dimensionen kSnnen wit dabei aueh den Radius der Bahn vernaehl~ssigen 
und einfaeh sehreiben: 

6 

odor 

0 < ~ < e B  H. (18) 
e 

Wollen wit nun die gesamte Zahl der der gegebenen nicht ent- 
ar•eten Quantenzahl n entsprechenden Eigenwerte erhalten, so haben wir 

e B  
in (17) A a = ~ H einzusetzen. Das ergibt 

0 

eH eH 
R,, - -  2 ~ h c A B  --  2 ~ h c 8 ,  

wo S die F1/~che der Kastenseite ist. Zusa~nmen haben wir 

e H  
R~p, ,, = R,tpRn - -  4 ~ h ~  V A p, (19) 

also, wie zu erwarten war, dem Volumen.proportional. Wie leieht naeh- 
zurechnen ist, geht (19) beim Grenztibergang H ~ 0 in die gewOhnliche 
Eigenwerteverteilung der freien Bewegung fiber. Mit dem Spin zusammen 

haben wit: 
eh 

E '  = E +__ ~ H, (20) 

das heist 

E - -  e h H  n + 'p~ (21) 
m 6  ~ m  ~ 

wobei jedem n > 0 die doppelte Entartung 

e H  
B . .  .,p = 2 ~r2 h~-----'~c V A p (99.a) 

entsprieht, and bei n = 0 
e H  

/~o,,~p = ~ V A p  (22b) 

ist. 
b~ 2. Um die magnetisehen Eigenschaften des KSrpers zu erhalten, 

brauchen wir, wie bekannt, nut die Summe 
t o - - E  
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tiber alle Energiewerte zu ermitteln, w bezeichnet dabei das sogenannte 
chemische Potential. Die Teilchenzaht N ist mit ~o dutch die Beziehung 

0 ~  
0 co' (24) 

N _ _  

und alas magnetisehe Moment durch 

M - -  
OH (~5) 

verkntipft. 
In unserem Falle haben wit ein6n kontinuierlichen und einen diskreten 

Parameter, so dab die Summe (9,3) sich Ms Summe yon IntegrMen dar- 
stetlen l~fit. Dabei werden wir, um die Effekte klarer zu trennen, yon 
den Bahnenenergien (8) ausgehen und den Spin zuniichst nur in tier 
Multiplizitgt berticksichtigen. 8etzen wit 

eH 
hmc = # '  (26) 

so ist 
~ [ ~ P~r 

~2=--kT~_~ j i g  l + e  ..... kT ~-X -~o ~ V d p s .  (27) 

Bezeiehnen wit nun der Kiirze wegen 

o, p~ 
__k1"Ilg(l_}_ekT 2mkT) m dp~ = 1 (o~), (28) 

so nimmt Q die Form 

I2 = ~ H  :~ / [~o  - -  ( .  + ~) ~H]  (29) 
0 

an. Zur Ermittlung dieser Summe k6nnen wir die bekannte Reihen- 
ent~vicklung 

b b 

a 

anwenden. Ihre Zul~ssigkeit fordert ira allgemeinen 

/=+,--f~ f~ < 1. (81) 

In unserem Falle entsprieht das, wie leieht einzusehen ist,, 

#H < kT. (32) 

Diese Bedingung ist bei sehr niedrigen Temperaturen und in starken Feldern 
nicht mellr erfiillt. Dieser letzte Fall wiirde deswegen zu" einez kompli- 
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zierten, nieht mehr linearen Abhiingigkeit des magnetischen Momentes 
:yon H ffihren, welche eine sehr starke Periodizitiit ira Felde haben wfirde. 
Wegen dieser Periodizitiit dfirfte es aber kaum m5glich sein, diese Er- 
seheinung experimen~ell zu beobaehten, da wegen tier hhomogenit~t des 
vorhandenen Feldes immer eine Mittelung auftreten wird. Mitteln wir 
aber die Reihe (29) fiber ein Intervall A H, so wird-die Bedingung (31) 
wieder efffillt, wenn im ,,gef~hrlichen" Teil neben co - -  (n -+- �89 # H  = 0 
die Anderung des Arguments wesentlich grSBer als die Differenz zweier 
einander folgender Argumente wird, d.h. 

nt.z/I H ~ #H, 
A H  

w o r a u s  

z lH  /zH (33) - .  

Sogar bei den starksten jetzt mSgliehen Feldern (H = 3- l0 g Gaul) ergibt 
die rechte Seite bei eo = 3 Volt nur 0,1%. 

Wenden wit nut die Summations~ormel (80) explizite an, so ergib~ sich: 
o o  

0 
to 

f Iz~H 2 0 = f (x)  a x 2 4  O o) I (co) f34)  
- - o r  

[/(er = 0J'. Das erste Glied dieser Summe hiingt veto Magnetfeld nicht 
ab. Es stellt den Weft der Summe im feldfreien Zustande dar, so dab 
wir an Stelle von (34) 

/z~H "~ 0'2/20 
Y2 = / 2 o  9,4 Dee ~ 

sehreiben kSnnen. Daraus folgt: 

OD #~ 0~/2~ H 
M = On 12 ~ " 

setzten wir nun: 
OQ OF 
O-~ = - - N '  m - - O N '  

0Q 
we F = / 2  - -  co ~ die freie Energie des Systems ist, so geht (35) tiber in 

M = .  #~H = _  #~H . (36) 
0w 0'~F 

12 ~ 12 ON-~- ~ 
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~,ir haben also wirklieh einen Diamagnetismus, welcher exakt gleich einem 
Drittel des Paulisehen* Spinparamagnetismus ist, ffir welehen wit be- 
kannterweise 

~H__) 1 ( ~_~) #~H2 0"~t)~ 8 O~ 2 ~9= ~9 o\ + + ~9 o co-  = 9 0 +  +- - -  (87) 

haben. Insgesamt slnd also freie Elektronen doeh paramagnetiseh. 
Befinden sich die Elektronen im periodisehen Felde eines Gitters, 

so kann bekanntlieh** ihre Bewegung in gewissem Sinne ,doch als frei 
betrachtet werden. Der prinzipielle Charakter tier Wirkung des Magnet- 
feldes bleibt deswegen unge~ndert, obgleich die obige Rechnung natiirlich 
nicht mehr quantitativ anwendbar ist. Insbesondere ~ndert sich alas Ver- 
haltnis veto Para- und Diamagnetismus, und es ist wohl mSglich, dal~ in 
gewissen F~,llen das letzte aueh das erste iibertreffen kann, so dal~ wit 
eine diamagnetische Substanz wie Wismut erhalten. Das ist abet wohl 
nut bei st~rkerem Gittereinflul~ m5glieh, so dal~ eine quantitative Theorie 
dieser Erseheinung kaum mSglieh sein diirfte. Ein anderer Einflul~ der 
Wechselwirkung besteht darin, dal3 der Diamagnetismus seine Symmetrie 
verliert und nunmehr in verschiedener ~iehtung versehiede~ wird, eine 
Eigensehaft, die diese Art des Diamagnetismus vom gewShnliehen Atom- 
diamagnetismus sowie yore notwendig symmetrisehen Spinparamagne~ismus 
unterseheidet. 

Eine analoge Erseheinung kann aueh bei nieht leitenden Substanzen, 
und zwar paramagnetischen stattfinden, wo wit ja aueh ein konti~uier- 
liehes Eigenwertspektrum haben. Aueh bier bekommen w i r  diskrete 
Eigenwerte im Magnetfeld und infolgedessen einen Diamagnetismus. 
Dieser Diamagnetismus ist zwar klein gegen den vorhandenen Para- 
magnetismus, unterscheidet sich abet yon ibm dureh seine Asymmetde, 
so dal~ er vielleieht den I-Iauptgrund (ein anderer Grund ist die sogenannt e 
magnetische oder relativistisehe Weehselwirkung der Spins miteinander) 
tier beobachteten Asymmetrie in paramagnetisehen Kristallen bildet. Es 
ist deswegen yon Interesse, die Gr51]enordnung des Effekts abzuseh~tzen. 
Das geschieht am ein~achsten aus Dimensionsgrtinden. Die Suszeptibilits 
ist erstens proportional mit (e/e) 2, da die Wirkung des Magnetfeldes immer 
dutch eH/c eingefiihrt wird. Die Elek~ronenmasse m tritt in diesem Falle 
in die Reehnungen nicht exp]izite ein. ]]are Rolle spielt sie in dem Austausch- 
integral, welches die Austauseherscheinungen im Gitter charakterisiert. 

* W. PauIi, ZS. f. Phys. 41, 81, 1927. 
** F. Bloch, ebenda 52, 555, 1928. 
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Aul~erdem k6nnen nur noch h und die Dichte N/V eintreten. Das fiihrt 
eindeutig zum husdruck 

e ~ I V\U3 
z ~ J .  (ss)  

Das Austauschintegral J bestJmmt, wie bekannt, die Curietemperatur, 
wobei k {9 yon der Gr6~enordnung J ist, so dai3 wir an Stelle yon (88) 

e ~ " V  ~l~kO 

schreiben kSnnen. 
Ganz anders gestalten sich die Erscheinungen, wenn die aul~eren 

Einwirkungen nicht periodischer Natur sind. Solche Einwirkungen zer- 
stSren die Richtungsentartung der Bewegung und somit, wenn sie nicht 
als klein angenommen werden kSnnen, die MSglichkeit eines Einflusses 
des FeIdes der untersuchten Art. Dazu gentigt, dal3 die diesen Einflfissen 
entsprechende ,,freie Wegl~nge" k]ein wird gegen den Dttrchmesser der 
Elektronenbahnen im Magnetfeld. Da dieser Durchmesser in gewShnlichen 
Fe]dern yon der Gr6~enordnung eines Zehntelmillimeters ist, so k6nneD 
dazu schon sehr kleine Verunreinigungen oder sogar das Zerpulvern der 
Substanz gentigen. Solche _~nderungen der Suszeptibilitiit sind bei Wismut 
und f ~  den ersten Fall bei einer ganzen Reihe yon Substanzen nachge~viesen 
worden. Es w~re von grolllem Interesse, in diesen F~llen eine Jknderung 
der Suszeptibilitgt mit dem Felde beobachten zu kSnnen, welche nach 
der angefiihrten Theorie beim tdbergang yon r~v ~ 3. (r~ Radius der Kreis- 
bahn im Magnetfeld, ~t die freie Wegl~nge bzw. Dimensionen der Kristalle) 
zu r H ~ ~ stattfinden miil3te. 

Zum Schlul~ mSchte ich noch die Vermutung aufstellen, dal~ die unter- 
suchte Erscheinung auch den Xapitzaeffekt der linearen Widerstands- 
anderungen im Magnetfeld erld~ren dfirfte. Ftir die Zul~ssigkeit der voraus- 
gesetzten Ni~herung freier Elektronen im Magnetfeld ist dabei nicht not- 
wendig, das ri~ kleiner als die dem Gitter entsprechende freie Wegl/inge ist 
(was bei gewShnlichen Temperaturen unm6glich ware), weil die Wechsel- 
wirkung mit den Gitterschwingungen auger tier Impulsabgabe auch Energie- 
abgabe hervorruft~.- Es ist aber nach der vorhergehenden Bemerkung wohl 
notwendig, dal~ ~'H Wesentlich kleiner als die freie Weglange der Gitter- 
st6rungen ~ird, was nach kurzen Rechnungen zm' Beziehung 

N (40) H ~  e c v R  

fiihrt, wo R den spezifischen Restwi4erstand (in elektrostatischen Einheiten) 
des betreffenden Kristalls bezeichnet. Ist die Beziehtmg (40) nicht erfiillt, 
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so ist die betrachtete Methode nicht ~nwendbar und man kann wohl ein- 
sehen, dal3 alle Einwirkungen des Feldes unbedingt quadr~tiseh werden 
miissen. ])as Feld (40) steht in gutem Einklang mit dem kritisehen Felde 
der Kap i tzaschen  Versuehe, was "~ohl als eine Stiitze der Theorie an- 
gesehen werden kSnnte. Eine quantitative husbildung der Theorie ist 
mir bis jetzt nicht gelungen. 

Ich mSch~e auch an dieser Stelle Herrn P. K a p i t z a  fiir Diskussionen 
fiber Ergebnisse der Yersuehe und 3/iitteilung einiger noch, nicht ver- 
5ffentlichter Daten herzlichst danken. 

Cambridge, Cavendish Laboratory, Mai 1930. 


