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Anwendung der Quantenmechanik auf das Problem
der anomalen Zeemaneffekte.

Von W. Heisenberg und P. Jordan in Gottingen.
(Bingegangen am 16. Mirz 1926.)

Von Uhlenbeck und Goudsmit ist zur Erklirung der anomalen Zeemaneffekte

die Comptonsche Hypothese des rotierenden Elektrons herangezogen worden.

Die vorliegende Arbeit untersucht das quantenmechanische Verhalten des durch

diese Hypothese charakterisierten Atommodells. Das Ergebnis ist, daf die Zeeman-

effekte und die Feinstrukturen der Dublettspektren durch die genannte Hypothese
vollstindig erklirt werden konnen.

Eine Untersuchung des magnetischen Verhaltens von Atomsystemen
lehrt, daf auch nach den Gesetzen der Quantenmechanik Atomsysteme,
die aus Punktladungen aufgebaut sind, stets normalen Zeemaneffekt
zeigen miissen.

Zur Erklirung der anomalen Zeemaneifekte haben Uhlenbeck und
Goudsmit die Hypothese herangezogen?), daf jedes einzelne Elekfron
Triger eines magnetischen Moments m und eines entsprechenden mecha-
nischen Drehimpulses & sein solle. Dabei soller m und 8 durch die
Beziehung

m=_— 8 1
verkniipft sein. Der Quotient von magnetischem und mechanischem
Moment soll sich also von dem fiir Atomsysteme mit Puuktladungen

e

2me
welche Argumente sich vom Standpunkt der Elektrodynamik aus fiir und
wider diese Hypothese anfithren lassen, soll hier nicht eingegangen
werden. Vielmehr soll im folgenden das quantenmechanische Verhalten
des Uhlenbeck-Goudsmitschen Modells untersucht und das Ergebnis
mit der Erfahrung verglichen werden. Bekanntlich fithrte die Anwendung
der friiher iiblichen Quantenregeln auf dieses Modell zu Widerspriichen
mit der Erfahrung.

giiltigen Werte um den Faktor 2 unterscheiden. Auf die Frage,

1) Die Hypothese des rotierenden Elektrons stammt schon von A. Compton,
Journ. Frapkl. Inst. 192, 145, 1921. Die Anwendung dieser Hypothese auf das
uns hier interessierende Problem der Zeemaneffekte wurde jedoch erst von
E. Uhlenbeck und 8. Goudsmit, Naturwiss. 18, Heft 47, 1925, angegeben.
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§ 1. Die Hamiltonsche Funktion des Modells. Wir nehmen
im folgenden an, daf ein Elektron von der Ladung —e, dem magne-

tischen Moment m und dem Drehimpuls 81) <m = i é) um einen Z-fach

positiv geladenen schweren Kern kreist; der Drehimpuls dieser Bewegung
heife £  Von aunfen mbge ein magnetisches Feld § die Bewegung des
Elektrons storen. Magnetisch verhilt sich dieses Modell offenbar genau
wie das von Pauli und Landé vorgeschlagene, das bei der formalen
Ordnung der komplizierten Spektren so grofie Dienste geleistet hat. Die
beim Zusammenwirken mehrerer Valenzelektronen auftretenden Fein-
strukturen und Zeemaneffekte lassen sich in den meisten Fillen auf die
Feinstruktur und die Zeemaneffekte des oben beschriebenen einfachen
Modells zuriickfithren.

Die Bewegung des Elektrons wird, wenn man vom Einfluf der
Relativitiat, der Wirkung des #ufBeren Feldes und der Wirkung von m
absieht, durch die Pauli-Diracsche? Theorie des Wasserstoffatoms
gegeben.

Die hinzukommende Storungsenergie zerfillt in drei Teile,

H— H, +H,+ H,:

1. Der vom #ulleren Feld § herrithrende Teil ist nach bekannten

Regeln gegeben durch

1]1:-5§~<2*:70f>+®(%@>:2—;—@'5@@%*25)- @)

2. Betrachtet man den Schwerpunkt des Elektrons als ruhend, den
Kern als um das Elektron kreisend, so erzeugt der Kern am Orte des

Elektrons das Magnetfeld
~ _ eZ[tv]  eZ %
DT T
Diesem Feld entspricht eine Larmorprizession des Impulses 8 vom

Betrag mic $; Nach Thomas %) haben wir jedoch zu beachten, da8 dies

') Nach der Compton-Uhlenheck-Goudsmitschen Hypothese ist fiir das

einzelne Elekiron ein ganz bestimmter g¢-Impuls, nimlich quantenmechanisch
2 1

g2 = (%) s(s+1);8 = 5 einzusetzen. Wir lassen hier aber & zunfchst un-
bestimmt, um anch die durch Kopplung mehrerer Elektronenmagnete entstehenden
Multipletts (Tripletts, Quartetts usw.) mithehandeln zu kénnen.

2) W. Pauli jr., ZS. f Phys. 36, 336, 1926; P. Dirac, Proc. Roy. Soc.
London 110, Mirz 1926.

8) L. H. Thomas, Nature 117, 514, 1926.
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die Larmorprizession ist nur in dem eben betrachteten System, in dem

der Schwerpunkt des Elektrons ruht. TUm die Priizession zu bekommen

in dem System, in dem der Kern oder besser der Schwerpunkt des ganzen

Atoms ruht, muB noch eine Lorentztransformation ausgefiihrt werden.

Fiir die Lamorprizession in diesem letzteren, uns eigentlich interessierenden
27 1

System ergibt sich so nach Thomas der Wert SR T f.  Diesem
Wert entspricht in der Hamiltonschen Funktion offenbar ein Glied
ez 1,
b= g ste ©

3. Die relativistische Massenverinderlichkeit gibt nach Sommer-
felds Theorie zu etmer Zusatzenergie vom Betrag

H, = _ﬂt—czlm2+2eﬂzwoé+e422%] )
Anlaf. Die Striche iiber den von r abhingigen Gliedern bedeuten Mitte-
lung tiber die nngestdrte Bewegung. Wir werden im folgenden annehmen,
daB die Storungsfunktion H in der Quantenmechanik dieselbe Korm hat
wie in der klassischen Mechanik nnd Elektrodynamik. Als Begriindung
fiir diese Annahme lafit sich alifﬁhren, daf alle in H vorkommenden
Grofen vertauschbar sind und daf daher nach dem Korrespondenzprinzip
kaum Formen fiir A in Betracht kommen diirften, die wesentlich von
der hier abgeleiteten abweichen. Eine zwangliufige Begriindung der
hier angegebenen Storungsfunktionen luft sich nicht geben, solange eine
konsequent durchgefithrte quantentheoretische Elektrodynamik fehlt.

§ 2. Gedankengang der Stsrungsrechnung. Bei der pun
folgenden quantenmechanischen Rechnung diirfen wir annehmen, daf im
ungestorten System die Absolutbetrige von f und ¢ gequantelt, d. h.
Diagonalmatrizen sind. Diese Annahme konnte fiir

: [f? — (Zh;)zﬂ(k+ 1)]

als unberechtigt angesehen werden, da im ungestérten System die be-
kannte Entartung von & besteht. Da aber in der Stsrungsenergie #
selbst nur ¥, nicht aber die zu f konjugierte Perihellinge auftritt, so wird
bei Mitberticksichtigung von H doch die vorausgenommene Quantelung von
|E] eintreten; dies bedeutet physikalisch, daf nach dem hier zu unter-
suchenden Modell der Zeemaneffekt des Wasserstoffs dem der Alkali-
atome vollkommen analog ist; bei den Alkaliatomen ist || schon durch
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die Wechselwirkung mit den anderen Elektronen festgelegt. Eine analoge
Betrachtung 146t sich fiir die Komponente M, des Gesamtimpulses I
des Atoms in der Feldrichtung anstellen. Das Ausgangssystem ist zwar

hinsichtlich M, — BTtm entartet; da aber in der Storungsenergie H

nur m, nicht aber die zu m konjugierte Winkelvariable auftritt, so wird
durch H die Quantelung von M, doch eintreten. Wir werden also unsere
Rechnungen vereinfachen k¢nnen durch die Annahme, daff im Ausgangs-
system ||, | 8 |, M nicht entartet und daher als Diagonalmatrizen quanten-
miflig festgelegt seien.

Dann ist das Ausgangssystem nur noch hinsichtlich einer Koordinate
entartet (vgl die vollkoromen analoge Behandlung des Modells nach
der klassischen Mechanik'). Wir konnen diese Koordinate charak-

terisieren durch die Komponente 8, = ﬂms des Tigenimpulses & des

Elektrons und die konjugierte Winkelvariable. Wir kénnen sie aber
auch charakterisieren durch den Gesamtimpuls 9% und die zu ihm
kanonisch konjugierte Variable.

Das Storungsverfahren der Quantenmechanik fiir entartete Systeme
1aBt sich folgendermafen skizzieren *):

Gegeben sei irgend eine Losung p° ¢° des ungestorten Problems,
ferner die Storungsfunktion in Abhingigkeit von den Koordinaten des
ungestorten Problems. Ware das Ausgangssystem micht entartet, so
wiirde die der Storung entsprechende Zusatzenergie W durch den Zeit-
mittelwert H der Storungsfunktion iiber die ungestorte Bewegung ge-
geben sein. Dieser Mittelwert /7 ist dann von selbst Diagonalmatrix.
Ist jedoch das Ausgangssystem entartet, d. h. fallen etwa die Energie-

werte der Zustinde n - 1 ... n - » zusammen, so enthslé der Mittel-
wert H der Stérungsenergie moch Glieder, die Ubergingen zwischen den
Zustinden n + 1 ... i + r entsprechen, d. h. H ist keine Diagonalmatrix.

In diesem Falle soll mit den p°¢° eine kanonische Transformation
po= ST,
q = ! g® S |
vorgenommen werden, derart, dafl

W= S—1HS (6)

1) Z. B. bay W. Pauli, ZS. {. Phys. 16, 155. 1923; 20, 371, 1924,
2) M. Born, W. Heisenberg und P. Jordan, ZS. f. Phys. 35, 557, 1926.

Siehe bes, Kap. 3, § 2.



Anwendung der Quantenmechanik auf das Problem der anomalen Zeemaneffekte. 267

eine Diagonalmatrix wird. Die Transformationsmatrix S enthilt dabes,
wie H, nur Glieder, die Ubergingen zwischen Zustinden der Reihe
n+1,n+2...n 4 7 entsprechen, und Diagonalglieder. Die Trans-
formationstunktion S kann aufgefunden werden, indem man die r Glei-
chungen mit v Unbekannten

WS — S HyS; =0 (kl=mn+1...n+7 (N
[4

zu losen sucht. Diese Lisungen existieren fir » verschiedene Werte
von W, die ,Eigenwerte“ des Problems, zugleich die Zusatzenergien des
gestorten Systems. Bedeute * Ubergang zur konjugiert-komplexen Grofe,
~ Vertauschung der Indizes, so gilt fiir irgend zwei Eigenwerte

War W Wa Skn—ZEHleln = {0,
®
7
also n+r
k=n+1
Normiert man noch durch .
Esknsl’:n = 17 (9)

k=n+1
so gilt §.8% =1, und S ist die gesuchte Transformationsmatrix. Durch
Einsetzen in (3) erh#lt man in dieser Niherung die Koordinaten des ge-
storten Systems.

§ 3. Durchfthrung der Rechuung. Die Anwendung dieses
Verfahrens auf das hier zu behandelnde Problem fithrt auf folgende all-
gemeine Rechoung:

1. Der Teil H, der Stirungsenergie kann, da er die entarteten
Koordinaten nicht enthilt, zunidchst weggelassen und nachtriglich als
additive Konstante hinzugefiigt werden.

2. Fur die Impulse f und 8 gelten nach den allgemeinen Regeln
der Quantenmechanik (1. c.) die Relationen ):

I\2 ho 2
f2:<— k(% 2:( ) R
5n) FE+ D, &= (g=) 56+ 1)
- I (10)
g ky —lyke = — &k.") <E - En:;)’
oder einfacher [£] — —sf; [$8] = — ¢

1) Da in der oben uitierten Arbeit die Drehimpulse mit dem ecntgegen-
gesetszten Vorzeichen definiert waren, galt dort

1"[&, J/[,', — M” ]WJ, S ﬂ’[:.
Zeitschrift fir Physik. Bd. XXXVIIL. 18
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(die eckigen Klammern bedeuten das vektorielle Produkt). Jede Kom-
ponente von f ist mit jeder Komponente von $ vertauschbar.
Setzt man
ky, = my, i 8, == _]L
27" °F 2’
so wird

J/
(o - iRy) (e — 15y mg) = o= Ve b+ 1) — my (mg,— 1),

. b
(kg — i ky) (ky my; by — 1) = EZW;(k + 1) — my (my — 1);
(11)

(5079 (5 ma— 15 5, m) = 556+ 1) — my (my— D),

. Lo
(8z — i 8y) (s, mg; s, Mg — 1) = o Vs (s 4 1) — m, (ms — 1).

Fiihrt man jetzt statt m;, die Variable m durch die Gleichung
m == g + i, ein, so ist zu m, jetzt kanonisch konjugiert die Differenz
der bisher zu my, und #, kanonisch konjugierten ,Knotenlingen® (vgl.
die oben zitierte Rechnung mach der klassischen Mechanik). Also gilt

2z 1

H, + H, = -“ng( +28) 455 -te (12)
Mit den Abkiirzungen
¢ I
2mePlgg =0

und

1 ezZ 1 ( b2 1

2 m Q}i) -
folgt:

Ho4+Hy = p ke + 28 + A(kos, + 3 (b + i k) (5, — 05))
+ ’lz“(kv —1i ky) (51 + @Sy))

und

(H, + H,) (mg, mg) = p (m + mg) -+ Amg(m — mg),

(H, + H,) (mg, my — 1)

=1y [s(s 4 1) — m, (mg— D] [k (k + 1) — (m —my) ( —ms + 1)], ¢ (13)
(H, + H,) (mg— 1. my)

== 1AV [s(s + D) —my (mg— D[k (k 4+ 1) — (m —my) (m —ms + 1)].

Die Indizes m. % s sind als konstant auf der linken Seite dieser

(Gleichungen weggelassen worden.
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3. Die Zahl der zu einem gegebenen Werte-
system. k, s, m gehorigen Werte von m, bestimmt
sich durch die Bedingungen:

—s < my < 4§
und
— k< m—m; < 4k (14)

oder
E4+m > mg > —Fk -+ m.

Die Transformationsfunktion S erhidlt man
nach (7) durch Losung der linearen Gleichungen

WS,-—-—'ZHHSl = 0, (15)

wobei die Indizes 1 alle Werte von m, durch-
laufen, die bei einem gegebenen Wertesystem Z,
s, m moglich sind. Die Eigenwerte von W er-
geben sich durch Nullsetzen der Determinante
mit den Gliedern 0,; W — H,;. Bezeichnet man
mit m, den kleinsten, mit m, den griGten Wert
von my,, der bei gegebenem %, s, m moglich ist,
so ergibt sich Gleichung (16).

Wir haben also eine algebraische Gleichung
(mg — m, + 1)-ten Grades fiir W mit in %, s, m
rationalen Koeffizienten. Die Summe der Wurzeln
ist gleich dem negativen Koeffizienten des zweiten
Gliedes und daher gegeben durch

> Wy = > p(m+m) - dm, (m—me,). (17)

n=my m=my

ma
Da8 die Summe >, W, linear in i und @ sei,

n=m
ist die Aussage des sogenannten ,Summations-
prinzips“ der Zeemaneffekte.

4. Um die Resultate der quantenmechani-
schen Rechnung in allen Einzelheiten verfolgen
zu konnen, wird es zweckmifig sein, ein spezielles
Beispiel zu untersuchen. Wir wihlen dazu das
Dublettmodell, d. h. s = 1.

Die moglichen Werte von m; sind hier
im allgemeinen 3, doch fir m — k4 1}

0
-3y

WisCsr D—(my+ Ly(my +2)] [k(let D—(m—my—1)m—m;—2) W—gi} -..0(16)

AV[s(s+1) —my (my + 1)) e (k+ 1) — (m —m,) (m —my—1)

1
2

W— p(m+my)—hmy (m— my)

W—p(m+my+1) =4 (my+1) (m—my—1)

Wis(s+ D)—ma(my + 1)) e+ 1) —(m—me;)(m—m;—1)]

_1
9

1
3

269
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ist m; nur des Wertes + 3, fir m =k = 3 ist m; nur des Wertes — }
tihig. An Stelle von (16) tritt also im allgemeinen die Gleichung:

Wonn-Drim+D} VR DGt DD
—VE(k+1)—(m+ 1) (m—1) W—p(m+3)—il(m—1)

=0 (18)

oder
2
W2—<2ym—— —3—)W’+y9(m2—i)——pl-m—%k(k—[— 1)=0. (19)

i1
VV:ym—ZiTB—V{ﬂ—}—Q@l.m+lﬂ(k—}—%)z. (20)
Fiir m = k + } dagegen ergibt sich m, = } und
‘ i
W= pomt )+ =y, @)
fir m = — & — % folgt m; = —  und
' i
W=pu(m—23 -3 (m + 3). (22)

Fithrt man noch die Abkiirzung
A
= ()

ein, so wird

v : m
W:y(m—76+%i‘/1+2]§+]§v—i—vz>

bzw.
wment =8 (U g~ 1]
:,L[zf+1+v< ] (23)
e ”[ _2k+> i_%]

)

Die Gleichungen (23) stimmen mit den aus der Voigtschen Kopp-
lungstheorie ') bekannten Dublettformeln iiberein.

5. Wir gehen zur Berechnung der Infensititen ither. Zur Be-
stimmung der Transformationsfunktion S losen wir die Gleichung:

WS_y— (U + H) (—3 —DS_; }

— Uy + H) (3 +95,1=0 -

1) Vgl z. B. A. Sommerfeld, ZS. f. Phys. 8, 257, 1922,
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Es ergibt sich:
i
Sp1= C'(” _H(’”“%)Jr-z—(mﬁ-%)):

(S

(25)

Sy =02 VEG+ D),

-1
)

wo O eine zunichst willkiirliche Konstante darstellt. Unterscheidet
man wieder die beiden Werte von W:

LW, 1% und W1
*t3 —3
so folgt:
/1 B
S0y 03 = Gy (Weg—e—d g 04 d)
:-12—O+%(y,+},m+1/yﬁ+2ly,m+)Lg(k—}-%)?),
;l’ 2 1 3
S_1 1= 0+%§Vk(zg+1)—(m — 1, (26)
S, 1 =10 g (wtAm— Ve F22pm 4 22k + 1)),
2’ 2 2
§ 1 1= Chl%Vk(kql—l)~(m2——iz‘).
27 2

Aus der Normierungsbedingung (9) folgt schlieflich:

G al= -

—1- 1

+1 V%(Wr,‘mﬁ}/”%‘zlym+12(75+§)2)-V!Lhzjl#%wﬂ(lﬁ%h @)
1

|C_1l=

—3

V%(—y—lnHVy‘ﬁ-Q Aumt A2 (B+1)2). V2 +2Au+ 22 (ki + %)2.

Fiir den Spezialfall m — + (k + }) ergibt sich naturgemal [vgl. (21)
und (22)], weil hier keine Entartung vorliegt:

S -1, 8 = 0,

4+

[
boi
[

+3 0+
S =1, 8

1
-5 =

= 0. @8)

ol

+

o)~
(S

Die eigentliche Berechnung der Intensititen geschieht jetzt durch
Einsetzen von (26), (27), (28) in die Transformation (5). Fir p% ¢°
sind die Losungen des ungestorten Systems einzufiigen. Wir haben
dabel zu beachten, daf die Koordinaten ¢° des Elektrons Dijagonal-
matrizen bezliglich m, sind.

Ferner geniigt es, die Uberginge s — % — 1 zu betrachten, da die
Ubergiéinge % — k - 1 nichts Neues geben.
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Aus der Arbeit von Born, Heisenberg und Jordan [l c. Kap. 4,
GL (383)] entnehmen wir:

a2 (&, m, mg; k— 1, m, mg) == A& VI — (m —my)?,

(qg +'&Q13)(k7 m — 17 Mg ; k— 17 m, ms)

=AWV E—m+m) k—m—+m+1), ¢ (29

(qg - zqg) (k, m, mg; k — 1, m—1, my)
= A&V E+m—mg) (k+ m—m; — 1).

A (k) bedeutet eine nur von & abhingige Grofe.
Durch Einsetzen von (26) bis (29) in (3) erhilt man durch elemen-
tares Ausrechnen die gesuchten Intensititen. Die allgemeinen Formeln
sind aber ziemlich kompliziert. Wir geben im folgenden das Resulfat

fir den Spezialfall des D-Linientypus an, betrachten also Uberginge
k=1 - k= 0. Es ergibt sich aus (5):

T 2>~—1|AZ<1>|(11~W‘ij+ )

(L b0 3 D=1ar(1- ”fiyim)’
4

P —h +3 0,4 2>—2|A2(1)|<1+1/—Mi%ﬁ>’
:

P (4 -3 0 —h —D = |A2(1>|<1“V;%>’

lae+ig P, -3 5

_1;
R e

1 R
e 4 11 e I U LI
[derigy (L -5 —3:00 5 =14 (1)|<1 \—m>

lge+igy (1, =2, -3: 0, -4, —3) = 4*(1)|. 2,

GGl b B0 3 D=£0]2

’ . ’ H+ l

i b 300.~h =h =] (1= V"ﬁ?—;——J

' RARY. H-‘—_-l \

i b =350 D =) (L= )
' t4

Auch diese Intensititsformeln stimmen iiberein mit den aus der
Voigtschen Theorie hergeleiteten (vgl. A. Sommerfeld, L c. S. 266).
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§ 4 Spezielle Behandlung der Grenzfille A<y und g <A
Um den Vergleich der empirischen Ergebnisse mit der Theorie zu er-
leichtern, wird es zweckmilig sein, die Resultate der Theorie fiir die
Grenzfille 4 < u, 4> p besonders herzultiten. Der Grenzfall L L u
ist ohne weiteres aus den Rechnungen des vorigen Abschnitts zu erhalten.
In erster Niherung (bis auf Gréfien der Ordnung 1%) z B. zerfillt die
Determinante (16) in das Produkt der Diagonalglieder, und es wird

W = (H, + H,)(mg, ).

Zur Berechnung des Grenzfalles u <€ 1 aber sind neue Uberlegungen
notwendig. Wir setzen zunichst y =—= 0; dann wird H, — 0, und es
bleibt von H, ein Glied proportional 8. Nun wird es zweckmiBig sein,
den Gesamtimpuls I des Atoms

M=t13
einzufiihren. Dann gilt wegen der Vertauschbarkeit von f und $§
M2 = 2 46 4 2¥3. (€2))
Da andererseits
h 2
2= —} @+ 1
W= (2)iG+ D,

so wird

2m\?, 1/s s .
(T) f8 =300 +D—kE+ 1) —si+ 1) ] 32)

und

Hy=3i(0+1D—kE+1)—s(s+ 1)) I
H ist als Funktion von j Diagonalmatrix.

Fiir kleine Werte von g konnen wir jetzt das durch (32) charak-
terisierte System als das ,ungestirte“ betrachten. Im ungestorten
System fithrt also jetzt das Atom eine Prizession um die Achse des
Gesamtimpulses aus. Die Energiewerte des gestorten Systems sind ge-
geben durch die zeitlichen Mittelwerte von I, iiber die ungestorte Be-
wegung. Denkt man sich ¥ und 8 zerlegt-in je eine Komponente parallel
und eine senkrecht zu M, so wird die letztere eben wegen jener Pri-
zession bei der Mittelung wegfallen und nur die erstere einen Beitrag
zu H, liefern.

Wir kbnnen diese der klassischen Mechanik entlehnte Betrachtungs-
weise in die Quantenmechanik fibernehmen, da alle in Betracht kommen-
den Groflen vertauschbar sind.
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Es wird die in Richtung von I genommene

(Komponente von ¥) = (g;;;) m
d die
- (Komponente von 8) — (9)9;6) m,
also
= e (M f) (M 3)
B = g 93?( +2 )
- sm
JU+ 1)—7“(75““ D4ses+1)
mQ EIERY )

schlieflich allgemein fiir y < 4:

T JU+D—kE4+D+ss+ 1)
Aty =uom(1+ 253G+ 1) )

+3 @0+ —kE+ 1) —s(s + 1))
Gleichung (34) stimmt iiberein mit den Landéschen Formeln (g- und
y-Werte, ,Intervallproportionen*).

|

§ 5. Berechnung der Feinstruktur ohne Feld. Die bisherigen
Rechnungen haben allgemein den Beweis erbracht, daf die Uhlenbeck-
Goudsmitsche Hypothese die Zeemaneffekte sowie die Intervallpropor-
tionen in Ubereinstimmung mit der Erfahrung wiedergibt.

Zur Entscheidung der Frage, ob die zugrunde gelegte Hypothese
auch die absoluten Werte der Intervalle richtig Wlederglbt miissen noch
die Werte von 1 und H, ausgerechnet werden.

Es handelt sich also um die Berechnung der Mittelwerte

T 1 1

o
Wir werden dieser Rechnung das zweidimensionale Wasserstoffatom ?)
zugrrnde legen; es gilt dann fiir die Energie des ungestorten Atoms:

1 A
Ho = g 0 +2) ==
h
_pxx—“xﬁmZQ_nZJ _pyy—ypy:—zg”.? (35)

2y —yx = 0; pwpy—pypx:Q

1) Die exakten Berechnungen der Mittelwerte fiir den dreidimensionalen
Fall sind von W. Pauli ausgefiihrt worden und geben dasselbe Resultat wie die
obigen Rechnungen.
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Fithrt man Polarkoordinaten ein nach den Formeln:

Pr=a 4y p=mr; ¢= arctg%;

(36)
Po=m @y —yz) = mr’ g,
so gilt
g, 17, 1/7RkY\ ez
o= g lot (o —5(0))] =5
ko k] (36a)
Pr"’—TPr——g}ﬁy PMJ—QOP(;:—'Z—;&.:
ro—gr=20; PrPy — Py = 0.
Nach der mehrfach zitierten Arbeit Quantenmechanik II [S. 600, Gleichung
(17)) ist p, gequantelt h

= W, —
p(p 0275’

wobei wir, wm mit Paulis Ergebnissen (L. ¢.) in Einklang zu kommen,
m, als halbzahlig voraussetzen; und zwar wird s, —  mit dem oben
eingefithrben & identisch. Die Hamiltonsche Funktion hat ndmlich beim

dreidimensionalen Problem nach Pauli die Form

1 1. A
H, = TZE(@E + ;f2>— P (37‘)

Will man (36a) und (37) zur Ubereinstimmung bringen, so folgt:

(e =3 = () ()

. 1 . .
Der Mittelwert — ergibt sich nun zun#chst aus der Gleichung [Quanten-
T

mechanik TI, 8. 577, Gleichung (17)]:

Zée —_
——-T: pot == — 2 Eyy, = 2 W,. (38)
Hierin ist Rhz?
Wy =Hy = — w2

wo n eine ganze Zahl bedeutet. Ferner schlieft man nach Pauli aus
den Bewegungsgleichungen :

d (7H0 1 " 1/ h\2 ez
%101--— oy [Pw—z<:27t>]+7; (39)

mrd

also durch zeitliche Mittelung:

ez _ 1 o,
T |

&
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SchlieBlich gilt nach (36)

mrig = Py
und
g D
mrr P-

Denkt man sich nun die zur Hauptquantenzahl # bzw. zu der ihr ent-
sprechenden Wirkungsvariablen J = nk konjugierte Winkelvariable ')
eingefithrt, so wird, analog der klassischen Theorie, gelten :

0H, 4nRZ?
o7 =t e
Aus den Gleichungen (38), (40), (41) und (42) ergibt sich schlieflich,

¢ =2nw = —2=x

(42)

unter Benutzung der Beziehung p, — %ﬂ &+ 3):

1 1 2RWZ.
r € n?
1 m - m 4z RZ? 8x®mR Z?
Pl S : 5 — R
R T R L ST
2x
1 . 1 E2Zm o m2e? RZ3.32 n*
PEI p2~l<_h_>2 k(4 Dk 1) nPhd
7 4\9x

Bei Abwesenheit eines duferen Magnetfeldes wird also nach (2) bis (4),
(34) und (48) die gesamte Storungsenergie gegeben durch:

Hot I, — l 27 .4n2m262RZ3(j(j—|—1)—k(k—}—1)——s(s+1))
2 8 2 m?c? hk(k+%)(k—}—1)'n3
1 3R°K2Z* 8a’metRZ*
_chz<_ nt h(k—}—%)n3>
B 2R2h2Z4<j(j—§—1)—70(7c+1)—s(s+1) Se)
T odme® 2k (k4 5k + 1)
1 3
S S

Fiir Dublettatome (s = %), d. h. fiir die Spektren des ‘Wasserstoffs,
der Alkalien und fiir die Rontgenspektren, ist eine genaue empirische
Priifung dieser Formel moglich: Erfahrungsgemaf fallen hier (bei Ver-

1) Die Berechtigung zur Einfiihrung solcher Variablen ist durch die Arbeit
von Born und Wiener (ZS.f Phys. 86, 174, 1926) und die oben angefiihrte
Arbeit von Dirac erwiesen.
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nachlissigung der Wechselwirkung der Elektronen aufeinander) zwei
Energieniveaus von verschiedenem %, aber gleichem j zusammen.
Der Abstand zweier Niveaus von gleichem % und verschiedenem j wird
durch die Sommerfeldsche Feinstrukturformel gegeben.

In Gleichung (44) sind die Werte s — 3, j = k+1 einzusetzen;
es ergibt sich

fir 5 = j — 1:

SRZ 1 1, 3
H, + H, = < o)

Wme® \25(j+ 1 ' 4n
2RI Z 1 3
= T8 <_ 1'}‘—);
n°m e J+3 4n 15
fiir b = j 1+ 1: (45)
2R212Z* 1 1 3
H, |+ H — — — -~
ot = (CsgT oo Tt e
2R2h2Z4( 13
— — 4+ —.
»n®m c? j+%‘4»
Also allgemein fir s = J:
2R*I2Z4 1 3
H, — — . 46
Hy 1, n®m ¢? < j—{—%félcn) (36)

Die Formel (46) gibt die Erfahrungstatsachen vollstindig wieder.
Inshesondere folgt aus dem Nichtauftreten von % in Gleichung (46), da$
die ,Abschirmungsdubletts* durch die Uhlenbeck-(Goudsmitsche
Theorie erklart werden. Ferner stimmen die Aufspaltungen der magne-
tischen Dubletts mit den aus der Sommerfeldschen Feinstrukturformel
gewonnenen iiberein.

Obwohl die Frage, wie weit die Grundannahmen (2) bis (4) der
hier dargestellten Theorie frei von Willkiir sind, noch nicht entschieden
werden kann, so wird man die Ergebnisse unserer Rechnungen doch als
wichtige Stiitze fiir die Compton-Uhlenbeck-Goudsmitsche Hypo-
these einerseits, fiir die Quantenmechanik andererseits ansehen konnen.




