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A n w e n d u n g  der Q u a n t e n m e c h a n i k  auf  das P r o b l e m  
der a n o m a l e n  Zeemanef fekte .  

Von W. Heisenberg und P. Jordan in GSttingen. 

(Eingegangen am 16. ~ r z  1926.) 

Von Uh lenbeck  and Goudsmi t  ist zur Erkl~rung der anomalen Zeemaneffekte 
die Comptonsehe Hypothese des rotierenden Elektrons herangezogen worden. 
Die vorliegende Arbeit antersueht das quantenmeehanisehe Verhalten des (lurch 
diese Hypothese charakterisierten Atommodells. Das Ergebnis ist, da~ die Zeeman- 
effekte und die Feinstrukturen tier Dublettspektren dareh die genannte Hypothese 

vollst~ndig erkl~rt werden kSnnen. 

Eine Untersuchung des magnetischen Verhaltens yon Atomsystemen 

lehrt, dal~ auch nach den Gesetzen der Quantenmeehanik Atomsysteme, 

die aus Punkt ladungen aufgebaut sind, stets normalen Zeemaneffekt 

zeigen miissen. 

Zur Erkl~trung der anomalen Zeemanef~ekte haben U h l e n b e c k  und 

G o u d s m i t  die Hypothese herangezogen 1), daft iedes einzelne Elekfron 

Trager  eines magnetischen ~[oments m u n d  eines entsprechenden meeha- 

nisehen Drehimpulses ~ sein so]]e. Dabei sollen m u n d  ~ dutch die 

Beziehung 
e 

m ---- - -  ~ (i) 
~c 

verknfip~t sein. Der Quotient yon magnetisehem und mechanischem 

Moment so]] sich also yon dem fiir Atomsysteme mit  Puakt ladungen  

e 
gfiltigen Wer te  2 m c u m  den F a k t o r  2 unterscheiden. Au[ die Frage,  

welehe Argumente sich vom Standpunkt  der E lek t rodynamik  aus fiir and 

wider  diese gypo these  anfiihren lassen, soil bier niehb elngegangen 

werden. Vielmehr soll im folgenden das quantenmeehanische Verhalten 

des U h l e n b e e k - G o u d s m i t s e h e n  Mode]is untersueht und das Ergebnis  

mit  der  Erfahrung vergliehen werden. Bekanntl ich fiihrte die Anwendung 

der ~riiher iiblichen Quantenregeln auf dieses Mode]l zu Wlderspri iehen 

mi~ der Erfahrung. 

1) Die Hypothese des rotierenden Elektrons stammt schon yon A. Compton,  
Journ. Frankl. Inst. 192, 145, 1921. Die Anwendang dieser tiypothese auf das 
uns hier interessierende Problem tier Zeemaneffek~e wurde jedoch erst yon 
E. U h l e n b e e k  und S. Goudsmi t ,  Naturwiss. 13, Heft 47, 1925, angegeben. 
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w 1. Die  H a m i l t o n s c h e  F u n k t i o n  d e s M o d e l l s .  Wir  nehmen 
im folgenden an, dab ein Elektron yon der Ladung - - e ,  dem magne- 

tisehen Momen~ m u n d  dem Drehimpuls g t) ra - ~  ~ um einen Z-faeh 

positiv geladenen sehweren Kern kreist; der Drehimpuls dieser Bewegung 

heiBe ~. Von aul~en m~ge ein magnetisehes Feld ~5 die Bewegung des 
Elektrons st~ren. Mag'netiseh verh~lt sieh dieses Modell offenbar genau 

wie das yon P a u l i  und L a n d 6  vorgesehlagene, das bei der formalen 

Ordnung der komplizierten Spektren so grol3e Dienste gelelstet hat. Die 

beim Zusammenwirken mehrerer Valenzelektronen auftrefenden Fein- 

strukturen und Zeemaaeffekte lassen sieh in den meisten FMlen auf die 

Feinstruktur und die Zeemaneffekte des oben besehriebenen einfaehen 
Modells zuriiekftihren. 

Die Bewegung des Elektrons wird, wenn man vom Einflu$ der 

Relativit~t, der Wirkung des anl~eren Feldes und der Wirkung yon m 

absieht, dutch die P a u l i - D i r a c s c h e  2) Theorie des Wasserstoffatoms 
gegeben. 

Die hinzukommende StSrungsenergie zerfa]l~ in drei Teile, 

~ =  ~ + ~ + H~: 
1. Der yore auSeren Feld @ herriihrende Tell ist naeh bekannten 

Regeln gegeben dutch 

t t ~  = �9 ~ -[- ~ ~ c  ~ 2 m c ~ ( f + 2 ~ ) .  (2) 

2. Betraehtet man den Sehwerpunkt des Elektrons als ruhend, den 

Kern als um alas Elektron kreisend, so erzeugt der Kern am Orte des 
Elektrons das Magneffeld 

eZ[~,] eZ 
- -  . 

C r 3 - -  ~ e  r 3 

Diesem Feld entspricht eine Larmorprazession des Impulses ~ yore 

Betrag e _  ~i. Naeh T h o m a s  3) haben wir jedoeh zu beaehten, dab dies 
m c  

1) Nach der Compton-Uhlenbeck-Goudsmitschen ttypothese ist fiir das 
einzelne Elektron ein ganz bestimmter z-Impuls, n~mlieh quantenmechanisch 

1 
~ = (s -~- 1); s ~ ~ einzasetzen. Wit lassen hier aber ~ zun~ehst un- 

bestimmt, um aaeh die dutch Kopplung mehrerer Elektronenmagnete entstehenden 
Multipletts (Tripletts, Quartetts usw.) mitbehandeln zu kSnnen. 

2) W. Paul i  jr., ZS. f. Phys. 86, 336, 1926; P. Dirac,  Proe. Roy. Soe. 
London 110, Miirz 1926. 

s) L. H. Thomas, Nature 117, 514, 1926. 
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die Larmorpriizession ist nur in den eben betraehteten System, in den 

der Schwerpunkt des Elektrons ruht. Um die Pri~zesslon zu bekommen 

in den System, in den  der Kern oder besser der Schwerpunkt des ganzen 
Atoms ruht, mu~ noch eine Lorentztransformation ausgefiihrt werden. 

Fiir die Lamorpr~zesslon in diesem letzteren, uns eigentlich interessierenden 

e~ Z 
System ergibt sieh so nach T h o m a s  tier Weft 2 m ~ c  ~ r 3 ~. Diesem 

Wert entsprieht in der H a m i l t o n s c h e n  Funktion offenbar ein Glied 

e2 Z -1 
H ~  - -  2 m 2 c ~ r 8 ~ ~" ( 3 )  

3. Die re]ativisfisehe Massenver~nderliehkeit gibt nach S o m m e r -  
f e l d s  Theorie zu einer Zusa~zenergie veto Betrag 

Ha - -  2 ,~c  ~ % ~ +  2e~Zg% 1 4- e~Z ~ (4) 
r 

Anlafl. Die Striehe t~ber den yon r abh~ngigen Gliedern bedeuten Mitre- 
lung tiber die ungestSrte Bewegung. Wir werden im folgenden annehmen, 

dal~ die StSrungsfunktion H in der Quantenmechanik dieselbe Form hat 
wie in der klassisehea Neehanik nnd Elektro@namik. Als Begrtindung- 

ffir diese Annahme lafl~ sieh auf~ihren, dal] alle in H vorkommenden 
Gr~13en vertauschbar And nrid dal~ daher naeh dem Korrespondenzprinzip 
kaum Formen fiir H in Betraeht kommen dtirften, die wesentlieh yon 
der hier abgeleiteten abweiehen. Eine zwangliiufige Be~rtindung der 

bier angegebenen St~rungsfunktionen 1~1~ sieh nieht geben, solange eine 
konsequent durehgeftihrge quantentheoretlsehe Elektrodynamik fehlL 

w 2. ~ e d a n k e n g a n g  t ier  S t S r u n g s r e c h n u n g .  Bei der nun 
folgenden quantenmechanlsehen Rechnung diiffen wir annehmen, daI~ im 
ungestSrten System die Absolutbetrage yon ~ und ~ gequantelt, d. h. 
Diagonalmatrizen sind. Diese Annahme kSnnte fiir 

als unbereehtigt angesehen werden, da im ungestGrten System die be- 
kann~e En~ar~ung yon k besteht. Da abet in tier StSrungsenergie H 
selbst nur ~ nicht aber die zu f kon]ugierte PerihellSnge auftritt, so wlrd 
bei Mitberiicksichtigung you H doeh die vorausgenommene Quantelung von 
]~] eintreten; dies bedeutet physlkaliseh, daG nach dem bier zu unter- 
suehenden Modell der Zeemaneffekt des Wasserstoffs dera der Alkali- 
atone vol]kommen analog ist; be~ (lea Alkaliatomen ist I~[ schon dutch 
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die Wechselwirkung mit den anderen Elektronen [estgelegt. Eine analoge 
Betrachhmg la~t sich fiir die Komponente Mz des Gesamtimpulses 
des Atoms in der Feldrichtung ans~ellen. Das Ansgangssystem ist zwar 

h 
hinslchtlich Mz = ~ m entartet; da aber in der StSrungsenergie H 

nut m, nicht aber die zu m koniugierte Winkelvariable auftritt, so wird 
dutch H die Quantehng yon Mz doeh eintreten. Wir werden also unsere 
Rechnungen vereinfachen ktinnen durch die Annahme, dat] im Ausgangs- 
system ]~ ], 1 s I, Mz nicht entartet und daher als DiagonalmatIizen qua.nten- 
mN~ig ~estgelegt seien. 

Daan ist das Ausgaugssystem nut no& hins~ehtlich einer Koor~in~te 
entartet (vgl. die ~ollkommen analoge Behandlung des Modells naeh 

der klassisehen Meehanikl). Wit k~nnen diese Koordinate eharak- 
h 

terisieren dutch die Komponente g, = ~ ms des Eigenimpulses ~ des 

EIek~rons und die koniugierte WinkeIvariable. Wit  Minnen sie aber 
aueh eharakterisieren dureh den Gesamtimpuls ~ und die zu ibm 

kanonisch kon]ugierte Yari~ble. 
Das StOrungsveffahren der Quantenmeehanik tiir entartete Systeme 

l~l~t sieh folgendermal]en skizzieren2): 
Gegeben sei irgend eine Lbsung po q0 des ungest0rten Problems, 

ferner die StOrungsfunktion in Abh~ngigkeit yon den Koordinaten des 
ungestSrten Problems. Wgre das Ausgangssystem nieht entartet, so 
wiirde die der StSrung entsprechende Zusatzenergie W dutch den Zeit- 
mittetwert H der StSrungs~unktion iiher die ungest~rte Bewegung ge- 
geben sein. Dieser Mittelwert 1I ist dann yon selbst I)iagonalmatrix. 

Is t  iedoeh das Ausgangssystem entartet, d.h. fallen etwa die Energie- 
werte der Zustande n + 1 . . .  n + r zusammen, so enthalt der ]~Iittel- 
wert H der St(irungsenergie noeh Glieder, die 1)berg~ngen zwisehen den 
Zust~nden n + 1 . .. ~, -~- r entspreehen, d. h. H ist keine Diagonalmatrix. 

[n diesem Falle soll mit den p0 q0 eine kanonisehe Transformation 

/o' = N-12~ S, t (5) 
(/, = ,q-lqO< j 

vorgenommen werden, derart, dag 

~Y : S - 1 H S  (6) 

~) Z. B. be] W. Pauli, ZS. f. Phys. 16, 155. 1923; 20, 371, 1924. 
~) 5[. Born, W. Heisenber$ und P. Jordan,  ZS. f. Phys. 3.~, 557, 1926. 

Siehe bes. Kap. % w 2. 



Anwendung der Quantenmeehanik auf das Problem der anomalenZeemaneffekte. 267 

eine Diagonalmatrix wird. Die Transformationsmatrix S enthglt dabei, 

wie H, nur Glieder, die Uberggngen zwisehen Zustgnden der Reihe 

4- 1, n 4- 2 . . .  n @ r entsprechen, und Diagonalglieder. Die Trans- 
formationsfunktion S kann aufgefunden werden, indem ma~ die r Glei- 
ehungen mit r Unbekannten 

W S k - -  ~ H k ~ S ~  = 0 (k, l ~ n 4 - 1 . . .  n 4- r) (7) 
l 

zu 15sen sueht. Diese LSsungen existieren fiir r verschledene Werte 
yon W, die ,,Eigenwerte" des Problems, zugleieh die Zusatzenergieu des 
gestSrten Systems. 
~,~ Vertauschung 

W~, ~ :  

Bedeute * Ubergang zur koniugiert-komplexen GrSSe, 
der Indizes, so gilt  fiir irgend zwei Eigemverte 

W . & ~ - - ~ ] H k l & ~  = 0, 

' (8) 
- -  Hkz Sz~ 0 ;  

l 

a l s o  n + r 

( w .  - -  w ~ )  ~ s k .  s ~  = o. 
k = n q - 1  

Normiert  man noch durch 
n + r  

Skn S~',~ = 1, (9) 
k = n q - I  

so gilt  S .  S* ~ 1, und S ist die gesuchte Transformationsmatrix. Dutch 
Einsetzen in (5) erhi~lt man in dieser N~theruug die Koordinaten des ge- 
stSrten Systems. 

w 3. D u r c h f i i h r u n g  der  R e c h n u n g .  Die Anwendung dieses 
Verfahrens auf das hier zu behandelnde Problem fiihrt auf folgende a, ll- 
gemeine Reehnung: 

1. Der Tell H 3 der StSrungsenergie kann, da er die entarteten 
Koordinaten nicht enth~lt, zun~chst wegge]assen und nachtrag]ieh als 
additive Kons~ante hinzugefiig~ werden. 

2. Ftir die Impulse f und ~ gelten nach den allgemeinen Regeln 
der Quantenmechanik (1. c.) die Relationen 1): 

e (A '~  ~ / 1, ,~ 1 = \ 2 = 2  / ' (1;4- 1), ~ = ~ )  s ( s J r  1). 

I ( i,) / ,lO) 
l,.rt.,/__kyk," = __~/ .  1) ~ 2~*  

oder einfaeher [f~] = - - ~ ;  [ ~ ]  ~ - - E  

z) Da in der oben zitierten Arbeit die Drehimpulse mit dem entgegen- 
gesetzten Vorzeiehen definiert waren, gait dort 

M,..~[,,-- M:,M.~. : - , M _  
Zeitschrif t  fiir Physik.  Bd. XXXVl l .  18 
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(die eckigen Klammern bedeuten das vektorielle Produkt). 

ponente yon ~ ist mit ieder Komponente yon ~ vertauschbar. 

Setzt man 
h h 

kz = m k 2 ~  Sz = ~ n s 2 ~  

so wird 

(k~ + i kv) (k, mk - -  1; k, m~.) ---~ 

(k~ - -  i l;y) (k, ink; k i n k - -  1) : 

(s~ + i Sy) (s, ms - -  1 ; s, m~) : 

(s~ - -  isy)(s,  .*~; s, m ~ -  1) = 

h 
1/k (k + 1) -- m k  (ink -- 1), 

2 ~  

12~ [ k ( k  + 1) - - m k ( m  k -  1); 

h 
I s  (s + 1 ) - -  m~ (ms- -  1), 

I t  , 
~/s (s + 1) - -  ms (too - -  1). 

Jede Kom- 

(11) 

Fiihrt man ietzt statt mk die Variable m dureh die Gleichung 

m ---- m k + ,ms ein, so ist zu ms ietzt kanonisch koniugiert die Differenz 

der bisher zu 'ink und ms kanoniseh koniugierten ,,Knotenlgngen" (vgl. 
die oben zitierte Reehnung naeh der klassischen Meehanik). Also gilt 

e e u Z 1 
//1 + H 2 = 2n,.~ ~)(f + 2~) + 2m~c ~ ra . ~ .  (12) 

Mit den Abkiirzungen 
e h 

und 

folgt: 
2 m ~ c ~ .r a \ 2  ~7 

H, + H~ = # q,,: § 2 s=) + Z (k~ s. + 1 (k~ + i 1,:v) (s~ - -  i sy) 

+ ~ (kx - i ky) (~  + i s~)) 
und 

(H 1 + H  2)(ms, m s - - l )  

= �89 A 1 / Is (s + 1) - -  rn.~ ('ms - -  1)] [k (k + 1) - -  (m - -  ms) (m - -  ms 4-  

(//1 + H2) (ms - -  1, m.~) 

= ~,t. 1 ~  - -  V ~----m~7~n~[s(sT - -  1)] [/,' (k -]- 1) - - ( m - - m , ) ( m - - m , +  

(13) 

Die Indizes m. ~:, s sind als konstant auf der linken Seite dieser 

Gleichunzen weo'gelassen worden. 
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3. Die Zahl der zu einem gegebenen Werte- 

system k, s, m gehiirigen Werte yon m s bestimmt 

sich dutch die Bedingungen: 

k - ~ m  ~ m s . ~ - - k  q - m .  

and 

oder 

Die Transformationsfunktlon S erhiilt man 

nach (7) dutch LSsung der linearen Gleichtmgen 

W S r - - . , ~ H r z S z  = 0, (15) 

wobei die Indizes r l  alle Werte yon ms durch- 

laufen, die bei einem gegebenen Wer~esystem k, 

s, m mfglich sind. Die Eigenwerte yon W er- 

geben sich dutch l~ullsetzen der Determinante 

mit den Gliedern (~z W - - H r l .  Bezeiehnet man 

mit m~ den k]elnsten, mit m~ den grSi]ten Wert  

yon ms, der bei gegebenem k, s, m m~glieh ist, 
so ergibt sich Gleiehung (16). 

Wir  haben also eine algebraische Gleichung 

( m ~ -  m 1 ~- 1)-ten Grades fiir W mit in t5 s: m 
rationalen Koeffizienten. Die Summe der Wurzeln 

ist gleich dem negativen Koeffizienten des zwelten 
Gliedes und daher gegeben durch 

m2 m2 

m2 

Dal] die Summe ~ Wn linear in )~ und ~ sei, 

ist die Aussage des sogenannten ,,Summations- 
prinzlps" der Zeemaneffekte. 

4. Um die Resultate der qnantenmeehani- 

schen iRechnung in allen Einzelheiten verfolgen 

zu kSnnen, wird es zweekmi~]ig sein, ein spezielles 
Beispie] zu nntersuchen. Wir  wi~hlen dazu das 
D u b l e t t m o d e l ] ,  d. h. s ~ -1- 

Die mi~glichen Werte yon m s sind bier 
1 doch ftir m ~ k+-2-  im allgemeinen ~__ ~, 1 

2 6 9  

I 

i g 

I 

I 
p 

+ 

§ 

f J 

-V + 
cr 

, ~: ~i ~ 

7 

7 

T 
f ~ Z  

J~ 
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is t  ms nur des Wer tes  ~- 1 i ,  fiir m ---- k - - - ~  is t  m s nur des Wer tes  

f ihig.  An Stelle yon (16) t r i t f  also im allgemeinen die Gleichung:  

W re(,, 1) ~_i(/~_ 1_~)~_1 _li~/k(k+]_)_(?~t ~_ ~)1 (~ft$---2)1 
---- 0 (18) 

_l~,Vk(kJr 1 ) _ ( m +  1 1 + ~) --),~(m--~) ~)(~Yt--~) W--[ . t ( ,n  1 1 1 

oder W~--(21im---~).r-]-li~(m~--i)--teL.m--~k(k§ ( !9)  

1 
w =  ~ , , - -  ~ _ + ~  1 / ~ + 2  ~ l . , ~  + l~(k +-~) ~. (20) 

1 und 1 dagegen ergib~ sich ms ~ Fi i r  m ---~ k - ~  

i (m - - � 8 9  (21) w = ~ ( ~ + l ) + ~  

1 folgt m s ~ and 

g r  __~ te (m - -  !) __ _ )~ (m § -~). (22) 
2 

Fi ihr t  man noch die Abkiirzung 

ein, so wird t~ 

( 1/+  v§ W : / ~  m k §  1 m 

bzw. 

[ (  w = ~ + ~ = ~  ~ 1+2~+ 1 k_~l 

[ ( = ~  1 ~ + 1 + ~  -~ 1~+~ ' 

[(_ 1] 
1 k~  1 w = _ ~ _  i = ~ ~ i ~1~+~ -~ 

=/i[--k--l§ 1 )] 
�9 k+~ " 

(23) 

lungsLheorie 1) bekannLen DubletLformeln iiberein. 

5. W i t  gehen znr Berechnuag der In tens i t i t en  iiber. Zur Be- 

st immung der Transformationsfunktion S l~sen wir  die Gleichung: 

W S  1 - - ( ~ 1 §  1 1 ] 
- ~  ( R I + ~ ) (  1 1 s ~ =  / (24) 

-- ~, § ~) + ~ o. 

1) VgL z. B. A. Sommerfe ld ,  ZS. f. Phys. 8, 257, 1922. 

Die Gleichungen (23) stimmen mit  den aus der V o i g t s c h e n  Kopp- 
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Es ergibt sieh: 

s+~ = o. w -  ~ ( m -  -~) + g 

s ~ = c .  x 1/72T/+ ~ ) -  ( ~ '  l )  

wo C eine zungchst willkiirliche Konstante darstellt. 

man wieder die beiden Werte  yon W: 

(25) 

Unterscheidet 

" u n d  ,W_I" ,W+~ 2 
so folgt : 

= C+ �9 - -  ~, (,,. - -~) + ~- , S+ b +~ 

s ~ , + ~ _  ~ =  c + { g  ~ 1 / k ( k +  1) - -  ( , ~ - - 1 )  

S+_ b ~ = ~ C - ~ ' ( ~ + X ' ~ - - l / ~ ' + 2 ~ + ~ ' ( ~ ' + ~ ,  ,, 

;t 
S 1 1 ~--- C ~ } k  (k q- 1) - -  pn, ~ ' - >  - ~  ~:~ --~) .  

(26) 

Aus der Normierungsbedingung (9) folgt sehliel3lich: 

1 

L c .  ii = ~/l(~+~m+l/~+2~+z(~+~)~) V ~ + 2 ~ , ~ + z ( t ~ ) ,  ] 
1 (27) 

I C_ ~l = 1/~(-~-~.,,,,+~/V~+2 ~,~+~ (k+-~)~). 1/~ ~ +2 ~ . ~ ~ (~. + ~) .  ~ 

Fiir den Spezialfali m ~ ~ (k {-{) ergibt sich n a t a r g e m ~  [vg]. (21) 
und (22)], well hier keine Entar tung vorliegt:  

S+1 1 ~ 1, S+1 , ~ 0, 
~' + ~ > - ~ (28) 

f s b ~ = 1 ,  s 1 1 = o .  

Die eigentliche Bereehnung der Intensitg{en gese.hieht jetzt dureh 
Einsetzen yon (26), (27), (28) in die Transformation (5). Fiir Io e, qO 
sind die LSsungen des nngestSrten Systems einzu~iigen. Wir haben 
dabel zn beaehten, dab die Koordinaten q0 des Elektrons Diagonal- 
matrizen beziiglieh m, sin& 

Ferner  geniigt es, die [Tberggnge k--> k -  1 zu betraehten, da die 
[ 'berggnge 1,: ->  k q- 1 niehts Xeues geben. 
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Aus der Arbeit yon Born,  H e i s e n b e r g  und J o r d a n  [1. c. Kap. 4, 
G1. (33)] entnehmen wir: 

qo (k, m, m~; k - -  l ,  ~ ,  ~ )  = A (k) 1/k ~ - -  (,,~ - - , ~ s )  ~ , 

(qo + i q~) (~, ~ - -  1, ~ ;  k - -  1, ~ ,  ms) 

= A (k) ~ (k --  m ~- ms) ( k - - m  ~- m~ + 1), (29) 

(qO__iqO)(k, m, m~; k - - l ,  m - - l ,  ms) 

= A(k) l / ( k ~ - m - - m s ) ( k + m - - m s - - 1 ) .  

A (k) bedeutet eine nur yon k abh~ngige Gr~il~e. 
Durch Einsetzen yon (26) his (29) in (5) erhalt man durch elemen- 

tares Ausrechnen die gesuchten Intensitaten. Die allgemeinen Formeln 
sind aber ziemlich kompliziert. Wir geben im folgenden das Resultat 
fiir den Spezialfall des D-Linientypus an, betrachten also Uberg~nge 
k ~  1 -~ k ~  0. Es ergibt sich aus (5): 

L~.'.J~(1, ~, 1 ; 0 ,  �89 { - ) = ~ i 1 ~ ( 1 ) 1  l + / ~ + Z ~ + ~  ~ , ; . .  

lqip(1, 1 1 0, {, } ) = ~ [ A 2 ( 1 ) [  1 - / ~ 2 + ~ + 9 ) 2 _  

1 0, 1 1 ( __~+1 )~ iq,;l~( 1,-~2, +~ - ~ , - ~ ) = ~ I A ~ ( 1 ) [  l + ] / 9 , _ Z # + ~ ) ~  ], 

- ~ , - _ ~ ) ~ 1 A 2 ( 1 ) [  1 - ~ '  - ~ '  ~ / ~  - -  Z~  + ~Z ~ ' 

q.~+iq',,]~(1,-~,. ,~;0.. :~, ~ ) : [ A ~ ( 1 ) ]  l + V g ~ _ ) . 9 _ Z ) }  , [ ,  .~ (30) 

' " ' ~ ' ' ~ ' = I A ~ ( 1 ) [  1 l'/,uU-X,u+z q.(:+~q~./I (1, - ~ , - ~ ;  0, ~. ~) - ~X ~ , 

" ' 1 1 I q.,.§ 0 , - ~ , - ~ )  = IA~(1)I. 2, 

q:,.-iq,,]~(l, ~, ~:0, ~, i ) = ] A ~ ( 1 ) l . 2 ,  

I 6 - ; 6 l ~ ( 1 ,  ~ ~ o ~ - 1 - ) = I A ~ ( , ) I  (1 . . . . .  ~ §  ) 

lqJ~-'q,,l (I, + : , - ~ ; 0 , - ; ~ ,  I) ==1A~(1)[ �9 I +Vu~+Zg+~  
�9 - 9 t 1 2  " 

Auch diese ~ntensit~ttsformeln stimmen iiberein mit den aus der 
Voigtschea Theorie hergeleiteten (vgl. A. Sommerfe ld ,  1. c. S. 266). 
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w 4. S p e z i e l l e  B e h a n d l u n g  der  Grenzf i t l l e  ~ und ~ s  
Um den Vergleich der emplrischen Ergebnlsse mlt der Theorie zu er- 
leichtern, wird es zweckm~13ig sein, die Resultate der Theorle far die 
Grenzlalle ~ ~ 9, A ~ ~ besonders ]aerzul~iten. Der Grenzfall ~ ~ y 
ist ohne weiteres ans den Rechnungen des vorlgen Absehnitts zu erhalten. 
In erster Nitherung (Dis auf GrSt]ea der Ordnung ~)  z. B. zerfallt die 
Determinante (16) in das Produkt tier Diagonalglieder, und es wird 

W = (H1 § H~) (m~, m.). 

Zur Bereehnung des Grenzfalles 9 ~ ~ aber sind neue ~Tber]egungen 
notwendlg. Wir setzea zunachst 9 = 0; dana wird //1 = 0, und es 
bleibt yon H~ ein Glied proportional ~ 4. Nun wird es zweckma6ig sein, 
den Gesamtimpuls 9~ des Atoms 

einzuffihren. Dann gilt wegen der Vertauschbarkeit yon fund  

Da andererseits 

so wird 

9~ ~ = t~ + 6 '  + 2 ~ .  

h 2 

(31) 

T /  f ~ = ~ ( 3 ( j § 2 4 7 2 4 7  1)) (32) 

und / 
H~. = �89  § 1 ) - - k ( k  § 1 ) - - s ( s  § 1)). 

H ist als Funktion yon j Diagonatmatrix. 

Fiir kleine Werte yon t~ k6n~ea wir ietzt das durch (32) charak- 
terisierte System als das ,ungest~rte" betrachten. Im ungestSrten 
System fiihrt also ietzt das Atom eine Pr~zession um die Achse des 
Gesamtimpulses aus. Die Energiewerte des gestiirten Systems sind ge- 
geben durch die zeitlichen Mittelwerte yon H 1 tiber die ungestiirte Be- 
wegung. Denkt man sich ~ und S zer]egt.in je eine Komponente parallel 
und eine senkreeht zu ~)~, so wird die letztere eben Wegen ~ener Prg- 
zession bei der Mitte]ung weg[allen und nur die erstere einen Beitrag 
zu H 1 liefern. 

Wir kSnnen dlese der klassischen Mechanik entlehnte Betrachtmngs- 
weise in die Quantenmeehanlk iibernehmen, da alle in Betracht kommen- 
den Griil]en vertausehbar sind- 
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Es wird die in Richtung yon ~ g e n o m m e n e  

( K o m p o n e n t e  von ~) - -  (~'" ~) 

and die ( ~  ~) 
(Komponente yon 8) ~--- ~j~ �9 ~ ,  

also 
- ~ � 9  + 2 ( ~ ) ~  H1 - -  2 mc ~ 2 - ]  

(~)~ 
- -  2 ~ � 9  + ~ ]  (33) 

re.m(1_ _.[_ j (j -t- 1) --:-2j() ~- T ) k ( k  -t- 1) -~- s (s + l ) ) :  

schlleJ]lich allgemein fiir t~ ~ Z : 

H l + H , = . . m ( 1  + J ( J - ] - l ) - - k ( k + l ) + s ( s +  1)) t 
2 j  (j + 1) (34) 

_~_ 1 ~ (j (j _~ 1) - -  k (k -t- 1) - -  s (s ~- 1)). 

Gleichung (34) stimmt iiberein mit den Land~schen Forme]_a (g- und 
7-Werte , ,  Intervallproportionen"). 

w 5. B e r e c h n u n g  der  F e i n s t r u k t u r  ohne Feld.  Die bisherigen 
Rechnungen haben allgemein den Beweis erbracht, dai] die U h l e n b e c k -  
Goudsmitsche Hypothese die Zeemaneffekte sowie die Intervallpropor- 
tionen in s mit der Erfahrung wiedergibt. 

Zur Entscheidung der Frage, ob die zugrunde gelegte tIypothese 
auch die absoluten Werte der Intervalle richtig wiedergibt, miissen noch 
die Werte yon ~ und H~ ausgerechnet werden. 

Es handelt sich also um die Berechnung der Mii~elwerte 

r 7  r2 ~ r3 

Wir werden dieser Rechnung das zweidimensionale Wasserstoffatom t) 
zugrrnde legen; es grit dann fiir die Energie des ungest~irten Atoms: 

1 ~ e: Z 
H o = ~ ( ~  + ~ ) - -  

h / 
.Pxx--xPx : 2 z i ;  P YY--YPY : 2 ~ i ;  (35) 

x y - - y x  : 0; .P.x~y--.Py~x = O. 
1) Die exakten Berechnungen der Mittelwerte fiir den dreidimensionalen 

Fall sind yon W. Pauli ausgefiihrt worden and geben dasselbe Resultat wie die 
obigen Rechnungen. 
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Fiihrt man Polarkoordinaten ein nach den Formeln: 

r~ ~ x~+Y~; Pr---~ m~; ~ = arctg y ;  / 
(36)  ! 

so gilt 
1 2 1 h ~ - ; = + l / l _ _  

1, h (36 a) 
~ V r r - - r P r  = 2 z i ;  lo,p 93 - -  r = 2z~i' 

r ~ o - -  ~ r  = 0; ~ r p e - - p ~ p r  = O. 

Nach der mehrfach zitierten Arbeit Quantenmechanik II [S. 600, Gleichung 
(17)] ist p~ gequantelt h 

~v ~p ~ t o o 2 ,  

wobei wir, ttm mit Pau l i s  Ergebnissen (1. c.) in Einklang zu kommen, 
mit dem oben m o als halbzahlig voranssetzen; und zwar wird m o --:2 

eingeftihr~en k identisch. Die R a rail t o n sche Funktion hat namlich beim 
dreidimensionalen Problem nach P a u l i  die Form 

1 ( ~  1 )  e~Z 

Will man (36a) und (37) zur Ubereinstimmung bringen, so folgt: 

\ 2  z /  k (k -t- 1) : ~o,p - -  ~ \ ~ , , /  : \ ~ )  \ o - -  __  �9 

Der Mittelwert - ~ ergibt sich nun zunachst aus der Gleichung [Quanten- 

mechanik II, S. 577, Gleichung (17)]: 

Z e 2 
- -  - -  E~o~ ~ - -  2 . E ~ .  : 2 Wo. (3s )  

r 

tIierin is~ R h Z ~ 
W o = H o = -  ~ , 

w o n  eille ganze Zahl bedeutet. 
den Bewegungsgleichungen : 

d 0 / t o  

di  ~" - -  0 r 

also durch zeitliehe Mittelung: 

e ~ Z 
r 2 - -  m r 3 

Ferner sehlieflt man nach P a u l i  aus 

[p 1 
m r  3 ~ - - 4 \ 2 ~ / j  + r~V; (39) 

�9 (40) 
4 \2 ~ / J  
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Schliefllich gilt nach (36) 

mr2~  = P ~  I 
und (41) - - j  

m r 2 

I)enkt man sich nun die zur Hauptquantenzahl n bzw. zu der ihr ent- 
sprechenden Wirkungsvariablen J ~ - n h  koniugierte Winkelvariable 1) 
eingefiihr.t, so wird, analog der klassischen Theorie, gelten 

OH o 4 ~ R Z: (42) 
= 2 ~ = - - 2 ~  a J  - -  + n ~ 

Aus den Gleichungen (38), (40), (41) und (42) ergibt sich schlie]]ich, 
h 

unter Benutzung der Bezlehung p~ ---- ~ (k + 1) : 

-1 1 2 R h Z  
r = e ~ " n 2 ; 

-1 __ m . ~  m 4 ~ R Z  ~ _  8 ~ 2 m R Z  2 

O n  ; 
2 ~ (k + ~) (43) 

-~ ~ e~ Z m m2 e2 R ZS . 32 ~ ~ 
r ~ -  r ~ ~ l d h  ~2 k ( k + i ) ( k + l ) n 3 h  3 

p<p - ~\-~)  

Bei Abwesenheit eines ~u~eren Magnetfeldes wird also nach (2) Dis (4), 
(34) und (43) die gesamte StSrungsenergie gegeben dutch: 

1 e~Z 4 ~ 2 m % 2 R Z 3 ( j ( j + l ) - - k ( k + l ) - - s ( s + 1 ) )  
H~ + Ha = 2 , ~  c ~" h k (k + ~-) (k + 1) ~ 

2 R  2h:Z ~ ( j ( j +  1 ) - - k ( k + l ) - - s ( s + l )  [ (44) 

- -  ~ m c  ~ \ 2 k ( k +  ~)(k + l) ] 1 l+f--~)" 

Ffir Dublettatome (s ~ �89 d. h. fiir die Spektren des WassersLof~s, 
der Alkalien und fiir die Riintgenspektren, is~ eine genaue empirisehe 
Prtifung dieser Formel miiglieh: Eriahrungsgemal] fallen hier (bei Ver- 

~) Die Berechtigung zur Einftihrung soleher Variablen ist dureh die Arbeit 
yon Born und Wiener (ZS. f. Phys. 86, 174, 1926) und die oben angeftihrte 
Arbeit yon Dirac erwiesen. 
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nachl~ssigung der Wechselwirkung der Elektronen aufeinander) zwel 

Energieniveaus yon v e r s c h i e d e n e m  k, aber g l e i c h e m  j zusammem 

Der Abstand zweier Niveaus yon gleiehem k und verschiedenem j wird 

durch die S o m m e rfe 1 d sche Feinstruktufformel gegeben. 
1 1 In  Glelchung (44) sind die Werte s ---- -~, j ~ k ~ ~ einzusetzen; 

es ergibt sich 

ftir k ~ j - - 1 -  -~. 

2 R 2 h 2 Z 4 (  1 1 3 )  
H~ -[- Hs - -  n~ m c 2 2 j (j q- .~) - -  j "+ 4 n  

n ~ m c ~ j § ~- 
(45) fiir k __~ j 4- ~. 

2 . R 2 h 2 Z ~  1 1 3 ) 

_ _  2.R~h2Z~{ 1 4- 3 

Also allgemein f[ir s ~ 12: 

2 R ~ Z 4 {  1 ~- 4nn " (46) H~ + It~ - -  n3mc 2 \ j ~ ~ 

Die Formel (46) gibt die Effahrungstatsachen vollsti~ndig wieder. 

Insbesondere folgt aus dem Nichtauftreten yon k in Gleichung (46), da~ 

die ,,Abschirmungsdubletts" dutch die U h l e n b e c k - ( ; o u d s m i t s c h e  
Theorie erkliirt werden. Ferner stimmen die Aufspaltungen der magne- 

tisehen Dubletts mit den aus der S o m m e r f e l d s c h e n  Feinstrukturformel 
gewonnenen iiberein. 

Obwohl die Frage, wie welt die Grundannahmen (2) bis (4) der 

hier dargeste]lten Theorie frei yon Willktir sind, noch nicht entsehieden 

werden kann, so wird man die Ergebnisse unserer Rechnungen doch als 

wiehfige Sttitze fiir dis C o m p t o n - U h l e n b e c k - G o u d s m i t s e h e  Hypo- 

these einerseits, fiir die Quantenmeehanik andererseits ansehen k(innen. 


