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R6sum~. Les objets que nous 6tudions sont les espaces m6triques munis 
d'une action par isom&rie d'un groupe fix6 F. Nous d6finissons une ~topolo- 
gie~ naturelle sur ~l'ensemble)) de ces espaces. Nous montrons un crit6re 
de compacit6 s6quentielle par des m6thodes inspir6es des travaux de M. 
Gromov. Nous utilisons ce crit6re pour donner une preuve plus courte et 
plus g6om6trique de deux th6or6mes: celui de M. Culler et J. Morgan sur 
la compacit6 de l'espace des arbres r6els fi petits stabilisateurs d'ar~tes; et 
celui de J. Morgan sur la compactification de l'espace des structures hyperbo- 
liques sur une vari6t6 par des arbres r6els fi petits stabilisateurs d'ar~tes. 

Introduction 

Consid6rons un groupe F fix& Nous allons nous int6resser aux actions isom6tri- 
ques de F sur les espaces m&riques. Nous allons chercher une topologie naturelle 
sur tout ensemble donn6 d'actions de F sur des espaces m6triques quelconques. 
Notre but est d'6tudier la d6g6n6rescene des structures hyperboliques vers les 
arbres rbels par des moyens purement topologiques. 

Par exemple, prenons F u n  groupe de type fini sans torsion et regardons 
ses actions isom6triques sur respace hyperbolique M--I". L'ensemble ~ " ( F )  de 
ces actions fid61es et discr6tes modulo conjugaison est appel6 l'ensemble des 
structures hyperboliques (de groupe fondamental F) (voir w 6). En dimension 2, 
cet espace est plus connu sous le nom d'espace de Teichmfiller (voir par exemple 
[Ber]). 

Citons quelques travaux les plus connus sur les structures topologiques de 
~ " ( F )  et leurs comportements asymptotiques. O. Teichmiiller a dbfini une m&ri- 
que sur ~Z(F) en utilisant la g6om6trie complexe (voir par exemple [Ber]). 
W.P. Thurston a construit (en dimension 2) une compactification naturelle pour 
l'action des diff6omorphismes de ~-I2/F par des m6thodes de topologie de petite 
dimension [ T h u l ]  [Thu2]  (voir [FLP]  pour un traitement complet). Enfin, 
M. Culler, P.B. Shalen, J.W. Morgan ont g6n6ralis6 le probl6me en toutes dimen- 
sions avec des outils de g6om6trie alg6brique [CS] [MS lJ [MS 2] [MO] [Mor] .  

Lors de la compactification, les objets qui sont rajout6s fi l'infini sont des 
actions isom6triques de F sur des arbres rkels (I1 s'agit d'une g6n6ralisation 
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des arbres simpliciaux. Un arbre rdel est par d6finition un espace m6trique 
entre deux points duquel passe un arc unique, et qui est de plus isom6trique 

un intervalle de ~ .  Voir w 2). C'est pourquoi  les actions de F sur les espaces 
m6triques peuvent servir de d~nominateur commun. 

Cherchons donc une topologie naturelle sur tout ensemble donn+ d'actions 
isom6triques de F sur des espaces m6triques. 

Oublions tout d 'abord  Faction du groupe, L 'un des premiers outils pour  
comparer  les espaces m6triques est la distance de Hausdo~ff Elle rut d 'abord 
d6finie entre parties d'un marne espace m6trique. M. Gromov  en prolonge la 
d6finition [Gro2]  page 35, [Gro  3] de la mani6re suivante: 

la distance de Hausdorff  DH entre deux espaces m6triques X et X'  est la 
borne infdrieure des r6els e,>0 tels qu'il existe une m6trique sur la r6union 
disjointe X v X', induisant les m6triques initiales sur X et X', telle que X est 
contenu dans le a-voisinage de X', et X'  est contenu dans le a-voisinage de X. 

La distance de Hausdorff  vbrifie les propri6t6s des distances en particulier 
pour les espaces m6triques compacts [Gro  2]. Elle peut ne pas ~tre Finie (sph6re- 
plan), et deux espaces peuvent atre ~ distance nulle sans atre isom6triques (espace 
m6trique et son compl6t6). 

I1 serait plus commode pour  comparer  deux espaces de trouver un moyen 
de passer de Fun ~ l'autre. La notion la plus forte est celle d'isom6trie. En 
la rel~chant un peu, nous pouvons penser aux ~-isom~tries. I! s'agit des applica- 
tions f entre deux espaces m6triques X et Y telles que pour tous x, x'  dans 
X, alors td(f(x), f ( x ' ) ) -d (x ,  x')[<a.  Mais ceci n'est pas un outil sym6trique. 
Nous aurions besoin ou bien de deux applications, ce qui serait peu maniable, 
ou bien d'une bijection. Mais alors nous ne pourrions comparer  que des espaces 
hom6omorphes.  C'est pourquoi  nous allons nous int~resser aux objets suivants 
(voir aussi [CEG]).  

D~finition 1. Soient X, X'  deux espaces m~triques, e t a  > 0. Une e-approximation 
entre X et X' est une relation ~f dans X x X'  surjective (i.e. p r l ( ~ ) = X  et 
pr 2 (~)  = X') telle que: 

Vx, y~X,  Vx',y'~X',  x ~ x '  et y ~ y '  ~ Id(x,y)-d(x' ,y ') l<a, 

Un exemple typique d'une e-approximation est le graphe d'une application 
surjective X ~ X', per turbant  la mhtrique de moins de a. Nous pouvons alors 
d6finir la distance de Hausdorf f -Gromov de la manihre suivante. I1 ne s'agit 
6videmment que d'une variation mineure par  rapport  ~ la distance de Hausdorff, 
mais qui la rend plus maniable (voir w 1). 

D6finition 2. La distance de Hausdorff-Gromov D(X, X') entre deux espaces mhtri- 
ques X et X '  est la borne infhrieure des a > 0  pour  lesquels il existe une a- 
approximat ion entre X et X'.  

Mais la distance de Hausdorf f -Gromov est mal adapt4e aux espaces non 
compacts.  Par exemple, une sphhre est toujours ~ distance infinie du plan, ce 
qui contredit l'id4e intuitive de la ~convergence~ des sph4res de grand rayon 
vers le plan. 
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Quand les boules fermbes de nos espaces sont compactes, une bonne notion 
est la notion de convergence de Hausdorff  point6e [Gro  3] : 

une suite d'espaces point6s tend vers un espace m6trique point6 si, pour  
tout r, il y a convergence pour  la distance de Hausdorf f -Gromov de la suite 
des boules de centre le point base et de rayon r, vers la boule de l'espace 
limite de centre le point base et de rayon r. 

Cette convergence v6rifie la propri6t6 de s6paration. Quand les espaces ne 
sont pas localement compacts,  une suite peut par contre avoir plusieurs limites. 

Introduisons maintenant sur nos espaces une action par isom6tries d'un 
groupe F fix6. Nous rempla~ons les boules par des compacts (arbitrairement 
grands). L'action du groupe permettra dans certain cas de rigidifier les comporte-  
ments. En s'inspirant de la d6finition ci-dessus, F. Bonahon nous a sugg6r6 
la notion de convergence suivante que nous appellerons convergence au sens 
de Gromov: 

D6finition 3. Une suite d'espaces m6triques Xi munis d'une action de F par 
isom6trie converge au sens de Gromov vers un espace X~  du m~me type si 
pour tout e>0 ,  pour toute partie finie P de F, et tout compact  K de Xoo, 
il existe pour i suffisamment grand un compact  Ki de X~, et une e-approximation 
. ~  qui est P-~quivariante entre K et K i au sens suivant : 

VxeK,  Vxi~Ki, Vct~P, ctx~K et x~ i  xi =:~ axiEKi et a x~ i  ~xi. 

En paraphrasant,  ceci signifie que pour  tout compact  arbitrairement grand 
de X ~ ,  nous pouvons trouver pour i suffisamment grand un compact  dans 
X i qui poss6de h peu pr6s la m~me forme, et sur lequel l 'action des parties 
finies de F est ~ peu pr6s la m~me. 

Cette convergence permet de d6finir une topologie sur tout ensemble g d'es- 
paces m6triques munis d'une action de F. 

D6finition 4. Soit X un 616ment de g. Soient un compact  K de X, une pattie 
finie P de F et e>0 .  Notons  Vx(K, P, e) l 'ensemble des 6t6ments X' de g tels 
qu'il existe un compact  K '  dans X'  et une e-approximation P-6quivariante ferm6e 

entre K et K'. 
Les Vx(K, P, e) forment une base d'ouverts de X pour une topologie sur 

d~ (voir w 1), que nous appellerons topologie de Gromov. 
La topologie de G rom ov  n'est pas forc6ment s6par6e. Par exemple, un espace 

m6trique muni de l 'action triviale de F est indiscernable (w 1) de l'espace r6duit 
un point. Si les espaces poss6dent de fortes propri6t6s de minimalit6, de convex- 

it6 et d'homog6n6it6, il est possible d 'obtenir  des r6sultats partiels (voir [Pau 2]). 
Regardons nos deux exemples, les arbres r6els et les structures hyperboliques. 

Alors la topologie de Grom ov  co'incide dans les cas non d6g6n6r6s avec les 
topologies usuelles (voir w 5 et w 6). 

Les arbres r6els et structures hyperboliques font partie d'une cat6gorie bien 
particuli6re d'espaces m6triques. Leurs g6od6siques v6rifient de tr6s bonnes 
conditions. (Une g6od6sique d'un espace m6trique est un plus court chemin 
entre deux points.) 
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K. Menger [Men] et H. Busemann [Bus l ]  [Bus2] [Bus3] ont analys6 la 
structure des espaces munis de g6od6siques v6rifiant certains axiomes. S'int6res- 
sant aux propri6t6s m6triques des vari6t6s riemanniennes, M. Gromov [Gro 1] 
[Gro2]  a ensuite introduit la notion d'espace de longueur (voir 8 2). I1 s'agit 
d'espaces m6triques tels que par deux points passe une courbe de longueur 
minimale, 6gale it la distance entre ces deux points. 

Par example, d'apr6s le th6or6me de Hopf-Rinow, les vari6t6s riemanniennes 
complates sont des espaces de longueur. Les arbres r6els sont par d6finition 
des espaces de longueur. 

Nous allons nous servir d'une certaine classe d'espaces m6triques d6finis 
par M. Gromov [Gro  1], les espaces convexes (voir 8 2). Ce sont les espaces 
off la distance entre les points courants de deux g6od6siques est une fonction 
convexe. 

Ils v6rifient donc de bonnes propri6t6s d'unicit6 de g6od6siques minimisantes. 
Par exemple, les vari6t6s riemanniennes simplement connexes ~i courbure section- 
nelle n6gative ou nulle, et les arbres r6els sont convexes. Cette propri6t6 n'est 
pas ferm6e, et il nous faudra la renforcer en une convexit6 stricte uniforme 
(voir 8 3 et 8 4). 

Pour la convergence de Hausdorff point6e, M. Gromov a montr6 (I-Gro23 
page 68, [-Gro3]) un crit6re de compacit6. En utilisant sa d6monstration, nous 
montrons (8 3, 84) un crit~re de pr6compacit6 (s6quentielle) pour les espaces 
m6triques convexes munis d'une action de F. 

Th~or~me. Soit {Xi}i~N une suite d'espaces de longueur complets, uniformkment 
convexes. Soit F un groupe dknombrable agissant par isom~trie sur les X i .  Suppo- 
sons qu'il existe un point x i dans X i  tel que: 

pour route partie finie P de F, les enveloppes convexes fermkes des images 
de xi par P admettent pour tout e>0,  un recouvrement par des boules de rayon 
~, de cardinal uniformkment born& 

Alors il existe une sous-suite convergente vers un espace convexe pour la conver- 
gence au sens de Gromov. 

Nous appliquerons ce crit~re ~ nos exemples favoris. Si ~ est un ensemble 
d'espaces m&riques, alors son projectifi6 ~ est le quotient de ~ off nous identi- 
fions deux espaces dont les m&riques sont homoth6tiques. 

Une premiere application de ce crit~re aux arbres r~els nous permettra (8 5) 
de red6montrer un th6or6me de M. Culler et J. Morgan [CM]. 

Th~or~me. Soit F u n  groupe de type fini, contenant un groupe libre de rang 2. 
Soit SPJ-(F) l'espace des arbres r~els non rkduits fi un point, munis d'une action 
minimale de F, telle que les stabilisateurs d'ardtes ne contiennent pas de groupe 
libre de rang 2, modulo isom~tries kquivariantes. Alors ~5"~J-(F) est compact 
pour la topologie de Gromov. 

En particulier, quand F est un groupe d'isom6tries hyperboliques, discret 
et sans torsion, l'espace des arbres minimaux /t stabilisateurs d'ar&es presque 
ab61iens est projectivement compact. 

Enfin, nous d6montrons de mani~re simple et conceptuelle (voir 8 6) un r6sul- 
tat de J. Morgan [Mor]  sur la compactification de l'espace des structures hyper- 
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boliques. Nos r6sultats recoupent certains des travaux de M. Bestvina [Bes] 
effectu6s ind6pendamment. 

Notons F u n  groupe de type fini sans torsion, contenant un groupe libre 
de rang 2. La premi6re 6tape nous dit que les actions de F modulo conjugaison 
sur ~I" sont <~projectivement s6quentiellement relativement compactes)~ parmi 
toutes les actions de F. La limite est de plus un arbre r6el. Il s'agit d'une simple 
application du crit6re et de la formule de Gauss-Bonnet. 

Th6or6me. Toute suite d'~l~ments de ~ " ( F )  admet une sous-suite convergente 
au sens de Gromov vers un ~lOment de cet ensemble, ou vers une action projectifi~e 
de F sur un arbre r~el. 

Si les actions sont discr6tes et fiddles, alors l'arbre limite est de plus/l stabilisa- 
teurs d'arates <~petits~ (i.e. qui ne contiennent pas de groupe libre ~ deux g6n6ra- 
teurs). C'est 1~ que nous voyons toute la puissance des relations (e-approxima- 
tions). Celles-ci permettent en particulier de mettre en 6vidence le rSle jou6 
par les commutateurs. Le seul r6sultat important utilis6 est le lemme de Margulis 
(voir w 6). 

Th6or~me. Un arbre rkel limite d'une suite d'klkments de ~ 9 ~ " ( F )  est fi petits 
stabilisateurs d'ar~tes. 

La topologie de Gromov permet de voir cette convergence de mani6re g6om6- 
trique et naturelle. I1 est possible de montrer que les axes de translations dans 
IH" ~ tendent >> vers les axes de translation dans l'arbre r6el limite (voir [Pau 2]). 

A cause des propridt6s de courbure, respace ~Jt~"(F) muni de la topologie 
de Gromov est canoniquement hom6omorphe fi ~" (F) .  Nous obtenons donc 
(w une compactification de Jg"(F), qui coincide en dimension 2 avec celles 
obtenues par W. Thurston [Thu 1] et P. Shalen-J. Morgan [MS 1] (voir [Pau2]). 

Th6or~me. L'ensemble ~ o ~ " ( F ) u ~ S c ~ J - ( F )  muni de la topologie de Gromov est 
compact. 

Les r6sultats ci-dessous font partie de notre th6se [Pau2],  dirig6e par F. 
Bonahon. Nous le remercions chaleureusement de son aide. Nous remereions 
aussi te Groupe de Topologie d'Orsay, en particulier F. Laudenbach et J.P. 
Otal, et le D6partement de Math6matiques de l'<<University of Southern Califor- 
nia >>, ot~ cet article a 6t6 r6dig6. 

1. G6n6ralit6s sur la topologie de Gromov 

Toutes nos actions sur les espaces m6triques seront des actions isom6triques 
gauche. 

Nous avons 6nonc6 en introduction certains faits 616mentaires sur la topolo- 
gie de Gromov. Nous en donnons ici les d6monstrations pour nous familiariser 
avec les approximations. Nous nous fixons un groupe F quelconque. Nous note- 
rons dans cette section ~~ un ensemble quelconque d'espaces m6triques munis 
d'une action de F. 
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Le premier lemme nous dit que la distance de Hausdorf f -Gromov D (Intro- 
duction, D6finition 2) est 6quivalente/l  la distance de Hausdorff  Du (voir Intro-  
duction). 

Lemme 1.1. Pour tousles espaces mdtriques X et X', nous avons 

D(X, X')=2Du(X, X'). 

D~monstration. Soit e > 0 et 6 une m&rique sur la r6union disjointe X v X'  indui- 
sant les m6triques initiales sur X et X', telle que X est contenu dans le e-voisinage 
de X', et X' est contenu dans le e-voisinage de X. Alors la relation d6finie 
par  xYtx'  si et seulement si 6(x, x')<e est une 2e-approximation entre X et 
X' .  

R6ciproquement, donnons-nous une e-approximation ~ entre X et X'. Si 
x e X  et x'eX',  nous notons 6(x, x') la borne inf6rieure des sommes d(x, y)+ 
d'(x', y ' )+e /2  pour  tous les y~X,  y'~X' tels que y~y ' .  Nous d6finissons 6 sur 
(X v X ' ) x  (X v X') en compl6tant par sym6trie et de sorte que 6 induise les 
m6triques initiales d sur X et d' sur X'. I1 est alors facile de voir que 6 est 
une distance sur la r6union disjointe X v X',  telle que X est contenu dans le 
e/2-voisinage de X', et X '  est contenu dans le e/2-voisinage de X. [] 

La distance de Hausdorf f -Gromov est sym&rique et v6rifie l'in6galit6 triangu- 
laire. Rappelons que deux espaces compacts sont/~ distance de Hausdorff-Gro- 
mov nulle si et seulement s'ils sont isom6triques. Ceci d6coule du lemme pr6c6- 
dent et du r6sultat analogue pour  D H (voir [Gro2 ]  page 37). 

Pour la D6finition 4 de l 'Introduction, il nous faut montrer  que les Vx(~:, 
P, K) forment bien une base d'ouverts d'une topologie sur l 'ensemble g. Nous 
dirons qu'une relation ~ entre K et K'  est fermOe si elle est ferm6e en tant 
que partie de K x K'. 

D~monstration. Si Yappart ient  ~ Vx(e, P, K ) n  Vx,(e', P', K'), alors cette intersec- 
tion contient Vv(inf(q, tf), PwP' ,  C~C')  off t/, C sont d6finis de la manidre 
suivante. La patt ie C de Y est un compact  tel qu'il existe une e-approximation 
P-6quivariante ferm6e ~ entre K et C. Le r6el q > 0  est tel que sup{]d(x, y ) -  
d(c, d) ]}<E--q ,  off la borne sup6rieure est prise sur les x, y de K et c, d de C 
tels que xYlc et yNd. Nous d6finissons t/' et C' de mani6re similaire. 

Notons  que s'il existe une e-approximation P-6quivariante entre un compact  
K de X et un compact  K'  et X',  et une e ' -approximation P'-6quivariante entre 
K'  et un compact  K" de X", alors il existe une (e+ e ')-approximation (P n P')- 
6quivariante entre K'  et K". [ ]  

La remarque suivante est imm6diate. 

Remarque 1.2. Si le groupe F est d6nombrable, et si X ~ g  est r6union d6nombra-  
ble de compacts,  alors X poss6de une base d6nombrable de voisinages dans 
g. []  

Nous avons vu en Introduction que la topologie de Gromov  n'est pas forc6- 
ment s6par6e. Deux objets appar tenan t / t  ~ sont dit indiscernables si tout voisi- 
nage de l'un rencontre tout voisinage de l'autre. En particulier, deux 616ments 
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de ~ qui sont isom6triques par une isom6trie commutant  avec les actions sont 
trivialement indiscernabtes. Ils seront en g6n6ral identifi6s. 

Observons que si C est un sous-espace de X invariant par F, tout voisinage 
de C pour la topologie de Grom ov  contient X. Donc X est indiscernable de C. 

2. Espaces de longueur et espaces convexes 

Pour que la topologie de Grom ov  v6rifie de bonnes propri6t6s, nous serons 
amen6s/t  nous restreindre fi certains espaces m6triques. 

Saul mention contraire, nous nous int6resserons uniquement aux espaces 
m6triques complets. En effet, la distance de Hausdorff -Gromov entre un espace 
m6trique et son compl6t6 est nulle. Dans toute la section 2, nous noterons F 
un groupe d6nombrable fix& 

Donnons quelques d6finitions motiv6es par les deux exemples que nous avons 
en vue, les arbres r6els et les structures hyperboliques. 

D~finition 2.1. Une courbe entre deux points d'un espace m6trique dont la lon- 
gueur est 6gale fi la distance entre ces points est appel6e gdodOsique. Un espace 
metrique est un espace de longueur s'il existe une g6od6sique entre deux points 
quelconques. 

Cette d6finition diff6re 16g6rement de celle donn6e en [Gro2] .  Voir [Bus 1] 
I-Bus2] [-Gro2] pour la d6finition de la longueur d'une application continue 
d'un intervalle de r6els dans un espace m6trique. Par extension, nous appellerons 
aussi g6od6sique une application continue d'un intervalle ferm6 non compact  
de ~ dans un espace mdtrique dont la restriction /t tout intervalle compact  
est une g~od6sique au sens pr~c6dent. Les g6od6siques seront toutes param6tr6es 
par l'abscisse curviligne, c'est-fi-dire que d(x(t), x(s))= I t - s [  (voir [Bus 2]). 

D'apr6s le th6or6me de Hopf-Rinow, les vari6t6s riemanniennes compl6tes 
sont des espaces de longueur. Les arbres r6els sont des espaces de longueur. 
C'est une cons6quence imm6diate de leur d6finition: 

D~finition 2.2. Un arbre rOel est un espace m6trique T tel que pour tous x, 
y de T, il existe un unique arc entre x et y, qui est isom6trique fi un intervalle 
de IR. Nous noterons Ix, y] cet arc. 

Par exemple, les 1-complexes simpliciaux connexes, simplement connexes 
sont des arbres r6els. Consid6rons un peigne de Dirac sur un Cantor  de l'inter- 
valle [-0, 1], union cet intervalle. Munissons-le de la distance qui en fait un 
espace de longueur, et qui induit la distance usuelle sur les dents du peigne 
et sur [0, I].  Nous obtenons ainsi un arbre r6el non localement compact.  Quitte 
files compl6ter, nous supposerons que nos arbres r6els sont complets. 

D6finitions 2.3. Un espace de longueur X est dit fortement convexe si pour  toute 
paire de g6od6siques f :  [a, b ] - ~ X  et g: [c, d ] ~ X ,  la fonction d6finie sur 
[a, b] • [c, d]  par (t~, tz)~-~,d(j'(tl), g(t2)) est convexe. 

Une partie convexe d'un espace de longueur X est une partie P de X telle 
que toute g6od6sique de X, dont les extr6mit6s appartiennent fi P, est contenue 
dans P. 
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Un espace fortement convexe est uniquement gOodOsique (i.e. deux points 
peuvent ~tre joints par une et une seule g6od6sique). I1 est de plus contractile. 
La r&raction sur un point se fait le long des rayons g6od6siques issus de ce 
point. 

Par  exemple, une vari6t6 riemannienne est fortement convexe si et seulement 
si elle est simplement connexe et fi courbure sectionnelle n6gative ou nulle. 
Un arbre r6el est fortement convexe. 

Remarque 2.4. Soit X un espace fortement convexe. Soient x et y deux points 
fi distance plus petite que e, de x' et y' respectivement. Alors la g6od6sique 
entre x et y est contenue dans le e-voisinage de la gbod6sique entre x' et y', 
et vice-versa. En particulier, l 'adh6rence d'une partie convexe de X est encore 
une partie convexe. 

La propri&6 de convexit6 forte n'est pas ferm6e pour  la distance de Haus- 
dorff -Gromov entre espaces m6triques compacts. 

En effet, notons dl la m6trique euclidienne dans ~ 2  et do la distance induite 
par la norme IP(x, y)ll=lxJ+lyl. Soit d~ la distance e d l + ( 1 - e ) d o  pour tout 
dans [-0, 1]. Puisqu'il s'agit d'une m6trique induite par une norme, les segments 
de droites sont des g6od6siques entre leurs extr6mit6s. 

Sie 4: 0, la m6trique d, est convexe. En effet, il y a d 'abord  unicit6 des g6od6si- 
ques: si y n 'appart ient  pas au segment de droite entre x et y, alors d,(x, y) 
+ d,(y, z)> d~(x, z). La formule explicite montre alors que la distance entre deux 
g6od6siques est convexe. 

Soit B~ la boule unit6 de d~ centr6e en 0, munie de la m&rique d,. Alors 
B, tend vers Bo pour  la distance Hausdorff-Gromov.  Mais do n'est pas uni- 
quement g6od6sique. (Voir Figure 1). 

G~od~siques entre (--1,0) et ( 0 , 1 ) ~ i ,  
pour la distance d o ~ _ _ ~  

~ 0  

Figure 1 

D~finition 2.5. Un espace de longueur est dit minimal si ses seuls sous-ensembles 
convexes ferm~s invariants par  F sont 0 et lui-m~me. L'enveloppe convexe, notre 
Convx(Z), d'une partie Z d 'un espace de longueur X est le plus petit convexe 
ferm~ la contenant. Un cveur convexe d'un espacc de longueur est un convexc 
ferm6 invariant non vide, minimal pour  l'inclusion. 

Remarquons  que tout espace est indiscernable d'un ~ventuel c0~ur convexe 
pour la topologie de Gromov.  
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Dans [Pau2],  nous donnons des hypoth6ses assez simples qui entra~nent 
l'existence d'un coeur convexe unique, et certaines propri6t6s de s6paration apr6s 
avoir identifi6 un espace et son ceeur convexe. Elles utilisent en particulier la 
notion suivante, due ~ M. Gromov.  Celle-ci est 16g6rement plus forte que la 
d6finition originale de [Gro  1]. 

D~finition 2.6. Un espace fortement convexe X est dit strictement convexe s'il 
v6rifie: 

<1> Pour tout x de X, pour  tout convexe ferm6 C de X, il existe une et 
une seule projection p(x) de x sur C (i.e. p(x)eC minimise la distance de x 
/ tun point de C). 

<2> Pour tout e>0 ,  il existe 0 < 6 < 1  tel que, pour  tout convexe ferm6 C 
de X, la projection p: X ~ C ainsi d6finie v6rifie: 

pour  toute courbe 7 dans X, telle que d(7, C)>e,  alors long(p(7))< 6 long(7). 
Un module de convexit~ stricte d'un espace strictement convexe X est une 

application ew-,f=6(e) de ]0, + o o [  dans [0, 1[ v6rifiant la propri6t6 <2> ci- 
dessus. 

Par exemple, une vari6t6 riemannienne fi courbure sectionelle K < - e < 0 ,  
est strictement convexe. Un arbre r6el est 6videment strictement convexe: l 'appli- 
cation nulle est un module de convexit6 stricte pour tout arbre r6el. 

Dans le cas off l 'espace est localement compact,  l'existence d'une projection 
est imm6diate. En effet, dans un espace de longueur localement compact,  les 
boules ferm6es sont compactes ( [Gro2]  pages 5-6). De plus, dans une vari6t6 
riemannienne fortement convexe, une sph6re ne contient pas de g6od6sique, 
et la propri6t6 < 1 > est v6rifi6e. 

La propri6t6 <2> nous dit en particulier que la projection sur un convexe 
ferm6 est contractante (i.e. diminue les distances). Elle sera en g6n6ral utilis6e 
pour ~ fix6, valant 1 par  exemple. Mais elle a aussi un int6r& pour  les e petits: 
elle 6vite que les espaces poss6dent de petits endroits ~plats~. Nous n'aurions 
pas suffisamment d'estimations locales, en particulier dans le cas non localement 
compact  (voir [Pau2]). 

La propri6t6 <2> implique la notion de 6-hyperbolicit6 de [Gro4] .  
Le crit6re de compacit6 que nous allons d6montrer s'applique essentiellement 

~i des espaces strictement convexes. 
Remarquons  que M. Grom ov  [Gro3]  construit aussi des isom6tries fi la 

limite, de la mani6re suivante. Consid6rons une suite d'espaces de longueur 
localement compacts ayant une limite au sens de Hausdorff  point6 (voir Intro-  
duction). Apr6s extraction 6ventuelle, une suite d'isom6tries qui ne bougent pas 
trop les points bases ~ converge )> vers une isom6trie de l'espace limite. 

3. Crit~re de compacit~ pour la topologie de Gromov 

Dans toute la section 3, nous notons F un groupe d6nombrable quelconque. 
Pour les espaces de longueur point6s, complets et localement compacts,  la d6fini- 
tion de la convergence de Hausdorff  point6e utilise l'existence de compacts cano- 
niques,/l savoir les boules centr6es au point base. 
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Pour les espaces fortement convexes munis d'une action de F, les candidats 
sont les compacts  enveloppes convexes des images par  les parties finies de F 
d 'un point convenablement choisi. Une des raisons pour  prendre des compacts  
qui d6pendent de Faction de F est un problSme de convergence d'actions ~<par- 
tielles)>. 

D6finition 3.1. Nous  appelons espace F-convexe un espace de longueur X com- 
plet, fortement convexe, muni d'une action isom6trique de F, tel que l 'enveloppe 
convexe d 'un nombre  fini de points est compacte. 

I1 existe une maniSre r6cursive de construire l 'enveloppe convexe d'une partie 
Z de X. Notons  CI(Z) la r6union des g6od6siques entre les points de Z. Pour 
n > 1, soit C,+ ~ (Z) la r6union des g6od6siques entre les points de C,(Z). Notons  
C(Z) la r6union des C,(Z) pour  n~]N. Alors Convx(Z ) est 6gal & l'adh6rence 
de C(Z). En effet, C(Z) est convexe, et contenu dans tout convexe contenant Z. 

Nous appellerons C,(Z) le n-squelette de l 'enveloppe convexe Convx(Z). 

Lemme 3.2. Donnons-nous X un espace F-convexe et Z une partie finie de X.  
Alors pour tout ~ > O, pour tout n suffisamment grand, le e-voisinage du n-squelette 
de Convx(Z ) contient Convx(Z). 

D4monstration. Pour tout e>0 ,  puisque Convx(Z) est un espace compact,  il 
admet un recouvrement fini par des boules {B/}i= 1 .... de rayons e/2. Choisissons 
pour  tout i un 616ment yg de la r6union C(Z), qui est & distance inf6rieure 
ou 6gale ~i ~./2 du centre de Bi. Ceci est possible, car Convx(Z ) est l 'adh6rence 
de C(Z). 

Pour  tout n suffisamment grand, le n-squelette C,(Z) contient t ous l e s  yl, 
et satisfait ~ la condition souhait6e. []  

Les hypoth6ses du crit6re de compacit6 reposeront essentiellement sur les 
notions suivantes. 

D6finition 3.3. Un e-rOseau d'un espace m6trique X est une partie Z de X telle 
que tout point de X est & distance inf6rieure ou 6gale ~i e d'un point de Z. 

D/~finition 3.4. Une famille {K~} d'espaces m6triques compacts est dite uniform~- 
ment compacte si les diam6tres des K,  sont uniform6ment born6s, et pour  tout 
e>0 ,  il existe un entier N tel que, pour  tout ~, il existe dans K,  un e.-r6seau 
de cardinal inf6rieur ou 6gal & N. 

Remarquons  que si les compacts  K ,  sont des espaces de longueur v6rifiant 
la seconde propri6t6, alors leurs diamStres sont uniform6ment born6s. 

D6finition 3.5. Une famille {X,} d'espaces m6triques est dite uniformOment 
convexe si les espaces X ,  sont strictement convexes et possSdent un module 
de convexit6 stricte ne d6pendant pas de a. 

Voici quelques r6sultats pr61iminaires en vue du critSre de compacit6. 

Lemme 3.6. Soit X un espace strictement convexe. Alors pour tout ~ > O, il existe 
/~>0, ne d4pendant que d'un module de convexit~ stricte de X,  tel que pour tout 
chemin 7 de x ~ X  fi y e X ,  de longueur 2 v4rifiant 2 - d ( x ,  y )<p ,  alors tout point 
z de 7 est fi distance inf~rieure ou Ogale fie de la gOodOsique A entre x et y. 
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D~monstration. Supposons que la distance de z it A soit strictement sup6rieure 
5. Alors il existe une partie du chemin 7, de longueur >__ e, fi distance de 

A sup6rieure fi 5/2. Soit 6 le r6el associ6 fi e/2 par la convexit6 stricte. Notons  
qu'une g6od6sique de A est une partie convexe de A. Alors la longueur de 

est sup6rieure ~ d(x, y)+ (1 - 5 ) 5 .  []  

Ce lemme permet de montrer  le r6sultat suivant. Tout  d 'abord,  si ~ est 
une relation entre deux ensembles X1 et X2, et si Z e s t  une partie de X~, 
nous appellerons image de Z par ~ dans X2 l'ensemble prz(pri-a (Z)c~ ~). 

Proposition 3.7. Soit {Xi}i~N une suite d'espaces m~triques compacts uniform~ment 
convexes. Supposons qu'elle tende vers un espace de longueur compact X ~  pour 
la distance de Hausdorff-Gromov. Alors Xo~ est strictement convexe. 

DOmonstration. Montrons  tout d 'abord que l'espace X~  est uniquement g6od6si- 
que. 

En effet, soit ~ i  une e~-approximation entre X ~  et X~ avec e~ tendant vers 
0 quand i tend vers + ~ .  Supposons par l 'absurde qu'il existe deux g6od6siques 
distinctes A~ et A2 entre les points x~ et y~ de X~ .  Prenons une subdivision 
de pas petit de l 'un de ces segments, disons A~. Fixons-nous pour i suffisamment 
grand une image par ~ dans Xg de chaque point de cette subdivision. Notons  
x~ et y~ les images respectivement de x~ et y~.  

Alors le chemin g6odbsique par morceaux entre les images de la subdivision 
a une longueur arbitrairement proche de la distance entre x~ et Yi- Par le lemme 
pr6c6dent, il est donc uniform6ment proche de la g6od6sique entre xi et yg. 
I1 en est de m~me pour la g6od6sique A2, ce qui contredit le fait qu'elles soient 
distinctes. 

Maintenant  X~  est fortement convexe, car un graphe limite (au sens de 
Hausdorff-Gromov) d'une suite de graphes de fonctions convexes est convexe. 

Si un espace X est strictement convexe, alors pour  tout e > 0, il existe/~ > 0 
ne d6pendant que d'un module de convexit6 stricte de X, tel que" 

pour  tout convexe C de X et pour tout point x de X, alors tout point 
z de C v6rifiant d(z, x ) -d (p (x ) ,  x )<~  est ~ distance <5 de la projection p(x). 

En effet, notons [-t, y] la g6od6sique entre deux points t et y de X. Alors 
la projection d'un point z' de [x, p(x)] sur C est aussi p(x). Puisque les projections 
diminuent les distances, la longueur du segment I-z, z'] est sup6rieure 
d(z, p(x)). Par cons6quent, la projection du point z sur Ix, p(x)] est pr6cis6ment 
p(x). Par un raisonnement similaire fi la d6monstration du Lemme 3.6, si le 
point z e s t  trop loin de p(x), alors la distance d(z, x) est bien plus grande 
que d(p(x), x). 

Remarquons  que l'existence d'une projection sur un convexe ferm6 de X ~  
est assur6e par la compacit6. L'unicit6 de cette projection d6coule de la propri6t6 
pr6c~dente appliqu6e aux X~. 

Soit 7 une courbe et C un convexe ferm6 de X~ ,  avec d(7, C)>e.  Pour 
tout q > 0 ,  pour  i suffisamment grand, il existe alors une courbe 7~ dans Xi 

distance > e - q  d'un convexe C~ telle que 

[long(Ti)-long(~,)l<q et ]long(p(Ti))-long(p(7))l<q. 
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La courbe 7~ est la g6od6sique par morceaux entre des ~trelev6s>> des points 
d'un r6seau fini de la courbe 7- De m~me, C~ est l 'enveloppe convexe de t~relev6s>> 
des points d'un r6seau fini du compact C. Cesi ach6ve de montrer  la Proposition 
3.7. []  

Voici l'6nonc6 du crit6re de compacit6. 

Th6or6me 3.8. Soit { X i } i ~  une suite d'espaces F-convexes uniformkment convexes. 
Supposons qu'il existe des points x ieX~ tels que, pour toute pattie f inie P de 
F, la famille de compacts { Conv  x, (P x~) } est uniformOment compacte. Alors il existe 
une sous-suite de {Xi}i~r~ qui tend vers un espace F-convexe Xoo pour la conver- 
gence au sens de Gromov. 

Remarquons que ce crit6re est en fait un crit6re de pr6compacit6 s6quentielle. 
I1 nous suffira de montrer  que la topologie de Gromov sur chacun des ensembles 
que nous consid6rons est m6trisable pour avoir une v6ritable compacit6. 

Mais le principe de la d6monstration est d'utiliser une extraction diagonale. 
I1 est possible de modifier 16g6rement cette d6monstration, en utilisant le th6o- 
r6me de Tykhonov. Nous aurions ainsi un vrai crit6re de compacit6 sur tout 
ensemble d'espaces F-convexes, du moins apr6s l'avoir rendu s6par6. 

Si nous ne nous int6ressions pas ~ obtenir des espaces convexes & la limite, 
les hypoth6ses de convexit6 ne seraient pas vraiment n6cessaires. Dans les espaces 
de longueur g6n6raux, nous avons dbfini des sous-espaces convexes (voir le para- 
graphe suivant la d6finition 2.3). Les hypoth6ses du crit6re de compacit6 seraient 
alors que les enveloppes convexes des images en nombre fini du point base 
sont uniform6ment compactes. La d6monstration copierait alors celle de M. 
Gromov,  en faisant converger les actions partielles sur des r6seaux par consid6ra- 
tion des distances relatives. 

4. D6monstration du crit6re de compacit6 

Soit P une partie finie de F. D'apr6s la d6monstration du crit6re de compacit6 
de [Gro2]  page 63, quitte fi extraire une sous-suite, les compacts Convi(P ) 
=Convx,(Pxi)  tendent vers un espace de longueur compact K ~ ( P )  pour la 
distance de Hausdorff-Gromov. 

Fixons nous une suite croissante PR de parties finies de F, dont la r6union 
est 6gale/t F. Nous supposons que P0 est r6duit fi l'616ment neutre e du groupe. 
Fixons nous pour  tout k et pour  i suffisamment grand une e.k,i-approximation 
Jig, i entre Koo (Pk) et Convi(Pk), avec ek,i tendant vers 0 quand i ~  + oo. 

Pour i suffisamment grand, les adh6rences des images de Convi(Pk) dans 
K~ (Pk + 1) par la relation ~ k  + 1,i d6finissent une suite de compacts dans K oo (Pk + 1). 
Mais l'ensemble des sous-espaces compacts d'un m~me espace m6trique compact 
est compact pour la distance de Hausdorff-Gromov (voir par exemple [Gro2]).  
Comme dans [Gro 2], nous pouvons donc supposer, quitte fi extraire, que cette 
suite de compacts converge. Or deux espaces compacts/ t  distance de Hausdorff- 
Gromov nulle sont isom6triques. 

Nous pouvons donc supposer, apr6s extraction diagonale de la suite {X~}, 
que K~ (Pk + 1) ~ K o~ (Pk) de telle sorte que les adh6rences des images de Co nvI(Pk) 
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dans K~. (Pk+ 1) par la relation ~k +1,1 convergent vers K~,~ (Pk) quand i tend vers 
q-c~. 

Soit alors Yoo la r6union des compacts K~(Pk) pour k e N .  D'apr6s la Proposi- 
tion 3.7, respace Y~, est fortement convexe. I1 suffit en effet de remarquer que 
les K~(Pk) sont strictement convexes, et que les inclusions K~(Pk)cK~,(Pk+I) 
pr6servent les structures de longueur. Ceci montre au passage que renveloppe 
convexe d'un nombre fini de points est compacte. 

Nous voulons maintenant  construire une action de F sur Y~. Nous posons 
{x,~} = K~ (Po). 

Soit ?~F.  Pour tout k>__k~,, la partie Pk contient 7. Choisissons un Yk,i(?) 
dans K~  (Pk) tel que Yk,i(?) Y~k,i ? xi. Puisque K~ (Pk) est compact,  quitte h extraire, 
nous pouvons supposer que Yk,~(7) tend vers un Yk .... quand i ~  ~ .  Les points 
y,,,~ de Y~ sont en fait contenus dans un m~me compact,  ~ savoir K~(Pk~ ). 
En effet, le point Yk+l,~(?) tend ~ appartenir  ~ K~(Pk) quand i ~ .  Quitte 

extraire la suite des {Pk}k~N, nous pouvons supposer que YR,~, tend vers y~ 
quand k ~  ~ .  Nous posons alors ? . x~  = y ~ .  

Par extraction diagonale, nous d6finissons ainsi ? -x~  pour  tout ?~F. I1 est 
clair que e .x~  =x~ .  En posant f l (?.x~)=(fi?).x~,  nous dOfinissons une action 
isom6trique de F sur rensemble {?.x~,, ?~F}. 

Fixons nous 7~F, et P une partie finie de F. Notons Conv~(P)  renveloppe 
convexe de Px~ dans Y~. Pour prolonger l 'action de 7, nous allons montrer  
qu'il existe une isom6trie ?,p de Conv~(P)  sur Conv.~(yP) qui co'/ncide avec 
7 sur Px~ .  

L'id6e de la dOmonstration est simple. Pour k entier suffisamment grand, 
Pk contient P e t  ?P. Alors Conv~,(P) et Conv~,(TP) sont contenues dans K oo (PR). 
Par la presque-isomOtrie O~k, i, nous remontons Conv,,,(P) dans X~, puis nous 
appliquons risomOtrie 7 de X~, puis nous redescendons dans Y,,. Si nous aboutis- 
sons dans Conv~ (?P), nous obtenons ainsi une presque-isomOtrie entre Confoo (P) 
et Convoo(TP). En utilisant le thOor6me d'Ascoli, nous extrayons quand i--+ oo 
et quand k --+ c~ pour obtenir l'isom6trie souhaitOe. 

I1 s'agit de reprendre la dOmonstration de [Gro  2] montrant  que deux espaces 
compacts 'a distance de Hausdorf f -Gromov nulle sont isometriques, pour bien 
voir que les constructions sont (( naturelles )>. Le problOme principal consiste 

garder trace des (~ sommets ~ 7"xoo de Conv< (P). 
Notons  Conv~,(P) (resp. Conv~'(P)) le n-squelette de renveloppe convexe 

Conv~, (P) (resp. Convi(P)). 

Lemme 4.1. Soient e > 0  et nE]N. Pour k suffisamment grand, puis pour i suffisam- 
ment grand, tout point de l'image de Conv~(P)  par J~k.~ est h distance infOrieure 
ou Ogale fi g de Conv~(P), et tout point de ConvT(P) est fi distance infOrieure 
ou Ogale fie, de cette image. 

DOmonstration. Supposons k suffisamment grand pour  que, pour  tout i suffisam- 
ment grand et tout fleP, nous ayons fiePk et d(flx~, yk,i(fl))<e/4n, off Yk,~(fl) 
est le point de Conv oo (Pk) qui a servi (voir dObut de la section) ~ la construction 
de flxoo. Supposons de plus i suffisamment grand pour  que ek,i<inf{#/3, e/4n} 
off/~ est associ6 fi e,/4n par le Lemme 3.6. 

Montrons  par rOcurrence sur s que: 
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(1) tout point de l'image par ~k,i de Conv~(P) est /L distance inf6rieure 
ou 6gale fi se/n d'un point de Conv~(P), 

(2) tout point de Conv~.(P) est fi distance inf6rieure ou 6gale /t s~:/n d'un 
point de cette image. 

Soient c~, f l~P. Notons zk'~(~) et zk'i(fl) deux images par ~k,~ de respectivement 
ex~ et flx~o. Notons R ~ l'image par Ytk, ~ dans X; de la g6od6sique [c~x~, f lx~].  
D'apr6s la Remarque 2.4, tout point de la g6od6sique [zk'i(e), zk'i(fl)] est ~ dis- 
tance inf6rieure ou 6gale /t e/4n+ek, i<e/2n  d'un point de la g6od6sique [c~x~, 
flx~], et r6ciproquement. Tout point w i de R ~ v6rifie: 

d ( ? '~ ( ~), w ~) + d ( w ~ , ? '~ (~) ) - d ( z~'~ ( ~), Y (p) ) < 3 ~ . ,  < ~. 

D'apr6s le Lemme 3.6, tout point de R ies t  done /t distance inf6rieure ou 
6gale fi e/4n d'un point de [zk'i(e), zk'i(fl)]. Ceci montre la premi6re assertion 
pour les 1-squelettes. 

R6ciproquement, prenons une subdivision de pas e/4 n de [~ x o o, flxc~]. Proje- 
tons leurs images par ~k,~ sur [zk'i(e), zk'i(fl)]. Puisque les projections diminuent 
les distances, nous obtenons un r6seau de [zk'I(C~), zk'i(fl)], de pas <e/4n+~k,i .  
Done tout point de [zk'i(e), zk'i([3)] est fi distance <�89 
d'un point de R i. Ceci montre la seconde assertion pour les 1-squelettes. 

Maintenant, chaque niveau ajoute l'erreur du niveau pr6c6dent et l'erreur 
duniveau 1. [] 

Lemme 4.2. Soient e', e > 0  et {Ul . . . . .  u,,} un e-rOseau de Convoo(P). Soit k un 
entier suffisamment grand. Alors pour i suffisamment grand, nous avons la propriktO 
suivante: 

il existe un (e+e')-rOseau {zl . . . . .  z,,} de Conv~(TP) d@endant de (k, i) tel 
que 

I d(uj, Uk)-- d(zj, Zk) l < e.' 

e ts i  uj~g, iu} et Zj~'k,iZ}, alors d(yu}, izj)<=~,.' 

D~monstration. Prenons e" suffisamment petit devant e'. Soit n u n  entier tel 
que les e"-voisinages de Conv~(P) et Conv"~(7P) contiennent Conv~,(P) et 
Conv~ (7P) respectivement, d'apr6s le Lemme 3.2. Soit j~ {1 . . . . .  m}. 

i I1 existe done v jeConv~(P) / t  distance inf6rieure fie" de uj. Notons vj une 
image de vj par ~k,i. D'apr6s le Lemme 4.1, pour k suffisamment grand, et 
pour tout i suffisamment grand, il existe w}~ConvT(P) fi distance inf6rieure fi 

i e" de vj. 
L'isom6trie 7 de X~ respecte les n-squelettes des enveloppes convexes. Done 

le point 7wj appartient ~i ConvT(vP ). 
Appliquons alors la pattie r6eiproque du Lemme 4.1. Pour k suffisamment 

grand, il existe un point zjeConv~(vP) dont une des images par ~k,~, disons 
z}, est fi distance inf6rieure fl e." de ~ w}. 

Notons que N,,i est une e"-approximation pour i suffisamment grand, et 
une isom6trie. En faisant une petite chasse dans le diagramme, il est facile 

de voir que les conditions sont remplies. [] 
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Maintenant,  nous appliquons des techniques dues/t  M. Gromov.  Nous nous 
fixons un e-r6seau {ul . . . . .  u,,}. Les points z~= zj(i, k, e') d6finis ci-dessus d6pen- 
dent fi la fois de i, de k et de e'. Nous extrayons quand i tend vers + oo. Les 
points zj(i, k, e') convergent alors vers des points zj(k, e'). Nous extrayons quand 
k tend vers + oo. Les points zj(k, e') convergent alors vers des points zj(e'). 
En prenant  e' de la forme 1/n, la suite zj(e') fi valeurs dans le compact  Conv~(TP) 
converge quitte/t  extraire vers un point que nous noterons 7wj. 

Sur le e-r6seau {ul . . . . .  u,,}, nous avons ainsi d6fini une application 7 qui 
conserve les distances. 

Nous prenons ensuite des r6seaux finis croissants, en quantit6 d6nombrable, 
dont la r6union est dense dans Conv~ (P). Nous extrayons diagonalement pour 
d6finir leurs images. En compl6tant par densit6, nous d6finissons une isom6trie 
(surjective d'apr6s le Lemme 4.2) yp de Conv~,(P) sur Conv~(TP), induisant 
y sur P.x~ .  

Remarquons  que si P ' ~  P, alors 7e, induit 7e entre Conv~ (P) et Convoo (7P). 
Notons  X~  la r6union des compacts Conv~(P)  pour P parties finies de 

F. Nous avons ainsi d6fini une isom6trie 7 de Xoo dans lui-mSme. Nous extrayons 
pour tous les 7 e F, de mani6re fi avoir fi notre disposition des r6seaux satisfaisant 
les conditions du Lemme 4.2 pour toute partie finie d'61ements de F. 

Nous avons bien d6fini une action isom6trique de F sur X~ .  En effet, le 
groupe F agit sur l 'ensemble {y.x .... yeF}.  Le r6sultat d6coule alors de la 
construction r6cursive des enveloppes convexes (voir D6finition 3.1). 

I1 nous reste fi montrer  que les espaces Xi tendent bien vers X~ pour  la 
topologie de Gromov.  Or ceci d6coule des deux remarques ci-dessous. 

Remarque 4.3. Soient K et K'  deux compacts contenus respectivement dans X 
et X', espaces m6triques munis d'action de F. S'il existe une e/3-approximation 
ferm6e ~ entre K et K' telle que 

Vx~K,  Vx', y'~K, VT~P, 7x~K, x ~ x '  et 7 x ~ y '  ~ d(Tx',y')<e/3, 

alors il existe une e-approximation P-6quivariante entre K et un sous-espace 
compact K" de X'. 

Remarque 4.4. Tout compact  K de X ~  est <<naturellement>> proche de l'un des 
r6seaux contenu dans un Convoo (P) qui a servi/l  la construction des isom6tries 
y. 

D6monstration. Si A est un e/6-r6seau fini de K, il est contenu dans un Convoo (P) 
pour P suffisamment grand. La relation entre K et A d6finie par: 

x e K est en relation avec y e A si d (x, y) < e/6, 

est une e/3-approximation. Elle v6rifie la condition de la Remarque 4.3. []  

Ceci termine la d6monstration du Th6or6me 3.8. [] 

5. Compacit6 des arbres r6els d petits stabilisateurs 

Nous allons appliquer le crit6re de compacit6 3.8 pour montrer  un th6or6me 
de M. Culler et J. Morgan  [CM].  
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Rappelons tout d 'abord des notations et r6sultats de l'article [MS l]  de 
J. Morgan et P. Shalen. La terminologie qui suit est inspir6e par une analogie 
entre les isom6tries d'un arbre r6el et celles de l'espace hyperbolique IH". Cette 
analogie peut &re expliqu6e par  des phdnom6nes de passage /t la limite (voir 
[Pau2]). 

Dans un espace m6trique, un segment est par d6finition un sous-ensemble 
isom&rique / t u n  intervalle de l'espace des r6els IR. Nous appellerons rayon 
un segment isom6trique fi [0, + oQ[. Soit 7 une isom&rie d 'un arbre r6el T 
dans lui-m~me. Nous appellerons axe de translation de 7, et noterons A~ un 
segment de T v6rifiant: A 7 est invariant par ? et isom&rique/t  IR; la restriction 
de ?/ t  A s est une translation diff6rente de l'identit& 

La distance d(x, yx) ne d6pend ni de l'isom6trie choisie entre A~ et ~,, ni 
du point x de A~. Nous l 'appellerons distance de translation de y, et nous la 
noterons l r ( j ,  ou I(y) s'il n'y a pas de confusion possible. 

Une isom&rie de Tsans  point fixe dans Test  dite hyperbolique. Une isom&rie 
de T qui n'est pas hyperbolique est dite elliptique. J. Morgan et P. Shalen ont 
montr6 [MS1]  que si y est une isom&rie d'un arbre r6el T non vide, alors 
y poss6de un axe de translation si et seulement si y est hyperbolique. De plus 
[MS 1], si A 7 est un axe de translation de ?, il est unique et 

IT(y) = m i n  d(x, y x) 
x ~ T  

A~ = {x6 T/d(x, 7x)=  IT(J}. 

Fixons-nous F u n  groupe de type fini. Une action de F sur un arbre r6el 
T e s t  dite 6 petits stabilisateurs si le stabilisateur d'un segment non d6g6n6r6 
de T n e  contient pas de groupe libre de rang 2. 

D6finition 5.1. Consid6rons l 'ensemble des arbres r&ls non r6duits fi un point, 
munis d'une action de F minimale fi petits stabilisateurs. Nous noterons .~.Y-(F) 
cet ensemble modulo isom6tries 6quivariantes. Nous appellerons 2~'5~J-(F) l'es- 
pace quotient de 5P3-(F), off deux arbres sont identifi6s s'il existe une bijection 
6quivariante ~p: T ~  T' et un r6el 2 non nul tel que Vx, yeT,  d(q~(x), q~(y))= 
2.d(x, y). 

Nous remarquons que 5<Y-(F) est bien un ensemble. En effet, un arbre mini- 
mal non r6duit/t un point est le compl6t6 de la r6union de ses axes de translations 
(volt [MS 1] [Pau 1]). 

Nous dirons qu'une action de F sur un arbre r6el est irrOductible si elle 
ne fixe pas de bout  (ou point fi l'infini [-Gro4]) de T (au sens de Freudenthal). 
Elle est dire r~ductibIe sinon. 

Notons  qu'une act ion/ t  petits stabilisateurs est irr6ductible d6s que le groupe 
F contient un groupe libre <~, fl> de rang 2 (voir [Pau 1]). En effet, si l 'action 
6tait r6ductible, il existerait un rayon sur lequel ~, fl agiraient par l'identit6 
ou par translation. Le groupe libre <[a, fl], [~2, fl]> de rang 2 fixerait alors 
un rayon. 

Une action ~t petits stabilisateurs ne peut non plus &re diOdrale (au sens 
de [CM],  i.e. irr6ductible et fixant une paire de points fi l'infini distincts). En 
effet, la g6od6sique joignant ces deux points fi l'infini serait invariante par F. 
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Les 616ments du groupe agiraient sur cette droite soit par translation, soit par 
sym6trie par rapport  ~ un point. Le groupe libre (I-e 2, f12], [~4, f14]) agirait 
alors par l'identit6 sur cet axe. 

Dans [MS 1] [CM], l'espace ~9~,Y-(F) est muni de la topologie des axes, qui 
est la topologie la plus faible qui rend continues les fonctions Tw-,lT(7). Nous 
avons montr6 dans [-Pau 1] que cette topologie est la marne que la topologie 
de Gromov. Notons que la topologie de Gromov d6crit de mani6re plus g6om6- 
trique la ~forme~ d'un arbre T muni d'une action de F. En particulier, pour 
les actions r6ductibles, elle est beaucoup plus fine que la topologie des axes. 

Th6or/~me 5.2. Soit F un groupe de type fini, contenant un groupe libre de rang 
deux. Alors l'espace g ~ ' - ( F ) ,  muni de la topologie de Gromov, est compact. 

En toute rigueur, nous allons montrer que ~5~J-(F)  est s6quentiellement 
compact pour la topologie de Gromov. I1 suffira donc de remarquer qu'il est 
m&risable, ce qui est imm6diat si nous considerons cette topologie sous l'aspect 
topologie des axes. 

Ddmonstration. Donnons nous une suite {YJi}i~ ~ d'~lements de ~,9~3--(F), et une 
suite {T/}i~ de repr6sentants. Nous allons montrer  qu'il existe un choix de 
points bases xi~T~, et des facteurs normalisants 21 tels que {((21) -1 T~, xi)}i~ 
satisfait le crit6re de compacit6 3.8. Nous notons ici p X  l'espace m6trique X 
off la m6trique est multipli6e par p. 

Lemme 5.3. Soit F u n  groupe de type fini, agissant par isom&rie sur l'arbre rod 
T. Soit G une pattie gOndratrice de F stable par passage ~ l'inverse. Posons 

2 T = sup {Ir(h)/h produit sans rOpdtition d'Oldments de G}. 

Alors pour tout ?~F, il existe une constante My, 
que 

lT(7) ----< My 2T. 

ne ddpendant pas de T, telle 

En particulier, si 2T est nul, alors l'arbre poss~de un point fixe global. 

D~monstration. I1 s'agit de copier une preuve de [CS] dans le cas des arbres 
r6els. Nous utilisons le r6sultat suivant (dfi ~ [-CM]): 

Lemme 5.4. Soient hi, hE deux ~l~ments d'un groupe F, agissant par isomdtrie 
sur un arbre r~el T. Alors IT(hi h2)_--< lT(hl)+ /~r(h2) ou lT(hl h2) = lT(hl (hE)-1). 

Ddmonstration. Nous avons lT(hl h2)>lT(hO+lT(h2) seulement dans les trois 
cas suivants [Pau 1]: h 1 et h2 sont hyperboliques, d'axes de translation disjoints; 
hi (resp. hE) est hyperbolique, h 2 (resp. h 0 elliptique et l'axe de translation 
de hi (resp. hE) n e  contient pas de point fixe par h 2 (resp. hi); hi et h E sont 
elliptiques et n'ont pas de point fixe commun. 

Dans ces cas-l&, nous avons lT(hl hE) = IT(hi (hE)-  1) = lT(h l) +/T(h2) + 2 D, off 
D est selon le cas: la distance entre les deux axes de translation; le minimum 
des distances entre l'axe de translation de l'un et un point de l'autre; le minimum 
des distances entre un point fixe de h~ et un point fixe de h E. []  
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Reprenons maintenant  la d6monstration du Lemme 5.3. Montrons  d 'abord 
_ n l  n r  . . .  que/r(Y) < M~ 2r,  quand ~ - g / ,  ... gi, o(,1 il ,  i, sont des entiers distincts entre 

1 et n, et nl ,  ..., nr~Z. 

Proc6dons par  r6currence sur l'entier naturel v= ~ kj off kj  vaut - n j  si 
j = l  

nj<O, et vaut n ~ - I  sinon. Si v=0 ,  alors le r6sultat est vrai, par d6finition de 
2T. S iv  > 0, alors apr6s conjugaison (les distances de translation ne d6pendent 
que des classes de conjugaison), nous pouvons supposer que nr est diff6rent 
de 0 et 1. Si nr < 0, nous avons d'apr6s le lemme ci-dessus 

lr(7) < lr(gT].., gTf g/,) + lr(g~ 1 )  O U  lr(7) = IT(g71... g,~" g/Z) 

et nous pouvons appliquer l 'hypoth6se de r6currence. Le cas nr>O se traite 
de mani6re identique. 

Supposons maintenant  que y~F  est quelconque. Ecrivons donc 7 =gT,' ...gi"," 
a v e c  i l ,  . . . ,  i r des entiers quelconques entre 1 et n, et nl ,  . . . ,  n, E7l.. 

Raisonnons par  r6currence sur l'entier r. Nous pouvons supposer d'apr6s 
ce qui pr6c6de que les il . . . . .  i, ne sont pas tous distincts. Apr6s avoir 6ventuelle- 
ment remplac6 7 par  un de ses conjugu6s, il existe des entiers s, r avec 

n s -  i nr l < s - -  l < r < _ tels quc i s _  l = i r .  Posons hi =gT( "" gi,-1 et h 2 :  gisn" . . .  gi, " 
Par le lemme pr6c6dent, nous avons l r (7 )< l r (hO+lr (h2 )  ou lr(7) 

= IT(hi(h2)-1). Le r6sultat d6coule alors de l 'hypoth6se de r6currence. 
Nous pouvons prendre pour  valeur de M~ la longueur minimale d'un mot  

en les g6n6rateurs repr6sentant ?. Ceci termine la preuve de 5.3. [] 

Le lemme suivant est d6montr6 dans [CM] et [Pau 1]. 

Lemme 5.5. Si g et h sont deux isomdtries de T telles que Ag c~ A h : 0, alors 

d(Ag, A h ) = � 8 9  [] 

Revenons ~ la d6monstration du Th6or6me 5.2. Fixons nous une partie 
g6n6ratice G =  {g~, g2 . . . . .  g,} de F, stable par  passage ~i l'inverse. Puisque F 
contient un groupe libre de rang 2, nous pouvons supposer que les 616ments 
g~, g2 engendrent un tel groupe. 

Posons 21 = At,, off AT, est dbfini dans le Lemme 5.3. Nous notons l i( .)= IT, (.) 
la fonction distance de translation de T~. Notons  h~ un 616ment r6alisant le 
maximum 2/=li(h~). Apr6s extraction 6ventuelle d'une sous-suite, il ne d6pend 
plus de i. Puisque l 'action est sans point fixe global, le r6el 2/ est non nul, 
et h~ poss6de un axe de translation A/h~ dans T~. 

Si 7 est une isom6trie elliptique d'un arbre r6el T, nous noterons (jusqu'/t 
la fin de la d6monstration du Th6or6me 5.2) A~ l'ensemble convexe ferm6 de 
ses points fixes. 

Nous allons alors d6finir cas par  cas le point base xi. Fixons nous 7~F. 
Dans chacun de ces cas, nous montrerons que la distance de x/ / t  sa projection 
y~ sur le convexe ferm6 A/~, divis6e par 2/, est born6e. Le nombre  61ev6 de 
cas provient de la n6cessit6 de prendre le point x / s u r  l'axe de translation A~ 
pour  assurer la minimalit6 de l 'arbre limite. 
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(1) Supposons  que gl (ou g2, quitte fi changer  d'indice) v6rifie A i 
Prenons  alors c o m m e  point  base xl le point  qui est la project ion de A~, sur 
A~.  Si le segment  connec tan t  A i~, fi A ~  rencontre  le segment  entre xl et yl 
en un point  autre  que xi, alors nous  avons  d(xi, yi)=d(A~, A~.)<li(?h~). Sinon, 
nous avons  la ma jo ra t ion  d(xl, yi)<=d(Ai~, A~)</~(Tg0. 

(2) Considbrons  ma in tenan t  le cas off gl  et g2 ont  dans  T~ un axe de transla-  
t ion ou un ensemble  de points  fixes qui rencontre  A~o. 

i i __ i) Supposons  que Ag, ~ A g : - 0 .  D6finissons xl c o m m e  le milieu du segment  
connec tan t  entre ces convexes. Alors  

d(x,, y,) < sup {d(A~, A~,), d(A~, A~)} < sup {/,(7 g,), l,(7 g2)}. 

ii) Sinon, A~, et A~2 ont  une intersection non  vide. La  plus grande longueur  
d 'un segment  contenu dans  celle-ci est inf6rieure ou 6gale ~ l~(gz)+21i(gl). En 
effet, le groupe  libre ( [ g l ,  g2], [g2, gz]) fixerait sinon un segment  non dbg6n6r6. 
DSfinissons donc  xl c o m m e  6tant le milieu du segment  A~, n A~2c~ A~,. Nous  
avons  alors la ma jo ra t ion  d(xi, yi)<sup{d(Ai~, A,,),i d(Ai, i d(Ai, i Ah~)} Ag~), 
+ 21i(g1)+ li(g2), qui mon t r e  le r6sultat cherch& 

Pour  tout  ~,~F, les distances d(x~, 7x~) sont born6es uni form6ment  en i aprSs 
normal isa t ion,  car  elles sont  6gales fi 2d(xi, Aiv)+li(?). L'enve loppe  convexe de 
xr et des 7x~ pou r  les 7 dans  P, avec P une part ie  finie de F, est rbunion des 
segments  entre x~ et 7xi. II est alors facile de voir  que les hypotheses  du crit6re 
de compaci t6  (Th6or6me 3.8) sont v6rifi6es. 

II nous  reste ma in tenan t  ~, mon t r e r  que l 'espace limite T~ est un arbre  rbel 
minimal  fi petits stabilisateurs.  

J.P. Otal  nous a fait r emarque r  que les distances Jl 7 I/= d(x~, 7 x~) d6finissent 
une fonct ion de F dans ~ +  qui est une fonct ion de longueur  au sens de R. 
Lyndon  [Lyn]  et I. Chiswell [ C h i l ]  [Chi2] .  C'est-fi-dire qu'elle v6rifie les axio- 
rues suivants:  

AI': lleJJ = 0  

A2: i[~[i = li~ -1 li 

A4:  X(~, f l)< Z(a, 7) implique ;((fl, ~')= Z(a, fl), off nous posons  

x(~,/~)= �89 + LI/~LI- Lt~- 1/~tl). 

En effet, ces condi t ions sont lin6aires et passent  bien ~ la limite. Ceci nous  
assure donc  de l 'existence d 'un  arbre  invar iant  par  F dans T~. Mais  nous allons 
plut6t  utiliser le l emme suivant  dont  la formula t ion  un peu g6n6rale nous  servira 
de nouveau  au w 6. 

L e m m e  5.6. Soient {Xi}ie N une suite d'espaces uniformOment convexes. Soit Xo~ 
un espace fortement convexe. Supposons qu'il existe une suite #i tendant vers 
0 telle que pour tout triangle {ai, hi, ci} dans Xi, tout point de l'un des trois 
cot~s est 5 distance inf~rieure ou ~gale 5 la i de l'un des deux autres cot~s. 

Supposons que, pour tout e > O  et tout compact K de X ~ ,  il existe une e- 
approximation entre K et un compact K i de Xi pour tout i suffisamment grand. 
Alors Xo~ est un arbre r~el. 
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Dkmonstration. D'apr6s le w 3, nous savons que tout point de Xo  admet une 
unique projection sur toute g6od6sique compacte. I1 suffit alors de v~rifier qu'un 
espace fortement convexe X, tel que 

- tout cotb d'un triangle est contenu dans la r6union des deux autres, 
- tout point admet une unique projection sur toute g6od6sique compacte, 

est un arbre r6el. 
Remarquons que dans un espace uniquement g6od6sique, un point z appar- 

tient ~ la g6od6sique ~=  [x, y] d'extr6mit6s x et y, si et seulement si d(x, y) 
=d(x,  z)+d(z,  y). 

Supposons qu'il existe un arc continu ~b allant de x ~ y dans X, distinct 
de la g6od6sique [x, y]. Quitte fi raccourcir cette g6od6sique, nous pouvons 
supposer que ~ n e  rencontre [x, y] qu'en x et y. Nous param6trons ~b par 
te[0 ,  1]. Nous notons ]x, y[ la g6od6sique [x, y] priv6e de ses extr6mit6s, 
et p la projection de X sur Ix, y], qui est continue, ~ cause de l'unicit6 de 
la projection (voir [Bus i]). 

I1 existe un 616ment t .  de [0, 1] tel que po~b(t.)e]x, y[. Notons too la borne 
sup6rieure de la composante connexe du ferm6 (poO)-l(po O(t.)) contenant t . .  
Alors poO(t~)=po~b(t.),  donc to# : l .  Par cons6quent, il existe une suite 
t ie]t ~ ,  1 [ tendant vers to et vbrifiant p o ~9 (tl) + p ~ ~ (t ~). 

Soient w e t  z deux points de X qui se projettent sur [x, y] en deux points 
distincts. D'apr6s notre hypoth6se sur les triangles, la g6od6sique entre w et 
z e s t  constitu6e de trois arcs co~6cutifs: de la gbod6sique de w ~ p(w), de 
la g6odbsique de p(w) ~ p(z), et de la g6od6siq, ue de p(z) ~ z. Pour voir ceci, 
regarder les c6t6s du triangle {w, p(w), p(z)}, puis ceux du triangle {w, p(z), z}. 
Remarquer aussi que la g6od6sique entre un point v e t  sa projection p(v) ne 
rencontre la g6od6sique [x, y] qu'en p(v). 

Donc d(w, z) = d(w, p(w)) + d(p(w), p(z)) + d(p(z), z'). Maintenant, 

d (~0 (t,), ~ (t~)) = d (~ (t,), p o ~ (t,)) + d (po 4, (t,}, p o r (t o~)) + d (p o q, (t o), q, (to~)). 

Or d(t~(ti), t~(to)) tend vers 0 quand i tend vers +oo. Donc d(po~9(to), 
~( to) )=0 ,  et ~(to)  appartient ~ ]x, y[, ce qui est une contradiction. []  

Ceci d6montre que notre espace limite T o est un arbre rOel. Montrons mainte- 
nant que l'action de F sur To est minimale. 

Tout d'abord, puisque le point xi appartient toujours fi l'axe de translation 
de h e, la g6od6sique par morceaux passant par les (he)n.xo pour n~Z est une 
g6od6sique, sur laquelle l'isom6trie he agit par translation, de longueur 1. I1 
s'agit donc de l'axe de translation de he. L'enveloppe convexe des images par 
F d'un point d'un axe de translation &ant 6gal ~ fidh6rence de la r6union de 
tousles  axes de translation, l'action est bien minimale ([CM] [Pau 1]). 

I1 nous reste fi montrer  l'assertion suivante: 

Lemme 5.7. Soit {T/}i~ une suite d'arbres r~els minimaux h petits stabilisateurs. 
Supposons que T i tend vers To pour la convergence au sens de Gromov. Alors 
To est lui aussi it petits stabilisateurs. 

D~monstration. Supposons qu'il existe un segment compact S = [xo ,  Yo] de To, 
avec Xo +Yo dont le stabilisateur contienne un sous-groupe libre G de rang 
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2. Un sous-groupe d'indice deux du stabilisateur de S fixe les extr6mit6s x~ 
et yo~ de S. Nous pouvons donc supposer que G = (~, /3)  fixe S point par point. 
Pour i suffisamment grand, il existe une e-approximation P-6quivariante ~ i  
entre S e t  un compact  de T/, avec e<  1 long(S) et P={~ ,  /3}. Soient xi, yieTi 
tels que x~ . ~  x~ et y~ ~ y~. 

Alors d(xi, ctxi)<e. De m~me, d(yi, ~yi)<e,. Comme d(xl, yi)>d(xo~, yo~)-e 
> 3e, les segments [x~, ~xi] et [Yi, ~Y~] ne se rencontrent pas. Tous deux contien- 
nent un point de A~. Par convexit6, le segment connectant S~ entre ces segments 
est contenu dans A~,. La longueur de S~ est strictement sup6rieure fi 7e. Puisque 
/3x~ est proche de x i, et/3Yi de Yl, le segment S~ rencontre S / sur une distance 
d'au moins 3 ~. (Voir Fig. 2). 

Nous avons 21i(ct)+li(/3)<2d(xi, ctxi)+d(yi, ctyi)<3e. La longueur du seg- 
ment S~c~S~ est alors sup6rieure strictement fi 21~(~)+1~(/3). Donc il existe un 
segment non dbg6n6r6, contenu dans S~ ~ S~, qui est stable par le groupe libre 
([~,/3], [~2,/3]), ce qui contredit les hypoth6ses. 

Ceci termine la d6monstration du Lemme 5.7 et du Th6or6me 5.2. []  

xi x i i 13Yi \ o ,   .yi 
d(xi' ~ x i ) < ? /  ~' ' ~  

long(S i) >7~ "~O~y i 
O~x i 

Figure 2 

Remarques. (1) Consid6rons une suite d 'arbres r6els minimaux qui sont seulement 
irr6ductibles. En adaptant  la d6monstration, nous pouvons montrer  que s'il 
n'y a pas de sous-suite qui converge au sens de Gromov,  alors les distances 
de translation tendent vers celles d'un arbre r6ductible (quitte fi normaliser et 
extraire). En effet, nous pouvons montrer  que ces distances de translation conver- 
gent et valent 0 fi la limite sur le groupe d6riv6. I1 est alors facile de construire 
une action sur R ayant pour  fonction distance de translation la limite ainsi 
obtenue (voir [CM]). 

(2) Supposons que G est un groupe discret d'isom6tries de l 'espace hyperboli- 
que IH". Alors G est presque ab61ien (i.e. contient un sous-groupe ab61ien d'indice 
fini) si et seulement s'il ne contient pas de groupe libre de rang 2. 

En efffet, il contient un groupe libre de rang 2, sauf si tous ses ~l~ments 
sont paraboliques et fixent un m6me point fi l'infini (voir par exemple lEON]).  
Darts ce cas-1/l, il respecte les horisph6res (voir rappels w 6) passant par  ce point, 
qui sont isom~triques ~ lR". D'apr~s les th~or6mes de Bieberbach, les sous- 
groupes discrets de ~ "  sont presque ab61iens. 

Donc l'espace des actions d'un groupe hyperbolique discret de type fini sur 
les arbres r6els fi stabilisateurs presque ab61iens est compact.  
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6. D6g6n6rescence des structures hyperboliques 

Les rappels suivants de g6om6trie hyperbolique pourront  &re trouv6s chez S.S. 
Chen et L. Greenberg [CG], L. Greenberg [Gre],  N. Wielenberg [Wie] et A. 
Beardon [Bea] en dimension 2. 

Nous noterons ~ "  la boule unit6 de ~",  munie de la m&rique riemannienne 

2dx 
ds= 

( 1 -  [Ixll 2 ) 

fi courbure constante --1, off dx  est la m6trique euclidienne. Nous notons S"~ -~ 
l'espace fi l'infini de IH", c'est-fi-dire la sphare euclidienne dans ~ "  de rayon 
1. Les g6od6siques sont les cercles et droites perpendiculaires g S~ -~ au sens 
evclidien. Les horisph&es sont les sph6res euclidiennes contenues dans lI-I" u S~- 1 
et tangentes fi S~-~, priv6es du point de tangence. Nous dirons que cette horis- 
ph6re est centr6e en ce point de S~-a. Les horisph6res sont des hypersurfaces 

courbure nulle, isom6triques f i~" .  
Un autre mod61e de l'espace hyperbolique est 

2 1, Xo> 1}, ~7"I~ = { ( X o ,  X 1 . . . . .  X n ) ~  n +  I I x 2 - -  X 2 - - . . .  - -  X n = 

2 2 muni de la m&rique riemannienne induite par la forme quadratique q = X o -  x~ 
2 - . . . - x ,  sur l'espace tangent ~t ~I~. Une isom6trie entre les deux mod61es 

est fournie par (x0, xl . . . . .  x,)~--~((Xo+ 1)-ix1 . . . . .  ( x o + l ) - l x , ) .  Soit O(n, 1) le 
groupe des transformations lin6aires r6elles pr6servant q. Le groupe Isom(~I") 
des isom6tries de ~ "  s'identifie donc avec O + (n, 1), sous-groupe d'indice deux 
de O(n, 1) form6 des 616ments conservant le demi-hyperboloi'de sup6rieur ~I~. 

Une isom6trie de ~I" poss6de au moins un point fixe dans IH" w S~- ~, d'apr~s 
le thbor6me de Brouwer. Elle est de l'un des types suivants: 

(1) elliptique, si elle a un point fixe dans ~-I", 
(2) parabolique, si elle a exactement un point fixe, et si celui-ci est dans 

S"~- 1, 

(3) loxodromique, si elle a exactement deux points fxes distincts, et ceux-ci 
sont dans S~- a 

Si ~ est une isom6trie parabolique de D-I", elle pr6serve les horisph6res centr6es 
en son point fixe fi l'infini. 

Si ~ est une isom&rie de IH", nous noterons l(~) la borne infSrieure des 
d(x, ~x) pour x darts IH". Nous appellerons l(~) la distance de translation de 
~. Elle est nulle si et seulement si ~ est elliptique ou parabolique. Si ~ est loxodro- 
mique, la g6od6sique entre ses deux points fixes ~ l'infini sera appel6e axe de 
translation de ~, et not6 A~. L'isom&rie ~ translate alors sur son axe de transla- 
tion de la distance l(~). 

Rappelons le lemme suivant, qui utilise le fait que le groupe d'isotropie 
d'un point est O (n), qui est compact. 

Lemme 6.1. Pour tout x de lH", et tout e r~el, l'ensemble des isom~tries g de 
lH", telles que d(g(x), x)<=e, est compact. [] 
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Fixons nous F un groupe de type fini et G une famille finie de g6n6rateurs. 
Notons  R(F, Isom(lH")) l 'ensemble des repr6sentations de F dans Isom(~-I"). 

I1 est muni de ta topologie dite usuelle de ta convergence uniforme sur tout 
compact  de ~ "  des images de G par les repr6sentations. Plus pr6cis6ment, soit 
e > 0  et K un compact  de ~ " ;  deux actions p e t  p'  sont (e, K)-proches si 

VxeK,  VgeG, d(p(g)x,p'(g)x)<e. 

Cette topologie ne d6pend 6videmment pas de la partie g6n6ratrice choisie. 
Nous noterons RC(F) le quotient modulo conjugaison de R(F, Isom(~-I")). Sa 
topologie usuelle est la topologie quotient de celle d6crite ci-dessus. 

Proposition 6.2. La topologie de Gromov sur RC(F) est la mOme que la topologie 
usuelle. 

D~monstration. I1 est imm6diat que toute suite convergente pour  la topologie 
usuelle converge vers la m~me limite pour  la convergence au sens de Gromov.  

R6ciproquement, soit {Pl}i~ une suite de R(F, Isom(~I")) tendant au sens 
de Gromov  vers une repr6sentation p. Fixons nous une partie g6n6ratrice G 
de F et un compact  K de IH". Nous allons montrer  que, quitte & conjuguer 
Pi, les pi(g) avec g~G tendent uniform6ment sur K vers p(g). 

Fixons nous un e>0 .  Soit {x~)j=l .... un ~-r6seau fini de K, et e ' > 0  petit 
devant E. Soit ~ i  une e ' -approximation G-6quivariante entre K, muni de l 'action 
p, et un compact  K i de lH" muni de l 'action pi, pour i suffisamment grand. 

Soit {x~}j=, .... tels que x j~ ix~ .  Les distances relatives entre les x~ sont 
donc proches de celles correspondantes pour  les x~. Nous pouvons alors montrer  
par r~currence qu'il existe des points 1 .... {y~}i= de ~ "  tels que d(y~, x~)<e, et 
d(y~, y~,)= d(xj, Xk), pourvu que e' soit suffisamment petit. 

Par les propri6t6s d'homog6n6it6 de n-I", 6tant donn6 deux ensembles de 
points {ui}i=l .... et {vi}i=l .... tels que d(ui, u~)=d(vi, v~) pour tout i, j alors 
il existe une isom6trie g de IH" telle que g(u~)= v~. 

Soit cb~ une isom6trie envoyant y~ sur xj. I1 existe alors e.">0 tendant vers 
0 quand e tend vers 0, tel que l'identit6 est une e"-approximation G-6quivariante 
entre K muni de l 'action p, et K muni de l 'action p'~=~opio(4~) -1. Ce qui 
signifie prbcis6ment que les distances entre les images d'un point de K par 
p'~(g) et p(g) pour g dans G sont petites pour  i suffisamment grand. []  

Fixons nous un sous-groupe F de Isom(lH") de type fini, discret et sans 
torsion. En particuliar, F n 'a  pas d'616ments elliptiques. 

D6finition 6.3. Nous noterons ~ " ( F )  l 'ensemble des homomorphismes  injectifs 
/t image discr6te de F dans Isom(~I"), modulo conjugaison. 

C'est donc l 'ensemble des actions fid61es et proprement  discontinues de F 
sur n-I" par  isom6tries, off nous identifions deux actions p e t  p' s'il existe une 
isom6trie 6quivariante de (IH", p) et (IH", p'). 

D'apr6s [CS] par exemple, l 'espace R(F, O(n, 1)) des repr6sentations de F 
dans O(n, l) est naturellement muni d 'une structure de vari6t6 affine r6elle, 
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de dimension finie. J. Morgan [Mor]  a remarqu6 que le quotient de R(F, O(n, 
1)) par l'action du groupe alg6brique O(n, 1) par conjugaison est une vari6t6 
affine. Les repr6sentations discr6tes et fid61es dans O + (n, 1) constituent un ferm6 
dans R(F, O(n, 1)) (voir [Wie]), stable par conjugaison par O(n, 1). L'espace 
~r (F) muni de la topologie usuelle est donc m6trisable. 

Notons ~Jg" (F)  l'espace des actions fid~les et discr~tes de F sur les espaces 
21H" off 2e lR*,  modulo homoth6ties 6quivariantes, muni de la topologie de 
Gromov quotient. I1 est canoniquement hom6omorphe fi ~" (F) .  

Th6or6me 6.4. Soit F un groupe de type fini, sans torsion, contenant un groupe 
libre de rang deux. Alors l'ensemble ~ " ( F ) w ~ 5 : ~ - ( F )  muni de la topologie 
de Gromov est compact. 

Un espace topologique est dit sOquentiellement compact si de toute suite 
nous pouvons extraire une sous-suite convergente. Nous allons en fait montrer 
que l'espace ~ " ( F ) w ~ 6 e Y ( F )  est s6quentiellement compact. I1 est en fait 
m&risable compact (voir [Pau 2]). Ceci d6coule d'arguments de topologie g6n6- 
rale, et des remarques qu'une structure g6om6trique et un arbre r6el ne sont 
pas indiscernables (voir d6finition w 1), et qu'une suite de structures hyperboliques 
ne peut tendre vers deux 616ments distincts de ~ S e : - ( F )  (voir [Pau2]). 

D~monstration. D'apr6s le w 5, il suffit de montrer  que de toute suite d'bl6ments 
de ~ " ( F )  nous pouvons extraire une sous-suite convergente vers un 616ment 
de la r6union de d:"(F)  et 6P f (F ) ,  quitte h normaliser. 

Fixons nous une partie g6n6ratrice G de F stable par passage ~t l'inverse. 
Soit {Zi}iEN une suite dans ~" (F ) .  Prenons pi des relev6s. Si 2~>0, nous notons 
X~ l'espace m6trique (1/2~)IH" muni de l'action p~. Quitte a conjuguer pl, nous 
allons montrer  qu'il existe un choix de points bases xg et de facteurs normalisants 
2~ tel que la suite d'espaces F-convexes (X~, x~) v6rifie les hypoth6ses du crit6re 
de compacit6. 

Nous empruntons ~t M. Bestvina [Bes] le lemme suivant, qui remplace notre 
argument original qui n'&ait valable qu'en petites dimensions. Par exemple, 
en dimension deux, il est possible de trouver un point base en regardant uni- 
quement les axes de translation d'une pattie g6n6ratrice, ce qui donne une 
m6thode plus constructive (voir [Pau2]). 

Lemme 6.5. Soit F u n  sous-groupe de Isom(~-I") discret, sans torsion, de type 
fini, qui n'est pas presque abOlien. Alors il existe un point Xo de Ill" qui minimise 
sur IH" la fonction A(x)=max {d(x, gx), g~G}. 

Dkmonstration. Soit x,  un point de n-I" fix6. Notons 2 le maximum des d(x, ,  
gx,)  pour g 616ment de G. 

Supposons qu'il existe deux 616ments gl,  g2 de G loxodromiques, d'axes 
de translation non confondus. Puisque F est discret, ils n'ont pas de point com- 
mun dans S"~ -~ [Gre]. Consid6rons les voisinages tubulaires V,, 1:2 de ces axes 
de translation tels que s ix  appartient ~t Vg, alors d(x, gix)< 2. Alors l'intersection 
de ces voisinages est compact, et il suffit de chercher Xo dans ce compact. 

Supposons qu'il existe un 616ment g, de G loxodromique, et que tous les 
autres 616ments loxodromiques de G ont le m~me axe. Puisque F est discret 
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et n'est pas presque cyclique, il existe un 616ment parabolique g2eG, dont le 
point fixe xo~ n'est pas extr6mit6 de l'axe de translation de gl.  Donnons  nous 
une g60d6sique c~(t) dont une extr6mit6 est x~.  Consid6rons la fonction f d6finie 
par f( t)=mind(x,  g2x), off le minimum est pris sur l 'horisph6re passant par  
c~(t). Cette fonction f est strictement croissante, et va de 0 "a + oe. Le point 
Xo est alors fi chercher dans l'intersection compacte du voisinage de raxe de 
translation de g~ d6crit ci-dessus et de l 'horiboule off le f(t) correspondant  
fi la fronti6re est inf6rieur ou 6gal ~i 2. 

Si nous ne sommes pas dans l'un des cas pr6c6dents, alors tous les 616ments 
de G sont paraboliques. Puisque F est discret et n'est pas presque ab61ien, il 
existe deux 616ments paraboliques gl ,  g2 de G, dont les points fixes /t l'infini 
sont distincts. Nous reprenons alors rargument  ci-dessus en prenant l'intersec- 
tion de deux horiboules. []  

xi ==- [~x i 

z(~, ~ ) / 

x ~ ~x 
Figure 3 

Revenons /t la d6monstration du th6orbme. Prenons pour point base x; le 
point d6fini par le lemme pr6c6dent pour le groupe p;(F). Posons 2; le maximum 
de {d(x;, pi(g) xi), gEG}. 

Supposons que la suite 2; est born6e. Apr6s conjugaison, nous pouvons sup- 
poser que x ;=0 .  Nous utilisons alors le Lemme 6.1 pour  en d6duire que p; 
tend vers une action p sur l-I". Un r6sultat de N.J. Wielenberg [Wie] assure 
que Faction p est fid61e et discr6te. 

Supposons que la suite 2; tend vers + oo. Alors pour  toute partie finie P 
de F, les enveloppes convexes Convx,(Px;) sont uniform6ment compactes. 
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En effet, tout triangle ayant  pour sommet  des images de xi poss6de des 
c6t6s de longueurs normalis6es born6es. Quitte fi extraire, nous pouvons suppo- 
ser que pour  tout e dans F la suite des distances (1/2i)d(x~, exl)  converge, 
vers un r6el not6 EIc~Fd. Puisque 21 tend vers + ~ ,  un tel triangle tend vers une 
6toile. (Voir Fig. 3). 

Son aire est en effet bornde puisque la courbure du triangle gbod6sique 
est 6gale fi - 1  (formule de Gauss-Bonnet). Le diam6tre du cercle inscrit divis6 
par  2~ doit donc tendre vers 0. Voir la Fig. 3, off nous posons 

Remarquons  au passage que l 'application [I II ainsi d6finie de F dans P,+ 
est de nouveau une fonction de longueur au sens de R. Lyndon et I. Chiswell. 

Nous pouvons alors appliquer le critare de compacit6. Soit T~o une limite 
ainsi obtenue. Le Lemme 5.6 montre  qu'il s'agit d 'un arbre r6el. 

I1 ne poss6de pas de point fixe global. Sinon, en prenant une k-approximation 
G-6quivariante entre ce point et un point y~ de X~ pour i assez grand, nous 
aurions d(yi, gy/)< �89 i pour  tout g de G, ce qui contredit la d6finition de xl. 

Nous avons ainsi montr6 le 

Th~or~me6.6. Toute suite d'Oldments de ~ " ( F )  admet une sous-suite convergente 
au sens de Gromov vers un ~l~ment de cet ensemble, ou vers une action projectifi~e 
de F sur un arbre rOel non rOduit ~ un point. [] 

L'unique sous-arbre minimal de T o, que nous noterons encore T~j, est aussi 
limite des Xi. 

I1 nous reste alors fi montrer  que les stabilisateurs de segments non d6g6n6r6s 
sont presque ab61iens. La preuve est analogue h celle pour les arbres r6els 
(Lemme 5.7). Nous allons utiliser le r6sultat suivant, dont la d6monstration 
se trouve dans [Wie] [BK] [Thu 2]. 

Lemme de Margulis. II existe une constante # ne d~pendant que de n, telle que 
pour tout sous-groupe discret F d'isomOtries de IH', et pour tout x de ~-I", le 
sous-groupe engendrO par les ~lOments de F bougeant x d'une distance plus petite 
que I ~, est presque abOlien. [] 

Supposons qu'il existe un segment compact  S =  [x~,  y j  de T o,  dont le 
stabilisateur contienne un sous-groupe libre G de rang 2. Un sous-groupe d'in- 
dice 2 du stabilisateur de S fixe les extr6mit6s x~  et y~ de S. Nous pouvons 
donc supposer que G = ~ ,  fl) fixe S. 

Pour i suffisamment grand, il existe une e-approximation P-6quivariante ~ 
entre S et un compact  de Xz, off e est petit devant # et la longueur D de 
S, et off P e s t  l 'ensemble des produits avec au plus quatre r6p6titions de ~, 
fl et de leurs inverses. 

Soient x~, y i sX~  tels que x~N~x~  et y ~ l ~ y i .  Consid6rons un voisinage 
tubulaire B~ autour du segment de g6od6sique S~ entre x~ et y~, de diam6tre 
e, centr6 au milieu zi de S~ et de longueur 2~D/2. Alors d(x~, c~xl)<e.2~. De 
marne, d(y~, ay~)<e2i. Consid6rons la surface ~pliss6e~ constitu6e des deux 
triangles g6od6siques de sommets {xi, y,, axe}, et {y,, ayl,  eye}. 



Topologie de Gromov, structures hyperboliques et arbres reels 79 

distance > (D - e )~, i 
.~.  y 

• / N I 

I d istance de translation < ~ ,  i 

d(x I , ~ x i  )< c~ i 

Figure 4 

Puisque 21 tend vers + oo et que l'aire d'un triangle est born6e, les triangles 
sont longs et fins. (Voir aussi les formules de [Bea] donnant  la distance entre 
points de deux c6t6s d'un triangle). La g6od6sique c~Ai perce donc le <~tonneau~> 
B; en ses extr6mit6s (Voir Fig. 4). 

Soit B I le tonneau de m~me centre que B~, et de diam6tre et de longueur 
moiti6s. Alors pour tous points x, y de B'i, les distances d(x, ~x) et d(y, c~y) 
sont uniform6ment proches. Ceci montre  que ~ agit << presque >> par translation 
euclidienne sur B';. I1 en est de m~me pour  tous les  616ments de la partie finie 
P. Mais le propre des translations est de commuter.  Pour i suffisamment grand, 
les 616ments [~, /3] et [~2, /3] d6placent donc le point z i de moins de #. Mais 
alors le lemme de Margulis contredit le fait qu'ils engendrent un groupe libre 
fi deux g6n6rateurs. 

Nous avons ainsi montr6: 

Th6or6me 6.7. Un arbre rdel limite d'une suite d'dldments de ~Jute"(F) est fi petits 
stabilisateurs. 

Ceci termine la d6monstration du Th6or6me 6.4. [] 
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