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Soit V une vari6t6 projective lisse sur r de dimension d. On dit que V est de 
type F-g6n6ral si l'alg6bre R(V)= @H~ | est de type fini sur ~ et de 

n>O 
degr6 de transcendance d + 1. Sous ces hypoth6ses le sch6ma X = Proj R(V) est 
birationnel h V et s'appelle le mod61e canonique de V. On d6montre ici que les 
singularit6s d'un tel X sont rationnelles; ce r6sultat est bien connu pour d = 2  
et on m'a  rapport6 qu'il vient d'etre d6montr6 par S. Baron en dimension trois. 
Miles Reid [5] a donn6 une caract6risation de nature locale des singularit6s 
des mod61es canoniques que nous rapellerons un peu plus tard, apr6s avoir fix6 
quelques notations et fait quelques rappels sur les singularit6s rationnelles. 

I. Quelques Notations et Rappels 

Soit X un sch6ma (essentiellement) de type fini sur un corps k de 
caract6ristique 0. On suppose X 6quidimensionnel de dimension d. On d6signe 
par (9 x son faisceau structural. Si ~ est un faisceau de (gx-modules, on 
l'identifie quand cela est utile ~ un complexe dont l 'unique terme non nul est 
J~ plac6 en degr6 z6ro, et si K '  est un complexe, on d6signe par K'[n], n~Z, le 
complexe obtenu fi partir de K" par translation de n vers la gauche. Si R e s t  un 
sch6ma lisse sur k de dimension n on d6signe par m R la puissance ext6rieure 
maximale du module des diff6rentielles relatives de R sur k, si X est un sous- 
sch6ma ferm6 de R on ddfinit alors le complexe dualisant sur X, cox par: 

co x = RHomR((_0 x, co R [n]) 

(en particulier r C'est un objet dualisant de D+(X) dont l 'homolo- 
gie est concentr6e en degr6 [ - d i m X ,  - p r o f X ] ,  et ind6pendante du choix de 
R. Avec les notations de ([2], chap. III  p. 190) on a COx=g~k off 7z: X---~ Speck 
d6signe le morphisme structural et off k est bien stir identifi6 au complexe sur 
Spec k, ayant un unique terme non nul 6gat ~t k en degr6 0. 

On dit que f :  Y ~ X  est une d6singularisation de X si f est un morphisme 
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projectif birationnel, et si Y est lisse sur k. Un cas particulier du th6or6me de 
Dualit6 ([2] chap. III p. 210), appliqu6 au morphisme f fournit l'6galit6 
suivante dans D+(X): 

R f ,  o)y[d] = R H o m x ( R f ,  Cy, O~'x). 

Les complexes Rf,r r et R f ,  O r ne d6pendent que de X et non de la 
d6singularisation choisie [3]. De plus Grauert et Riemenschneider [1] ont 
montr8 que 

Rif ,  coy=O Vi>0. 

On a donc dans D+(X): 

(*) f ,  (~r [d] = RHomx(R f ,  C r, C~x). 

D~finition I. On dit que X a des singularit~s rationnelles si C x = R f ,  Cr, i.e. si 
X est normal et Rif, C r = 0  Vi>0, ceci est 6quivalent grhce h l'6galit~ (,) 
f,~or[d]=o~'x, cela revient donc fi dire que X est Cohen-Macaulay et que 
l'injection naturelle de f ,  ~o r dans H-a(~Ox) est un isomorphisme. 

Singularit~s Canoniques [5]. On suppose dans la suite X normal et on d~signe 
par j:U'---,X l'inclusion de l'ouvert de lissit6 de X. Pour tout entier reiN* on 

pose r 1 =j ,(co~'). 

On a en particulier puisque ces deux faisceaux sont de profondeur >2:  ~o~ ] 
-- H-a(o~). 

D~finition 2 [5]. On dit que les singularit6s de X sont canoniques s'il existe un 
entier f ~ I *  et une d6singularisation f :  Y-->X tels que les deux conditions 
suivantes soient satisfaites: 

i) a~ ]est localement libre (de rang un) 
[" r,,~rc_~r,~[r] ii) l'injection naturelle J , ~ r  ~x  est un isomorphisme. Le plus petit r 

convenable s'appelle l'indice de la singularit& Miles Reid [5] montre que les 
singularit~s des modules canoniques des variSt~s de type F-g6n6ral sont 
canoniques. 

II. Enone~s des R~suitats 

Th6or~mel. Soit X un schema (essentiellement) de type fini sur un corps k de 
caractOristique z~ro, dont les singularit~s sont canoniques. Alors les singularitOs 
de X sont rationnelles. 

D'aprbs [5, Thm. 1.9] toute singularitb canonique d'indice r e s t  un quotient 
sous Faction de 7Z/r7/ d'une singularit6 canonique d'indice 1. Or le r6sultat 
suivant est bien connu [4]. 

Lemme 1. Soient X'  un schdma de type fini sur un corps k de caract~ristique zdro 
sur lequel agit un groupe fini G, et X le quotient de X'  par G. Si X'  est fi 
singularitds rationnelles, il en est de mdme de X. 
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On peut  donc supposer  que les singularit6s de X sont canoniques d'indice 
un. Soit f :  Y ~ X  une d6singularisation, on doit mon t re r  Rif,  O r = 0  Vi>0 .  

Supposons  qu'il n 'en soit pas ainsi. Puisque les conditions i) et ii) de la 
d6finition 2 sont stables par  localisation, on peut, quitte /l se localiser en un 
point  g6n6rique de Q) Suppor t  (R f ,  (9 0, supposer  que tous ces modules  sont de 

i>0 
longueur finie. Le th6or6me 1 est donc  cons6quence de l '6nonc6 suivant:  

Th~or~me 2. Soit X = Spec A l e  spectre d'un anneau local normal de dimension d, 
essentiellement de type fini sur un corps de caract~ristique zOro. Soit f :  Y - ~ X  
une dOsingularisation et supposons : 

i) H-e(cox) est libre de rang un. 
ii) l'injection naturelle f ,  coy~--*H-e(cox) est un isomorphisme. 

iii) V i > 0  R f , (~ y est de longueur finie. 

Alors R~f, (gr=O Vi>0.  

Remarques. 1) Si d = 2 ,  A est de Cohen-Macau lay  et la condit ion ii) signifie 
alors que les singularit6s de A sont rationnelles. On peut  donc supposer  d > 3. 

2) I1 r6sulte du Th6or6me de Duali t6 et de la condit ion iii) que les modules  
suivants sont de longueur finie: Hi(co~) V i >  - d  et Coker  [ f ,  coy~-~H-d(cox)]. 

Nous  6tablissons tout  d ' abord  deux dualit6s diff6rentes entre les modules  
R i f ,  coy, on en d6duit ensuite facilement le theor6me2  par  une r6currence en 
escargot. 

llI. Premiere Dualit~ 

L e m m e 2 .  Soit X = S p e c A  le spectre d'un anneau local noeth~rien quotient d'un 
rOgulier, Oquidimensionnel de dimension d > 3, on suppose que la profondeur de A 
est au moins Ogale ~ deux, que X est de Cohen-Macaulay en dehors de son point 
ferm~ et que H-d(cox) est fibre de rang un. On d~signe par I une enveloppe 
injective du corps r~siduel de A. On a alors pour tout i ~ [ 1 , d - 2 ]  

H i-d(cox ) - , HomA(H-i-1(cox) ,  I). 

D~monstration. D6signons par  j:  (gx[d]--~co ~ un morph i sme  induisant un iso- 
morph i sme  sur l 'homologie  en degr6 - d ;  consid6rons le triangle construi t  sur 

J: N" 

/ \  
(fix[ d ] J 'cox 

On a 
Hi(N')=O si i<=-d ou i > - I  

H~(N ') = H~(cox) si - d + 1 < i _< - 2 

on appl ique R H o m x (  ,cox) /t ce tr iangle;  on a RHomx(co'x, co'x)=(gx on en 
d6duit: 

(fix ~- Ext~ cox)' ~ Ext~ 
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et 
Exti((?x[d],o~'x) ~ ,Ext i+l (N ' ,o)x)  pour  tout  i > l .  

Par dualitb sur X, on a, d 'autre part :  

Exti((gx [d], COx) = H i -d(CO'x). 

Par ailleurs si M est un A-module de longueur finie, l 'homologie de 
RHomx(M, co'x) est concentrbe en degrb z6ro et 6gale/t  HomA(M , I) on a donc: 

Extl + 1( N',  cox) = H~ - i -  I(N .), I) 

et le lemme en r6sulte. 

Lemme3 .  Soient X et f:  Y--~ X comme dans l'Ononc~ du thOor~me 2. On dOsigne 
toujours par I une enveloppe injective du corps r~siduel de A. On a alors: 

Rd - l f ,  Cr=O 

et pour tout iE [ i ,  d -  21 Rif ,  (gr ~ , HomA(R a - i -  i f ,  (~r, I). 

DOmonstration. I1 r6sulte du th6or~me de dualit6 ([21 chap. III) (ou, si on 
pr6f~re, de l 'application de RHomx(  ,cox) ~t l'6galit6 (*)) qu 'on a: 

R f ,  Cy - ,  RHomx( f ,  o r [d], cox)- 

Or on a suppos6: 

on a donc: 

donc: 

4 COy ~ (~ X 

R f ,  (gr 'co'x[-d] 

R' f ,  (gr=Hi-d(co'x) Vi. 

Le lemme 3 r6sulte imm6diatement de cette 6galit6 et du lemme 2. 

IV. Seconde Dualit~ 

Lemme4.  Soient toujours X,  f:  Y-+ X comme dans lYnoncO du thOorOme 2 et I 
une enveloppe injective du corps rOsiduel de A. On a pour tout entier je[-1, d]: 

R i f .  (gy ~- HomA(R d- i  + i f ,  (gr, I). 

En particulier puisque Rdf, (gy = 0, R i f .  (9 r = 0. 

DOmonstration. Sheperd Baron a remarqu6 que des isomorphismes 
f .cor  ~-H-n(~o'x)~-(gx on pouvait  d6duire par applicat ion de f *  une injection de 
(9 r dans (Or: 

Or ~- f*  r - - ~ f * f .  cot---' cot 

(cette applicat ion est injective car c'est un isomorphisme au-dessus de l 'ouvert  
de lissit6 de X). I1 en r6sulte l'existence d 'un diviseur Z=>0 sur Y tel que 
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m r ~--(gy(Z). Et on peut considOrer la suite exacte 

O-~ r3y-~ Or(Z)~-O~y ~ ~z(Z)--+ O. 

Si Z = 0  on a Cgy=O~y et R i f , ~ y = 0  Vi>0 par [1]. On peut donc supposer 
Z > 0 .  De la suite pr6c6dente et de [1] on d6duit alors 

R'f ,  Cr=R ' -X f ,  Cz(Z) Vi>0. 

En particulier Rif,  Cz(Z) est de longueur finie pour tout i>0,  le lemme4 est 
alors 6quivalent au lemme 5. 

Lemme 5. Avec les notations prdcOdentes on a pour tout entier j~[0, d - 1 ] :  

R j f ,  Cz(Z ) _ ~  Homa (R d - j -  i f ,  Cz(Z), I). 

Ddmonstration. Le faisceau dualisant sur Z est COz=~ov(Z)lz=(fiz(2Z) et 
~o'z=Cz(2Z)[d-I]. Le th6or6me de dualit6 [2, chap. III] appliqu6 ~'f]z: Z ~ X  
permet d'6crire pour tout faisceau ,,~ sur Z: 

RHomx(R f ,  5f , re'x) ~- R f , ( R H o m z ( ~ ,  COz) ). 

En particulier pour ~c# = Cz(Z ) 

(**) RHomx(R f ,  Cz(Z), O~x) ~ R f ,  (Jz(Z) [d - 1). 

Puisque l'homologie de Rf,(gz(Z ) est de longueur finie, on a pour tout i: 

Exti(Rj, Cz(Z), o~.x) ~_ HomA(R-if ,  Cz(Z), I) 

et donc d'apr6s (**): 

HOmA(R-if,  (gz(Z),I)~-R~+i-'f, (gz(Z) V i ~ [ - d +  1,0] 

ou encore en posant j =d  + i -  1: 

RJJ,(gz(Z)~_HOmA(Ra-j+lf, Cz(Z),I) Vj~[O,d-  1]. 

V. Fin de la D6monstration du Th6or6me 2 

On a 6tabli: 
(lemme 4) 

(lemme 3) 
Donc 

RJf, Cy=Homa(Ra-J+lf ,  Cr, I ) Vj~[1, d] 

RJf, Cy=Homa(Rn-J-~f ,(gy,I)  V j e [ 1 , d -  2]. 

Rd-J+~f,(gy=O ~ RJf, (gy = 0 ~ Rd-J - l f ,  COy=O. 

De plus RdJ, Cr=O (6vident) et Rd- l f , (gr  = 0  (lemme 3). Donc: 

R~J. (~y=O Vj>0. 
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