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Soient A une vari6t6 ab61ienne d6finie sur le corps ~ des nombres complexes, 
T l e  sous-groupe de torsion de A(IIS) et X une courbe de A propre, int6gre, qui 
n'est pas une courbe elliptique. 

Th~or~me I. Eensemble T ~ X ( C )  des points de torsion de X est finie. 

Rappelons que l 'analogue de cet 6nonc6, dans lequel on remplace T par sa 
composante n-primaire (n entier > 1), a 6t6 6tabli par Bogomolov (El], Th. 3). 

Indiquons le principe de la d6monstration. 
Supposons pour simplifer que X est lisse et que X et A sont d6finies sur 

un corps de nombres L. Soit (_9 l 'anneau des entiers de L. Soit U un ouvert non 
vide de Spec(Cg) tel qu'il existe un U-schema ab61ien sr de fibre g6n6rique A et 
une courbe 5f de ~r propre et lisse sur U, de fibre g6n6rique X. Notons J la 
jacobienne relative de 5f sur U et a: J ~ r  le morphisme d'Albanese associ6 5. 
l ' immersion de Y" dans .~'. Quitte ~ restraindre U, on suppose de plus que les 
conditions suivantes sont r6alis6es: 

i) U est non ramifi6 sur Spec(Tl). 
ii) Ker(a) est lisse sur U et le nombre n des composantes connexes des 

fibres g6om6triques de Ker(a) est inversible sur U. 
Soit alors v u n  point ferm6 de U au-dessus d'un nombre premier p e t  soit 

C~ le compl6t6 de l 'anneau local de v dans U. Par passage ~t l'extension 
maximale non ramifi6e de Or, puis compl&ion, on obtient un anneau de 
valuation discr6te complet R, ~ corps r6siduel k alg6briquement clos de 
caract6ristique p e t  ~t corps des fractions K extension de L. Le point essentiel, 
dans notre d6monstration est le r6sultat local suivant: 

Th6or6me II. Pour tout a ~ d ( R )  les points de (~r + a)(k) qui se relOvent en points 
de (~  + a)(R)n pal(R) sont en nombre fini, bornO uniformOment par rapport & a. 

Cet 6nonc6 entraine imm6diatement une partie significative du th6or6me I: 
les points de torsion de Y" + a, d 'ordre premier h p (ce que nous appellerons la 
if-torsion), sont en nombre fini, born6 ind6pendamment de ae~(R) .  
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Changeant de point v dans U, on en d6duit un r6sultat analogue pour la 
torsion p-primaire. A partir de la finitude de la p'-torsion et de la finitude 
uniforme apras translation de la torsion p-primaire, il est facile d'en d6duire le 
th60r6me I (cf. 7.4). 

Quant au th6or+me II, il se d6montre /t l'aide d'un calcul diff6rentiel 
modulo p2, dont nous allons donner l'id6e. Changeant de notations, on d6signe 
par A et X les images r6ciproques de d et Y" par le changement de base 
Spec(R)--. U associ6 au choix du point v. Notons A o et X 0 les fibres sp6ciales 
de A et X au-dessus de R / p R = k  et soient A 1 et X1 les restrictions de A et X 
au-dessus de Spec(R0, off R 1 =R/p2R. D6signons par Jo  le faisceau d'id6aux 
qui d6finit X o dans A o et soit JVo = J o / J  2 vu comme fibr6 vectoriel sur X o. 

Pour 6tablir le th6or6me II, nous sommes amen6s h 6tudier l 'image de 
X I(R1) n pA~(Ra) dans Xo(k ). Pour cela consid6rons l'6clatement E de X o dans 
A, sa fibre sp6ciale E o et soit V o l 'ouvert de lissit6 de E o au-dessus de X o. En 
fait V o est un espace affine associ6 au fibr6 vectoriel ~o:  c'est l'espace affine qui 
contr61e les divers rel6vements de X 0 dans A~. Localement on peut choisir des 
coordonn6es x, y l , . . . , y ,  sur A, de fa~on que X o ait pour ~quations p = 0 ,  y~ 
= . . . = Y n = 0 ;  alors V a pour coordonn6es X, Zl , . . . , z  . avec pz i=y  i. Soit ho: 
V o ~ X  o la projection canonique. D6signons par (A1, Xo)(R1) le sous-ensemble 
de AI(R1) form6 des points qui se r6duisent modulo p en des points de Xo(k ). 
On d6finit une application de rel6vement r qui rend commutat i f  le diagramme: 

(Aa, Xo)(R,)  ~ , Vo(k ) 

Xo(k). 

L'image par z de XI(R1) (resp. (A1 ,Xo)nPAI(RO)  consiste en les points 
rationnels d'une courbe inthgre X~ (resp. Yd) de V o. Pour montrer  que l'image 
de XI(R1)npAI (R1)  dans Xo(k ) est finie, il suffit ators de montrer  que X~c~ Yo 
est fini, c'est-/t-dire que X~ et Y~ sont distinctes. Or h o induit un isomorphisme 
X ' o - ~ X o  (X'o est la trivialisation du fibr6 V 0 associ6e au rel6vement X 1 de X o 
dans A1), tandis que l 'on montre que le degr4 radiciel de la projection Y d ~ X  o 
est > 1. 

L'6tude des diverses proprihths de relhvement utilis6es de ho: V o ~ X  o 
occupe les num6ros 2 et 3. Au num4ro 2, on dhfinit l 'application r qui est de 
nature 414mentaire. Au num4ro 3, on 4tudie une propri6t4 de rel6vement lihe/t 
la caracthristique p > 0  et utile pour analyser Yd; c'est elle qui justifie l 'intro- 
duction de V o. En effet, pour 6tudier des ensembles de points du type 
pA~(RI)n(A~, Xo)(RO, on aurait pu penser ~t travailler avec le foncteur de 
Greenberg; mais celui-ci masque certains ph4nom6nes radiciels, essentiels pour 
nous, qui sont mis en valeur par l'utilisation de V o. 

Le calcul du degr6 radiciel de Yo ~ X 0  est fait au num6ro 4 et est pr6par6 
au numhro 1. Le thhor4me II est d6montr4 dans 4.4.1 et 6.6.1. Notons que la 
dhmonstration fournit en principe une majorat ion du cardinal de l 'image de ( f  
+a)(R)nps~C(R) en fonction du fibr4 vectoriel ~0,  mais cette borne n'est tr4s 
accessible que lorsque A est une surface ab4lienne. 
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La m6thode pr6sent6e ici a l e  d6faut de traiter s6par6ment la p'-torsion et la 
torsion p-primaire. R6cemment, Coleman a propos6 une autre approche, p- 
adique elle aussi, qui 6vite cette distinction. Elle devrait conduire h une 
nouvelle d6monstration du th6or6me I, e t a  permis, d6s /~ pr6sent, de 
d6terminer exactement les points de torsion situ6s sur certaines courbes de 
Fermat. 

Revenons aux donn6es initiales X et A s u r r  Dans [6] Serge Lang a 
soulev6 le probl6me suivant: 6tant donn6 un sous-groupe de type fini F de 
A(~2), et le groupe/~ des points de division de F, F n X  est-il fini? 

Le th6or6me I fournit une r6ponse positive h cette question dans le cas off 
F = 0 ;  une r6ponse positive en g6n6ral est, a priori, un r6sultat plus fort que la 
conjecture de Mordell. Comme autre application du th6or6me II, nous mon- 
trons qu'en fait la conjecture de Mordell entraine la conjecture de Lang (pour 
des 6nonc6s plus pr6cis cf. 9.2.1 et 9.2.2). 

Signalons pour terminer que le thdor6me I pr6sente des extensions naturel- 
les au cas off l 'on remplace la courbe X par une sous-vari6t6 quelconque de A. 
Nous 6tudierons ces g6n6ralisations dans un article ult6rieur. 

1. Courbes plong6es dans une vari6t6 ab61ienne en earact6ristique p > O. 

1.0. Dans ce num6ro, k est un corps alg6briquement clos de caract6ristique 
p >0. Soit S u n  k-sch6ma. On note f~s le faisceau des formes diff6rentielles de 
degr6 1 sur S. Pour tout entier m~Z, on note a":  Spec(k)~Spec(k) le morphis- 
me qui envoie aEk sur a pm et on note S ~m) le k-sch6ma d6duit du k-sch6ma S 
par le changement de base a m (autrement dit, si S est affine, d6fini par des 
6quations f~=0 dans l 'anneau de polyn6mes k[T~], S ~") est d6fini par les 
6quations d6duites des f~ en 6levant les coefficients /t la puissance pro). On 
dispose alors d'un morphisme de Frobenius relatif: 

F: stm)--*S trn+ l) 

qui est un k-morphisme radiciel; par it6ration, pour tout entier n > 0  on a un 
k-morphisme Fn: S~m)~S tin+"). En particulier on a l e s  k-morphismes F": 
S~-") ~ S et F"" S ~ S ~"). 

1.1.1. Soient A une k-vari6t6 ab61ienne et i: X ~ A  une immersion d'une k- 
courbe propre, int6gre. Notons c~: 2 - - , X  le morphisme de normalisation et 
=ic~: 2--- ,A l 'application compos6e. Soit J~ la jacobienne de J? et a: J,2---~A 
l 'application d'Albanese associ6e/t ~. 

D6finition 1.1.2. Nous dirons que l'immersion i: X ~--~A satisfait ~ la propriOtd (*) 
si les conditions suivantes sont rdalisdes: 

i) Le morphisme a: J 2 ~ A  est surjectif et son noyau N e s t  lisse sur k. 
ii) Le groupe des composantes connexes N / N  ~ de N est d'ordre premier d p. 

Remarques 1.1.3. i) La condition (,) est 6videmment satisfaite si a est un 
isomorphisme, en particulier si X est lisse et si i: X~-~A est un plongement 
usuel de X dans sa jacobienne. 
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ii) Notons que la partie i) de (,) 6quivaut au fait que l'application sur les 
formes diff6rentielles: 

H~ (2A)~ H~  f22), 

d6duite de T, est injective. La condition (,) elle-mSme 6quivaut au fait que 
l'application 

1 1 ~ HDR(A, (2A)--+ H e R ( X  , f22) 

sur les cohomologies de De Rham, est injective (nous n'utiliserons pas ce fair 
dans la suite). 

1.2.1. Soit u: B--*A une isog6nie de vari6t6s ab61iennes, de noyau G d'ordre une 
puissance de p e t  soit G---=Get • G i n  f la d6composition canonique de G en le 
produit d'un groupe 6tale et d'une groupe infinit6simal. L'image r6ciproque 
B x a X  , de X par u, n'est pas r6duite d6s que A est de dimension >2. Soit Yla 
courbe r6duite sous-jacente ~ B X A X  ; on note v: Y ~ X  le morphisme induit 
par u. MSme si X est lisse, il n'en est plus nScessairement de mSme de Y; 
toutefois la lissit6 est conserv6e si Gin f e s t  le noyau d'un it6r6 du Frobenius de 
B (par exemple, ce sera le cas si les deux conditions suivantes sont r6alis6es i) 
B = A  et u est la multiplication par p; ii) ou bien A est ordinaire, ou bien A est 
le produit de courbes elliptiques supersinguli6res). On note fl: f ~  Y le morphis- 
me de normalisation, j:  Y~--~B l 'immersion canonique, f = j f l  et ~: Y ~ 2  la 
normalisation de v. 

Proposition 1.2.2. Supposons que i: X ~--~ A vOrifie (*) (1.1.2). Alors: 
i) La courbe Y est intOgre et son degrO sOparable sur X est le rang de Get. 

ii) Le degrO radiciel de Y sur X est pS off s est le plus petit entier tel que F ~ 
annule Gin f. 

Le fait que Y soit int6gre (ou ce qui revient au mSme que Y soit connexe) 
r6sulte de la partie ii) de la condition (.): en effet, celle-ci entraine que le 
produit fibr6 BXA(Jj? ) de u et de a est connexe et on est ramen6 au cas 
classique off X = X  et A =J2 .  

Pour 6tablir ii), on peut, quitte g diviser B par Get  , s e  ramener au cas off G 
= G~,f. Soit p~ le degr6 radiciel de Y sur X. Comme G est annul6 par F ~, on a 
une factorisation du morphisme F ~ issu de B: 

F~: B - ~  A ~ B(~), 

d'ofi une factorisation du morphisme F ~ issu de Y: 

F~: y - -% X ~ y(~), 

d o n c r  < s. 
L'in6galit6 inverse r6sulte du lemme plus pr6cis suivant: 

Lemme 1.2.3. Supposons que u: B ~ A soit une isog~nie radicielle, que Y -~  X soit 
de degr~ p" et que i: X~--~A vOrifie la condition (i) de (*). Alors on a une 
factorisation canonique : 

P :  A ( - r ) ~ B ~ A ,  

et en particulier G = Gin fes t  annulO par F ~. 
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On peut identifier Y ~ X<-~ et ~: Y '~ ) (  ~t U. La jacobienne de )(~-"> est 
JLx-~). On d6duit alors du diagramme commutatif: 

~ ' ( - r )  _ _ ~  y 

2 ,X,  

(off les fl~ches horizontales sont les normalisations), le diagramme commutatif 
de morphismes de sch6mas ab61iens suivant: 

l(_-r) a(-~) A( -r )  

J 2 - -  > A 

off be s t  le morphisme d'albanese de ]: Xr Y'~B. Or K e r a r  <-') est 
un sch6ma en groupes lisse, doric son image par b est un sous-sch6ma en 
groupes lisse de B. Comme d'autre part, cette image est contenue dans Ker(u) 
--G qui est suppos6 radiciel, cette image est nulle et on obtient un morphisme 
c: A(-')--+B, telle que b=ca  (-'). Mais alors, comme a (-') est surjectif, Fr: 
A<-r)~A se factorise en uc, d'ofi le lemme. 

1.3.1. Par translation, on identifie l'espace tangent en un point quelconque de 
A h l'espace tangent ~t l'origine et on note IP a l'espace projectif associ6. A la 
courbe X plong6e dans A par i est associ6e une <<application de Gauss>>: s i x  
est un point lisse de X on lui fait correspondre le point de IP a d6fini par la 
tangente ~t X en x. On obtient ainsi un morphisme du lieu lisse de X dans IP a 
qui s'6tend canoniquement en un morphisme Yx: X~IPA. Soit J le faisceau 
d'id6aux de (~a qui ddfinit X, de sorte que l'on a une suite exacte: 

(1) J/J2-~ Q AIX--> f2x--~O. 

Par image r~ciproque par ~: ) ( ~ X ,  on en @duit une suite exacte sur X: 

~ * ( j / J 2 )  =.._+ ~* (~r + ~*(ff~X) -'=)" 0 .  

Si l'on divise ~*(Ox) par son sous-faisceau de torsion, on obtient un faisceau 
inversible ~x, quotient de Z'*(s qui d6finit l'application Yx: X~IPA. On a 
donc une suite exacte de faisceaux localement libres sur X: 

(2) 0 --+ ~ + i'*(aa) --+ ~x --+ 0 

off Xx est le sous-fibr6 de T*(~2A) engendr6 par l'image de ~ , ( j / j 2 ) .  Notons 
que g]x n'est autre que l'image de l'application sur les diff6rentielles 
~ * ( ~ 2 x ) ~  ~ associ6e ~ ~. En particulier, le degr6 de Yx, qui est le degr6 du 
faisceau inversible ~x, est au plus 2 g ~ - 2  off g~ est le genre de )(. Bien stir, 
lorsque X est lisse, ~x = ~x et Xx = Dr/'if2 est le fibr6 normal. 
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1.3.2. Reprenons  la s i tuat ion de 1.2.1 off l 'on a une isog6nie u: B--*A. Aux 
immers ions  i: X~--,A et j :  Y~--*B correspondent  des applicat ions de Gauss:  )'x: 
~,~---~lP A e t  Yv: f'--*IP~. 

L 'appl ica t ion  7x est constante  si et seulement  si ~ x  = (9 x. C'est le cas si X 
est elliptique ou bien si X est stable par  t ranslat ions par  un sous-groupe 
radiciel de rang p (par exemple, si i: X - ~ A  v6rifie (,) et si on prend pour  u: 
B ~ A  une isog6nie radicielle de degr6 p, alors ?y est constante). Si i: X~--,A 
v6rifie (,), H~ Dx) est un k-vectoriel de d imension au moins  6gale 5, la 
d imension de la vari&6 A, en particulier, 7x n'est pas constante  si 2 est de 
genre au moins  2. 

Proposition 1.3.3. Supposons que l'isogdnie u soit radicielle, que i: X ~--~A v~rifie 
(*) (1.1.2) et que X soit de genre >_2. Alors on a: 

degr6 7r < degr6 ~'x. 

En effet, si p~ est le degr6 de Y - , X ,  on a d'apr+s 1.2.3, une factorisation: 

F': A ( - ~ ) ~ B  " , A .  

Alors w induit  un morph i sme  birationnel,  not6 encore w: X ( - r ) ~  Y Soit 2 ( - r )  
= f" la normalis6e c o m m u n e  de X (-r) et de Y. Alors, avec les nota t ions  de 1.3.1, 
on a les inclusions ~rCf2X(-r~2~C_r~ et donc  degr6 7 r < d e g r 6  7x(_r~. Mais  
degr6 yx~_,~=degr6 7x par  t ranspor t  par  l ' i somorphisme a r (1.0), d'ofi la 
proposi t ion.  

Corollaire 1.3.4. Prenons pour isogonic u la multiplication par p dans A, soit PA" 
Alors si i: X ~--* A v~rifie ( ,)  et si X est de genre >2, les deux applications 7y et 
7x ~ PA de Y dans lP a ne cogncident qu'en un nombre f inie  de points. 

C o m m e  Y est r6duit, il suffit de mont re r  que l 'on a 7x ~ PA + 7y et, a fortiori, 
il suffit de mon t r e r  que ces deux applicat ions n 'ont  pas le marne degr6. Soit 
A - ~ B - ~ A  la factorisat ion de PAdans  laquelle v e s t  6tale et u est radicielle 
de degr6 p~. C o m m e  PA se factorise /t t ravers  le Frobenius  de A, on a r > 1. Les 
deux applicat ions 7r et yxOpA se factorisent /~ t ravers  v, donc remplaqant  PA 
par u: B-- ,A,  on est ramen6 au cas d 'une isog6nie radicielle. On a alors 
deg(;~r)<deg(7x) d 'apr6s 1.3.3. Mais  deg(7 x o u)=p~ deg(yx) >deg(Tx) (puisque 
r >  1 et deg(Vx)> 1) donc  

degr~(Ty) < degr~(? x o u). 

1.3.5. Terminons  ce numdro  en reformulant ,  en termes de faisceaux, le corollaire 
1.3.4. On reprend les nota t ions  de 1.2.1 avec u =PA" 

Soient co~, . . . ,co a une base de ~2 A et [ p ] ' p ] ( s  0 A l ' i somorphisme de 
faisceaux libres qui induit  l ' identit6 sur les sections globales;  donc  [p] p*(co 3 
=m~, pour  i = 1  . . . .  ,d. Par  image r6ciproque par  j:  Y~--*A on obtient  un iso- 
morph i sme  [p]y: (iu)* ~2a-Z-,j* ~2 A qui s'ins6re dans un d iagramme:  

v * ( J / J  z) , (iu)*(2 A ~ v*(g2x) -+ 0 

(1) t~l.~ 
J / f  ' J*(~A) , ~ , o 
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dans lequel les lignes sont exactes, la premiere etant  l ' image rhciproque par  v 
de la suite exacte (1) de 1.3.1 associee/ t  ?x, et la seconde 6tant l 'analogue de (1) 
pour  7r- 

Prenant  l ' image rhciproque de ce d iag ramme par  le morph i sme  de normali-  
sation fl: f - ~ Y  et remplaqant  les suites exactes (1) de 1.3.1 par  les suites 
exactes (2), on obtient  le d i ag ramme ~ lignes exactes: 

0 --" ~ * ( ~ )  , (/~)* ~A - '  ~*(~x)  - - ,  0 

(2) [pl~ 
,L 

off [p]~ est l ' i somorphisme image reciproque de [p] par  
Par  composit ion,  on deduit de ces d iagrammes  des applicat ions:  

(3) 7: v*(J /~z)  -+ f2r et ~: ~ * ( A ~ x ) ~ ) r .  

Bien stir 7 s'identifie g. ~ sur l 'ouvert  de lissite de Y situ6 au-dessus de l 'ouvert  
de lissit6 de X. 

Explici tons localement  7. Soient a une section locale de J e t  g son image 
darts j / j 2 .  Soit d a = ~  fog~ la differentielle de a. Alors l ' image de 8 dans f2AIX 

i 
qui intervient dans 1.3.1 (1) est s implement  dalX. D'ot? 

(4) 7 (v* (6)) = ~ (f/o u) o) i I Y. 
i 

Corollaire 1.3.6. Sous les hypoth&es de 1.3.4 les applications 7 et ~ ne sont pas 
nulles. 

C o m m e  J~x est localement  libre et que 7 et ~ coincident sur un ouvert  non 
vide, il suffit de mont re r  que ~4:0. Or, si on avait  ~=0 ,  I-p]f induirait,  par  
passage au quotient  dans (2), un i somorphisme O * ( O x ) ~ O  r et on a d6j~k 
remarque  que 7r et 7xPA n'avaient  pas le meme  degr6 (cf. 1.3.4). 
Remarque 1.3.7. Les mames considerat ions de degr6 mont ren t  que les corollai- 
res 1.3.4 et 1.3.6 restent valables si on suppose X lisse de genre >2 ,  meme  si 
i: X~-~A ne verifie pas (*). En fait la condit ion (*) nous sert, d 'une part  pour  
trai ter  le cas X singulier, d 'aut re  part  pour  calculer explici tement certains 
degres (cf. 1.2.2). 

2. Compl~ments sur le fibr~ normal 

2.0. Dans  ce numero,  R 1 est un anneau  local d ' ideal maximal  m, de corps 
residuel k; on suppose de plus que m est de carr6 nul et est un k-espace 
vectoriel  de dimension 1; on choisit un generateur  7r de m. Dans  la suite, R 1 
interviendra c o m m e  quot ient  d 'un anneau  de va lua t ion  discr6te par  le carte de 
son ideal maximal .  On affecte d 'un indice zero les k-schemas;  en particulier, si 
$1 est un Rl-schema,  S O designe le k-schema S 1 x R1k , deduit  de $1, par  
reduct ion modu lo  m. 
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2.0.1. Soit S 1 un Rl-sch6ma. La multiplication par ~ induit un morphisme de 
(9so-MOdules 0: (gSo-+ ~(~sl = n(gSo. Nous utiliserons fr6quemment dans la suite 
le fait que S t e s t  plat sur R~ si et seulement si 0 est un isomorphisme ([2] 
chap. I I I w  5 Th. 1). Lorsque cette condition est r6alisde, nous noterons parfois 
<<~-1>> l 'application inverse de 0. 

2.1. Soient S un sch6ma et J/{ un faisceau quasi-coh6rent sur S. Rappelons que 
le fibr6 vectoriel V(d/) ,  associ6 au faisceau J///, est le S-sch6ma affine d6fini par 
l'alg6bre sym6trique de ~ / ;  il repr6sente le foncteur qui /t tout S-sch6ma 
f: T ~ S ,  associe l 'ensemble des morphismes de Or-Modules u: f * ( J { )  ~ (97.. 

2.2. Dans la suite de ce num6ro, on consid6re un Rl-sch6ma A 1 et un sous- 
sch6ma ferm6 X o de A o = A  1 •  Soit J (resp. J o )  le faisceau d'id6aux de 
(9A1 (resp. (fiao) qui d6finit X o. Alors l 'image de ~z dans 6'A~ est dans g e t  on a 
des suites exactes: 

zr(fiAo-~ J ~ J o  ~ 0 ,  
(1) 

rCOx ~ _+ g / g 2  __+ g o ~ j 2  ~ O. 

Consi@rons alors le fibr6 vectoriel V(X) au-dessus du sch6ma A~ et soit 
u  le sous-sch6ma de u  qui repr6sente le foncteur suivant: pour tout 
Al-sch6ma f :  T ~ A 1 ,  V(J )* (T)  est le sous-ensemble de ~r(J)(T)  form6 des 
morphismes u: f * ( g ) ~ ( 9  r tels que u(~)=l  (on note abusivement encore n, 
l 'image canonique de rc dans f* (g) ) .  

Si u: f * ( J ) ~ ( 9  r correspond ~t un point de ~g(g)*, on a donc: 0=u(n  2) 
=rcl,  donc rc annule (9 r. De plus g ( g r = u ( J ~ ) = z r u ( J ) = 0  , d o n c  g annule (9 T. 
C'est dire que le morphisme structural u  1 se factorise /t travers Xo; 
en particulier an a ~r(A)* = ~ g ( j / j 2 ) , .  D6sormais on note simplement VJ, ou 
m6me Vo, le Xo-sch6ma u  et ho: V o --* X o le morphisme structural. 

Exemples 2.2.1. i) Si A 1 =Ao, on a re=0 dans C0A, et doric V o est vide. En fait le 
cas le plus int6ressant est celui off A~ est plat sur R 1. 

ii) Si A1 est lisse sur R~ et si X o est lisse sur k, alors ho: V o ~ X o est lisse. 
Plus pr6cis6ment, supposons A 1 affine et X o d6fini dans A o par une suite 
r6guli6re que l 'on rel6ve en des 616ments t~ de g .  Alors il existe des sections T~ 
de (gao, uniquement d6termin6es, telles que t~=r~T~ (2.0.1) et V o est l'espace 
affine sur X o de coordonn6es les T~. 

2.2.2. On a une action naturelle de V ( J o / J  2) sur u  En effet si f :  T ~  A 
est un A-sch6ma, on d6duit de (1) la suite exacte: 

f *(CXo ) -+ f *(oC/._,C2)~+ f *(oCo/.ff 2) -+ O. 

Alors si u: f , ( j / j 2 ) _ +  (_gr envoie rt sur 1, tout autre morphisme u' ayant cette 
propri6t6 s'6crit uniquement u '=u+vz ,  pour un unique v : f * ( g o / g 2 ) o ( f i r .  
Ceci d6finit Faction de u162  2) sur u  et montre que pour cette action, 
u  est un espace formellement principal homog~ne ([4] Exp. I I i  p. 13). 

2.3. Soient S 1 un R~-sch6ma plat et ul: S~-+A 1 un R, -morphisme tel que 
u0: S o -+ A o se factorise/t travers X o. Cette derni~re condition signifie que l'on 



C o u r b e s  sur  une  vari6t~ ab~l ienne  et po in t s  de  to r s ion  215 

a J ( g s = n ( g s .  Par ailleurs, la platitude de S 1 entraine que la multiplication 
par n: ~9So--,n(5's, est un isomorphisme (2.0.1), d'ofl un morphisme de Cs-  

, can. <~n- 1>> 
modules u ( J ) - - - - ~ J ( g s = n ( g s ,  -+(gso qui envoie u*(n) sur 1. I1 lui 

r t 
' " S O ~ V o et on a foUo=U o. Nous  dirons que u o correspond un k-morphisme u o. 

est le rel6vement de u ~t travers V o. 
Notons  (A1,Xo)(R1) le sous-ensemble de A1(R 0 form6 des points dont  

l ' image dans Ao(k ) appartient h Xo(k ). L'op6rat ion de rel6vement appliqu6e 
avec S 1 = Spec (R 1) fournit alors une application canonique 
z: (A1, Xo)(R1) ~ Vo(k), rendant  commuta t i f  le d iagramme:  

( A l ,  X o ) ( R t )  ~ > V o ( k  ) \ / o  
So(k). 

Lorsque A 1 est lisse sur R 1 et X o lisse sur k, l 'application (A1, Xo) (R t )& Vo(k) 
est surjective, comme on le volt sur les coordonn6es de 2.2.1 ii). 

Exemple 2.3.1. Reprenons  l 'exemple 2.2.1 ii) et les notat ions ti, T~. Si S 1 est un 
Rl-sch6ma plat et u~: S I ~ A ~  un Rl -morph isme  tel que u o se factorise A 
travers X o, on a t~ o u = nfi off les fi sont des sections uniquement  d6termin~es 
de (gSo. Alors le rel6vement u~) de u o est d~crit par les relations: T/o u ~ : f i .  

2.4. Soit X t u n  sous-schSma de At ,  plat sur R1 tel que X 1 x B , k = X  o. Notons  
j~: X 1 ~--~A~ l ' immersion correspondante  et J le faisceau d'id6aux de (gA, qui 
d6finit X t. Le rel6vement (2.3) de Jl est un k-morphisme j~): X o ~ V 0 tel que 
hoJ'o=Jo, donc j~ est une section de h o. On a f c J  et l ' image de J dans le 
faisceau quotient (gx, =((:Al/f est  n(~x, =nCXo. Si l 'on revient ~ la definition du 
rel6vement, on trouve que Jo est associ6 au morphisme de faisceaux: J 
nCx-Z~Cxo compos6 de la surjection canonique et de l ' isomorphisme <<n-l>>. 
En particulier le noyau  de cette application est ~r R6ciproquement,  si l 'on part 
d 'une section j~ de h0, elle provient d 'un morphisme de faisceau J ~ CXo qui 
envoie n sur 1. Soit f son noyau. Alors on a une suite exacte de faisceaux: 

o ~ ~xo ~ o~ ~/j  --, (~A]Y ~ o 

avec C n / ~ - - ( g x o  et off 0(1) est l ' image de n. Si alors X~ est le sous-sch6ma de 
A t d6fini par J ,  on  a XI •  et X 1 est plat sur R~ (2.0.1). On  a donc  
6tabli le r6sultat suivant (bien connu au moins dans le cas off A o et X 0 sont 
lisses sur k ([5] cor. 5.4)). 

Proposition 2.4.1. Eapplication de reldvement (2.3) fournit une bijection canonique 
entre les sous-sch~mas X 1 de A~, plats sur R1, tels que X 1 • k = X o  et les 
sections de h o : V o -~ X o. 

3. Calcul diff6rentiei modulo p2 

3.0. Dans ce num6ro, on reprend les notat ions du num6ro pr6c6dent, mais 
on suppose de plus que le corps r6siduel k de R 1 est alg6briquement clos de 
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caract6rist ique p > 0  et que le ghnhrateur ~ de m est t ' image de p. Autrement  
dit, R~ est le quotient,  modu lo  p2, d'un anneau  de valuat ion discr6te, d'inhgales 
caract6ristiques, non  ramifi6, fi corps rhsiduel a lghbriquement  clos de 
caracthristique p > 0. 

3.1. Soit Ul: B 1 --*A~ un R~-morphisme entre schhmas lisses, tel que Uo=U ~ 
x R k: B o --* A o ait une diff6rentielle nulle. Soient io: XoC--*Ao une immers ion  

ferm6e, 1Io l ' image r6ciproque rhduite de X o par  u o et Jo: Yo~---'Bo l ' immers ion 
associhe. On note Vo: Yo ~ X o ,  l 'applicat ion induite par  Uo: B o - * A  o. Soit J 
(resp. Jo )  le faisceau d'idhaux de (QAI (resp. (-0ao) qui d6finit X o et soit f (resp. 
J o )  le faisceau d' idhaux de (9~1 (resp. (gBo) qui dhfinit Yo. On a J ( f l B l c f ,  J o  

Go~JO- 
Si ho: V o --, X o est associ6 ~t J c o m m e  dans 2.2, on dispose de l 'appl icat ion 

de relhvement (2.3) -c: (A1, Xo)(R 0 --* Vo(k ). Soit de m6me (B~, Yo)(RO la partie 
de BI(R1) image rhciproque de Yo(k) par  l 'appl icat ion canonique Bx(RI)~Bo(k). 
C o m m e  la diffhrentielle de u o est nulle, l 'appl icat ion BI(RO---,A~(RO induite 
par  u se factorise ~t travers Bo(k). A fortiori, l 'appl icat ion 
(B1, Yo)(R1)~(A1,Xo)(RO induite par  u se factorise ~ travers Yo(k), via une 
appl icat ion if: Yo(k)--*(A, Xo)(R O. C o m p o s a n t  17 avec r, on obtient  une applica- 
t ion ensembliste Yo(k)~Vo(k). Le but de ce num6ro est de construire un k- 
morph i sme  canonique  Vo: Yo--* Vo qui sur les points  rdalise zg  et de calculer sa 
diff6rentielle. No tons  que l 'on aura  alors le d i ag ramme commutat i f :  

(B, Yo)(R~)---x--,(A, Xo)(R 0 ~ ~ Vo(k) 

go(k) - , Xo(k). 
vo  

3.2. Soient a et b des sections de (gA, sur un ouver t  U, ao, b o (resp. a_q, b_, resp. 
__ao, bo) leurs images dans (_gao (resp. (281, resp. (9~o). C o m m e  k est parfait,  B o 
lisse et la diffdrentielle de u o nulle, a o et b o sont  des puissances p-hines dans 
CRo: a o = ~  g, bo=flg. Soient ~ et fl des relhvements de c% et de flo dans (98l. 
Alors c~P est l 'unique relhvement de _% dans (98, qui est une puissance p-hme; 
c'est le <<rel4vement de Teichmuller>> de _% not6 a*. Soit de m6me b~ =fly. On a 
les relations : 

(2) (ab)~ -a_ob o , {a+b)~ -a_ o +b o +pS(o~ o, rio) 

off S(U, V) est le po lyn6me  homoghne  de degr6 p dans Z [ U ,  V], tel que:  

s(u, v)= [(v+ v ) ~ -  v ~ -  W]/p .  

C o m m e  B~ est R l -p la t  et que a et _a~ sont deux rel4vements de % ,  il existe 
d 'apr4s 2.0.1 une unique section q~(a) dans (fl~o, telle que: 

(3) a = a ~  +peb(a). 
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De (2) on d6duit les identit6s: 

O(a + b) = q~(a) + (b(b) + S(c%, flo) 

(4) ~(ab)=a_o cb(b)+ bo Cb(a) 

(p) = 1 

Supposons  que a e J ,  alors __ao=egeJo et c o m m e  Yo est r6duit, ~ 0 e J o  et 
donc  a o e j  p. Les formules (4) mon t ren t  alors que �9 est lin6aire modulo  J ~  et, 
a fortiori, d6finit un morph i sme  de faisceaux: u * ( J ) - - .  OBo/J  o qui envoie p sur 
1. Par  d6finition de V o (2.2), il lui correspond un k -morph isme  v~): Y0 ~ Vo- 
Mont rons  que l 'appl icat ion ensembliste ~ :  Yo(k) ~ Vo(k ) est induite par  v o (ce 
qui suffit ~t la caract6riser, 17o 6tant r6duit et k 6tant a lgdbriquement  clos). Pour 
cela notons  que si f~: C I ~ B 1 est un R~-morphisme avec C~ lisse sur R~, et si 
Z o est l ' image r6ciproque rdduite de Yo par  )Co, alors la construct ion pr6c6dente 
de v o est fonctorielle par  r appor t  /t f, c'est-h-dire associe /l uf le morph i sme  
Vofo: Z o ---* V o. Appliquons cette remarque  en prenant  C ~ = S p e c ( R  0 et pour  
f l :  Spec (R1) --, B~ un point  de (B~, Yo)(RO. Alors Z o = S p e c ( k ) ,  et la construc- 

t ion ci-dessus associe ~t uf l 'unique appl icat ion lin6aire: I ~n , m  ~v-q___. k, 
donc  correspond bien au rel6vement de uf au sens de 2.3. 

3.3. Pour  terminer  ce num6ro, calculons la diff6rentielle de v;.  La  d6finition de 
V o = u  (2.2) entraine que le faisceau ~2vo/x ~ des diff6rentielles de V o relative- 
merit/~ X o est canoniquement  i somorphe  ~ h*(Jo/J2o), d'ofi une suite exacte: 

(5) h~(ggxo ) ~ f2Vo -~ h'~(Jo/J~) --~ O. 

C o m m e  la diff6rentielle de u o est nulle, la diff6rentielle de v~ provient,  par  
passage au quotient,  d 'une applicat ion:  

(6) 6: V'o* (~2Vo/Xo) = v~ (Yo /Y  2) ~ g2ro 

que nous allons d6terminer. 
Soit a o une section locale de J 0 / J g  image d 'une section locale a de J .  

Avec les notat ions de 3.2, on a: 

Or  d 'apr6s (3), on a: 

6v~d (~o) =d~(a)l  Yo . 

du* (a) = u'~ (da) = p(dc% + d~  (a)). 

D o n c  u*(da)=pTJ(a) off kU(a) est l 'unique section locale de ~2~o telle que 

~P (a) = d~ o + drb(a). 

C o m m e  ao%r on a T(a)[ Yo=dq~(a)[ Yo doric est 6gale/ t  6v*(do). 
En r6sum6, on a obtenu le r6sultat suivant:  

Proposition 3.3.1. Sous les hypotheses de 3.1, il existe un unique k-morphisme 
V'o: Yo--* Vo, tel que hov'o=V o et qui sur les points rationnels induit l'application 



218 M. Raynaud 

z ff: Yo(k)--*Vo(k). Eapplication 6 (6) qui dOcrit la diffdrentielle de Vo, se calcule 
comme suit: soit a une section locale de ~r d'image ao dans J o / J  2. Alors 6v~(do) 
= 7J(a)l Yo, off 7t(a) est l'unique section locale de OBo telle que u*(da)=pTJ(a). 

4. Application aux seh6mas ab61iens: &ude modulo p2 

4.0. Dans ce num6ro, R 1 est un anneau local du type consid6r6 dans 3.0. 

Soient A 1 un Rl-SCh6ma ab61ien, io: X o ~ - , A o = A l x g k  une immersion 
d'une courbe propre et int6gre, d6finie par un faisceau d'id6aux J (resp. Jo )  
dans A 1 (resp. Ao). On note ho: V o ~ X o le Xo-sch6ma ~g(or consid6r6 dans 
2.2. Soit (A~, Xo)(R1) l'image r6ciproque dans AI(R1) de Xo(k) par l'applica- 
tion de rdduction mod. p: AI(RO--*A(k). Alors l'op6ration de rel6vement (2.3) 
fournit une application canonique z qui rend commutatif le diagramme: 

(A1, Xo)(R,) �9 _~ Vo(k ) 

Xo(k). 

4.1. Soit PA, (resp. Pao) le morphisme de multiplication par p dans A1 (resp. Ao). 
Comme la diff6rentielle de PAo est nulle, on peut appliquer les consid6rations 
du num6ro pr6c6dent en prenant B~ =A 1 et u I =PA,. Soient donc Yo l'image 
r6ciproque r6duite de X o par PAo et %: Yo ~ Xo le morphisme induit par Pao. 
La multiplication par p: AI(RI)-~ At(R1) d6finit par passage au quotient une 
application p: A(k)~AI(RO;  celle-ci induit une application Pro: Yo(k) 
~(A1, Xo)(R1). Uimage de Pro est form6e des points de pAl(R1) qui rel6vent des 
points de Xo(k ). D'aprbs 3.3.1, il existe un k-morphisme canonique Vo: Yo~Vo, 
tel que hov'o=Vo qui, sur les points 5. valeur dans k, coincide avec zpr o. On a 
donc un diagramme commutatif: 

(1) 

v6 

Yo(k) ~ (A,, Xo)(R1) -~ Vo(k) 
~ . . . ~ .  yo T' 

1 
Xo(k). 

Reprenons les consid6rations et les notations du N ~ 1, mis ~ part que les k- 
sch6mas et k-morphismes sont maintenant affectbs d'un indice <<0>). Aux im- 
mersions Xo~--*Ao et Yo~--*Ao correspondent des applications de Gauss (1.3.2) 

:~ 2 7Xo et 7to et un morphisme de faisceaux 7: Vo(Jo/Jo)~2ro (1.3.5 (3)) qui 
mesure ~da difference>> entre 7xoVo et 7to. Par ailleurs, comme v o a une 
diff6rentielle nulle, la diff&entielle de v o provient d'une application 6: v*(Jo/J 2) 
~Oro (3.3 (5)). 
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Lemme 4.1.1. Les applications 7 et 6: v ~ ( J o / j 2 ) ~  f2ro coincident. 

En effet, soient co, . . . .  ,co a une base de f2 A et a une section locale de J 
d ' image ao dans J o / J  2 et soit da=~f~co  i la diff6rentielle de a. Alors, d'apr6s 
la formule (4) de 1.3.5, on a: i 

~(~(~o)) =~(f,  ~ Vo) o~,1 Yo. 
i 

Par ailleurs, on a p*(coi)=pco ~, donc p~,(da)=p(~(fiOpao)O~i) et par suite, 
i 

avec les notations de 3.3.1, O(a)=~(fiopAo)o)i[A o. On d~duit alors de 3.3.1 que 
l 'on a: i 

i 

d'ofi le lemme. 
Soient alors Y~ l 'image sch6matique de Yo par v o et h~: Yo--'Xo la restric- 

t ion de h o ~ Yo. C o m m e  v o est fini, h o est rink 

Proposition 4.1.2. Supposons que io: Xo~--~A o vkrifie (*) (1.1.2) et que la courbe 
Xo,  normaliske de Xo, soit de genre >=2. Alors l'application Iio--* Yo dkduite de 
v' o est gdn~riquement ktale. 

Notons  d 'abord  que la propri6t6 (,) entraine que Yo, et donc aussi Y~, sont 
int6gres (1.2.2). Par ailleurs, d'apr6s 1.3.6, on peut trouver un ouvert non vide 
U o de X o au-dessus duquel X o et Yo sont lisses et 7 surjective. D'apr6s 4.1.1 v o 
est non ramifi6e au-dessus de U o. Si alors on restreint U o pour  que Y~ soit 
6galement lisse au-dessus de Uo, I1o --* Y~ est &ale au-dessus de U o. 

4.2. Soit G, (resp. Go) le noyau  de PAl (resp. PAo)" Alors G o est produit  de sa 
composante  neutre (Go)in f et de sa composante  6tale (Go)et. Par contre, sur R 1 
on a seulement une suite exacte de sch6mas en groupes plats: 

(1) 0 -")" ( a  l)inf ~ G, ~ (G l)et ~ 0,  

off (G01nf rel6ve (Go)in f et (G1)et rel6ve (Go)et. 
La  proposi t ion 4.1.2 entraine que le degr6 radiciel de ho: Yo ~ X o  est 6gal 

celui de Vo: Y o ~ X o ,  d'ofi d'apr6s 1.2.2: 

Corollaire 4.2.1. Sous les hypothdses de 4.1.2, le degrd radiciel de h' o est pS, off s 
est le plus petit entier tel que F ~ annule (Go)inf; e n  particulier on a s>  1. 

Remarque 4.2.2. Que peut-on dire sur le degr6 s6parable de vo? Bien stir celui-ci 
est majorr par le degr6 s6parable de v o qui est aussi le rang de (Go)et. On peut 
affiner cette majora t ion en tenant  compte du choix du rel6vement Aa de A o. 
En effet, on voit facilement qu'il existe un unique sous-groupe 6tale maximal  H 
de (G,)et  , au-dessus duquel la suite exacte (l) ci-dessus est scindable. 
Choisissons alors un sous-sch6ma en groupes 6tale H ,  de G 1 qui rel6ve H et 
soit B~ le quotient  A, /H~.  On a une factorisation de Pal en: 

Wl ul 
A 1 ~B 1 - -  ~A 1. 
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Nous  pouvons  appliquer la construct ion du N ~ 3 avec H 1 ~1 la place de PA,. On 
en d6duit que si Z o est l ' image r6ciproque r6duite de X o dans B o, le morphis-  

t , p ! me v o. Yo ~ Yo se factorise ~ travers Z o. Ainsi le degr6 s6parable de v o est au 
plus le degr6 s6parable de Uo: Bo--',A o 6gal au rang de (G1)dH. 

Exemple 4.2.3. Supposons que A o soit une vari6t6 ab61ienne ordinaire. Alors on 
a H=(G~)~, si et seulement si la suite exacte (1) est scindable, c'est-/t-dire si et 
seulement si A~ est un rel6vement canonique de A o au sens de Serre-Tate ([10] 
w Dans  ce cas le degr6 de h~ est 6gal / l  son degr6 radiciel qui est pS=p. 

4.3. Soient X 1 une courbe plate d6finie sur R~ qui rel6ve X o et i~: XI~- ,A  1 
une immersion qui prolonge i o. A la donn6e de i I correspond par 2.4.1 une 
section i~ de ho: V o ~ X o ,  en partilier, V o est maintenant  un espace principal 
homog6ne sous V ( J o / J o  z) (2.2.2) trivialis6 par i o. On note X o la courbe image 
de i~, donc  h o induit un isomorphisme X~ ~,  X o. 

Soit x~pA~(RI )~XI (RI )  et soit z(x)EVo(k ) le rel6vement de x (2.2.2). Alors 
z(x)~X'o(k ) et d'aprbs (4.1), r(x) est aussi dans l ' image de v~, donc  est dans 
Y~(k). On obtient ainsi un diagramme commutat i f :  

PAI(R1)c~X~(R1) ~ § Xo(k)c~ Y~(k) 

can.~ ~o~X'o(k) 
Xo(k) 

Lemme 4.3.1. Eimage de pAI(R1)~Xa(RI)  dans Xo(k ) est contenue dans l'image 
de X'o(k ) c~ Yo(k) et lui est ~gale au-dessus de l'ouvert de lissit~ de X o. 

La premiSre assertion est claire v u l e  d iagramme prhchdent. Prouvons  la 
derni4re assertion. Soit a~Xo(k)c~ Yd(k) un point  de Vo(k) qui se projette sur un 
point  lisse x o de X o. Mont rons  que a est l ' image par z d 'un point  de 
PAI(R1)c~XI(RL). C o m m e  a~Yo(k), il existe un point  yo,Yo(k) tel que v~(y o) 
= a .  C o m m e  A~ est lisse sur R 1, on peut relever Yo en yl~AI(R1). Alors x=py~ 
=PYo est un point  de pAl(R1) qui rel6ve x o et r on  a z (x )=a .  I1 suffit donc de 
mont re r  que x ~ X I ( R I )  , sachant  que z(x)~X'o(k ). Or X o est supposbe lisse sur k 
en Xo, donc X1 est lisse sur R 1 en x o et localement, le faisceau d'idhaux qui 
dhfinit X 1 dans A 1 est engendrb par  une suite rhgulihre (t 1, ..., t d_ 1). Au choix 
des t i correspondent  des coordonn6es  T1,... ,  Td_ 1 sur le Xo-schhma Vo, telles 
que, si un point  x~AI(R1) envoie t i sur pf/, i = 1  . . . .  , d - l ,  f/~k, alors son 
relhvement z(x) est le point  de V o, de coordonn6es  T~=f/ (2.3.1). I1 en rhsulte 
que X~ a pour  6quations dans V 0, T~=0 pour  i = 1  . . . .  , d - 1 .  Donc  
z(x)eX'o(k ) r =0,  i =  1 . . . .  , d -  1, ,~x~X,(R1) .  

4.4. Soient Y(; la courbe normalis~e de Y~ et /~: Y-d--*X 0 le morphisme 
compos6 de la normalisat ion et de la projection h~. Notons  ;go le fibr6 
vectoriel sur ~z~ 6gal au quotient  de /~*(Jo / Jo  2) par  son sous-faisceau de 
torsion. Par exemple, si X o est lisse, ou plus g6n6ralement si X o est localement 
intersection complbte dans Ao, on a ~/do = / ~* ( Jo / J2 ) .  Enfin soit ~ 'o  v le dual de 

~o. 
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Si aEA~(R1), on note X I + a  la courbe d6duite de X 1 par la translation par 
a. Nous pouvons alors d6montrer le point essentiel dans la preuve du th6orSme 
II de l'introduction. 

Th~or~me 4.4.1. Supposons que io: X o ~--*A o v~rifie (,) (1.1.2) et que la normalisOe 
de X o soit de genre >2. Alors, pour tout a~A1(R1) , I'image de pAI(R1)c~(X1 
+a)(Rt) dans (Xo+a)(k) est finie, et son cardinal est majorO par le degrO 
maximum #o des sous-faisceaux inversibles de Jg~. 

Examinons d 'abord le cas a = 0 .  Soit E l'image de pA1(ROnXt(R  0 dans 
Xo(k ) et montrons que E est finie. Si l'on identifie X o /~ X;  par la projection 
ho, il rdsulte de 4.3.1 que E est contenu dans X'o(k)n Yd(k) (et lui est mSme 6gal 
lorsque E est contenu dans l 'ouvert de lissit6 de Xo). I1 suffit donc de montrer 
que X~ ~ Y~ est fini ou encore que ces deux courbes int6gres sont distinctes. Or 
X o est de degr6 1 sur X o alors que 11o a un degr6 radiciel sur X o qui est > 1 
d'aprSs 4.2.1. 

Ceci 6tant, utilisons la section X o de ho: V o ~ X  o pour identifier le X o- 
sch6ma V o au fibr6 vectoriel ~r(~o/~g ) (2.2.2). Alors l ' immersion Yd ~ V o corres- 
pond / t un  morphisme de faisceaux h'o*(~o/j2)-*(9~a qui s'annule pr6cis6ment 
aux points de X o ~ Yo. Comme cet ensemble est fini, ce morphisme est non nul 
et par image r6ciproque sur f'(~, puis passage au quotient par le sous-faisceau 
de torsion, donne un morphisme non nul 

Alors le dual ~v: (9%~j/go~ est injectif et son image engendre un sous-fibr6 
inversible (gf~(A) de J///o ~ off A est un diviseur positif sur I?~ ayant pour support 
l 'image r~ciproque de Y;(k)nX~(k); en particulier le cardinal de cette intersec- 
tion est major~ par le degr6 de A, donc le cardinal de E est major6 par le degr6 
des sous-fibr6s inversibles de Jr ~- 

Examinons maintenant le cas g6n6ral. Un 616ment a de AI(R1) est de la 
forme pb+c avec b e t  c dans AI(R 0 et c dans le noyau de AI(R1)--*Ao(k). Si 
l 'on remplace X 1 par la courbe translat~e X~ +pb, E est chang~ en E+pb et 
son cardinal n'est pas modifi6. Si maintenant on remplace X1 par X~ +c,  V o et 
Y~ ne sont pas modifi6s, simplement la section X ;  de h o est chang6e. 
Autrement dit, avec les notations pr~c~dentes, on doit remplacer ~ par 
+ho*(r/) pour un certain rl: Jo/Jg--,(gXo, ce qui n'affecte pas notre majoration. 

Exemples 4.4.2. i) Supposons que A o soit une surface ab61ienne. Alors X o est 
localement intersection complSte et V o est lisse sur X o. Le cardinal de 
X'o(k)c~ Y~(k) est major6 par la multiplicit6 d'intersection X~. Yd qui n'est autre 
que le degr~ de ~ 'o  ~. Ce degr~ est 6gal ~ pr+'(X o.Xo), off X o. X o est la self- 
intersection de X o dans Ao, pr+S est le degr6 de h; et se d6compose comme 
suit: 

- pS est le degr6 radiciel de h~ donn6 par 4.2.1 
- pr est le degr6 s6parable de h o major6 dans 4.2.2. 
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Comme X o n'est pas une courbe elliptique, on a X 0 . X o > 0  et il r6sulte de 
4.3.1 que si X o est lisse, XI(R1) contient toujours au moins un point de 
PAl(R1). 

ii) Supposons que A o soit de dimension d > 3  et que X 0 soit lisse. Alors s i c  
est un point assez g6n&al de KerAI(ROoA(k), (XI+c)(R1) ne rencontre pas 
pAl(Ra). En effet, identifions KerA~(Rj)oA(k) "~ l'alg6bre de Lie L de A o. 
Alors pour tout yeVo(k), les points c de L tels que la section de ho: V 0 ~ X  o 
associ6e ~ (X~ + c) (cf. 2.4) passe par y, sont les points d'une courbe alg6brique 
Ly de L. La r6union des courbes Lr, yeYo(k), est une partie constructible de L 
de dimension <2,  donc distincte de L et il suffit de choisir c darts son 
compl6mentaire. 

Remarque 4.4.3. Sous les hypoth6ses de 4.4.1, pA~(R~)c~X~(Rx) est fini comme 
il r6sulte de 4.4.1 et du fair que le noyau de l 'application pA~(Ra)-~Ao(k), 
donn6 par la r6duction modulo p, est fini (par exemple c'est un quotient du 
noyau de la multiplication par p dans Ao(k)). 

5. Torsion rationnelle et torsion ramifi6e (cas local) 

5.0. Dans ce num6ro, R d6signe un anneau de valuation discr&e complet, de 
corps des fractions K de caract6ristique 0, de corps r6siduel k alg6briquement 
clos de caract6ristique p > 0 .  On suppose que le groupe des valeurs de la 
valuation de K est 7/ et on note e la valuation de p (e est l'indice de 
ramification absolue de R). 

Soient /< une clSture alg6brique de K et G le groupe de Galois d e / (  sur K. 

5.1. Soient A un R-sch6ma ab61ien, A K sa fibre g6n6rique, A 0 sa fibre sp6ciale 
et T le groupe des points de torsion de A(/~), muni de ract ion naturelle de G. 
On a T=TpOTp,, off Tp est la composante p-primaire de T et Tp, est la 
composante form6e des 616ments d'ordre premiers 5. p. Comme A est un R- 
sch6ma ab61ien et que le corps k est alg6briquement clos, on a Tp,~A(K) 
=A(R) et en particulier G op6re trivialement sur Tp,. 

5.2. Soit Ap~ le R-groupe p-divisible construit b, partir des noyaux des multipli- 
cations par les puissances de p dans A. On a une suite exacte de R-groupes p- 
divisibles: 

(1) 0 ~ (Ap~)i~ (Ap=) ~ (A.~)ot ~ 0, 

off (Ap~)inf est le groupe p-divisible associ6 au R-groupe formel obtenu par 
compl6tion de A l e  long de la section 0, et  (Ap~)e t est 6tale, isomorphe b~ 
(O~p/Zp) h, off h est le p-rang de A 0. 

A la suite exacte (1), correspond sur les points de tors ion/ t  valeurs d a n s / s  
une suite exacte de G-modules: 

(2) 0 '''~ Tin f ~ Tp---~ (Tp)et-"~ 0. 

Notons T~ le sous-groupe divisible maximal de Tp(K). 
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Lemme 5.2.1. Supposons que l'indice de ramification e de R soi t < p - 1 .  Alors T~ 
est un facteur direct du G-module Tp. 

En effet, comme T~ est non ramifi~ sur R, il r6sulte du lemme de 
sp6cialisation ([7 3 w prop. 1.1) que T~ca(Tp)inf=O. Donc l 'application 
compos6e T~ ~--, Tp~(Tp)et est injective et comme T~ est p-divisible son image 
est un facteur direct du module galoisien trivial (Tflet~-(Qp/7Zp) h. Soit T 1 un 
suppl6mentaire de cette image, alors l'image r6ciproque de T 1 dans Tp est un 
suppl6mentaire de T~, stable par Faction de Galois. 

Dans la suite de ce num6ro, on suppose e < p - 1  et on choisit un 
suppl6mentaire T" de T~ dans Tp, stable par Galois. C'est, par construction, le 
groupe des points de torsion d'un sous-groupe p-divisible A" de Ap~. 

Le lemme suivant montre que Faction de G sur T"(I() est ~dmportante~: 

Lemme 5.2.2. Le cardinal des orbites de G dans T"(I() tend vers + oc avec 
l'ordre des OlOments de T"(K) (autrement dit, V N > 0 ,  il existe un entier r>0 ,  tel 
que, si xeT"(K)  est d'ordre >pr, alors l'orbite de x sous G a un cardinal >N).  

En effet, soit M"=Hom(~p/77p,  T ' )  le module de Tate associ6 h T'.  C'est 
un 7Zp-module libre de rang fini, mini d'une action continue de G. Notons M* 
l'ouvert de M (pour la topologie p-adique) form6 des 616ments d'image non 
nulle dans M/pM. Un argument imm6diat de compacit6, montre que le lemme 
5.2.2 6quivaut au fait que G n'a pas d'orbites finies dans M*. Soit donc M 1 le 
plus grand sous-7/p-module de M sur lequel G agit h travers un groupe fini et 
montrons que M 1 =0. Alors T 1 = l im M1/P~M1 est un sous-groupe divisible de 

n 

T', sur lequel G agit h travers un groupe fini. I1 r6sulte, par exemple des 
th6or6mes de Tate ([113 cor. 1 p. 181) que Tl~(Tp)in f est fini. Donc le 
morphisme compos6 T 1 -; Tp~(To)et a un noyau rink Comme G agit triviale- 
ment sur (Tp)~t et que T~ est divisible, G agit trivialement sur 7"1. Donc T~ = 0, 
v u l e  caract6re maximal de T~. 

Exemples 5.2.3. i) Si le p-rang h de A o est nul, on a T~=0, T"=Tp=Ti,,f. 
ii) Si A o est ordinaire, on a T~=(Tp)~t (et donc T " =  Tinf) si et seulement si A 

est le 'rel6vement canonique de A o au sens de Serre-Tate. Au contraire, si A est 
un rel6vement g6n6ral de A o, T~ = 0  et T " =  Tp. 

5.3. On a une d6composition (non canonique), compatible avec G: T =  T ' G T "  
off T'= Tp, O T;. 

Nous dirons (abusivement) que T' est la torsion rationnelle de A et que T" 
(d6fini pour e < p - 1 )  est la torsion ramifi6e de A. La torsion rationnelle 
poss6de les propri6t6s suivantes: 

i) L'action de G sur T'  est triviale et done T '~A(K)=A(R) .  
ii) T'  est p-divisible. 

iii) L'application de sp6cialisation 

T'c--* A(K) ~ A(R) --.,, A(k) 

est injective (en effet on a remarqu6 que T'c~ Ti.f= T~c~ Ti,f = 0  ). 
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6. Courbes et torsion rationnelle (cas local) 

6.0. On reprend les hypoth6ses et notations de 5.0 et 5.1. Mais en plus du R- 
sch6ma ab61ien A, on se donne une R-courbe X propre et plate contenue dans 
A grfice ~ l'immersion i: X~--~A et v6rifiant les conditions suivantes: 

i) Les fibres g6om6triques de X sont g6om6triquement int6gres; la 
normalis6e )( de X est lisse sur R,/t  fibres de genre => 2. En particulier, la fibre 
sp6ciale (J()o de X est la normalis6e de X o. 

Soit J la jacobienne de ){ et a: J ~ A  le morphisme d'Albanese associ6 au 
morphisme compos6 )f  ~ X  i ,  A. 

ii) On suppose que a est surjectif et que le noyau N de a est lisse sur R et 
que le groupe des composantes connexes de N, N / N  ~ est d'ordre premier/t  p. 

On peut remarquer que la condition ii) se teste sur la fibre sp6ciale et donc 
6quivaut au fait que l'immersion io: Xo~--~A o v6rifie la condition (*) de 1.1.2. 
Par ailleurs, lorsque l'indice de ramification e de R v6rifie e < p - 1 ,  il r6sulte de 
([7] w 1 prop. 1.2) que la condition ii) peut aussi se tester sur la fibre g6n6rique. 

6.1. Commengons par d6gager un corollaire de 4.4.1. 

Corollaire 6.1.1. Supposons que R soit non ramifid (i.e. e = 1) et que les conditions 
de 6.0 soient satisfaites. Alors, pour tout a~A(R)=A(K),  l'image de (X 
+ a)(R)c~pA(R) dans (X o +a)(k) est finie et major~e par I~o (4.4.l). 

En effet posons R 1 =R/p2R, A 1 = A  xnR  1, X 1 = X  xRR 1 . Alors l'anneau R 1 
est du type consid6r6 dans 4.0 et on peut appliquer /L A 1 et X 1 le th6or6me 
4.4.1. Comme l'image de (X+a)(R)c~pA(R) dans (X o +a)(k) est contenue dans 
l'image de (X +a)(ROc~pA(R1), le corollaire en r6sulte. 

Remarque 6.1.2. En fait, pour e=  1, il r6sulte des propri&6s d'int6gralit6 du 
logarithme et de l'exponentielle relatifs au groupe formel compl6t6 de A le long 
de la section unit6, ([8], chap. III) que tout 616ment de K e r A ( R ) ~ A ( R 1 )  est 
contenu dans pA(R). Par suite l'image de (X +a)(R)c~pA(R) dans (X + a)(k) est 
en fait 6gale ~t l'image de (X+a)(R1)c~pA(R1). 

6.2. Notons Pa la multiplication par p dans A, Y la R-courbe propre et plate 
image r6ciproque de X par PA et 17 la normalis6e de Y. On voit facilement que, 
sous les conditions de 6.0 la fibre sp6ciale (17)o de f" est irr6ductible. 

Proposition 6.2.1. Sous les hypoth&es de 6.1.1 (Y)o n'est pas r~duite (c'est-d-dire 
apparaft avec une multiplicitO > 1). 

En effet, soit xeX(R)c~pA(R).  Alors, mis /l part un nombre fini d'excep- 
tions provenant des points entiers x qui, sur la fibre g6n6rique, passent par les 
points singuliers de X~:, les points de pA(R)c~ X(R) sont exactement les images 
des points de 17(R). Le corollaire 6.1.1 6quivant donc au fait qu'il n'y a qu'un 
nombre fini de points de f'(k) par lesquels passe un point de 17(R). Cette 
condition 6quivaut au fait que (17)o n'est pas r6duit; de plus, lorsque (17)o n'est 
pas r6duit, les seuls points de (I7)o par lesquels il peut passer des points de 
17(R) sont les points y de (17)o qui sont singuliers dans Y (c'est-/i-dire tels 
l 'anneau local (9~.y ne soit pas r6gulier). 
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Remarque 6.2.2. On peut donner une d~monstration directe de 6.2.1, valable 
sous les hypotheses de 6.6 et la condition e < p - 1 ,  puis en d6duire 6.1.1. Nous 
avons abandonn6 cette approche pour celle pr6sent~e ici qui nous semble plus 
~l~mentaire, donne une borne relativement explicite et se prate mieux au 
remplacement de X par une courbe translat~e. Ndanmoins, il serait int~ressant 
d'~tudier de pros les singularit~s de fz. 

6.3. Darts 5.3, on a introduit la torsion rationnelle T' de A. 

Th6or~me 6.3.1. Sous les hypotheses de 6.1.1, pour tout aeA(K), T' ~ ( X  +a)(K) 
est fini et major~ par r o (4.4.1). 

Cela rdsulte imm6diatement de 6.1.1 et du fait que les points de T' sont 
dans pA(R) et sont d~termin~s par leurs r~ductions dans Ao(k ) (5.3). 

6.4. Nous allons maintenant ~tudier T '  c~ (X + a)(/r pour aeA (Ir - A (K). 

6.4.0. Notons d 'abord que X n'~tant pas elliptique, le sous-sch~ma en groupes 
H 1 de A form~ des translations qui laissent X globalement fixe est fini. Soit H 
le sous-sch~ma en groupes de H1, adherence sch~matique dans H1, de la fibre 
g~n~rique de H 1. Alors H est R-plat, op~re sur X et cette action s'~tend en une 
action de H sur la courbe lisse )(, normalis~e de X. Comme J( a ses fbres  de 
genre > 2, J~ n'a pas d 'automorphismes infinit~simaux et par suite H est ~tale. 

Soit Z c A x A l'image r~ciproque de X par le morphisme 

A x A - - , A ;  (a,b)~--~b-a. 

Consid6rons Z ~ ( A  x X) comme A-schema via la premiere projection. Alors la 
fibre au-dessus d'un point aeA(K) est X n X + a .  Le morphisme Z n ( A  
x X ) ~  A, induit par la premiere projection, est propre et donc fini au-dessus 

de ( A - H ) ~ .  En particulier les fbres  au-dessus de (A-H)( /~) ,  ont un cardinal 
borne. Soit/~1 un majorant. 

Example 6.4.1. Si A est de dimension 2 sur R, on peut prendre pour/~1 la self- 
intersection X o �9 X 0 de X 0 dans A o. 

Proposition 6.4.2. Pour tout a~A(I~)-A(K),  T ' n ( X  + A) est fini, de cardinal 
"< l.t t . 

Notons tout de suite le corollaire suivant de 6.3.1 et 6.4.2: 

Corollaire 6.4.3. Sous les hypothOses de 6.1.1, pour tout aeA(I~), T' n ( X  +a) est 
fini de cardinal < # = m a x i m u m  (Po, Pl). 

Dbmontrons 6.4.2. Soit B le sch6ma ab61ien quotient de A par le sous- 
groupe fini 6tale H (6.4.0) et soit b l'image de a dans G(/r Comme H est ~tale 
et R complet it corps r6siduel alg6briquement clos, l 'hypoth6se aeAI~) -A(K) ,  
entraine beB(Ir  et par suite, il existe geGal ( /~ /K)  tel que ag-a~H.  

Par ailleurs les points de T'  6tant rationnels sur K, ceux qui sont contenus 
dans X + a  sont aussi contenus dans X + a  g donc appartiennent it (X + a)c~(X 
+ ag)(/~). Par translation par - a ,  cette intersection est en bijection avec X n (X 
+ag-a)(I~) qui est finie, de cardinal <~t~, puisque ag-a~H.  
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7. D6monstration du th6or6me I 

7.0. Soient c un corps alg6briquement clos de caract6ristique 0, A une variSt6 
ab61ienne d6finie sur c, X une courbe propre int~gre non elliptique et i: X r 
une immersion, X et i 6tant ddfinies sur c. Soit T c A ( c )  le groupe des points 
de torsion de A(c). Nous devons montrer que T c ~ X  est fini. 

7.1. Soit B c A  la sous-variSt6 ab61ienne engendr6e par l'ensemble des 
diff6rences ( x - x ' ) ,  (x, x 'EX(c)) ,  des points de X. Alors, il existe aeA(c)  tel que 
X soit contenu dans B + a. Si l'image de a dans A / B  n'est pas de torsion, T c~ X 
=r Sinon, quitte ~t translater X par un point de torsion, on se ram6ne au cas 
od X ~ B .  

On suppose donc d6sormais que B = A .  Soient X la courbe normalisSe de 
X, J la jacobienne de .~, a: J -~ A l e  morphisme d'Albanese associ6 an mor- 
phisme compos5 X- ~  X ~ A ,  N son noyau, N o la composante neutre de N et 
h l'ordre de N / N  ~ L'hypothSse que B = A  6quivaut au fait que a est surjectif. 

7.2. I1 existe une Z-alg6bre de type fini E contenue dans c, telle que X, A et 
i: X~--,A soient dSjfi d6finis sur S=Spec(E).  Quitte h restreindre S fi un ouvert 
non vide, on peut supposer de plus que les conditions suivantes sont r6alisdes: 

i) A est un S-sch6ma abSlien. 
ii) X est une S-courbe propre et plate, ~ fibres gSom6triquement intSgres et 

i: X r est une immersion. 
iii) La normalis6e )( de X est une S-courbe propre et lisse h fibres 

g6omStriques de genre _>2. Soient J la jacobienne relative de X sur S et 
a: J - ~ A  le morphisme d'Albanese associ6 h l'application compos6e 

~ Xd-~A.  Alors a est surjectif et son noyau N e s t  lisse sur S (noter que N 
est lisse au point g6n6rique ~/de S qui est en caract6ristique zSro). Enfin, si N o 
est la composante neutre de N, N / N  ~ est fini 6tale de rang h. 

7.3. Soit s un point ferm6 de la fibre de S au-dessus de Q. Notons que le 
nombre de points de torsion contenu dans une fibre gdomStrique de X ne peut 
qu'augmenter par sp6cialisation en caract6ristique 0, en particulier quand on 
spScialise de t/ h s. Quitte alors ~ changer la courbe originelle, on peut 
remplacer S ci-dessus, par un ouvert de l'adh6rence de s dans S. On est donc 
ramen5 au cas off S est un ouvert non vide du spectre de l 'anneau d'entiers d'un 
corps de hombre L. Quitte fi restreindre S, on peut supposer qu'en plus des 
conditions de 7.2 on a: 

iv) S est non ramifi6 sur Spec(Z) et 2h est inversible dans S. 
Siv  est une place finie de S, d'anneau Ev, de complSt6/~v, alors v divise un 

nombre premier p e t  si R dSsigne le complSt6 d'une extension maximale non 
ramifi6e de E,, Res t  du type consid6r5 en 5.0 avec e = 1. Si on d6signe encore 
X et Ales  images r6ciproques de X et A sur R par le changement d'anneaux 
E --) R, X et A vSrifient les conditions de 4.4.1. 

Proposition 7.3.1. Soient l un nombre premier et T l la composante l-primaire de la 
torsion de A L. Alors il existe un entier v t ayant la propridtO suivante : pour toute 
extension E de L algObriquement close et tout aEA(E),  T t ~ ( X  +a)(E ) est f ini  de 
cardinal <= v I. 
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En effet, choisissons une place finie v de E qui divise un nombre premier 
p+l. On en d6duit un anneau local R et soit /(  une cl6ture alg6brique du 
corps des fractions de R. Alors la composante /-primaire de la torsion T de 
A (K) est contenue dans la p'-torsion Tp, e t a  fortiori dans la torsion rationnelle 
T'  relative h R (5.3). D'apr6s 6.4.3, il existe v t tel que pour tout aeA(I(), TIc~(X 
+ a)(/() soit fini et major6 par v 1. 

Si maintenant L' est une extension alg6briquement close quelconque de L, 
quitte 5. agrandir E, on peut s u p p o s e r / ( c E .  Soit aeA(E). Alors a provient de 
A(S') off S' est le spectre d'une K-alg6bre de type fini contenue dans E. Soit s' 
un point de S'(/(). Alors, l 'argument de sp6cialisation d6jh utilis6, qui fait 
passer du point gdn6rique de S', au point s', nous ram~ne au cas off aeA(K). 
D'oti la proposition. 

Remarque 7.3.2. La proposition 7.3.1 peut aussi s 'obtenir directement 5. partir 
des r6sultats de Bogomolov [1]. 

7.4. Pour terminer la ddmonstration du th6or6me I, on choisit une place finie v 
de E, d'o/1 un anneau R. On note p la caract6ristique r6siduelle de R; /~ est 
une cl6ture alg6brique du corps des fractions K de R et G est le groupe de 
Galois de I(/K. 

Comme e = l  et p:#2, on a e<p-1 et on peut d6composer la torsion T de 
A K e n  T=T'GT" (5.3), off T'  est la torsion rationnelle et T" la torsion 
ramifi6e contenue dans la composante p-primaire de T. Rappelons les 
r6sultats de finitude d6js. obtenus: 

i) I1 existe un entier/~, tel que pour tout aeA(k), T'c~(X+a)(I() soit fini de 
cardinal < #  (6.4.3). 

ii) I1 existe un entier vp tel que VaEA(/s T"~(X+a)(I() soit fini major6 
par vp (appliquer 7.3.1 avec l=p). 

Soit alors xerm(X+a)(K). On a x=x'+x", avec x'er'(K), x"er"(R). 
Alors x" est un point de T"~(X-x)(K). Comme x' et X sont d6finis sur K 

et que T" est stable sous G, toute l 'orbite de x" sous G est contenue dans 
T"c~(X-x')(I(). Donc d'apr6s ii) ci-dessus, cette orbite a au plus Vp 616ments. 
I1 resulte alors de 5.2.2 que l'ordre de x" est born6, ind6pendamment de x', 
C'est dire qu'il n'y a qu'un nombre fini de valeurs possibles pour la composan- 
te x". 

Par ailleurs, pour x" fix~, x'~T'c~(X-x")(I~) donc prend au plus # valeurs 
distinctes d'apr~s i) ci-dessus. Au total, il n'y a qu'un nombre  fini de valeurs 
pour x = x' + x ' .  

8. Le syst~me inductif ~X.,  

8.0. Darts ce num6ro pr6paratoire/ t  l'6tude de la conjecture de Lang; L est un 
corps de caract6ristique 0, A est un L-sch6ma ab61ien et X est une courbe 
propre, g6om6triquement int6gre non elliptique contenue dans A, d+finie sur 
L. On note L une cl6ture alg6brique de L. On a vu dans 6.3 que seul un sous- 
groupe fini H de A op6rait sur X par translation. Si B=A/H et si Y est la 
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courbe image de X dans B, alors Y n'est fixe par aucune translation non nulle 
de B. 

8.1. Pour n entier >0, soient n A la multiplication par n dans A, ,A son noyau, 
X, l'image sch6matique de X par n A et S, le lieu singulier de X,. En particulier 
X = X  1 et S 1 est le lieu singulier de X. Pour nln', la multiplication dans A par 
n'/n induit une application j,"': X, ~ X,, de sorte que l'on obtient un syst6me 
inductif filtrant (X,,j",') index6 par les entiers >0, munis de la relation d'ordre 
donn6e par la relation de divisibilit& 

Proposition 8.1.1. Supposons que H =0  (8.0). Alors, pour tout n >0, le morphisme 
X ~ X ,  induit par n A est birationnel. En particulier, si x eX(L)  est tel que 
nxeA(L),  alors, ou bien x e X  (L) ou bien nxeS,(L). 

En effet soit Y, l'image r6ciproque de X, par hA, de sorte que Y, ~ X, est 
6tale et que X est une composante irr6ductible de Y,. Pour 6tablir le premier 
point, quitte /l remplacer L par L on peut supposer L alg6briquement clos. 
Alors Y,,.--* X, est un rev~tement 6tale galoisien de groupe ,A(L); ce groupe 
op6re transitivement sur les composantes irr6ductibles de Y. et comme H =0  le 
stabilisateur de la composante X est 0, donc ,A(L) op6re aussi librement sur 
l'ensemble des composantes. I1 en r6sulte que chacune d'elles est de degr6 1 sur 
X., d'ofi la premi6re assertion; la seconde en r6sulte imm6diatement. 

Remarque 8.1.2. Les singularit6s de X, sont les images des singularit6s de Y,, 
donc consistent d'une part en l'image des singularit6s $1 de X et d'autre part 
en l'image des points de X communs /t plusieurs composantes irr6ductibles de 
Y,. S i x ,  eS, appartient / t c e  dernier type, l'anneau local (9 x . . . .  n'est pas 
unibranche (c'est-~t-dire son hens61is6 strict n'est pas int6gre) et la fibre de 
X ~ X.  au-dessus de x, a un degr6 > 1. 

Notons le corollaire suivant du th6or6me I: 

Corollaire 8.1.3. Les fibres de l'application canonique X ( L ) ~ X . ( L )  sonl 
finies. 

En effet soit x~X(L);  quitte/l  faire la translation par - n x  sur les X, on se 
ram6ne au cas off x=0 .  Alors la fibre de X ( L ) ~  ~ X,(L) contenant 0 est la 

n 

torsion contenue dans X, donc est finie d'apr6s le th6or6me I. 

8.2. Soient R, K, /~, G comme dans (5.0) et soient A et X des R-sch6mas 
vbrifiant les conditions de (6.0). 

Proposition 8.2.1. Eensembte des ~ X ( I ~ ) - X ( K )  tels qu'il existe n entier >0  
avec n2~A(K) est fini. 

Soit H l e  sous-sch6ma en groupes 6tale (6.4.0) de A form6 des translations 
qui laissent stable X et soit Y l'image de X dans B =A/H. Comme H est 6tale 
et R complet ~t corps r6siduel alg6briquement clos, un point de A(/() a une 
image dans B(K) si et seulement s i c e  point est dans A(K). Quitte alors ~t 
remplacer X par Yet  A par B, on peut pour 6tablir 8.2.1 supposer H =0. 
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Soit Y e X ( I ( ) - X ( K )  tel que n~YeA(K). Ecrivons n = f f m  avec ( m , p ) = l .  
C o m m e  la multiplication par m dans A est &ale, l 'argument  pr6c6dent montre  
que f f2cA(K)  et on peut se borner  au cas off n = f t .  

Reprenons  la suite exacte de R-groupes p-divisibles de 5.2 (1) et posons 
pour  simplifier A"=(Ap~)inr  , A'=(Ap~)~. Enfin soient ~A, ,A', ,A" les noyaux 
respectifs de la multiplication par  p' darts A, A', A". On a une suite exacte de 
R-sch6mas en groupes finis et plats. 

O ~ ~A" ~ .A ---~ ~A' --* O, 

de sorte que, si A (r) est le R-schdma ab61ien quotient  de A par rA", on a une 

factorisation de (pr)a: A Ur,A(') Vr,A. Puisque v r est 6tale, on  a d6j~t 
u,(X) EA(')(K). 

Soit alors vp un entier > 0  comme dans 7.4 ii) et soit n o un entier tel que 
p,O >__ve" Notons  n~) le plus petit entier tel que, si a" est un point  de torsion de 
A"(K) d'ordre >p,O, alors l 'orbite de a" sous G a un cardinal >vp (5.2.2). 
Posons m=p "~ Nous allons montrer  que rnY~EA(K). Alors, d'aprSs 8.1.1, on 
aura m'YeS,,(K), ce qui ne laisse qu 'un  nombre  fini de possibilit6s pour  Y. 

Notons  que la fibre de ur: A -* A (r), au-dessus du point  rationnel ur(ff ) est 
un K-torseur  P~ sous le schema en groupes A" fibre g6n6rique de A" Le 

r K ~  r ' 

point  .~cP~(/() a une image x dans le sch6ma P~. Soit K(x) le corps r6siduel en 
x. Vu la d6finition de vp,~ le degr8 h de K(x) sur K est <vt,. Ecrivons h=h~ p 
avec (p, h i ) =  1. On a donc n~ < n  o par d6finition de n 0. I1 r6sulte de ([9] prop. 6 
p. 127) que le torseur P~ est trivialis6 par la multiplication par h e t  donc  par la 
multiplication par p "  (puisque " - ,A (K) est un p-groupe), donc par la multiplica- 
tion par p,O. On obtient ainsi un K-morphisme de P~ dans le torseur trivial ~A~. 
Soit y l ' image de x dans ~A~. On a (K(y): K)<K(x):  K)<vp. I1 rbsulte alors de 

' A" n " la d6finition de n o que y est un point de ,b K ~A K. Finalement  l ' image de x 
par la multiplication par m = p  "~ est bien un point rationnel. 

9. Autour de la conjecture de Serge Lang 

9.0. Dans ce num6ro, on reprend les notations L, L, A, X de 8.0. On note G le 
groupe de Galois de L/L. Soit F un sous-groupe de type fini de A(L). On note 
ff le sous-groupe de A(L) form6 des points de division de F:  

F={xeA(L) ,  3 n entier > 1 tel que nxeF}. 

On a alors une suite exacte de groupes munis d 'une act ion de G" 

(1) 0 ~ T(L) -.  ff ~ V - .  O, 

off T(L) est le sous-groupe de torsion de A(L) et V e s t  le Q-vectorial  F |  
sur lequel G op~re trivialement. 

Nous  allons 6tudier des propriSt6s de finitude de P c ~ x ( L )  et du sous- 
groupe de ff engendr~ par f f~X(L) .  Nous ~tudions d ' abord  le cas oti L e s t  un 
corps local, puis le cas off L e s t  une extension de type fini de Q. 
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9.1. Soient R, K, /(, k comme dans 5.0 et soient A et X satisfaisant aux 
conditions i) et ii) de 6.0. Enfin soient F u n  sous-groupe de type fini de A(K) 
=A(R) et F c A ( / ( )  le groupe des points de division de F. On note F' le sous- 
groupe de /~ engendr6 par f ~ X ( / ( ) ,  F'(K)=F'nA(K)  et /~ le sous-groupe de 
A(K) engendr6 par F~X(K) .  On a donc les inclusions: 

F~r'(K)~r'. 

Th~or~me 9.1.1. Sous les hypotheses pr~c~dentes, on ales  propri~tds de finitude 
suivantes : 

i) Le groupe F'/F est de type fini. 
ii) Eimage de F~X(K)=Fr~X(R)  dans X(k) est finie et l'image de F'(K) 

dans A(k) est un grous e de type fini. 
iii) Le sous-groupe de torsion de F' est fini. 

Prouvons i). Le gronpe F'/F est engendr6 par l'image de ffc~EX(K) 
- X ( K ) ] ,  qui est un ensemble fini d'apr6s 8.2.1 donc F'/F est de type fini. 

Pour 6tablir ii), consid6rons F(K)= ff c~ A(K). 

Lemma 9.1.2. Le groupe ff(K)/pF(K) est fini. 

En effet, on a la suite exacte (1) de 9.0: 

0--, T ( g ) ~ f ~  V--,O. 

Prenant les invariants sous le groupe de Galois de I(/K, on obtient la suite 
exacte: 

0 ~ T(K) ~ F(K) ~ W ~ O, 

o/1 W est l'image de F(K) clans V. 
Pour  6tablir le lemme, il suffit de montrer que T(K)/pT(K) et W/pW sont 

fnis. Or Wes t  un sous-groupe de V, vectoriel de dimension finie sur Q, doric 
W/pW est finie. Par ailleurs T(K), groupe des points de torsion de A(K), est 
somme directe d'un groupe fini et d'un groupe p-divisible (not8 T' dans 5.3), 
donc T(K)/pT(K) est fni.  

Soit alors 7i, ieI, une famille finie de repr6sentants dans F(K) des classes 
F(K)/pF(K). Notons X i la courbe X - T i  translat6e de X par -y~. Alors tout 
616ment de/~(K) s'6crit 7=7 i+pa ,  pour un choix convenable de i et aeA(K). Si 
de plus 7 est dans X(K), pa=7-~ i  est clans Xi(K)~pA(K)=Xi(R)npA(R).  
D'apr6s 6.1.1, l'image de X~(R)mpA(R) clans Xi(k ) est finie, doric rimage de 
F(K)nX(K)  dans X(k) est finie. Comme F ( K ) n X ( K ) = F ~ X ( K ) ,  on a 6tabli 
la premiSre assertion de ii). Comme Fc~X(K) engendre le groupe /~ par 
d6finition, on en d6duit que l'image de/~ darts A(k) est un groupe de type fini. 
Par ailleurs, il r6sulte de i) que F'(K)/F est un groupe de type fini. Combinant 
ces deux rSsultats, on en d6duit que l'image de F'(K) dans A(k) est de type fini, 
d'ot~ ii). 

Prouvons iii). Compte tenu de i), il suffit de montrer que le sous-groupe de 
torsion de /;(K) est fini. Or, l'application de sp6cialisation A(R)~A(k) ,  en 
restriction aux points de torsion, a un noyau fini (et mSme est injective si 
p 4: 2), donc iii) rSsulte de ii). 
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Remarques 9.1.3. i) En consid6rant la fermeture int6grale /~ de R dans /(  qui 
est un anneau de valuation (non discrSte) de corps r6siduel k, on d6finit une 
application de sp6cialisation A(/s ~, A(/~)--* A(k). I1 r6sulte alors des asser- 
tions i) et ii) de 9.1.1 que l'image de/~  dans A(k) est un groupe de type fini, et 
il r6sulte de la d6monstration de 9.1.1 que l'image de F ~ X ( / s  dans X(k) est 
finie. 

ii) Sous les hypothSses de 9.1, supposons que la restriction/l F de l'applica- 
tion de sp6cialisation A ( K ) ~ A ( k )  soit injective, alors 9.1.1 ii) entraine que 
F c~X(K) est fini. Signalons, sans d6monstration, que cette remarque conduit / t  
une nouvelle d6monstration de la conjecture de Mordell sur les corps de 
fonctions en caract6ristique 0. 

9.2. 

Th6or6me 9.2.1. Reprenons les hypotheses de 9.0 et supposons de plus que L est 
de type fini sur t~, de sorte que M = A ( L )  est un groupe de type fini. Soit H l e  
sous-sch~ma en groupes fini de A form~ des translations qui laissent X stable 
(6.3) et posons B = A / H ,  Y = A / H ,  N=B(L) .  Alors: 

i) Le sous-groupe de ~I engendr~ par ~I c~ X (L) est de type fini. 
ii) ]Vc~(Y(L) -Y(L) )  est fini. 

iii) Mc~X(L)  est fini si et seulement si Y(L) est fini, c'est-&-dire si et 
seulement si la eourbe Y satisfait d la conjecture de Mordell sur le corps L. 

iv) Le syst~me inductif ~ S,(L) de (8.1) est stationnaire. 
n 

Notons que l'assertion iii) montre que la conjecture de Serge Lang ([6]) 
r6sulte de la conjecture de Mordell pour les courbes. De faqon pr6cise on a le 
r6sultat suivant: 

Corollaire 9.2.2. Soient cun  corps alg~briquement clos de caract~ristique >0, A 
une vari~t~ abdlienne d~finie sur c, X une courbe propre int~gre de A qui n'est 
pas elliptique, Y la courbe X/H,  off H est d~finie comme dans 9.2.1. Soit F un 
sous-groupe de type fini de A(c) et soit L un sous-corps de c, de type fini sur if), 
tel que A e t  Y soient d~finies sur L e t  tel que F c A ( L ) .  Alors si Y(L) est fini, 

c~ X (c) est fini. 

Prouvons maintenant l'assertion i) de 9.2.1. Soit M' le sous-groupe de 
engendr6 par Mc~X(L). Notons que M' n'est pas modifi6 si l 'on remplace L 
par une extension finie. On pent donc supposer X ( L ) : ~ .  Quitte alors 
remplacer A par une sous-vari6t6 ab61ienne, on peut supposer que A est 
engendr6 par les diff6rences des points de X. 

Soit E une Z-alg6bre de type fini, contenue dans L, de corps des fractions L 
et soit S=Spec(E).  Quitte /t remplacer S par un ouvert non vide, on peut 
supposer que X et A s'6tendent en des S-sch6mas (not6s encore A et X) qui 
v6rifient les conditions i), ii) et iii) de 7.2. Par contre, on ne peut plus 
n6cessairement se ramener, par sp6cialisation, au cas oO L e s t  un corps de 
hombres. Quitte/~ restreindre S, on peut supposer que la condition suivante est 
r6alis6e: 

(iv)' S est lisse sur Spec(Z) et 2h (ofl h est comme dans 7.1) est inversible 
sur S. 
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L'image de S dans Spec(•) est un ouvert non vide. Soit alors psSpec(TZ) un 
nombre premier dans l'image de S e t  soit t / le  point g~n6rique de la fibre de S 
au-dessus de p. La condition (iv)' entraine que l'anneau local (9s,,1 de S en t/est 
un anneau de valuation discr6te, dont rid6al maximal est engendr6 par p. 
D'apr6s ([3] 0 m 10.3.1), on peut ~tendre (gs, . en un anneau de valuation 
discr6te R, de fa~on que l'id6al maximal de R soit encore engendr6 par p et 
que le corps r6siduel k de R soit une cl6ture alg6brique du corps r6siduel de 
(-0 S ,  r / �9 

Supposons de plus R complet, alors R e s t  du type consid6r6 dans 5.0 et le 
corps des fractions K de R e s t  une extension de L. De plus, les images 
r6ciproques de A et X par le changement de base Spec(R)--, S satisfont aux 
conditions i) et ii) de 6.0. 

On peut alors appliquer 9.1.1 en prenant pour F l e  groupe A(L)cA(K). Le 
groupe not6 F' dans 9.1.1 est alors ~gal au groupe M'. Donc d'apr6s 9.1.1 iii), 
M' a un sous-groupe de torsion qui est fini. 

Soit n un entier >= 1 qui annule la torsion de M'. I1 r6sulte par exemple de 
la suite exacte (1) de 9.0 appliqu6e avec F=A(L), que riM' s'identifie/t un sous- 
groupe de A(L), donc est de type fini et par suite M' est de type fini. 

Prouvons l'assertion ii) de 9.2.1. L'assertion i) appliqu6e/t la courbe Y de B 
montre que le sous-groupe N' de b~ engendr6 par ~gc~ Y(L) est de type fini. 
Soit n un entier > 1 qui annule la torsion de N'. Comme plus haut on voit que 
nN'cB(L), donc si yeY(L)c~N, nyeB(L). Comme la courbe Y n'est stable par 
aucune des translations non nulle de B, il r6sulte de 8.1.1 que (Y(L) -  Y(L))~N 
est fini d'o~ ii). 

Prouvons iii). Si lflc~X(-L)est fini, il est clair que Y(L) est rink 
Rficiproquement, si Y(L) est fini, il r6sulte de ii) que N ~  Y(L) est fini, donc 
Mnx(f_.) (qui est contenu dans l'image r6ciproque de N n  Y(L) par la projec- 
tion A(L)--, B(L)) est aussi fini. 

Prouvons iv). Dans l'6tude du syst6me inductif lim S,(L), on peut se borner 
n 

aux entiers n qui sont des multiples de l'ordre du groupe fini H(L), ce qui nous 
permet de remplacer X par Y et donc de supposer H =0. 

Soit S~(L)=li__mS,(L). D'apr6s 8.1.3, pour voir que le syst6me inductif des 
n 

S.(L) est stationnaire, it suffit de montrer que S~(L) est fini. Notons qu'un 
point de S~o(L ) appartient g au moins Fun des trois ensembles suivants: 

a) L'image de Mc~(X(L)-X(L)), qui est un ensemble fini d'apr6s 9.2.1 ii) et 
le fait que H = 0. 

b) L'image de S~(L) qui est 6videmment finie. 
c) L'ensemble des images de points x, eS,(L), n > l ,  tels que la fibre de 

X ~ X .  au-dessus de x, contienne des points rationnels x et x', avec x ' - x  
exactement d'ordre n. Comme le groupe de torsion de A(L) est fini, seuls un 
nombre fini d'entiers n interviennent, donc ce dernier type ne concerne qu'un 
hombre fini de points de S~(L). 

Ces consid&ations entra~nent que S~(L) est fini et ach6vent la 
d6monstration de 9.2.1. 



Courbes sur une vari6t6 ab61ienne et points de torsion 233 

Bibliographie 

1. Bogomolov, F.: Sur l'alg6bricit6 des repr6sentations l-adiques. C.R. Acad. Sci. Paris 290, 701- 
704 (1980) 

2. Bourbaki, N.: Alg6bre commutative. Hermann 
3. Dieudonn6, J., Grothendieck, A.: E16ments de g6om6trie alg6brique, chap. III. I.H.E.S., Pub. 

Math. N ~ 11 (1961) 
4. Grothendieck, A.: Rev~tements 6tales et groupe fondamental (SGA 1). Lecture Notes vol. 224. 

Berlin-Heidelberg-New York: Springer 1971 
5. Grothendieck, A.: Techniques de construction. IV Sch6mas de Hilbert. S6m. Bourbaki N ~ 221 

(1960-61) 
6. Lang, S.: Division points on curves. Annati di matematica pura ed applicata (IV), vol. LXX, 

pp. 229-234, 1965 
7. Mazur, B.: Rational isogenies of prime degree. Invent. Math. 44, 129-162 (1978) 
8. Messing, W.: The crystals associated to Barsotti-Tate groups. Lecture Notes vol. 264. Berlin- 

Heidelberg-NewYork: Springer 1972 
9. Serre, J-P.: Corps locaux. Hermann 1962 

10. Serre, J-P.: Groupes p-divisibles (d'apr6s J. Tare). S6m. Bourbaki N ~ 318 (1966/67) 
11. Tate, J.: p-divisible groups. Local fields, Nuffic summer school, Driebergen: Springer 1966 

Oblatum 3-VI-1982 


