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Relativ-analytische Riume
und die Kohidrenz von Bildgarben

O. Forster und K. Knorr (Regensburg)

Einleitung

H. Grauert bewies 1960 folgenden Kohirenzsatz [5]: Sei f: X - Y
eine eigentliche holomorphe Abbildung zweier komplexer Rdume und
Z eine kohirente analytische Garbe auf X. Dann sind alle Bildgarben
R" f, # kohirent. Dieses Theorem, dessen Analogon in der algebraischen
Geometrie schon vorher von A. Grothendieck bewiesen worden war [ 1],
ist zu einem der wichtigsten Hilfsmittel in der analytischen Geometrie
geworden. Grothendieck wies schon seit langem auf die Notwendigkeit
hin, den Grauertschen Kohéirenzsatz auf relativ-analytische Rdume
zu verallgemeinern, deren Basis nicht notwendig ein komplexer Raum
ist [8]. Er entwickelte dazu mit seiner Schule den notwendigen homo-
logischen Apparat [2,9, 17, 18]. In der nichtarchimedischen Funktionen-
theorie hat Kiehl [13] den Bildgarbensatz bewiesen und in [14] weitere
Schritte in Richtung auf den allgemeinen Satz getan®.

Einer der Verfasser (Knorr) fiihrte 1968/70 einen lehrreichen Brief-
wechsel mit A. Grothendieck iiber dieses Problem und erhielt dadurch
Zugang zu einigen ,,papiers secrets”. Im Dezember 1969 und April 1970
konnte er in Nizza bzw. Grenoble mit B. Malgrange diskutieren, der ihm
bereitwillig seine Ideen mitteilte. Die Malgrangeschen Ideen fiihrten
letztlich zum Erfolg. Wir beweisen hier den Bildgarbensatz fiir relativ-
analytische Rdume, deren Basis gewisse Fréchet-geringte Rdume sind,
zu denen neben komplexen Riumen insbesondere endlichdimensionale
Mannigfaltigkeiten vom Typ C*, 0<k< oo, gehoren. Da in diesem all-
gemeineren Fall die Strukturgarbe nicht mehr kohérent ist, hat man nach
Grothendieck die kohdrenten Garben durch pseudokohérente Komplexe
zu ersetzen. Der Bildgarbensatz lautet nun so: Ist f: X — Y ein relativ-
analytischer Raum, der eigentlich {iber Y liegt und #* ein nach unten
beschrinkter relativ-pseudokohidrenter Komplex von @Ox-Moduln, so
ist der Bildgarbenkomplex Rf, #* pseudo-kohirent. In unserem all-

! Inzwischen haben Kiehl und Verdier [14a] und Kiehl [14b] ebenfalls den Grauertschen
Kohirenzsatz mit neuen Methoden bewiesen und ihn auf relativ-analytische Rdume
verallgemeinert.
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gemeinen Projektionssatz ist der klassische Bildgarbensatz enthalten.
In diesem Fall, der in [3] eigens dargestellt ist, ergeben sich in einigen
Punkten betrichtliche Vereinfachungen. Obwohl die vorliegende Arbeit
unabhiingig von [3] zu verstehen ist, sei dem Leser, der sich schnell mit
den Beweisideen vertraut machen will, die Lektiire von [3] empfohlen.
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Der Begriff der Pseudokohiirenz im Sinne von Grothendieck

In diesem Paragraphen erinnern wir an einige Begriffe und Sitze, die
wir spiter benotigen (vgl. [7,9, 10, 17, 18]). Fiir den ganzen Paragraphen
sei (X, Oy) ein geringter Raum.

1. Seien
LTI 2 o S NN L N L
und
@G*: ... s agn-l _d qgn_d,qgntl L
zwei Komplexe von (x-Moduln und

. F* oG

ein Komplexmorphismus. ¢ heiBt n-Quasiisomorphismus, wenn der
induzierte Garbenhomomorphismus

H*(0): H*(F*)— H*(%")

fiir k>n ein Isomorphismus und fiir k=n ein Epimorphismus ist. ¢
heiBt Quasiisomorphismus, wenn es ein n-Quasiisomorphismus [iir alle
neZ ist.
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Der Kegel #* eines Komplexmorphismus g: #*— %° ist so defi-
niert: =G DF,  nel,
mit den Ableitungen
6: gn@gn«yl _ﬁ)gn+l®g7n+2
(X, y)>(dx+oy, —dy).

Ein Komplexmorphismus ¢: #*— %* ist genau dann ein n-Quasi-
isomorphismus, wenn fiir den Kegel ™ von ¢ giit:

HY(*)=0 fiir k=n.

2. Ein Komplex #* von Oy-Moduln heilt n-pseudokohdirent, wenn
es zu jedem Punkt xe X eine offene Umgebung U von x gibt, und einen
n-Quasiisomorphismus iber U

N 0 @ x$n+1 $"+2—+'--
_)yn—l Pg;n }gzn+l eg,-n+2_)“‘

B

wobei die #* freie Oy-Moduln endlichen Ranges sind mit #*=0 fiir
hinreichend groBes k. Der Komplex #* hei3t pseudokohirent wenn er
n-pseudokohirent fiir alle neZ ist.

Jede Oy-Modulgarbe # kann man als Komplex
F*->»0-50->F->50-0-
mit % an der O-ten Stelle auffassen. #* ist genau dann (—n)-pseudo-
kohirent (n=0), wenn es lokal eine Auflosung
g—n_,g~n+l_).._ Hgo_hg:_*o
der Linge n durch freie Ox-Moduln #* endlichen Ranges gibt. Ist O

kohirent, so sind die Kohirenz von %, die (— 1)-Pseudokohirenz von
Z* und die Pseudokohidrenz von #* gleichbedeutend.

3. Ist #* ein n-pseudokohirenter Komplex von (x-Modul mit
HY(F*)=0 fiir k>n, so ist H*(F*) ein Oyx-Modul endlichen Typs. Sei

P .5 0 , g+l pn+z_, .

L

Fo o Gl n Fn+l Fn+2 _, ..

g*
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ein (n+ 1)-Quasiisomorphismus zwischen zwei pseudokohirenten Kom-
plexen #* und #°. Nach der gerade gemachten Bemerkung ist H"(£™)
vom endlichen Typ, wobei X™* den Kegel von ¥*— %* bezeichnet.
Daher gibt es zu jedem xe X eine offene Umgebung U von x, einen
freien ¢y-Modul #" endlichen Ranges und iiber U einen Morphismus

P 22,
der einen Epimorphismus
¥"— H"(A')
induziert. Spaltet man o in seine Komponenten
L P und LT FN

auf, so erhiilt man einen n-Quasiisomorphismus

e 0 L% $"+1—>$”+2_,...
---—)5"."_1 s F" A'g;m{»l 737"+2—>---

tiber U.

4. Sei (Y, Oy) ein weiterer geringter Raum.
Ein Morphismus

J=0o.Jj): (X, Ox) (Y, Oy)
heiBt abgeschlossene Einbettung, wenn
Jo: X—Y
den Raum X homdomorph auf eine abgeschlossene Teilmenge von Y
abbildet und der Garbenmorphismus
Jit Oy — oy Ox
ein Epimorphismus ist.

Lemma (vgl. [17], III. Lemme 1.1.1.). Sei j: X — Y eine abgeschlossene
Einbettung und j, (Ox) pseudokohdrent. Dann gilt:

Ein Komplex F* von Ox-Moduln ist genau dann pseudokohdrent, wenn
der Komplex j, #* auf Y pseudokohdrent ist.

5. Sei n: X — Y ein Morphismus geringter Rdume und & * ¢in nach
unten beschriankter Komplex von ¢x-Moduln (d.h. es gibt ein n, eZ
mit #"=0 fir n<n,). Dann gibt es einen nach unten beschrinkten
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Komplex #* von injektiven Oy-Modul #" und einen Quasiisomorphis-
mus F* s g

Der Komplex R, #* ist bis auf Isomorphie durch =, .#* gegeben. Die
Isomorphie ist dabei in folgendem Sinne zu verstehen: Hat man einen
weiteren Quasiisomorphismus #°*— #° in einen nach unten beschriank-
ten Komplex #° injektiver Oy-Moduln, so gibt es einen nach unten
beschrinkten Oy-Moculkomplex ¢* und Quasiisomorphismen

M F* %" >n, F°.

Ist & eine Oyx-Modulgarbe, so werden die gewdhnlichen Bildgarben
von & durch

Rin,# =H'Rn, %)
gegeben, wobei auf der rechten Seite der Gleichung # als Garben-
komplex aufgefalit wird (vgl. 2.).

Kapitel 1. Relativ-analytische Riume

Relativ-analytische Rdume sind, grob gesprochen, Familien komplex-
analytischer Riume, deren Parameterrdume gewisse Fréchet-geringte
Riume sind. Die Kategorie dieser Basisriume, die insbesondere alle
komplexen Riume und differenzierbaren Mannigfaltigkeiten umfalt,
wird in § 1 definiert.

In §2 werden Spektralnormen auf der Algebra der Schnitte der
Strukturgarbe iiber einer offenen Menge untersucht. Diese Spektral-
normen erweisen sich als iiberaus niitzlich fiir gewisse Potenzreihen-
konstruktionen.

Als glatte Modelle fiir die in §3 eingefiihrten relativ-analytischen
Rédume dienen Produkte Fréchet-geringter Rdume mit Polyzylindern
im €. Die allgemeinen relativ-analytischen Raume sind lokal Unter-
rdume davon. Der Begriff der relativen Pseudokohidrenz wird mittels
relativer Karten eingefithrt. Der Beweis der Unabhéngigkeit der Defi-
nition von der Wahl der Karte ist nicht ganz miihelos und benutzt die
oben erwidhnten Potenzreihenkonstruktionen.

§ 1. Eine Kategorie Fréchet-geringter Riume

Sei A eine C-Algebra mit Einselement. Eine Abbildung q: A - R
nennen wir multiplikative Seminorm, falls gilt:

) qAf)=1Alq(f),

i) q(f+g)=q(f)+4q(g),
i) q(fg)<q(aqlg)
fir alle Ae € und f, geA.
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Unter einer m F-Algebra verstehen wir eine topologische C-Algebra
mit Einselement, deren unterliegender topologischer Vektorraum ein
Fréchetraum ist und deren Topologie durch eine Familie von multi-
plikativen Seminormen definiert werden kann.

Ein Morphismus ¢: F — G von m F-Algebren ist ein stetiger Algebra-
Homomorphismus mit ¢(1)=1.

Vereinbarung. Von jetzt ab verstehen wir unter einer Seminorm
auf einer mF-Algebra F stets eine stetige multiplikative Seminorm.

Eine (nicht notwendig stetige) Abbildung p: F - IR, U {o0}, die den
Bedingungen i) bis iii) geniigt, nennen wir Pseudonorm.

Definition. Sei F eine m F-Algebra. Eine Teilmenge B von F heille
m-beschrdnkt, wenn gilt:
i) B ist absolutkonvex und BB< B.
ii) B ist abgeschlossen und beschrankt.
iil) BN €=+ {0}.
Bemerkungen. 1) Ist B eine m-beschrinkte Teilmenge von F, so gibt
es eine m-beschrinkte Teilmenge B’ F mit

BcB und leB.

Man kann als B’ die abgeschlossene absolutkonvexe Hiille von Bu {1}
wihlen.

2) Sind B, und B, m-beschriinkte Teilmengen von F, so existiert eine
m-beschrinkte Teilmenge B < F mit

B,uB,cB.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gilt 1€ B;n B,. Die
Menge B, B, ist beschriinkt und multiplikativ abgeschlossen und es ist
B,uB,cB;B,.

Fiir B kann man die abgeschlossene absolutkonvexe Hiille von
B, B, nehmen.

Bezeichnung. Fiir eine m-beschrinkte Menge B in F ist das Min-
kowskifunktional
| flg=inf{ieR  : feAB}
eine Pseudonorm.
Bemerkung. Zu jeder Seminorm g auf F gibt es dann eine Konstante
A4>0, 50 daf3

q(f)=2,lflg fliralle feF.



Relativ-analytische Raume und die Kohérenz von Bildgarben 119

Wir setzen
Fg={feF:|lflg<c0}.

Wie man leicht nachrechnet, ist (Fg, | {|5) eine Banachalgebra. Aus der
obigen Bemerkung folgt, dall die Inklusionsabbildung F; — F stetig ist.

Definition. Unter einem mFB-Raum verstehen wir ein Paar (X, 00y),

bestehend aus einem topologischen Raum X und einer Garbe ¢y von
mF-Algebren mit folgenden Eigenschaften:

1) X hat abzidhlbare Topologie.
ii) Die Halme 0y , sind lokale Ringe mit Residuenkdrper C.

ill) Zu jedem Punkt x und jeder offenen Umgebung U von x gibt es
eine offene Menge V mit xe V < U, so daB fiir die Restriktionsabbildung

resty: I'(U, Ox)—T'(V, O)
gilt: Zu jeder beschrinkten Menge A in I'(U, @) gibt es eine m-be-

schrinkte Menge B in I'(V, Oy), die rest¥(A) absorbiert 2,

Bemerkung. Wegen der Bedingung ii) ist jedem Element fel (U, O)
eine Funktion

fiU—=C
zugeordnet. Wir werden in §2, Corollar 2.5, beweisen, dal f stetig ist.
Statt f(x) schreiben wir auch f(x).
Bezeichnungen. Sind V< U offene Teilmengen von X, die der Be-
dingung iii) der obigen Definition geniigen, so schreiben wir abkiirzend

V<U.

Ist A eine beschrinkte Menge in I'(U, O4) und B eine m-beschriinkte
Menge in I'(V, 0y), die restY (4) absorbiert, so schreiben wir
(V, B)<(U, A).
Es gilt dann
resty (4) < Ip(V, Oy),

wobei wir I5(V, Ox)=(I'(V, Ox))p gesetzt haben,

Bemerkung. Sei (X, Ox) ein mFB-Raum und X lokalkompakt. Sind
U, V offene Mengen in X mit Vcc U, so gilt V<U.

2 Wir danken Herrn R. Kiehl, durch den wir auf einen Mangel in unserer urspriinglichen
Definition aufmerksam gemacht wurden.
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Definition.. Seien (X, O04) und (Y, 0y) zwei m FB-Rdume. Ein Mor-
phismus
(p:((po’ (pl): (X, (QX)——'(Y’ (9}’)

besteht aus einer stetigen Abbildung

Po: XY
und einem Morphismus

@1 Oy —(po)y Ox

von Garben von m F-Algebren.
Bemerkung. Es folgt, daB ¢, ein lokaler Homomorphismus ist.

Beispiele fiir mFB-Rdaume. 1) Komplexe Rdume mit abzéhlbarer
Topologie.

2) Lokalkompakte topologische Rdume mit abzdhlbarer Topologie,
versehen mit der Garbe der stetigen Funktionen.

3) Differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit abzidhlbarer Topologie,
versehen mit der Garbe der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
(0<k=<o0).

Produkte. Sei F eine mF-Algebra und G eine nukleare mF-Algebra.
Dann ist das topologische Tensorprodukt G & F wieder eine mF-Algebra.
(Weil G nuklear ist, stimmen das ¢-Produkt und das n-Produkt iiberein,
vgl. [6])

Ist speziell G=T(D(r), Ogw) die Algebra der holomorphen Funk-
tionen auf dem gleichseitigen Polyzylinder

D(r)={z=(z, ..., 2, )eC™: |z, | <r},

so 1Bt sich GQF mit der Algebra der holomorphen Funktionen auf
D(r) mit Werten in F identifizieren. Bezeichnen ¢, ..., t,, die kanonischen
Koordinaten des €™, so 1463t sich jedes Element fe G®F in eine kon-
vergente Potenzreihe

f=Y a,t* mit aeF

velN™

entwickeln. Fiir jedes p <r und jede Senlinorm q auf F definieren wir eine
(multiplikative) Seminorm || ||, auf G® F durch

1 fllpe= Y ala)p™,
velNm
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wobei |v|=v,+---+v, fir v=(v{,...,v,) gesetzt wurde. Durchlduft p
alle positiven Zahlen <r und ¢ alle Seminormen auf F, so definiert
bekanntlich die so entstehende Familie von Seminormen die Topologie
von G®F .

Ist p=r oder g nur eine Pseudonorm auf F, so kann | [/,, analog
definiert werden und ist dann eine Pseudonorm auf G® F.

Bezeichnung. Ist B eine m-beschrinkte Menge in F und g das durch B
bestimmte Minkowskifunktional, so schreiben wir statt || ||, auch || ||,p.

Jetzt sind wir in der Lage, das Produkt eines mFB-Raumes (S, Os)
mit dem m-dimensionalen komplexen Zahlenraum €™ zu definieren.
Fiir einen gleichseitigen Polyzylinder D(z, r) mit Zentrum z und Radius r
und eine offene Menge S’ < S setzen wir

Opmxs(D(z,1)x §)=T(D(z, 1), Ocm) R (S, Uy).

Durch diese Vorgabe ist eindeutig eine Garbe Ogm, s von mF-Algebren
auf €™ x S bestimmt (vgl. [11]).

Proposition 1.1. Fiir jeden mFB-Raum (S, O5) ist (C" X S, Ogm, 5) €in
mFB-Raum.

Beweis. Das Axiom i) der mFB-Riume ist fiir €™ x S offensichtlich
erfiillt. Axiom iii) beweist man so: Gilt fiir den Raum (S, 0)
V<U
und ist 0<p <r, so folgt
D(z,p)xV<D(z,r)x U.

Sei dazu A eine beschrinkte Teilmenge von D(z,#)x U. Jedes fed
148t sich in eine Potenzreihe

f=Ya(f)r
mit a,(f)el' (U, 05) entwickeln. Da A4 beschrinkt ist, ist auch

A={a,(f)p™: feA, ve N"} = I'(U, Oy)

beschriankt; dabei ist j eine reelle Zahl mit p<g <r. Sei BcI'(V, 0g) eine
m-beschrinkte Menge mit

Vv, B)<(U, 4),
und

B={fer(D(z,p)x V, Ogmys): | fll,p=1}.



122 O. Forster und K. Knorr:
B ist m-beschrinkt und es gilt
(D(z, p)x V, B)<(D(z,r)x U, 4).

Axiom ii) ergibt sich aus dem folgenden
Hilfssatz. O¢m ,  hat lokale Halme mit Residuenkorper C.

Beweis. Sei (z, s)e €™ x S und m; das maximale Ideal von Oy . Wir
zeigen, daB Ogm, 5, (-, 5 €in lokaler Ring ist, dessen maximales Ideal aus
allen Funktionskeimen f besteht, fiir die gilt:

Es gibt ein r> 0, eine offene Umgebung S’ von s und einen Reprisen-
tanten FeI'(D(z,1) x ', Ogm, ) von f der Gestalt

F=ao+ ) a,(t—2z)

Ivz1
wobei a,eI'(S’, Og) und goem,.
Es geniigt zu zeigen, daB 1 — f fiir jedes solche f invertierbar ist. Ohne
Einschrinkung ist 1 —a, invertierbar in I'(S’, 0). Sei b=(1—a,)~ . Jetzt

ilt

& 1-F=(1—ap)(1~ T ba,(t—2)).
BES

Wir setzen

G= ) ba,(t—z).

viz1

Es bleibt zu zeigen, daB 1 — G in einer eventuell verkleinerten Umgebung
von (z, s) invertierbar ist. Sei §” eine offene Umgebung von s mit $” < S’
und O<p<r. Dann gibt es eine m-beschrinkte Menge B<TI'(S”, Oy),

so daB
”GHpB< 0.

Es gibt ein p’ mit O<p’ <p, so daB
G <._—‘ : G 1
H ”p'B_. H “pB< .

Also ist 1 — G iiber D(z, p') x S” invertierbar.
Zur spidteren Verwendung notieren wir folgenden

Hilfssatz 1.2. Sei 0 <’ < v’ <r. Dann hat die Familie (t/r")’, ve N™, von
Elementen aus I'(D(r) x S, Ogm, 5) folgende Eigenschaften:

i) Fir jedes m-beschrinkte B<I'(S, Oy) gilt

(#)

<00,
rB

velN™m



Relativ-analytische R4ume und die Kohidrenz von Bildgarben 123

ii) Fiir jede offene Teilmenge S'<S lift sich jedes Element

feN(D(r)x S, Ogmy )

eindeutig in eine konvergente Reihe

t v
f=> a, (77> mit a,eI'(S', O)
entwickeln, wobei

q(av)é ”fllr”q

Siir jede Seminorm oder Pseudonorm q auf IT'(S', Os).
Dieser Hilfssatz folgt unmittelbar aus den Definitionen.

m F B-Rdaume vom Typ(J). Ein m FB-Raum (X, 0y) heilit vom Typ (J),
wenn gilt (vgl. [117]):

(1) X ist metrisierbar und von endlicher Lebesguedimension.
(2) Es gibt eine Basis € der Topologie von X mit

i) §,5e&=SnSeC.

i) SeS = H"(S, Ox)=0fiir n=> L.

Im folgenden nennen wir die Mengen S€ & Steinsch.

Beispiele. 1} Komplexe Rdume und (endlichdimensionale) differen-
zierbare Mannigfaltigkeiten sind lokal m FB-Rdume vom Typ (J).

2) Jeder lokalkompakte Raum endlicher Lebesguedimension mit ab-
zdhlbarer Topologie ist, versehen mit der Garbe der stetigen Funktionen,
ein m FB-Raum vom Typ (J).

Bemerkung. Ist der m FB-Raum (X, Ox) vom Typ (J), so auch das
oben definierte Produkt (C™ X X, Ogm . x)- Ist S= X Steinsch und D C™
ein Polyzylinder, so ist auch D x S Steinsch.

Dies folgt aus den von L. Kaup bewiesenen Kiinnethformeln [12].

Hilfssatz 1.3. Sei (X, Oy) ein mFB-Raum vom Typ (J) und d=dim X.
Weiter sei F ein Ox-Modul und

Lo Ly 1o Ly F -0

eine Auflosung von F iiber X durch freie Ox-Moduln &;, 0<i<d.
Behauptung. Fiir jedes Steinsche S X gilt

H"(S,#)=0 firalle n=1.

Beweis. H"(S, #)= H"*(S, ker (£, — £, _))=0fiir n=1.
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§ 2. Spektralnormen

Sei (X, Ox) ein mFB-Raum, U offene Teilmenge von X und B eine
m-beschriankte Menge in I'(U, Oy). Fiir fe ['(U, Ox) wird die Spektralnorm

durch .
\Ifllsa"=1ifgsol:p VIfls

definiert (vgl. [16]). Ist felL(U, 0y), so gilt || f|I5F < oo.
Bemerkung 2.1. 1) Es gilt sogar limsup J/|| /" 5= lim {/| f"|| 5.

ii) || flIP =sup{|A|: A— f nicht invertierbar in I3(U, @y)}.

ili) Aus || f|3 =0 folgt nicht notwendig f=0.

Hilfssatz 2.2, Sei (X, Ox) ein mFB-Raum, U< X offen und B, Bc
I'(U, Ox) m-beschrinkt mit B<AB, AeC.

Dann gilt:

1) I3(U, Ox)cIp(U, Oy).

i) [fIF=ISI7F-

Dies leuchtet unmittelbar ein.

Hilfssatz 2.3. Sei (X, Oy) ein mFB-Raum. Ist B eine m-beschrdnkte
Teilmenge von I'(X, Oy), so gilt

sup | fONSISIF fir alle feI(X, Oy).

Dies folgt unmittelbar aus Bemerkung 2.1.1i).

Lemma 2.4. Sei (X, Oy) ein mFB-Raum, xeX und fel'(X,0x) mit
f(x)=0. Dann gibt es zu jedem ¢>0 eine offene Umgebung U von x und
eine m-beschrinkte Menge B in I'(U, Oy), so daf || I <e.

Beweis. Zu jedem Ae €~ {0} gibt es eine offene Umgebung U, von x,
so daB A— f in I'(U,, Oy) invertierbar ist. Wir diirfen annehmen, dal es
m-beschrinkte Mengen B, cI'(U,, 0y) gibt, so daB (A—f)~'el} (U,, Oy).
Zu jedem Ae €~ {0} gibt es also eine offene Umgebung P, von 4, so dal3
pu—fin I, (U, Oy) fiir alle pe P, invertierbar ist.

AufBerdem gibt es eine offene Umgebung U, von x, eine m-beschrinkte
Menge B, <I'(U,,O) und ein R>0, so daB A—f fiir alle |[A|{>R in
Iy (U, Ox) invertierbar ist.

Da {AeC: e¢<|A|=R} kompakt ist, kann man 4,,..., 4,eC~ {0}
finden, so daB mit der Bezeichnung

U=U,nUyn--nU,,
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gilt: Es gibt eine m-beschrankte Menge B<I'(U, Oy), so dall p— f fiir
alle ue® mit |u|=e¢ in I3(U, Of) invertierbar ist. Daraus folgt nach
Bemerkung 2.1.i1), daB || f | <.

R Corollar 2.5. Sei (X, Ox) ein mFB-Raum und fel'(X,0Oy). Dann ist
f: X - C stetig.

Lemma 2.6. Seien D(p)=TC” und D'(z,r)cC™ gleichseitige Poly-
zylinder. Weiter sei (S, Og) ein m F B-Raum,

B I(D'(z,1) XS, Opnys)

eine m-beschrinkte Menge und

:(gl""’g")er(Dl(z’ r)><S, (DC'"XS)H
mit
lellsf<p  fir 1Sk<n.

Behauptung. Fiir jedes
f:Z a, tvEF(D(p) X S, (Ocnxs)

konvergiert die Reihe
2.av8"
in I'(D'(z,r) X S, Ogm . 5)-
Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB Y gfa,)[g"l, ;<o fur alle ¥'<r

und alle Seminormen ¢ auf I'(S, (5). Man wihle reelle Zahlen p” und p*,
so daB p"<p*<pund |gl¥ <p” fir 1Zk=Zn.
Da B beschrinkt ist, gibt es ein AR, so daB

Il g =Alihls

fir alle heI'(D'(z, r)x S, (Ocmxs) Sei £>0 so gewihlt, daB ||gl|F <p”—¢
fir 1 £k<n. Dann gibt es ein NeNN, so daf3

gl a< "y
fiir alle IZ N.

Insgesamt folgt
lgill,,<A(p) fiiralle I2N.

<M fiir 1<k<n Man erhilt nun

Sei M = p” eine Konstante mit [|g,ll, ,<

fiir jedes ve N" mit |v|=]

M nN .
180 o S g0 g g2l g SA MY () "N = (7) ).
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Da q(a,)(p*)™ < || £l png. folgt

¥ @) 181y S 1 e (;)Ai)z (7‘)’*)” oo,

Lemma 2.7. Sei (S, Og) e¢in mFB-Raum, PcC™ offen und f,,...,
J,€eT(P XS, Ogm, )

Behauptung. Es gibt genau einen m F B-Morphismus
@ =(@g, 1) (PXS,0p,5) > (C"XS, Ognys)

iitber (S, Og) mit @,(ty)=fi, 1 SkZn.

Beweis. a) Definition von @o: Durch @o(z, s):=(fi(z, s), ..., f,(z, 5); 5)
wird nach Corollar 2.5 eine stetige Abbildung ¢o: Px S — €"x S iiber §
gegeben.

b) Definition von ¢,: Sei (z,s)e P x S und @4(z, s)=(w, 5). Zunichst
konstruieren wir zu jedem Polyzylinder D(w, p)=C" und jeder offenen
Umgebung S’ von s einen Polyzylinder D{(z, r)< P und eine offene Um-
gebung S” von s mit

05 {(D(w, p)x §)>D(z,r)x S”
und einen stetigen Algebrahomomorphismus
I'(Dw, p)x S, Ognys)— T(D(z,r)x 5", Op . 5).

Nach Lemma 2.4 148t sich ein r>0, eine offene Umgebung S” von s und
eine m-beschriankte Menge B<I'(D(z,r)x S, Up 5} so finden, daB

I fi—will ¥ <p
fir1£k<n.
Fiir heI'(D(w, p) x S', Ogny s) mit h=Y ¢, (t—w)" wird

@)=} ¢,(f—w)’
gesetzt. Nach (2.6) ist damit
[(D(w, p) X §', Ogn 5) = T'(D(z, 1) X S, Op . 5)

wohldefiniert. DaB sich diese Abbildungen zu einem Morphismus

P (QC"XS_)(PO*(@PXS)
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zusammenfiigen, zeigt man wie im klassischen Fall durch Umordnen
von Potenzreihen und Majorantenkalkiil.

Proposition 2.8 (Fortsetzungssatz). Sei n: (X, Oy)— (S, Og) ein Mor-
phismus von mFB-Rdumen, P eine offene Teilmenge von € und Q eine
offene Teilmenge von C™. Weiter sei i: X — P xS eine abgeschlossene
Einbettung tiber S und ¢: X — Q x S ein Morphismus iiber §S.

Behauptung. Zu jedem (z,s)e P x S gibt es eine offene Umgebung U
von (z, s) und einen Morphismus @: U — Q x S iiber S, so dafi das Diagramm

XoX X ,UcPxS

Y

oxS
kommutiert, wobei X' =i~'(U) gesetzt wurde.
Beweis. Seien t,,...,t, die kanonischen Koordinatenfunktionen
des C™.

Es gibt eine offene Umgebung U von (z, s) und Schnitte f;, ..., f,.€
I'(U, Op ), so daB i;(fi)=e¢,(t,) fir 1<k<m. Nach (2.7) existiert ein
¢: U—-QxS mit @,(t,)=/f,. Dieses ¢ hat die gewiinschten Eigen-
schaften.

§ 3. Relativ-analytische Raume und relative Pseudokohdirenz

Definition. Ein Morphismus n: X — S von mFB-Rdumen heilit
relativ-analytischer Raum iiber S, wenn gilt:

Zu jedem xe X gibt es eine offene Umgebung U von x, eine offene
Umgebung S’ von n(x) mit #(U)< §', einen Polyzylinder D in einem C"
und eine abgeschlossene Einbettung

j: U—>Dx¥§
tiber §' (d.h. das Diagramm

U—~ipDxs

ist kommutativ).
j: U— D x § heilt relative Karte in x.

Ein Morphismus zweier relativ-analytischer Rdume n: X — S und
n': X'— S ist ein m FB-Morphismus ¢: X — X' tiber S.
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Bemerkung. Die Fasern eines relativ-analytischen Raumes sind im
allgemeinen keine komplexen Riume, selbst wenn die Basis S ein
komplexer Raum ist.

Lemma 3.1. Sei n: X — S ein relativ-analytischer Raum und seien
Jis o5 Ju€D(X, Ox) vorgegeben.

Behauptung. Es gibt genau einen Morphismus

X—%—>qC"xS

Y,

iber S mit @,(t)=f, fir 1=Sk=<n, wobei t,,...,t, die kanonischen
Koordinaten des C" bezeichnen.

Beweis. Die ¢ unterliegende stetige Abbildung ¢, wird durch
X—->C"xS
x> (fi (%), -, (%) (X))
definiert.

Man sieht, daB die Lésung des Problems eindeutig ist. Wir kénnen uns
also auf die lokale Konstruktion von ¢ beschrinken.

Sei xeX und j: U— D xS eine relative Karte in x. Nach even-
tueller Verkleinerung diirfen wir annehmen, daB es Schnitte g, ..., g,€
I'(DxS,0p,s) gibt mit

jigd=f fur 1<k<n,
Nach Lemma 2.7 folgt die Existenz eines Morphismus
Y: Dx§—>C"xS
iiber S’ mit
Vi(t) =gy

Yoj: UoC'x S

Die Komposition

ist ein Morphismus iiber $" mit

Woj(t)=rf, 1=k=n.

Bemerkung. Lemma 3.1 bedeutet, dafl der Funktor auf der Kategorie
der relativ-analytischen Raume iiber S, der dem relativ-analytischen
Raum X — S die Menge I'(X, 0y)" zuordnet, durch den Raum €"x S — S
darstellbar ist.
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Corollar 3.2 (Faserprodukt von relativen Karten). Sei n: X — S ein
relativ-analytischer Raum und seien

i U—D;xS, I=1,..k

*
relative Karten in xe X.

Behauptung. Es gibt (genau) eine relative Karte

k k
i (U= ([121) x5,
1=1 =1
so daf} die Diagramme

k k
ﬂUz—j—*(HDz)xs’
!

1=1

=1
U

i, pxS

firl=1, ..., k kommutieren.
Beweis. Aus (3.1) folgt, daB (J[D,) xS das Produkt der D;x§’,
I=1,...,k, in der Kategorie der relativ-analytischen Rdume iiber S’ ist.

Also existiert genau ein Morphismus
J N U—-(1Dp)xs,

der obige Diagramme kommutativ macht. Man rechnet leicht nach, daB3
Jj eine abgeschlossene Einbettung ist.

Bezeichnung. Zwei relative Karten j,: U, — D, xS in xeX heillen
lokal isomorph, wenn es offene Umgebungen W, von j,(x) und einen
Isomorphismus @: W,— W, iiber ' gibt, so daB das Diagramm

alu
U///)

B2|U

m

()]
W,
kommutiert.

Dabei ist U= j; 1 (W) =j; " (W,).

Lemma 3.3. Sei X — S ein relativ-analytischer Raum, x ein Punkt von
X, und seien i: U—DxS und j: V— ExS§' relative Karten in x mit
i(x)=(z, s) und j(x)=(w, s). Mit

K: DxS—>DxExS

bzw. A ExS—DxEXS

9  Inventiones math., Vol. 16
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bezeichnen wir die abgeschlossenen Einbettungen, die D x S auf den
Unterraum D x {w} x S" bzw. Ex S’ auf den Unterraum {z} x Ex §' von
D x E x S’ abbilden.

Dann sind die relativen Karten

Koi: U->DXExS
und
Aoj: V—>DXExS
lokal isomorph.
Beweis. Sei D=€" und EcC™ t,...,t, bzw. 1}, ..., t, seien die
kanonischen Koordinaten von €" bzw. C™.
Wir betrachten das Faserprodukt

1=ixgj UnV—oDxExS

der relativen Karten i und ;.

Nach eventueller Verkleinerung der Karten diirfen wir annehmen,
daf} es Schmitte Gy, ..., G,,e'(Dx S, Oy, 5) gibt, so daB

WG)=1(t) fir 1=1<m.
Die Zuordnung
k

te s 1
1

H/\ ”/\

=
ti— 1+ Gy, <l

liefert nach (3.1) einen Morphismus ¢ einer offenen Umgebung W von
(z,w,s)in Dx E xS mit @y(z, w, s)=(z, w, s).

U — 5 DxS—*>DxExS

v
w

@

UnV L »DX ExS

Man rechnet leicht nach, daB ¢ ein lokaler Isomorphismus zwischen den
Karten xoi und 1 ist. Ebenso gibt es einen lokalen Isomorphismus
zwischen Aoj und 1.

Lemma 3.4. Sei (X, Oy) ein m FB-Raum und
K: X->C'xX
die abgeschlossene Einbettung, die X auf den Unterraum {0} x X abbildet.
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Behauptung. Ein Komplex % * von Ox-Moduln ist genau dann pseudo-
kohirent, wenn k , F* pseudokohdrent auf €" x X ist.

Beweis. Nach § 0.4 geniigt es, zu zeigen, daf} x, ¢y pseudokohdrent
ist. Auflerdem braucht nur der Fall n =1 behandelt zu werden. Bezeichnet
@: Og, x— O¢, x die Multiplikation mit der kanonischen Koordinaten-
funktion ¢ von €, so hat man eine exakte Sequenz

OH@CXXL0CXXHK*@XHO,
d.h. x, Oy ist pseudokohdrent.

Definition. Sei 7: X — S ein relativ-analytischer Raum. Ein Kom-
plex #* von Oy-Moduln heiBt pseudokohdrent relativ S, wenn fiir jede
relative Karte j: U-—»>Dx § der Komplex j, (% °*) pseudokohirent auf
D x § ist.

Die folgende Proposition zeigt, dal man die relative Pseudokohdrenz
von Z* nur beziiglich einer Uberdeckung von X durch relative Karten
zu fordern braucht.

Proposition 3.5. Sei X — S ein relativ-analytischer Raum und F° ein
Komplex von Oyx-Moduln. i: U— D xS und j: V— ExS' seien relative
Kartenin xe X mit V< U.

Behauptung. Ist i, (F*) pseudokohdrent, so auch j, (F°).

Beweis. Die Behauptung folgt unmittetbar aus den Lemmata 3.3 und
34.

Kapitel 11. Pseudokohirenz von Bildgarbenkomplexen

In diesem Kapitel werden Projektionssétze fiir relativ-analytische
Raume, die eigentlich {iber ihrem Parameterraum liegen, bewiesen.
Dazu wird iiber relativen Atlanten eine freic Auflosung eines gegebenen
relativ-pseudokohédrenten Garbenkomplexes durch freie verbundene
Garbensysteme konstruiert (§ 4), deren Cechkomplex sich als isomorph
zum Bildgarbenk omplex erweist (§ 5). Da die Komponenten eines relativ-
pseudokohidrenten Garbenkomplexes nicht einmal vom endlichen Typ
zu sein brauchen, muf} bei der Konstruktion der freien Auflésung der
Atlas bei jedem Schritt verfeinert werden. Dies erfordert eine ziemlich
komplizierte Technik; die Schwierigkeiten sind hier die ndmlichen, wie
sie bei der Konstruktion der Grauertschen MeBiiberdeckungen auf-
treten [57]. In den Paragraphen 6 und 7 wird dhnlich wie in [3] auf ein-
fache Weise durch Induktion die Pseudokohdrenz des konstruierten
Cechkomplexes nachgewiesen. In § 8 wird nach dem Bildgarbensatz fiir
relativ-pseudokohirente Komplexe noch bewiesen, dall der Bildgarben-
komplex eines relativ-perfekten Komplexes perfekt ist.

o
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§ 4. Atlanten und Auflosungen

1. Verbundene Garbensysteme

Sei A eine sehr kleine Kategorie, d.h. es gebe nur endlich viele
Morphismen. Fiir Objekte a, f aus A bezeichne [«, f] die Menge der
Morphismen von a nach f.

Gegeben sei ein kontravarianter Funktor X von 4 in die Kategorie
der geringten Rdume, d.h. jedem Objekt xe A ist ein geringter Raum X,
und jedem we[a, f] ein Morphismus

Ty Xg— X,
zugeordnet, so daB gilt
g, =1dx,
und
T My =Ty  fUr welo, B, w'elp, y].

In dieser Situation schreiben wir auch ¥=(X,, n,,) und nennen X einen
abstrakten Atlas iiber A.

Ein verbundenes Garbensystem 9=(9,, ) liber X besteht aus

i) einer Familie (4,) von (5 -Moduln und

ii) einer Familie (y,), wobei fiir jedes we[a, f]

l//w: ga - (nw)* gﬁ
ein Oy -Modulhomomorphismus ist, so daf} gilt
l//id =id
ww’w = ((nw)* l//w’) © lpw

fir wela, f]und o' e[, y]-

Seien 4 =(%,, {,) und #=(H,, x,,) zwei verbundene Garbensysteme
iber X. Ein Morphismus 6: 4 — J# ist eine Familie von Oy -Modul-
homomorphismen

und

9(1: {4(1—>,}ﬁ,

die mit den Morphismen ¥, und y,, vertraglich ist.

Bemerkung. Die Kategorie der verbundenen Garbensysteme iiber X
ist abelsch.

Hilfssatz 4.1. Sei 9=(¥9,,y,) ein verbundenes Garbensystem iiber
X=(X,,n,). Zu jedem ae A sei ein Morphismus

& LY,

gegeben, wobei %, ein freier Oy -Modul endlichen Ranges ist.
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Behauptung. Es gibt ein verbundenes System R=(R,,¢,) freier
Ox -Moduln R, endlichen Ranges und einen Morphismus
0. R—-Y
mit im §,>im ¢, fiir alle a€ A.

Bezeichnung. Ein verbundenes Garbensystem #=(%,, ¢,), wobei
alle &, freie Ox -Moduln endlichen Ranges sind, nennen wir kurz freies
verbundenes Garbensystem endlichen Ranges.

Beweis. Fiir jedes ye A definieren wir ein verbundenes Garbensystem
R =R, ¢l) wie folgt:

a= U nr o,

aely.a}

Offensichtlich ist 2 ein freier Oy -Modul endlichen Ranges.
Sei we(a, f] und ey, o]. Der identischen Abbildung
nh, =t S Tk

ist durch Adjunktion ein Morphismus

15 L= (Mo)s T &,

zugeordnet, der einen Morphismus

ns %oy L wr =), %
tely,

liefert. Dies wiederum erzeugt einen Morphismus

or: Bi= 1l n* % (n,), #.

oely,a)

Damit ist das verbundene Garbensystem %’ = (%}, ¢l) konstruiert.
Der Morphismus ¢, induziert in natiirlicher Weise einen Morphismus

0. R -G

verbundener Garbensysteme. Wir setzen jetzt

#=11#
€A
und definieren ’
0:R—>Y

als die Summe der 6. Offensichtlich gilt

im@,>ime, firalle acA.



134 O. Forster und K. Knorr:

2. Konstruktion eines Hauptatlas

Sei (Y, Oy) ein mFB-Raum und =n: X — Y ein relativ-analytischer
Raum, der eigentlich iiber Y liegt. Weiter sei s,eY ein beliebig vor-
gegebener Punkt. Da & eigentlich ist, gibt es eine offene Umgebung S,
von s, und endliche viele relative Karten

Jee U= EgxS,, 15k=Zk,
mit .
U U=n"1(S,)=X(S,).
k=1

Dabei sind die E, offene Einheitspolyzylinder in einem €"®. Nach
eventueller Verkleinerung von S, diirfen wir annehmen, dal} es kompakte
Polyzylinder Q* < E, gibt mit

Ky
k=1

Wir set
zen M =max m(k),

Ao={12,...,k,},
s Ayttt fir n<3Mk,
"0 fir n>3"k,,
A= A,.

nelN

Seien a=(kg,..., k,)€A, und p=(l,, ..., )eA,. Mit [a, f] bezeichnen
wir die Menge aller injektiven Abbildungen

w:{0,1,...,n}—-{0,1,...,m}
mit
ki=l,; fir 0Zisn.
FalBt man [«, f] als Menge der Morphismen von o nach  mit den

naheliegenden Kompositionen auf, so wird dadurch A zu einer (sehr
kleinen) Kategorie.

Fir a=(ky, ..., k,)eA definieren wir
Ua:- m Uki’
i=0
E,=[]E..
i=0
Qaz.n le'
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Das Faserprodukt der j, liefert eine abgeschlossene Einbettung

Ja Uy E xS,

Fiir we[a, B} sei
L= ) M, EgxS,—E, xS,

die durch o induzierte Projektion. Das Diagramm

. EﬂxS*—iﬁ-»EaxS*
1st kommutativ.
Damit haben wir einen durchschnittsstabilen Atlas

(U,—=>E,xS,,n,)

konstruiert. A, =(E,xS,,n,) ist ein abstrakter Atlas im Sinne des
vorigen Abschnitts.

Bemerkung. Jeder (Ox-Modul & induziert in natiirlicher Weise ein
verbundenes Garbensystem j, & iiber 2.

3. Verfeinerungen des Hauptatlas

Sei B, eine endliche Menge, t: B, — 4, eine Abbildung und r eine
reelle Zahl >0.

(D)icp, sei eine Familie von Polyzylindern mit folgenden Eigen-
schaften:

i) Fiir le B(k):=1""(k) ist D, ein offener, gleichseitiger Polyzylinder
vom Radius r n E,,.

i) |J D>0Q,.

le B(k)

iii) Ist n>3" und sind I, ..., l,eB(k) paarweise voneinander ver-

schieden, so gilt
D ,n--nD, =@.

Wir nennen ((D)),g,. 7) einen auf A, bezogenen Préatlas.

Ein weiterer auf 2, bezogener Priatlas ((D}),.g,, 7) heiBt Verfeinerung
von {(D})cp,» T), wenn es eine Abbildung

c:By,—B
gibt mit ¢ 0
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1) to0=1.

ii) Dj< D, fiir alle leB,,.

Ein auf A, bezogener Priatlas (D), t) kann wie folgt zu einem
Atlas erginzt werden. Sei

B Byt fir n<3Mk,
T fir n>3"k,,

B=JB,.

nelN

Fiir p=(,, ..., [,)eB ist \
Dﬂ’=nDz.-
i=0

1

eine offene Teilmenge von E, ;. Fiir B, f'e B sei [, f'] wie oben definiert.
Es gilt [B, B1<[t B, t ). Fir we[p, f7] induziert die Projektion

m, Ep XS, > E xS,
durch Beschrinkung fiir jede offene Teilmenge S<S, eine Projektion

Ty Dy x§—Dgx 8.

Fiir feB setzen wir
Va(S)=jz' (Dg x S).

Die Einschrinkung von j.g liefert eine abgeschlossene Einbettung
Jg: Vp(S)—> Dy xS.

A(S)=(D, x S, 7,,) ist der dem Préatlas ((D))cp,,7) iber S zugeordnete
abstrakte Atlas.

Ist A'(S’) der einer Verfeinerung ((D})cp,,7) von ((Dpp,, 1) iiber
$'cS zugeordnete abstrakte Atlas, so induziert jedes verbundene
Garbensystem auf 2(S) durch Beschridnkung ein verbundenes Garben-
system auf W' ().

Fiir die Konstruktion von Verfeinerungen wird uns spéter folgender
Hilfssatz niitzlich sein.

Hilfssatz 4.2. Sei Q ein kompakter Polyzylinder im C* und (W),
eine Familie offener Teilmengen des € mit

0=

iel
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Behauptung. Es gibt ein ¢>0 und zu jedem 0<r=<e eine endliche
Familie (D)), gleichseitiger offener Polyzylinder mit Radius r mit fol-
genden Eigenschaften:

) Q< U D,.
leL
1) Zu jedem le L existiert ein ic I mit

DicW,.

iii) Je 3¥+1 paarweise voneinander verschiedene Polyzylinder der
Familie (D)., haben einen leeren Durchschnitt.

Auf den Beweis, der selbstverstdndlich nur fiir den Fall erbracht
werden muB}, dall M =1 1st, sei hier verzichtet.

4. Konstruktion einer freien Auflosung

Sei m: X — S, ein relativ-analytischer Raum, der eigentlich iiber S,
liegt, versehen mit dem oben konstruierten Atlas 2, . Auf X sei ein nach
unten beschrinkter, relativ pseudokohdrenter Komplex #* von Oy-
Moduln gegeben. Es gelte H'(#*)=0 fiir > N,.

Lemma R(n). Zu jedem sy €S, gibt es eine offene Umgebung S von s,
einen auf W, bezogenen Atlas W(S), einen Komplex

R 0B SR . P L0

Jreier verbundener Garbensysteme endlichen Ranges iiber N (S) und einen
n-Quasiisomorphismus

R —j. F
ither A(S).

Beweis durch absteigende Induktion nach n. Fiir n> N, ist R(n) trivial.

R(ny=R(n—1). Nach Induktionsvoraussetzung ist beziiglich eines
Atlas A(S) ein n-Quasiisomorphismus #°* —j, #° gegeben. Der Atlas
A(S)=((Dy X S)gep. 7,,) s¢i vermdge t: By — Ag aul W, =((E, X S,)sc 4, 7o)
bezogen.

Wir setzen
A =Kegel(R* —j, F°).

Da #°*—j, #* ein n-Quasiisomorphismus ist, ist fiir jedes feB die
Garbe H"~ 1(1”,, ) ein Op, , s-Modul von endlichem Typ. Deshalb gibt es
fir jedes peB eine Familie (Wj )i 1 offener Mengen in Dyx S mit
folgenden Eigenschaften:
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1) Es gibt einen freien Oy, -Modul ; endlichen Ranges sowie einen
Morphismus
Syi— Z" (AP | W,

der einen Epimorphismus
Si— H (AP Wi
induziert.
i) Fiir jedes ae A gilt

U Wpi=D,x5.
il (p)

Nach dem Lebesgueschen Lemma und Hilfssatz 4.2 gibt es eine offene
Umgebung §' von sy, einen Praatlas ((D}),.p,, ") und eine Abbildung
o: By — B, mit t0=1, so daB zu jedem ye B’ wenigstens ein icl(c )
existiert mit

D, xS cW,

oy,i*

Sei W(S")=(D, xS, n,) der dem Priatlas ((D)), 1) zugeordnete Atlas.

[

Nach dem Gesagten gibt es ein freies unverbundenes Garbensystem
' =(¥) endlichen Ranges auf A'(S’) und Morphismen

S — Z (A D x S,

v
die Epimorphismen
F = H" (A5 D, x S')

Y

induzieren. Nach Hilfssatz 4.1 gibt es ein freies verbundenes Garben-
system #"~! endlichen Ranges auf 2'(S') und einen Morphismus

@n—l__)znml(%o]m/(sr))
verbundener Garbensysteme, der einen Epimorphismus
,@"_1 N H"‘l(f' l QI/ (S,))

induziert. Daraus folgt R{n—1).

§ 5. Berechnung des Bildgarbenkomplexes

Sei wie bisher n: X — §, ein relativ-analytischer Raum, der eigentlich
iiber S, liegt, und Z* ein relativ-pseudokohédrenter Komplex von
Ox-Moduln. Es gelte #'=0 fiir I<n, und H'(#*)=0 fiir [>N,. Sei s,
ein beliebiger Punkt aus S, und n, eine ganze Zahl <n,, iiber die spiter
noch verfiigt wird.
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Nach Lemma R(n,) gibt es eine Umgebung S von s,, einen Atlas

(Vs ~2> Dy x S)pep, my),
einen Komplex

17 AR | B Y L Y A Y | P

freier verbundener Garbensysteme endlichen Ranges iiber (D;x S, 7,,)
und einen ny-Quasiisomorphismus

R —j (F).
Wir erinnern daran, daf3
B={)B,
nelN

mit einer endlichen Menge B, und
{B'(')“ fir <3k,

B —
0 fir n>3"k,.

n

Fiir paarweise voneinander verschiedene

li,....1,eB,
mit n>3"k, gilt
[/;lm e Vl,.‘:g)
Die Dy sind gleichseitige Polyzylinder mit einem gemeinsamen Radius

¥« «- Nach eventueller Verkleinerung von § gibt es ein r, <r, ,, so daf}
fiir alle r mit r, <r<r, , gilt

U ir {(Dur) x S)=n"1(8).

le By

*2

Da es uns im folgenden nur auf eine kleine Umgebung von s, ankommt,
diirfen wir annehmen, dal S, =S ist.

Wir ordnen B, total an und nennen die entstandene totalgeordnete
Menge A4,,. Wir setzen weiter

n=y, .., Lyedi™ lg< - <1}
und
A=) 4,.
nelN

Fir n<3"k, gilt 4,=B,. Sei n>3"k,. Dann definieren wir fiir o=
(ly, ..., 1,)e A, eine relative Karte

Jat Voo D, xS,
als Faserprodukt der ji , ..., j, . Es ist dann (j,), #*=0. Sei
a=(kg,....k)ed und B=(,,...,1,)eA.



140 O. Forster und K. Knorr:

Wir setzen
acfetky, ... k= {ly, ... ).
Fiir « < 5 ist in kanonischer Weise eine Projektion
Mg DyxS,— D, xS,
gegeben.

Fir aed,, n>3"k, setzen wir #; =0. Dadurch erhalten wir aus dem
Komplex 2° auf (Dg x S,)scp, 7,,) €inen Komplex auf

bz:((Da X S*)aeA’ (na/})aCB)’
den wir wieder mit #£°* bezeichnen, und einen ny-Quasiisomorphismus

R j F*  diber D.

Der Cechkomplex eines verbundenen Garbensystems

Fiir eine reelle Zahl r mit r, <r <r, , und eine offene Teilmenge S S,
bezeichnen wir mit

D(ra S) = ((Dm(r) X S)aed 3 (naﬂ)aCﬂ)
den durch D induzierten Atlas.
Sei 4=(%,,y,,) ein verbundenes Garbensystem liber D(r, S), wobei

fir o 8
lpﬂm: ga - (Tcaﬂ)* g[}

die verbindenden Morphismen sind.

Fiir neN sei
', S;%):= ﬂ F(Da(r)xS, %).

acdn
C'(r, S; 9) ist ein I'(S, O5)-Modul. Wir definieren Ableitungen
5. C'(r,S;9)— C"*'(r,S5: %)

wie folgt:
Sei & =(, )yes,€ C"(r, S; ¥). Wir setzen
n+1 .
08)s= Y (= 1) ¥yp,(&p)
i=0
fir B=(y, ..., 1,4 1)E4,, 1, WObEI

ﬁi:(lo, ""li—l’li+1’ ...,ln+1)€An.

Ist * ein Komplex verbundener Garbensysteme iiber (D,(r)x S, nmﬂ),
so ist C*(r, S; %°) ein Doppelkomplex mit den Komponenten

C(r, S; 9.
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Der zugehorige Einfachkomplex C*(r, S; 4°).;nc hat die Komponenten

C*(r,S; 9 V= || C'(r,S; 9.

l+k=n

Berechnung des Bildgarbenkomplexes

Von nun an setzen wir voraus, dal der Basisraum (S,, ¢5) vom
Typ{J) st (vgl. §1).
Wir erinnern an den Komplex

R 0RO R S B0

und den n,-Quasiisomorphismus

R —j T
Sei
d*=2M(3Mk*+ 1)+dim S,

(k, und M wurden in § 4.2 definiert).

Dann gilt fiir jedes ac4: Entweder ist die Lebesgue-Dimension von
D, x §, kleinergleich d, oder es ist #; =0. Wir nehmen an, dal} wir n,
so klein gewdhlt haben, daf3

npr=ng+d,+1<n,.
Wir setzen
¥ =ker (A" — R+
und
R 50T >R > o> B0,

Da #'=0 fiir I <n, ist, erhalten wir einen Quasiisomorphismus
& = j.F".
Da die Sequenz
g?no__*'@no+l%,”_)‘@no+d¢_,g%0

exakt ist, folgt aus Hilfssatz 1.3, daB fiir jede reelle Zahl r mit r, <r=r, .,
jedes Steinsche S< S, und jedes a4 gilt:

H"(D,(r)x S, £)=0 fir nz1.

Es gibt einen nach unten beschriinkten Garbenkomplex .#* von injek-
tiven (x-Moduln und einen Quasiisomorphismus

F*— 7.

Dann ist R, #* quasiisomorph zu n, (#°) (vgl. § 0.5).
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Lemma 5.1. Der Morphismus

a

R (F )= Ju (I7)

induziert fiir jedes Steinsche ScS, und jedes r mit r,<r<r, , einen
Quasiisomorphismus

C'(l‘, S’ e%7.)einf - C.(r’ S9 J* j.)einf'
Beweis. Wir betrachten die aus den Doppelkomplexen
E§i=C*(r, S; A%
und ;
E§=CP(r,S; j, J9)
entspringenden Spektralsequenzen 'E und 'E. Es gilt

Ep =[] HYI(D,(r) x S; 42))

xcdy,

Epi= T HUTG() % S5 )y £7))-

aedp

und

Jetzt folgt aus Théoréme I1.4.6.2. von Godement [4], da
[(D(r)x S, Az) > T (D, (1) X S, () #°)
ein Quasiisomorphismus ist, d.h.
'EpixEra.
Da die obigen Spektralsequenzen reguldr sind, folgt aus [4], Théoréme

1.4.3.1. die Behauptung.

Bezeichnungen. Wir setzen

C*(r,S)=C*(r, S; R*)eins
d.h. R
C'(r,8)= [] C'(r,8; %#Y;
l+k=n

dabei ist #" ' =% und #*=R* fir k=n,.

Den durch S+ C*(r,S) gegebenen Komplex von U5 -Moduln be-
zeichnen wir mit C*(r).

Jedes C"(r) ist in natiirlicher Weise eine Fréchetgarbe; die Ableitun-
gen &: C"(r)— C"*1(r) sind stetig.

Bemerkung 5.2. Da C'(r, S; #°)=0 fiir 123"k, und #*=0 fiir k>N,
folgt:
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i) C"(r, $)=0 fiir n23" k, +N,.
if) Fir n=3k_+n,—1 ist C"(r,S) ein endliches Produkt von
I'(S, Og)-Moduln der Gestalt
F(D()X S, Op 1)

Bemerkung 5.3. Fiir r,=r=<r,, und jede offene Menge ScS5, sei
B(r, S) die zu dem Atlas D(r, S) gehorige Uberdeckung von X(S), d.h.

% (r' S) = ( Vl(ra S))ler
mit
W(r, S)=ji {(Di(r) x S).
Mit diesen Bezeichnungen gilt
CHB(r, S), #£4)=C!(r, S; j, I5).
Dabher ist
C.(r’ Sv ]* J.)einfgr(X(S)’ j.),

d.h. der Garbenkomplex
S = C.(I’, S; ]* f.)einf

ist quasiisomorph zum Bildgarbenkomplex von #°.
Corollar 5.4. Fiir jedes r mit r,Sr=r,, ist der Bildgarbenkomplex
Rn, #* zu C*(r) quasiisomorph.

Corollar 5.5. Fiir jedes Paar r,v' mit r,Sr=r,, und jedes Steinsche
ScS, ist die Restriktion
C*(r,S)— C*(r,S)
ein Quasiisomorphismus.

§ 6. Vorbereitung der Induktion
1. Induktionsschema

Sei n: X — Y ein relativ-analytischer Raum, der eigentlich iiber dem
mFB-Raum Y vom Typ(J) liegt. #* sei ein nach unten beschrinkter,
relativ Y pseudokohirenter Komplex von @yx-Moduln. Wir wollen be-
weisen, dafl der Bildgarbenkomplex R 7, #° pseudokohirent ist. Dazu
ist zu zeigen: Zu vorgegebenem s,€ Y und N eZ gibt es eine Umgebung S
von sg, einen beschriankten Komplex freier Og-Moduln endlichen Ranges

P 0PN PN L PN 50
und einen N-Quasiisomorphismus

L*—Rn, F°".
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Wir fassen das Ergebnis unserer Konstruktionen aus den Paragraphen 4
und 5 zusammen:

In §4 haben wir nattirliche Zahlen k, und M definiert, die nur von
7n: X — Y und s, e Y abhdngen.

In § 5 haben wir dann zu beliebig vorgegebenem nyeZ eine offene
Umgebung S, von s, sowie reelle Zahlen r,, r, , mit 0<r, <r, , gefunden
und zu jedem r mit r, <r=r,, einen Garbenkomplex C*(r) und einen
Quasiisomorphismus C*(r) » Rz, #* konstruiert.

Fiir offenes S< S, war dabei C*(r, S) ein Komplex, fiir den gilt (vgl.
Bemerkung 5.2).

i) C"(r,$)=0 fir n=23"k,+ N, . Hier ist N, eine ganze Zahl, so daf
HY(#°|X(S,))=0 fiir I>N,.

ii) Fir n23"k, +n;—1 ist C*r,S) ein endliches Produkt von
I'(S, Us-Moduln der Gestalt I'(D(r) x S, Op,, . 5). Dabei ist

ny=ng+2M@3Mk,+1)+dim S, +1.
Wir setzen im folgenden voraus, dal} n, so klein ist, daB

Nz3k, +n,—1.
Wir setzen noch
l,=3"k +N,—1.

Jetzt formulieren wir fiir =N Lemmata A(n) und B(n), die wir im
néchsten Paragraphen durch Induktion beweisen werden.
Lemma A(n). Es gibt eine Steinsche Umgebung S,<S, von s,, ein r,
mit r, <1, =r,, und iiber S, einen Komplex
Loy 20> L1 P o P50
Sreier Us -Moduln endlichen Ranges sowie einen Komplexmorphismus
Ow: Lo C*(r),
der fiir jedes Steinsche S S, einen n-Quasiisomorphismus
g(;)(s) - C.(rn, S)
induziert.

Nach Corollar 5.5 hat fiir jedes r mit r, <r=<r, der zusammengesetzte
Komplexmorphismus
Loy— Cr)— C(r),

den wir wieder mit o, bezeichnen, ebenfalls die im Lemma A(n) genann-
ten Eigenschaften.



Relativ-analytische Rdume und die Kohérenz von Bildgarben 145

Den Kegel von o,: £, — C*(r) bezeichnen wir mit

K&, (r): s C" 2 () > K" M) KM () — -
Dabei ist

Kn@=K"(n=Cc"rn@L"" fir mzn—-1,

Ky (r)=C"(r) fir m<n—1.

Wir setzen fiir jede offene Menge S< S,
K™(r,S)=I(S,K™(r)), m=n—1.

Bemerkung. 1) K*(r) ist ein Komplex von Fréchetgarben.

2) Unter Voraussetzung von A(n) ist fiir jedes Steinsche Sc§, die
Sequenz

K™, §) %> K"(r, ) =25 K™*(r, §) - -

exakt (vgl. §0.1).

Sei

Z"Yr)y=ker(K"~(r)—2> K™(r))
und
Z"(r,S)=ker(K"~!(r, ) —2> K"(r, 5)).

Fiir n> N formulieren wir unter Voraussetzung von A(n)

Lemma B(n—1) (Zyklenprojektion). Es gibt eine Steinsche Um-
gebung S, | von sq mit S, _, <S8, und zu jedem Paar reeller Zahlen r,r’
mit r, Sv' <r=Zr, einen stetigen Us, -Modul-Morphismus

7 K" () — Z"1(r)
iber S,,_,, so daf} das Diagramm
K1) —— 2" (1)
Test

Z" )
kommutativ ist.
Die Lemmata A(n) und B(n) werden in § 7 fiir n= N simultan durch
Induktion nach folgendem Schema bewiesen:
0. Fiir n>1, sind A(n) und B(n) trivial.
I. A(n)& B(n)=>B(n—1)fiir n>N.
II. An)&Bmn—1)=A(n-1)furn>N.

10 Inventiones math., Vol. 16
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2. Verschirfung von Lemma B(n)

Seien endlich viele Polyzylinder D, (r)c C™® vorgegeben. Fiir eine
offene Menge Sc S, sei

K(r, S) ——‘H F(Dk(r) X S, (Qcm(k) xS)'
k

Die weiter oben definierten I'(S, Og)-Moduln C(r, S) und K'(r, S) sind
fiir I= N von diesem Typ.

Fiir f=(f,)e K(r, S) setzen wir
”f”pqzml?x ”fk”ﬂq

fir jede Seminorm oder Pseudonorm ¢ auf I'(S, Og) (vgl. § 1).

Hilfssatz 6.1. Sei 0 <r'<rund S' <S. Dann gibt es zu jeder beschrinkten
Teilmenge A < K(r, S) eine m-beschrinkte Teilmenge B<I'(S', Ug) und eine
Konstante M 20, so daf

I fl-s=M  fiir alle feA.

Dies zeigt man mit einer dhnlichen Uberlegung wie in Proposition 1.1.
Aus Hilfssatz 1.2 folgt unmittelbar

Hilfssatz 6.2. Sei 0<r'<r"<r. Dann gibt es eine (abzihlbare) Familie
(€;);er von Elementen aus K(r, S) mit folgenden FEigenschaften:

i) Fiir jedes m-beschrinkte B<I'(S, O) gilt

2 lledl p< o0
iel
i) Fiir jede offene Teilmenge S'<S ldfit sich jedes Element fe K(r,S')
eindeutig in eine konvergente Reihe

=Y ae; mit a;el(§, Os)
entwickeln, wobei
q@) =S\l
fiir jede Seminorm oder Pseudonorm q auf T'(S', O).

Unter Voraussetzung von Lemma A (n + 1) a3t Lemma B(n) folgende
Verschirfung zu:

Lemma B* (n). Es gibt eine Steinsche Umgebung S, von so mit S, =S, ,
und zu jedem Paar veeller Zahlen r,v' mit v, <r' <r=<r, , einen Garben-

morphismus
. K"(r)— Z"(r)
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itber S,, so daf} das Diagramm
K" (ry—— Z"(r)
2
Z(r)

kommutiert und folgendes gilt:

Es gibt eine Familie (e;);; von Elementen aus K"(r,S;) und ein ¥
mit ¥'<F<r mit folgenden Eigenschaften:
1) Es existiert eine m-beschrinkte Menge B<I(S,, Us), so daf8

Z el p<oc.

1i) Fiur jede offene Teilmenge S S, 1ifit sich jedes Element fe K"(r, S)
eindeutig in eine konvergente Reihe

f=>aie, mit a;el(S,0,)

entwickeln, wobei

qa)= Hf“r’q

fiir jede Seminorm oder Pseudonorm q auf I'(S, Us).
Proposition 6.3. A{(n+ 1)& B(n) = B*(n).

Beweis. Wir wihlen reelle Zahlen 7, p, p’ mit
r<p'<p<i<r.
Nach Lemma B{n) gibt es eine Zyklenprojektion
T K'(p)— Z"(p")
iiber S;,. Wir betrachten das kommutative Diagramm
KT (1) —"— K"(p) > Z"(p)) 5 Z2"(r)
ZMr)—— Z"(p).

Dabei bezeichnen § und ' die kanonischen Restriktionen.
Wir wihlen eine Umgebung S, von s, mit S,/ <S;,.
10*
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Behauptung. Die Abbildung t=pf'ot'cf§ hat iiber S, die in B*(n) ge-
forderten Eigenschaften.

Sei B'cI(S,, Os) eine m-beschrinkte Menge. Nach Hilfssatz 6.2,
angewandt fiir 0<p <7<r, gibt es eine Familie (¢;);.; von Elementen aus
K"(r, S;), so daB

Zi: IBell,p <
und die in ii) von B*(n) geforderte Entwicklungseigenschaft erfiillt ist. Da
T K%p, S,) > Z"(p, S,)
stetig ist, gibt es nach Hilfssatz 6.1 eine m-beschrinkte Teilmenge
BcT(S,, Os,) und eine Konstante M, so dal}
I gl-s=Mlgll, 5

fiir alle ge K"(p, ;). Somit gilt
Z Iz ei”r’8=z 18 Tlﬁei“r'séMZ 1Bell,p <o0.

Damit ist B*(n) bewiesen.

§7. Durchfithrung der Induktion

Zum Beweis der Induktionsbehauptungen beweisen wir zuerst eine
Folgerung aus dem Satz von Banach.

Lemma 7.1. Seien E, F Fréchetriume und ¢: E—F eine surjektive
stetige lineare Abbildung. Weiter sei C eine beschrinkte absolutkonvexe
Teilmenge von F und (x;);. eine Folge von Elementen aus F mit

Y Ixille <oo.
1

Behauptung. Es gibt eine beschrinkte absolutkonvexe Teilmenge C'
von E und eine Folge (y;);cn von Elementen aus E mit

ey)=x; und Z“y,'“c<°0-

Beweis. Sei 4;=||x;||lc. Da Y A;< o ist, gibt es eine Folge positiver
Zahlen y; mit
. 1
limpy; ;=0 und ) —<o0.
el i i

Die Elemente x;=y;x; bilden eine Nullfolge. Nach dem Satz von
Banach gibt es eine Nullfolge (y}) von Elementen aus E mit ¢ (y))=x;.
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Die absolutkonvexe Hiille C' der Menge {y;: ie N} ist beschrdnkt. Fiir
1 .
yi:; y;: gilt @(y;)=x; und
' 1 1
Syle ST il ST <o
Proposition 7.2. A(n)& B(n)= B(n—1) fiir n> N.

Beweis. Nach Proposition 6.3 gilt auch B*(n). Wir diirfen annehmen
(indem wir notigenfalls S, durch eine kleinere Steinsche Umgebung von
so ersetzen), dafl S,< S, ist. Seien reelle Zahlen r, ¥ mit r, <r' <r=n,
vorgegeben. Sei S;_; eine Steinsche Umgebung von s, mit S,_; €S,.
Wir beweisen zunéchst folgenden

Hilfssatz 7.3. Es gibt einen stetigen Og, _ -Modulhomomorphismus

h: K"(r)— K"~ (),
so daf das Diagramm
K"(r)«— Z"(r)

|

K" ()2 Z"(r)
kommutativ ist.

Beweis. Wir wihlen 7’ mit # <r” <r und betrachten die nach dem
Lemma B*(n) existierende Zyklenprojektion

v K"(r)—Z"(r")

iiber S,<=S). Sei (¢;);; die durch Lemma B*(n) gelieferte und auf S,
beschrinkte Familie von Elementen aus K"(r, S,). Es gibt eine m-be-
schriinkte Menge B<TI'(S,, ), so dal3

Z lredl, p<oo.
Auf die nach Lemma A4(n) SL;rjektive Abbildung
J0: K, S,)—Z"r", S,)
wenden wir Lemma 7.1 an:

Es gibt eine beschriinkte absolutkonvexe Teilmenge A< K"~ '(r", S,)
und Elemente ¢, K"~ (", S,), so daB3

afi_—_r é; und Z il s<o0.

Nach Hilfssatz 6.1 gibt es eine m-beschrinkte Menge B’ <I'(S,_;, Us)
mit M:=Y € w <00
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Der gesuchte Garbenhomomorphismus h: K"(r)— K"~ '(+') wird iiber
jeder offenen Menge S< S, _, durch die Zuordnung

K"(r, S)— K"~ (v, S),
f=ZaieiHh(f):Zaiéi

gegeben. Wir zeigen, daB h wohldefiniert und stetig ist.
Nach B*(n) gibt es ein F<r, so daf} fiir jede Seminorm g auf I'(S, 05 )

ilt:
8 Q@) <11 S -
Daraus folgt

h (e g =X q@ &l (SUS e 2 1€l g S A M LS Nz

Der Hilfssatz ist damit bewiesen. Der Beweis von Proposition 7.2 ist
ganz einfach. Wir betrachten das Diagramm

K~ 1(r) —2— K"(r)
ﬂl / l
K" 1(yy—— K"(r)
Die gesuchte Zyklenprojektion
7: K" 1(r)— 2" 1(r)
iiber §;,_, wird gegeben durch
t=f—hod.

Proposition 7.4. A(n)&B(n—1)=>A(n—1) fiirn>N.

Beweis. 1. Nach Proposition 6.3 gilt auch B*(n—1). Sei S,_, eine
Steinsche Umgebung von s, mit S,_; <S,_; und r,_, eine reelle Zahl
mit 7, <r,_, <r,. Nach Lemma A4 (n) haben wir fiir jedes p mit 7, ; <p<r,
einen Komplexmorphismus ¢, — C*(p) tiber §,, so daf} fiir jedes
Steinsche S < 8§, ein n-Quasiisomorphismus

Lw(8)— C*(p, S)
induziert wird. Wir miissen iiber S,_; den Komplex £¢, zu einem

Komplex
Loy 0L P P

erweitern und einen Komplexmorphismus #¢,_,,— C*(r,_,) finden, der
fiir jedes Steinsche S=S,_; einen (n— 1)-Quasiisomorphismus

g(.n—l)(s)_) C*(r,_y, )
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induziert. Dazu geniigt es, einen Morphismus @ von "~ ! in
Znyl(rngl)zker(Kn_l(rn_ 1)—’K"(Vn~1))

derart zu konstruieren, dal3 die Summe der Morphismen in dem Dia-
gramm g1

«

C ) — 52" s y)

iber jedem Steinschen S<S, , auf dem Niveau der Schnitte surjektiv
ist.

2. Sei ¥ eine relle Zahl mit r,_; <r'<r,. Dann gilt fiir jedes Steinsche
S<S, nach Corollar 5.5, daB3 die Restriktion
C*{r, S)— C°(r, S)
ein Quasiisomorphismus ist.
Daraus folgt, dal3 auch

T C'l‘-l(rn, S)_ﬁ-) K"_l(rn’ S)—_——’K"(rn’ S)-*) T

|

e O, ) KM, §) o KT(, S)

ein Quasiisomorphismus ist. Insbesondere ist die Summe der Abbildun-
gen in dem Diagramm 7" 1(r.. S)

|

C 3, S)——— 2" (', S)

surjektiv.

3. Sei r eine relle Zahl mit ¥'<r<r,. Das Lemma B*(n — 1) liefert uns
eine Zyklenprojektion

. K" Y(r)—>Z"(r)
iiber S”_,, eine Familie von Elementen e;e K"~!(r, S;_,), i€, eine reelle
Zahl ¥ mit r'<F<r, und eine m-beschrinkte Menge B'<I'(S,_,, Os), so
dal3
Z Iz ell, p<co

I

ist und fiir jede offene Menge S< S, _, sich jedes Element fe K"~ *(r, §) in
eine konvergente Reihe

f=Ya;e, mitael(S,0s)
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entwickeln 14Bt, wobei

q@)= 11l
fiir jede Seminorm oder Pseudonorm g auf I'(S, Os).
Da das Bild der zusammengesetzten Abbildung

K™ () —L o K"l ) —= 207 1(r)
(wobei f die Restriktion bezeichnet), das Bild der Restriktionsabbildung
Z ) > 2" )
umfafBt, ist die Summe der Abbildungen des folgenden Diagramms
K" 1(r,, S,_1)

T=t°f

C 2, S, )= Z" N, S,_y)

surjektiv. Deshalb konnen wir auf die Summe d +7 Lemma 7.1 anwenden:
Es gibt beschrinkte absolutkonvexe Mengen

Achnkl(r,,,S” ), Azccn—l(r/’ rr )

n—1 n-—-1
und Elemente
&eK" M (r,, Sy_1), neC" A, Sy_y),

so daB _
Tliton=rte

Y&l <0, Xl <oo.

und

Wegen Hilfssatz 6.1 gibt es eine m-beschrinkte Menge B<I'(S,_,, Os),
so daf Sl 5 <00

S il 5=+ M < 0.

Es gibt eine endliche Teilmenge J <1, so daf}
2 Il s=3

iel~J

und

Sei #"~'=¢{ _, die freie analytische Garbe vom Rang|J| iiber S,_; und
w: L7 Y )

der Garbenhomomorphismus, der die kanonischen Erzeugenden (g;);.s
von " ! auf (B'T &,);.; abbildet. Dabei bezeichnet

ﬁ/: Zn—l(r/)ﬁzn—*l(r"_l)
die Restriktion.
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4. Approximations-Hilfssatz. Zu jedem xe K"~ (r, S,_ ) mit || x||;5< o0
gibt es Elemente

x €K"Nr, S, 1), yel(S,_, L")
und ne C"~%(r,_1, S, 1) mit

B r)=w(y)+on+p t(x)
und

X1l 8=3 l1x] 5,
Iyle=lxllz5,
Il =M || x5

Beweis. Man kann x in eine Reihe
=y a;¢; mit a,el(S,_,, Os)
i

entwickeln, wobei
laillg=11xl; 5

Wir setzen
Xy = Z a; ¢,
ielI~J
y= Z a;g;
ieJ
und
n= Zai Hi-
. iel
Dann gilt

X1l s Y Hads Il p<lxles 2 1l 5 S5 1x]r .

ieI~J iel~J
||Y||B=1Tilealx lallg<lixl;p
und
H’7||r,.,,n§z laillg inlls, .= M | x];5-

iel
Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Folgerung 1. Zu jedem xe K"~ (r, S,, ) mit [[x||; < o0 gibt es Elemente
yel(S, y, " Yund ne C"=2(r,_y, S,_,) mit

B t(x)=w(y)+dn
und

Iylz=2lxl7s
Inl,,, s =2M [x[l; 5-

Dies ergibt sich unmittelbar durch Iteration des Approximations-
hilfssatzes.
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Folgerung 2. Sei S<S,_, ¢ine beliebig offene Menge. Dann gibt es zu
jedem xe K"~ (r, S) Elemente yeI'(S, "~ ") und ne C"~*(r,_,, S) mit

B r(x)=w(y)+don.

Beweis. Sei r” eine reelle Zahl mit #<r"<r. Nach Hilfssatz 6.2 gibt es
eine Familie f,e K"~!(r, S,_,), i€l, mit

Z Il fills p< o0
und so, daB sich xe K"~ (r, S) in eine Reihe
x=Ya;f; mit gel(S,0s)

entwickeln 146t, wobei
qla) = |xl,,

fiir jede Seminorm g auf I'(S, O5,). Nach Folgerung 1 gibt es Elemente
yier(sn—l’gn_l) und ”EC" 2( 1’ n— 1)

mit
Br(f)=w(y)+dn;
und
lvills=2| fills 5,
H’?i”r,.,lBézM | fills 5
Wir setzen
:Zaiyi
und

= Z a;n;.
Diese Reihen konvergieren, denn fiir jede Seminorm g auf I'(S, O gilt

any,)<2q W= xl, qu ()
éIIXIlquiq lyillg=24, IIXIlqu I fillsp<oC

und

Z!Ia Nilln_ya = Nl qZ”’I lr_1q=2M A, Z“fi”FB) llxllrg <00

Folgerung 2 ist damit bewiesen.

5. Der Beweis von Proposition 7.4 kann nunmehr in wenigen Schritten
erbracht werden. Da nach Corollar 5.5 die Restriktion

C*(r, ) C*(r,_1, S)
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fiir jedes Steinsche S<§,_, ein Quasiisomorphismus ist, folgt wie oben
unter 2., daB die Summe der Abbildungen im folgenden Diagramm

VAR

C"——Z(rnAla S)—é__’zn_l(rn—l’ S)
surjektiv ist. Deshalb ldBt sich jedes {e Z"'(r,_;, S) darstellen als
{=pt(x)+on,

wobei xe Z""'(r, Syc K"~ '(r, Sy und n'e C"~*(r,_,, S) ist.

Kombiniert man dies mit Folgerung 2, so ergibt sich, dafy die Summe
der Abbildungen im Diagramm
res,2mh

Cn_z(rnAla S)__—é__)ZnVI(rn—h S)

fiir jedes Steinsche S<§, _; surjektiv ist, was zu zeigen war. Damit ist
Proposition 7.4 vollstandig bewiesen.

§8. Projektionssitze
1. Der Bildgarbensatz fiir pseudokohidrente Komplexe

Theorem 1. Sei (Y, 0y) ein mFB-Raum lokal vom Typ (J)und n: X >Y
ein relativ-analytischer Raum, der eigentlich iiber Y liegt. Dann ist fiir
jeden relativ Y pseudokohdrenten, nach unten beschrdnkten Komplex %°
von Ox-Moduln der Bildgarbenkomplex R (% *) pseudokohiirent.

Beweis. Sei s, € Y ein beliebiger Punkt. Nach Lemma A(N)ist R, #*
in einer gewissen Umgebung von s, N-pseudokohirent. Da N und s,
beliebig gewihlt werden konnten, folgt die Behauptung.

Bemerkung. Durch eine leichte Modifikation des Beweises sicht man,
daB auch im folgenden allgemeineren Fall der Bildgarbenkomplex
pseudokohirent ist: Es wird nicht mehr vorausgesetzt, dafl die Abbildung
n: X — Y eigentlich ist, sondern nur, daf3

T:=| ) supp H'(F*)

eigentlich iiber Y liegt.
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2. Perfekte Garbenkomplexe

Sei (X, Oy) ein geringter Raum. Ein Komplex &#* von Ux-Moduln
heiBt perfekt [17], wenn es zu jedem Punkt xe X eine offene Umgebung
U von x, iiber U einen beschrinkten Komplex

P 0P L PN L0

freier Op-Moduln endlichen Ranges und einen Quasiisomorphismus
F*—F*|U gibt.

Hilfssatz 8.1. Sei (X, Oy) ein lokal geringter Raum und % * ein Komplex
von Ox-Moduln. Weiter seien

P00 PP s S PN 0
und
R SO0 SR >R S BV 0.

beschrinkte Komplexe mit freien Oy-Moduln endlichen Ranges £* und #'
fiir iz n. Es gebe Quasiisomorphismen

L —F°* und R —>F°.
Dann ist & ein lokalfreier Ox-Modul endlichen Ranges.

Beweis. Nach [17], Corollaire 1.4.2, gibt es lokal einen Quasiiso-
morphismus 0 LR

Wir betrachten den Kegel von ¢ und sehen, daBl & @ ¢" lokal direkter
Summand von 2" @ #"+! ist. Daraus folgt die Behauptung.

Definition. Sei n: X — S ein relativanalytischer Raum. Ein Komplex
ZF* von y-Moduln heiBt perfekt relativ S, wenn fiir jede relative Karte
j: U—=Dx S der Komplex j, (% °) perfekt ist.

Die folgende Proposition zeigt, dal man die relative Perfektheit von
Z* nur beziiglich einer Uberdeckung von X durch relative Karten zu
fordern braucht.

Proposition 8.2. Sei XS ein relativ analytischer Raum und F° ein
Komplex von Ox-Moduln. i: U—->DxS und j: V—>ExS seien relative
Karten in x mit V< U.

Behauptung. Ist i (F°) perfekt, so auch j (F°).

Beweis. Dies folgt mit Hilfe von Lemma 3.3 dhnlich wie Proposi-
tion 3.5.

Fiir relativ perfekte Komplexe 148t sich der Bildgarbensatz verschir-
fen. Man braucht nicht mehr vorauszusetzen, dafl der Basisraum (Y, Oy)
lokal vom Typ (J) ist, sondern nur, da3 die folgende Bedingung erfiillt
1st:
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(L) Zu jedem Punkt ye Y gibt es eine offene Umgebung ¥ und eine
Basis © der Topologie von V, so daB} gilt:

i) §,8e@=8nSeC.
i) Se© = H"(S,0y)=0firnzx1.
Darunter fallen insbesondere alle kompakten metrisierbaren Haus-

dorffrdume, wenn man als Strukturgarbe die Garbe aller stetigen Funk-
tionen nimmt.

Theorem I1. Sei (Y, Oy) ein mFB-Raum vom Typ (L) und n: X—Y
ein relativ-analytischer Raum, der eigentlich iiber Y liegt. Dann ist fiir
jeden relativ Y perfekten Komplex F° von Ox-Moduln der Bildgarben-
komplex R, F* perfekt.

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus §4.4 liBt sich, unter Zuhilfe-
nahme von Hilfssatz 8.1, Lemma R(n) wie folgt verschiirfen: Zu jedem
so€ Y gibt es eine offene Umgebung S, von s, eine ganze Zahl n,, einen
auf A, bezogenen Atlas A(S,), einen Komplex

RB:—>0> RO RO B0

freier verbundener Garbensysteme endlichen Ranges iiber U(S,) und
einen Quasiisomorphismus
(%._}j* g"

iiber A(S,). Fiir jedes offene S S, hat der totale Cechkomplex
C. (r5 S) = C. (T, Sa '@.)einf

jetzt folgende Eigenschaften:
i) C*(r, S) ist beschrinkt, insbesondere ist C"(r, S)=0 fiir n<'n,.
i) Fiir n=n, ist C*(r, S) ein endliches Produkt von I'(S, 05)-Moduln

der Gestalt
D) xS, Opyns)-

iii) Der Garbenkomplex C*(r), definiert durch S+ C*(r, S), ist quasi-
isomorph zum Bildgarbenkomplex von % *.

Nach Lemma A(n,— 1) gibt es eine Steinsche Umgebung S’ von s,,
ein r mit v, <r=<r,, und iber § einen beschrinkten Komplex

Lm0 Pl P Frotio

freier O5.-Moduln endlichen Randes und einen (n, —1)-Quasiisomorphis-
mus o: £*— C*(r). Sei
N =ker(Fm 1 P™)
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und
P 0o N Pl Pro

Der Morphismus ¢ induziert einen Quasiisomorphismus
G P C(r).
Der Kegel von & hat die Gestalt
e 0 N P PR CRO ()@ L s

Nach Lemma B(n,—2) gibt es iiber einer Umgebung von s, eine Zyklen-
projektion 7: £"" ' 4 mit tov=id. Deshalb ist .4 lokalfrei, d.h.
der Bildgarbenkomplex Rn, #° ist perfekt.

3. Berechenbar pseudokohérente Garbenkomplexe

Will man den Bildgarbensatz fiir relativanalytische Rdume beweisen,
deren Basis ein beliebiger mFB-Raum ist, so muf3 man an den Garben-
komplex #* weitere Bedingungen stellen. Hier scheint der Begriff der
berechenbaren Pseudokohirenz niitzlich zu sein, den wir im folgenden
kurz darstellen wollen.

Definition. Sei X ein topologischer Raum.
i) Ein Komplex von Garben abelscher Gruppen auf X

g—(;f_ ¢ ,9'— [ yu

heil3t berechenbar exakt, wenn es zu jedem xe X und jeder offenen Um-
gebung U von x eine offene Umgebung ¥V < U von x gibt, so daB gilt:
Zu jedem fel(U, %) mit (f)=0 gibt es ein ge'(V, F') mit ¢(g)=
YNy
ii) Ein Komplex £* von Garben abelscher Gruppen iiber X heiit
berechenbar n-azyklisch, wenn fiir alle k= n der Komplex

eg;k«l_)97!(4}'?‘7}(4,1
berechenbar exakt ist.

iii) Seien #* und %" zwei Komplexe von Garben abelscher Gruppen
iiber X. Ein Morphismus
Q. F*—-G*

heiBt berechenbarer n-Quasiisomorphismus, wenn der Kegel von ¢ be-
rechenbar n-azyklisch ist.
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Definition. Sei (X, ¢/x) ein geringter Raum und %°* ein nach unten
beschriankter Komplex von Oy-Moduln. #* heilit berechenbar n-pseudo-
kohdrent, wenn es zu jedem xe X eine offene Umgebung U von x, einen
beschrinkten Komplex #* von freien ¢y-Moduln endlichen Ranges,
einen n-Quasiisomorphismus ¢: ¥*— %° und eine injektive Auflésung
Wi F—F° gibt, so daB die Komposition

Yop: F*—9°
ein berechenbarer n-Quasiisomorphismus ist.

Definition. Sei X — S ein relativanalytischer Raum und #* ein
Komplex von Ox-Moduln. &#* heil3t berechenbar pseudokohdrent relativ S,
wenn fiir jede relative Karte j: U— D xS von X der Komplex j, #*
berechenbar n-pseudokohirent fiir alle neZ ist.

Bemerkung. Ist S ein m FB-Raum vom Typ (J), so ist jeder nach unten
beschrinkte relativ S pseudokohirente Komplex von @x-Moduln be-
rechenbar pseudokohérent relativ S. Ist S nur vom Typ (L), so ist jeder
relativ perfekte Komplex berechenbar relativ pseudokohérent.

Wir stellen dem Leser anheim, folgende Vermutung richtigzustellen
und zu beweisen.

Vermutung. Sei 7: X — S ein relativanalytischer Raum, der eigentlich
itber S liegt. Ist F* ein berechenbar relativpseudokohdrenter Komplex von
Ox-Moduln, dann ist Rn, F° pseudokohdrent.

Ohne die tatkriftige Mitarbeit von Michael Schneider hitte die Arbeit kaum Gestalt
angenommen. Wir danken ihm herzlich fiir seine Hilfe.
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