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Relativ-analytische R iume 
und die Koh irenz yon Bildgarben 

O. Forster und K. Knorr (Regensburg) 

Einleitung 
H. Grauert bewies 1960 folgenden Koh~irenzsatz [5] : Sei f :  X-~ Y 

eine eigentliche holomorphe Abbildung zweier komplexer R~iume und 
eine koh~irente analytische Garbe auf X. Dann sind alle Bildgarben 

R" f ,  ~ koh~irent. Dieses Theorem, dessen Analogon in der algebraischen 
Geometrie schon vorher yon A. Grothendieck bewiesen worden war [1], 
ist zu einem der wichtigsten Hilfsmittel in der analytischen Geometrie 
geworden. Grothendieck wies schon seit langem auf die Notwendigkeit 
hin, den Grauertschen Koh~irenzsatz auf relativ-analytische R~iume 
zu verallgemeinern, deren Basis nicht notwendig ein komplexer Raum 
ist [8]. Er entwickelte dazu mit seiner Schule den notwendigen homo- 
logischen Apparat [2, 9, 17, 18]. In der nichtarchimedischen Funktionen- 
theorie hat Kiehl [13] den Bildgarbensatz bewiesen und in [14] weitere 
Schritte in Richtung auf den allgemeinen Satz getan 1 

Einer der Verfasser (Knorr) ffihrte 1968/70 einen lehrreichen Brief- 
wechsel mit A. Grothendieck fiber dieses Problem und erhielt dadurch 
Zugang zu einigen ,,papiers secrets". Im Dezember 1969 und April 1970 
konnte er in Nizza bzw. Grenoble mit B. Malgrange diskutieren, der ihm 
bereitwillig seine Ideen mitteilte. Die Malgrangeschen Ideen ffihrten 
letztlich zum Erfolg. Wir beweisen hier den Bildgarbensatz fi~r relativ- 
analytische R~iume, deren Basis gewisse Fr6chet-geringte R~iume sind, 
zu denen neben komplexen R~iumen insbesondere endlichdimensionale 
Mannigfaltigkeiten vom Typ C k, 0_  k_< ~ ,  geh6ren. Da in diesem all- 
gemeineren Fall die Strukturgarbe nicht mehr koh~irent ist, hat man nach 
Grothendieck die koh~irenten Garben durch pseudokoh~irente Komplexe 
zu ersetzen. Der Bildgarbensatz lautet nun so: Ist f :  X ~ Y ein relativ- 
analytischer Raum, der eigentlich fiber Y liegt undo  ~~ ein nach unten 
beschr~inkter relativ-pseudokoh~irenter Komplex yon Cgx-Moduln, so 
ist der Bildgarbenkomplex R f , ~ ~  pseudo-koh~irent. In unserem all- 

1 Inzwischen haben Kiehl und Verdier [14a] und Kiehl [14b] ebenfalls den Grauertschen 
Koh~irenzsatz mit neuen Methoden bewiesen und ihn auf relativ-analytische Riiume 
verallgemeinert. 
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gemeinen Projektionssatz ist der klassische Bildgarbensatz enthalten. 
In diesem Fall, der in [-3] eigens dargestellt ist, ergeben sich in einigen 
Punkten betr~ichtliche Vereinfachungen. Obwohl die vorliegende Arbeit 
unabh/ingig von [3] zu verstehen ist, sei dem Leser, der sich schnell mit 
den Beweisideen vertraut machen will, die Lektiire von [3] empfohlen. 
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Der Begriff der Pseudokohiirenz im Sinne yon Grothendieck 

In diesem Paragraphen erinnern wir an einige Begriffe und S~itze, die 
wir sp~iter benOtigen (vgl. [7, 9, 10, 17, 18]). Ffir den ganzen Paragraphen 
sei (X, COx) ein geringter Raum. 

1. Seien 

f t , :  . . .  _____~ f i n -  1 

und d ~ ,  a ~ , + 1  __~... 

zwei Komplexe von cox-Moduln und 

ein Komplexmorphismus. a heiBt n-Quasiisomorphismus, wenn der 
induzierte Garbenhomomorphismus 

H k (a): H k ( ~ ' )  ~ H k ( ~ ' )  

f'tir k>n ein Isomorphismus und ffir k=n ein Epimorphismus ist. a 
heiBt Quasiisomorphismus, wenn es ein n-Quasiisomorphismus fiir alle 
n~2g ist. 
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Der Kegel aU" eines Komplexmorphismus  a:  o~ '--+ff"  ist so deft- 
niert" Jd" = f f " |  "+'  , n e Z ,  

mit den Ablei tungen 

(x, y)~-+ (dx +a y, - 6  y). 

Ein Komplexmorph ismus  a: ~ ' - - + N "  ist genau dann ein n-Quasi- 
isomorphismus,  wenn fiir den Kegel J{'~ yon cr gilt" 

Hk(J{'~ = 0 ftir k>n. 

2. Ein Komplex  o ~ "  von (gx-Moduln heif3t n-pseudokohiirent, wenn 
es zu jedem Punkt  x e X  eine offene Umgebung  U von x gibt, und einen 
n-Quasi isomorphismus tiber U 

-+ 0 , 5  ~ 

1 
). ~Q~n+l  _ _ . _ _  

) ~ n + l  _ _  

~. (~pn+ 2 _ ~  . . .  

_1. ~ n +  2 ___+ . . .  

wobei die 50k freie Ov-Moduln endlichen Ranges sind mit 50k=0 f i r  
hinreichend groBes k. Der  Komplex o~" heil3t pseudokoh&ent wenn er 
n -pseudokohi ren t  ftir alle n e Z  ist. 

Jede (gx-Modulgarbe ~-  kann  man als Komplex 

o~": --+ 0 - +  0 - +  y -+ 0 - .  0-- .  

mit o~ an der 0-ten Stelle auffassen, o~" ist genau dann ( - n ) - p s e u d o -  
koh i ren t  (n > 0), wenn es lokal eine Aufl6sung 

5 0 - , _ ,  5 0 - , + ,  ~ ... _~ 500 _+ o~_+ 0 

der L i n g e  n dutch freie (gx-Moduln 50k endlichen Ranges gibt. Ist (9 x 
kohi ren t ,  so sind die K o h i r e n z  von o~, die ( - 1 ) - P s e u d o k o h i r e n z  von 
o~ ~ und die P seudokoh i r e nz  von o~ ~ gleichbedeutend. 

3. Ist Y "  ein n-pseudokohi ren te r  Komplex  von (gx-Modul mit 
H k ( W ~  fiir k>n, so ist H"(o ~~  ein (gx-Modul endlichen Typs. Sei 

~ / ~ ~  " ' ' - - +  0 ;' 0 - -  ) 5 0 n + 1 _ _ _ _  ) ~ 9 n + 2  ~ . . .  

l L 
c~~ . . .___~n-- l__+~n ____+ , ~ n  + 1 ) , ~ ' - , +  2 ~ . . .  

8* 
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ein (n + 1)-Quasiisomorphismus zwischen zwei pseudokoh~irenten Kom- 
plexen ~ ~  und ~-~ Nach der gerade gemachten Bemerkung ist H"(J~f "~ 
vom endlichen Typ, wobei J{'~ den Kegel von &a~ ~-o bezeichnet. 
Daher gibt es zu jedem x ~ X  eine offene Umgebung U von x, einen 
freien (gv-Modul &~'" endlichen Ranges und tiber U einen Morphismus 

der einen Epimorphismus 

~e .  ~ , z " ( ~ ' ) ,  

L~ o" ~ H" (~~  

induziert. Spaltet man ~o in seine Komponenten 

57"-~2,r "+1 und ~ " ~ o ~ "  

auf, so erhiilt man einen n-Quasiisomorphismus 

. - ' ~  0 , ~ .  ,~r 

I t l 
. . .  __+ f i n - 1  , f i n  ) ~ n + l  

tiber U. 

o.(~n + 2 ----).... 

1 
), ~ .~n+ 2 ~ . . .  

4. Sei (Y, (_gr) ein weiterer geringter Raum. 

Ein Morphismus 

J=(Jo,J0: (X, ex)--+ (Y,, (_91,) 

heil3t abgeschlossene Einbettung, wenn 

jo: X - *  Y 

den Raum X hom6omorph auf eine abgeschlossene Teilmenge von Y 
abbildet und der Garbenmorphismus 

Jl: (_91, --~Jo* (gx 

ein Epimorphismus ist. 

Lemma (vgl. [17], III. Lemme 1.1.1.). Seij: X ~ Yeine abgeschlossene 
Einbettung und j ,  (~x) pseudokohi~rent. Dann gilt: 

Ein Komplex o~ ~ yon (gx-Moduln ist genau dann pseudokohfirent, wenn 
der Komplex j ,  o ~~  auf Y pseudokohgwent ist. 

5. Sei n: X --, Y ein Morphismus geringter Riiume und o~o ein nach 
unten beschr~inkter Komplex von (gx-Moduln (d.h. es gibt ein n , ~ Z  
mit ~ " = 0  ffir n<n , ) .  Dann gibt es einen nach unten beschr~inkten 
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Komplex J "  von injektiven (gx-Modul J "  und einen Quasiisomorphis- 
mus o~" --~ J ' .  

Der Komplex R n ,  ~ "  ist bis auf Isomorphie durch n ,  J ~  gegeben. Die 
Isomorphie ist dabei in folgendem Sinne zu verstehen: Hat man einen 
weiteren Quasiisomorphismus ~ "  ~ J ~  in einen nach unten beschriink- 
ten Komplex J ~  injektiver (gx-Moduln, so gibt es einen nach unten 
beschriinkten (~y-Modulkomplex if~ und Quasiisomorphismen 

~, J "  ~ ~ ' - - ,  rc, J ' .  

Ist ~ eine d?x-Modulgarbe, so werden die gewiShnlichen Bildgarben 
yon ~ durch 

Rq re, o~ =Hq(R re, o ~ ) 

gegeben, wobei auf der rechten Seite der Gleichung o~ als Garben- 
komplex aufgefal3t wird (vgl. 2.). 

Kapitel I. Relativ-analytisehe Riiume 
Relativ-analytische Riiume sind, grob gesprochen, Familien komplex- 

analytischer Riiume, deren Parameterr~iume gewisse Fr6chet-geringte 
Riiume sind. Die Kategorie dieser Basisr~iume, die insbesondere alle 
komplexen R~iume und differenzierbaren Mannigfaltigkeiten umfai3t, 
wird in w 1 definiert. 

In w werden Spektralnormen auf der Algebra der Schnitte der 
Strukturgarbe fiber einer offenen Menge untersucht. Diese Spektral- 
normen erweisen sich als iiberaus nfitzlich ffir gewisse Potenzreihen- 
konstruktionen. 

Als glatte Modelle ffir die in w 3 eingef'fihrten relativ-analytischen 
Riiume dienen Produkte Frdchet-geringter Riiume mit Polyzylindern 
im t12 m. Die allgemeinen relativ-analytischen Riiume sind lokal Unter- 
riiume davon. Der Begriff der relativen Pseudokohiirenz wird mittels 
relativer Karten eingef'tihrt. Der Beweis der Unabhiingigkeit der Defi- 
nition yon der Wahl der Karte ist nicht ganz mfihelos und benutzt die 
oben erwiihnten Potenzreihenkonstruktionen. 

w 1. Eine Kategorie Fr&het-geringter Rfiume 
Sei A eine IZi-Algebra mit Einselement. Eine Abbildung q: A ~ IR+ 

nennen wir multiplikative Seminorm, falls gilt: 

i) q(2f)=121 q(f), 
ii) q(f  +g)<=q(f)+q(g), 

iii) q(f g)<=q(f) q(g) 

ffir alle 2elE und f, geA. 
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Unter einer mF-Algebra verstehen wir eine topologische C-Algebra 
mit Einselement, deren unterliegender topologischer Vektorraum ein 
Fr6chetraum ist und deren Topologie durch eine Familie von multi- 
plikativen Seminormen definiert werden kann. 

Ein Morphismus ~p: F -* G von m F-Algebren ist ein stetiger Algebra- 
Homomorphismus mit ~0 (1)= 1. 

Vereinbarung. Von jetzt ab verstehen wir unter einer Seminorm 
auf einer mF-Algebra F stets eine stetige multiplikative Seminorm. 

Eine (nicht notwendig stetige) Abbildung p: F ~ IR+ w {oQ }, die den 
Bedingungen i) bis iii) geniigt, nennen wir Pseudonorm. 

Definition. Sei F eine m F-Algebra. Eine Teilmenge B von F heil3e 
m-beschrfinkt, wenn gilt: 

i) B ist absolutkonvex und BB ~ B. 
ii) B ist abgeschlossen und beschr~inkt. 

iii) B c~ Ir # {0}. 

Bemerkungen. 1) Ist B eine m-beschr~inkte Teilmenge von F, so gibt 
es eine m-beschr~inkte Teilmenge B ' c  F mit 

B o B '  und I~B'.  

Man kann als B' die abgeschlossene absolutkonvexe Hiille von B w { 1 } 
w/ihlen. 

2) Sind Ba und B 2 m-beschr~inkte Teilmengen von F, so existiert eine 
m-beschr~inkte Teilmenge B c F mit 

B I u B 2 ~ B .  

Beweis. Ohne Beschr~inkung der Allgemeinheit gilt 1 EBI (3B 2. Die 
Menge BIB2 ist beschr~inkt und multiplikativ abgeschlossen und es ist 
B 1 w B2 ~ Bx B2. 

Ftir B kann man die abgeschlossene absolutkonvexe Hiille von 
B~ B 2 nehmen. 

Bezeichnung. Ftir eine m-beschr~inkte Menge B in F ist das Min- 
kowskifunktional 

[[ f I l~=inf{2eF,+  : f~2B} 

eine Pseudonorm. 

Bemerkung. Zu jeder Seminorm q auf F gibt es dann eine Konstante 
2q > 0, so dab 

q(f)<Rq NflIB ftir alle f~F .  
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Wir setzen 
Fn={feF:  I l f l I , < ~ } .  

Wie man leicht nachrechnet, ist (FB, II liB) eine Banachalgebra. Aus der 
obigen Bemerkung folgt, dab die Inklusionsabbildung FB---' F stetig ist. 

Definition. Unter einem mFB-Raum verstehen wir ein Paar (X, (gx), 

bestehend aus einem topologischen Raum X und einer Garbe (9 x yon 
mF-Algebren mit folgenden Eigenschaften: 

i) X hat abz~ihlbare Topologie. 
ii) Die Halme ~)x,x sind lokale Ringe mit ResiduenkiSrper I~. 

iii) Zu jedem Punkt x und jeder offenen Umgebung U yon x gibt es 
eine offene Menge V mit xe  V ~ U, so dab fiir die Restriktionsabbildung 

restW: F (U, (gx) --* r (V, Cx) 

gilt: Zu jeder beschr~inkten Menge A in F(U,(gx) gibt es eine m-be- 
schr~inkte Menge B in F(V, (gx) , die restW (A) absorbiert 2. 

Bemerkung. Wegen der Bedingung ii) ist jedem Element f e F  (U, Cx) 
eine Funktion 

f :  U --* IE 

zugeordnet. Wir werden in w 2, Corollar 2.5, beweisen, dab fs te t ig  ist. 
Statt f(x) schreiben wir auch f(x). 

Bezeichnungen. Sind Vc  U offene Teilmengen yon X, die der Be- 
dingung iii) der obigen Definition gentigen, so schreiben wir abkiirzend 

V ~ U .  

Ist A eine beschr~inkte Menge in F(U, (9x) und B eine m-beschr~inkte 
Menge in F(V, (gx), die restvU(A) absorbiert, so schreiben wir 

Es gilt dann 

(V,B)<(U,A). 

rest v (A) c FB ( V, (gx), 

wobei wir FB(V,, (gx) = ( r  (V, (_gx))n gesetzt haben. 

Bemerkung. Sei (X, (gx) ein m FB-Raum und X lokalkompakt. Sind 
U, V offene Mengen in X mit V c c U, so gilt V,~ U. 

2 Wir danken Herrn R. Kiehl, durch den wir auf einen Mangel in unserer urspr~inglichen 
Definition aufmerksam gemacht wurden. 
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Definition., Seien (X, (gx) und (Y, (9 0 zwei mFB-R~ume. Ein Mor- 
phismus 

q~---(qOo, qoO: (X, (gx)--~( Y, (~r) 

besteht aus einer stetigen Abbildung 

~00: X---~ Y 
und einem Morphismus 

~01 : (gr -~ (~0o), (gx 

von Garben yon mF-Algebren. 

Bemerkung. Es folgt, dab ~o~ ein lokaler Homomorphismus ist. 

Beispiele fiir mFB-Ri~ume. 1) Komplexe R~iume mit abziihlbarer 
Topologie. 

2) Lokalkompakte topologische R~iume mit abz~ihlbarer Topologie, 
versehen mit der Garbe der stetigen Funktionen. 

3) Differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit abz~ihlbarer Topologie, 
versehen mit der Garbe der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen 
(O~k_< oo). 

Produkte. Sei F eine mF-Algebra und G eine nukleare mF-Algebra. 
Dann ist das topologische Tensorprodukt G @ F wieder eine mF-Algebra. 
(Weil G nuklear ist, stimmen das ~-Produkt und das n-Produkt iiberein, 
vgl. [6].) 

Ist speziell G=F(D(r),(9~) die Algebra der holomorphen Funk- 
tionen auf dem gleichseitigen Polyzylinder 

D(r)= {z--(z x ..... Zm)el~m: ]Z#] < r}, 

so l~iBt sich GQF mit der Algebra der holomorphen Funktionen auf 
D(r) mit Werten in F identifizieren. Bezeichnen tl . . . . .  t,, die kanonischen 
Koordinaten des C m, so l~iBt sich jedes Element f e G Q F  in eine kon- 
vergente Potenzreihe 

f =  ~ avt ~ mit a ~ F  
v ~ l q  m 

entwickeln. Fiir jedes p < r und jede Seminorm q auf F definieren wir eine 
(multiplikative) Seminorm II i]pq auf G ~ F  durch 

[Ifi[pq = ~ q(a~)P I~1, 
v ~ l q  m 
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wobei I v l = v l + . . . + v , ,  ffir v=( h . . . . .  v,,) gesetzt wurde. Durchl~iuft p 
alle positiven Zahlen < r und q alle Seminormen auf F, so definiert 
bekanntlich die so entstehende Familie von Seminormen die Topologie 
von G@F. 

Ist p=r  oder q nur eine Pseudonorm auf F, so kann 1I Iloq analog 
definiert werden und ist dann eine Pseudonorm auf G Q F. 

Bezeichnung. Ist B eine m-beschr~inkte Menge in F und q das durch B 
bestimmte Minkowskifunktional, so schreiben wir statt I[ []pq auch ]I HoB. 

Jetzt sind wir in der Lage, das Produkt eines mFB-Raumes (S, (gs) 
mit dem m-dimensionalen komplexen Zahlenraum 112" zu definieren. 
Fiir einen gleichseitigen Polyzylinder D (z, r) mit Zentrum z und Radius r 
und eine offene Menge S ' c  S setzen wir 

(gcm• r) x S')= F(D(z, r), Oc,,)Q F (S', t~s). 

Durch diese Vorgabe ist eindeutig eine Garbe t~e,,• von mF-Algebren 
auftE m x S bestimmt (vgl. [11]). 

Proposition 1.1. Fiir jeden mFB-Raum (S, (gs) ist ( C " x  S, r162215 ein 
mFB-Raum. 

Beweis. Das Axiom i) der mFB-R~tume ist fiir I12" x S offensichtlich 
erfiillt. Axiom iii) beweist man so: Gilt ftir den Raum (S, (gs) 

V ~ U  

und ist 0 < p < r, so folgt 

D(z, p) x V~.D(z, r) x U. 

Sei dazu .4 eine beschr~inkte Teilmenge von D(z, r)x U. Jedes f e ,4  
l~iBt sich in eine Potenzreihe 

f = ~ , a , ( f )  t v 
v 

mit av( f )eF(U,  ~s) entwickeln. Da ,4 beschr~inkt ist, ist auch 

A = {av(f) r : f e A ,  v~_]N m} ~I ' (U,  (gs) 

beschr~inkt; dabei ist/5 eine reelle Zahl mit p < ~ < r. Sei B c F(V, (gs) eine 
m-beschr/inkte Menge mit 

und 
(V ,B)<(U,A) ,  

b = { feC(D(z ,  p) x V, (~.-, • s): I l f i lo .~  1}. 
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/~ ist m-beschr~inkt und es gilt 

(D(z, p) • K b)r  r) x V, ~). 

Axiom ii) ergibt sich aus dem folgenden 

Hilfssatz. r • s hat lokale Halme mit Residuenk6rper C. 

Beweis. Sei (z, S)elEmx S und ms das maximale Ideal von Cs, s. Wir 
zeigen, dab ~ .  • s, tz, s) ein lokaler Ring ist, dessen maximales Ideal aus 
allen Funktionskeimen f besteht, fiir die gilt: 

Es gibt ein r > 0, eine offene Umgebung S' von s und einen Repr~isen- 
tanten F e F(D(z, r) x S', Co-, • s) von f d e r  Gestalt 

F = a o +  ~ a v ( t -  z) v 
Ivl>__l 

wobei a~eF(S', (gs) und aoems.  

Es geniigt zu zeigen, dab 1 - f  ftir jedes solche f invertierbar ist. Ohne 
Einschr~inkung ist 1 - a o invertierbar in F(S', Os). Sei b = (1 - %)-  1. Jetzt 
gilt 

1 - F = ( 1 - a o ) ( 1 -  2 bav(t -z)~)  �9 
Ivl->_l 

Wir setzen 
G= ~ b % ( t - z )  v. 

M>=I 

Es bleibt zu zeigen, dab 1 - G in einer eventuell verkleinerten Umgebung 
yon (z, s) invertierbar ist. Sei S" eine offene Umgebung yon s mit S",~ S' 
und O < p < r .  Dann gibt es eine m-beschr~inkte Menge B~F(S",(gs),  
so dab 

IIGtlpB<~. 

Es gibt ein p' mit 0 < p' < p, so dab 

II~11o,,, <p' II~tloB< 1. 
P 

Also ist 1 - G tiber D(z, p') • S" invertierbar. 

Zur sp~iteren Verwendung notieren wir folgenden 

H i i f s s a t z  1.2. Sei 0 <  r' < r" < r. Dann hat die Familie (t/r") v, v ~ N " ,  yon 
Elementen aus r(D(r) x S, 0 ~  x s) folgende Eigenschaften: 

i) Fiir jedes m-beschriinkte B c F ( S ,  (gs) gilt 

(t)v 
~ 7 r  ~ 0 0 .  

v ~ N  m ?" r" B 
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ii) Fiir jede offene Teilmenge S ' c  S liiJ3t sich jedes Element 

f e r (  D(r) x S', (9c,,• s) 

eindeutig in eine konvergente Reihe 

f = ~  a v mit aveF(S', (9s) 
v 

entwickeln, wobei 
q(a~)<llfH,,, q 

fiir jede Seminorm oder Pseudonorm q auf F(S', (gs). 

Dieser Hilfssatz folgt unmittelbar aus den Definitionen. 

m F B-Riiume vom Typ (J). Ein m F B-Raum (X, (9x) heigt vom Typ (J), 
wenn gilt (vgl. [11]): 

(1) X ist metrisierbar und yon endlicher Lebesguedimension. 

(2) Es gibt eine Basis ~ der Topologie von X mit 

i) S , S ' ~ S c ~ S ' ~ .  

ii) S e ~  ~ H " ( S ,  (gx)=0 ffir n_>_ 1. 

Im folgenden nennen wir die Mengen S t  ~ Steinsch. 

Beispiele. 1) Komplexe R/iume und (endlichdimensionale) differen- 
zierbare Mannigfaltigkeiten sind lokal mFB-R~iume vom Typ (J). 

2) Jeder lokalkompakte Raum endlicher Lebesguedimension mit ab- 
z~ihlbarer Topologie ist, versehen mit der Garbe der stetigen Funktionen, 
ein mFB-Raum vom Typ (J). 

Bemerkung. Ist der m FB-Raum (X, (gx) vom Typ (J), so auch das 
oben definierte Produkt (II~ m x X, (_ge,, • x). Ist S c X Steinsch und D c 112 m 
ein Polyzylinder, so ist auch D x S Steinsch. 

Dies folgt aus den von L. Kaup bewiesenen Ktinnethformeln [12]. 

Hilfssatz 1.3. Sei (X, (gx) ein mFB-Raum vom Typ (J) und d = d i m  X. 
Weiter sei o~ ein (gx-Modul und 

eine Aufl6sung yon o~ fiber X durch freie (gx-Moduln ~q~i, 0 <- i <- d. 

Behauptung. Fiir jedes Steinsche S c X gilt 

H"(S, o~)=0 fiir alle n> l. 

Beweis. H"(S, o~)~--H"+d(S ker(s --+ h~ ftir n>  1. 
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w 2. Spektralnormen 

Sei (X, Cgx) ein mFB-Raum, U offene Teilmenge von X und B eine 
m-beschr~inkte Menge in F(U, Cx). Ffir f~  F(U, dgx) wird die Spektralnorm 
durch 

II fl[~ p = limsup [ / / ~  
n~oo 

definiert (vgl. [16]). Ist f~FB(U, (gx), so gilt I]fli~P< oQ. 

Bemerkung 2.1. i) Es gilt sogar limsup,~ o~ ~ / ~  = ]lna" ~/" ~ l l  f [Is. 

ii) I] f ll ~P = sup {[21:2 - f nicht invertierbar in F n (U, cgx)}. 
iii) Aus [I f ][ ~P = 0 folgt nicht notwendig f = 0. 

Hilfssatz2.2. Sei (X, Cx) ein m FB-Raum, U ~ X  often und B , B ~  
F(U, (gx) m-beschrfinkt mit [3 ~2B,  2 ~ .  

Dann gilt: 

i) r~(u, (~x)=rB(u, Cx). 
ii) Ilfll~p< tlfll~ p. 

Dies leuchtet unmittelbar ein. 

Hilfssatz 2.3. Sei (X, Cgx) ein m FB-Raum. Ist B eine m-beschr;~nkte 
Teilmenge yon F(X, C)x), so gilt 

sup ] f(x)l <_ [I fll~ p ffir alle f~r(x, Cx). 
xEX 

Dies folgt unmittelbar aus Bemerkung 2.1. ii). 

Lemma 2.4. Sei (X, ~x) ein mFB-Raum, x e X  und f e F ( X ,  Cgx) mit 
f (x )=0 .  Dann gibt es zu jedem e > 0  eine offene Umgebung U yon x und 
eine m-beschrfinkte Menge B in F(U, (gx), so daft II f [] ~v < ~. 

Beweis. Zu jedem 2 ~ C \  {0} gibt es eine offene Umgebung Uz yon x, 
so dab 2 - f  in F(Uz, (.gx) invertierbar ist. Wir diirfen annehmen, dab es 
m-beschr~inkte Mengen Bz ~ F( U~, Cx) gibt, so dab (2 - f ) -  1 ~ Fn ~ ( Uz, Cx). 
Zu jedem 2 ~ \  {0} gibt es also eine offene Umgebung P~ yon 2, so dab 
/ ~ - f  in Fa,(Uz, (gx) fiir alle/~eP~ invertierbar ist. 

Aul3erdem gibt es eine offene Umgebung U| von x, eine m-beschr~inkte 
Menge Bo~=F(Uo~,(gx) und ein R>0 ,  so dab 2 - f  f'tir alle 121>R in 
Fsoo(Uo~, (gx) invertierbar ist. 

Da {2~C: e<]21<R} kompakt ist, kann man 21 . . . . .  / ] , k ~ {  0} 

finden, so dab mit der Bezeichnung 

u=~c~,c~. . -n  ~ 
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gilt: Es gibt eine m-beschr~inkte Menge B=F(U,  (gx), so dab  g - f  f'fir 
alle petl? mit  I~1>~ in I'B(U,(9x) invert ierbar  ist. Da raus  folgt nach 
Bemerkung  2.1. ii), dab  II f II ~P < ~:. 

Corollar 2.5. Sei (X, (gx) ein m FB-Raum und f ~ F ( X ,  (Px). Dann ist 
f :  X -* I~. stetig. 

L e m m a 2 . 6 .  Seien D(p)=Ir. ~ und D'(z,r)=Ir. m gleichseitige Poly- 
zylinder. Weiter sei (S, (9s) ein mFB-Raum, 

B = F(D'(z, r)x S, (9r215 

eine m-beschrfinkte Menge und 

g=(gl ,  ..., g,)~F(D'(z, r) x S, (9r215 ~ 
mit 

IlgklI~P < p fiir l<_k<_n. 

Behauptung. Fiir jedes 

f = ~ a~ F ~ F(D (p) x S, Cr215 s) 
v 

konvergiert die Reihe 
a, g* 

v 

in r(D'(z, r) x S, (pr ~ s). 

Beweis. Es gentigt zu zeigen, dab  ~',q(G)IIg'll~,q<oo fiir alle r ' < r  
v 

und alle Seminormen  q auf F(S, (_gs). Man w~ihle reelle Zahlen p" und p*, 
so dab  p " < p * < p  und Ilgkll~P<p '' fiir 1 _<k_<n. 

D a  B beschriinkt ist, gibt es ein 2e lR+,  so dab  

[[hll,,q< XlihllB 

for alle heF(D'(z, r) x S, (9r Sei e > 0  so gew~ihlt, dab IIgkH~P<p"-e 
fiir 1 _< k < n. D a n n  gibt  es ein N e N,  so dab  

fiir alle I>N.  

Insgesamt  folgt 

IIg~,llr, q ~ ( p " )  ~ fiir alle I>N.  

Sei M > p" eine Kons tan te  mit  IJgkll r,q <= M far 1 < k-< n. Man  erhNt nun 
ffir jedes y e N "  mit Ivl = l  (M oN 

Ilg II,,q=llgPll,,q Ilg•~ t -"N=2 \ p,, / (P")( 
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Da q(a~)(p*)l~l< IIfllp, q, folgt 

( M ] , U  ( p,, ]1~1 
~ q(a,)]]g~]lr \ p,~] ~ \~g-] < oo. 

Lemma2.7. Sei (S, (gs) ein m FB-Raum, P c(I~ m 
f . e  F(P x S, Cr215 

Behauptung. Es gibt genau einen mFB-Morphismus 

offen und f l  . . . . .  

~P = ((Po, q~ (P x S, (fie • s) ~ (112" x S, (9r • s) 

iiber (S, (gs) mit q)l(tk)= fk, 1 <k<_n. 

Beweis. a) Definition von ~Oo: Durch  q~o(Z, s):=(fl(z, s), . . . , f , (z ,  s); s) 
wird nach Corol lar  2.5 eine stetige Abbildung q~o: P x S --~ IU" x S tiber S 
gegeben. 

b) Definition yon qh: Sei (z, s)eP x S und q~o(Z, s)=(w, s). Zun~ichst 
konstruieren wir zu jedem Polyzylinder D(w, p) cll?" und jeder offenen 
Umgebung  S' von s einen Polyzylinder D(z, r ) c P  und eine offene Um- 
gebung S" von s mit 

(pol(D(w, p) x S')~ D(z, r) x S" 

und einen stetigen Algebrahomomorph i smus  

r(D (w, p) • S', (~r176215 ~)--, r(D (z, r) x s", c%~ s). 

Nach Lemma 2.4 l~igt sich ein r > 0 ,  eine offene Umgebung S" yon s und 
eine m-beschr~inkte Menge B ~ F(D (z, r) x S' ,  (ge • s) so finden, dab 

[I fk-- WkllsSp < p 
fiir l <-k<_n. 

Ffir heV(O(w, p)• S', Or215 mit h = ~  G ( t - w )  ~ wird 
v 

~l(h)=Y, q ( f - w ;  
v 

gesetzt. Nach  (2.6) ist damit  

r(D(w, p) x S', (9r • s) --~ r(D(z, r) x S", Ce• s) 

wohldefiniert.  DaB sich diese Abbildungen zu einem Morphismus  

q ) l :  (QCnxS-~ q)O* ((QPxS) 
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zusammenftigen, zeigt man wie im klassischen Fall durch Umordnen 
von Potenzreihen und Majorantenkalktil. 

Proposition 2.8 (Fortsetzungssatz). Sei ~: (X, (gx)-* (S, (gs) ein Mor-  
phismus yon m FB-Riiumen, P eine offene Teilmenge yon 112" und Q eine 
offene Teilmenge yon 112". Welter sei i: X - *  P x S e i n e  abgeschlossene 
Einbettung fiber S und q): X --, Q x S ein Morphismus fiber S. 

Behauptung. Zu  jedem (z, s)~P x S gibt es eine offene Umgebung U 
yon (z, s) und einen Morphismus q): U ~ Q x S fiber S, so daft das Diagramm 

X ~ X '  qx' , U c P x S  
\ ,  / 

Q x S  

kommutiert, wobei X '  = i -  1 (U) gesetzt wurde. 

Beweis. Seien q,  . . . ,  tm die kanonischen Koordinatenfunktionen 
des IU". 

Es gibt eine offene Umgebung U von (z, s) und Schnitte f l  . . . . .  fm~ 
F(U, (gv• , SO dab i~(fk)=q~l(tk) f'tir l < - k < m .  Nach (2.7) existiert ein 
q): U - , Q x S  mit ~a(tk)=fk.  Dieses 4~ hat die gewtinschten Eigen- 
schaften. 

w 3. Relativ-analytische Riiume und relative Pseudokohiirenz 

Definition. Ein Morphismus 7r: X - . S  von m F B - R 5 u m e n  heiBt 
relativ-analytischer Raum fiber S, wenn gilt: 

Zu jedem x s X  gibt es eine offene Umgebung U von x, eine offene 
Umgebung S' yon 7~(x) mit g ( U ) c S ' ,  einen Polyzylinder D in einem 112" 
und eine abgeschlossene Einbettung 

tiber S' (d.h. das Diagramm 

j: U - * D x S '  

U - ~ - - ~  D x S' \//  ,~ pr s, 

S' 
ist kommutativ). 

j:  U - ~  D x S' heiBt relative Karte  in x. 

Ein Morphismus zweier relativ-analytischer R~iume 7r: X - *  S und 
~z': X ' - ~ S  ist ein m F B - M o r p h i s m u s  ~o: X - ~ X '  tiber S. 
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Bemerkung. Die Fasern eines relativ-analytischen Raumes sind im 
allgemeinen keine komplexen R~iume, selbst wenn die Basis S ein 
komplexer Raum ist. 

Lemma3.1. Sei re: X- -~S  ein relativ-analytischer Raum und seien 
fa . . . .  , f . e F ( X ,  Ox) vorgegeben. 

Behauptung. Es gibt genau einen Morphismus 

X ~ ~IE" x S 

\5 
S 

fiber S mit qh(tk)=fk ffir l<_k<_n, wobei tl . . . . .  t, die kanonischen 
Koordinaten des (U" bezeichnen. 

Beweis. Die ~0 unterliegende stetige Abbildung ~o o wird durch 

X - - * C " x  S 

x ~  (A(x), . . . ,L(x);  ~(x)) 
definiert. 

Man sieht, dab die L6sung des Problems eindeutig ist. Wir k6nnen uns 
also auf die lokale Konstruktion von ~o beschr~inken. 

Sei x e X  und j: U ~ D x S '  eine relative Karte in x. Nach even- 
tueller Verkleinerung dfirfen wir annehmen, dab es Schnitte g~ . . . .  , g,e 
F(D x S', (9 o • s') gibt mit 

jl(gk)=fk ffir l < k < n .  

Nach Lemma 2.7 folgt die Existenz eines Morphismus 

fiber S' mit 

Die Komposition 

~9: D x S ' - - ~ C " x S '  

Ol(tk)=gk- 

~,oj: U ~ I E " x S '  

ist ein Morphismus tiber S' mit 

(~ oj)x (tk) =fk , l<_k<n. 

Bemerkung. Lemma 3.1 bedeutet, daB der Funktor  auf der Kategorie 
der relativ-analytischen R~iume fiber S, der dem relativ-analytischen 
Raum X --* S die Menge F(X, (gx)" zuordnet, durch den Raum tlY x S --* S 
darstellbar ist. 
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Corollar 3.2 (Faserprodukt von relativen Karten). Sei 7r: X - +  S ein 
relativ-analytischer Raum und seien 

Jr: Ut--~ Dl x S', 1=1 .. . .  ,k  

relative Karten in x e X .  

Behauptung. Es gibt (genau) eine relative Karte  

j:  Ut---" Dt x S', 
1=1 1- 

so daft die Diagramme 

(~Ul i , Dl xS '  
/=1 = 

Ul Jz , Dz x S, 

fill" l= 1 . . . . .  k kommutieren. 

Beweis. Aus (3.1) folgt, dab (1-i Dl) x S' das Produkt der D t • S', 
I=  1 . . . . .  k, in der Kategorie der relativ-analytischen R~iume tiber S' ist. 
Also existiert genau ein Morphismus 

J: 0 vl--,(I-l Dt)• 
der obige Diagramme kommutativ macht. Man rechnet leicht nach, dab 
j eine abgeschlossene Einbettung ist. 

Bezeichnung. Zwei relative Karten Jk: Uk--~ Dk X S' in x e X  heiBen 
lokal isomorph, wenn es offene Umgebungen W k von jk(X) und einen 
Isomorphismus 4 :  W~-+ W 2 tiber S' gibt, so dab das Diagramm 

1 

W2 
kommutiert. 

Dabei ist U = j f I ( W O = j f ~ ( W 2 ) .  

Lemma 3.3. Sei X---, S ein relativ-analytischer Raum, x ein Punkt  yon 
X ,  und seien i: U- - -~DxS '  und j: V - - - .ExS '  relative Karten in x mit 
i (x)=(z ,  s) und j ( x ) = ( w ,  s). Mi t  

~c: D x S ' - ~ I ) x E x S '  
bzw. 

2: E x S ' - * D x E x S '  
9 Inventiones math.,Vol. 16 
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bezeichnen wir die abgeschlossenen Einbettungen, die D x S' auf  den 
Unterraum D x {w} • S' bzw. E • S' auf  den Unterraum {z} • E • S' yon 
D • E • S' abbilden. 

Dann sind die relativen Karten 

Koi: U - - ~ D x E •  
und 

2oj: V - - * D • 2 1 5  
lokal isomorph. 

Beweis. Sei D ~ "  und E~(E".  tl . . . . .  t, bzw. t~,... ,  tm seien die 
kanonischen Koordinaten yon (E" bzw. C m. 

Wir betrachten das Faserprodukt 

l = i x s ,  j: Uc~V-- -~D•215  

der relativen Karten iund  j. 

Nach eventueller Verkleinerung der Karten dtirfen wir annehmen, 
dab es Schnitte G1 . . . . .  GmeF(D • S', (go• gibt, so dab 

il(Gl)=h(t'l) fiir l <_l<_m. 
Die Zuordnung 

tk~-~ tk, l <_k<_n 

ti~--~t'z+Gt, l <_l<_m 

liefert nach (3.1) einen Morphismus ~p einer offenen Umgebung W von 
(z, w, s) in D x E • S mit ~0o(Z, w, s)=(z, w, s). 

U i ~D•  K ~ D • 2 1 5  

L W 

q~ 

U c ~ V - -  ' ~ D x E x S '  

Man rechnet leicht nach, dab q~ ein lokaler Isomorphismus zwischen den 
Karten ~coi und ~ ist. Ebenso gibt es einen lokalen Isomorphismus 
zwischen 2oj und L 

Lemma 3.4. Sei (X, (gx) ein m FB-Raum uncl 

~c: X ~ C " x X  

die abgeschlossene Einbettung, die X auf  den Unterraum {0} x X abbildet. 
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Behauptung. Ein Komplex  ~ ~  yon (gx-Moduln ist genau dann pseudo- 
kohiirent, wenn K, ~ ~  pseudokohfirent auf  ~" • X ist. 

Beweis. Nach w 0.4 genfigt es, zu zeigen, dab •, (9 x pseudokoh~irent 
ist. AuBerdem braucht nur der Fall n = 1 behandelt zu werden. Bezeichnet 
tp: (ge• x ~ (ge• x die Multiplikation mit der kanonischen Koordinaten- 
funktion t von ~, so hat man eine exakte Sequenz 

d.h. ~:, (9 x ist pseudokoh~irent. 

Definition. Sei ~: X--~ S ein relativ-analytischer Raum. Ein Kom- 
plex ~ "  von (gx-Moduln heiBt pseudokoh~irent relativ S, wenn ftir jede 
relative Karte j: U-~D • S' der Komplex j , ( ~ ~  pseudokoh~irent auf 
D • S' ist. 

Die folgende Proposition zeigt, dab man die relative Pseudokoh~irenz 
von ~ ~  nur beziiglich einer (Jberdeckung yon X durch relative Karten 
zu fordern braucht. 

Proposition 3.5. Sei X - +  S ein relativ-analytischer Raum und ~ ~  ein 
Komplex  yon (gx-Moduln. i: U -+ D • S' und j: V--, E • S' seien relative 
Karten in x ~ X mit V c U. 

Behauptung. Ist i ,  ( ~ ' )  pseudokohi~rent, so auch j ,  (~~ 

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus den Lemmata 3.3 und 
3.4. 

Kapitel II. Pseudokohiirenz von Bildgarbenkomplexen 

In diesem Kapitel werden Projektionss~itze flit relativ-analytische 
R~iume, die eigentlich fiber ihrem Parameterraum liegen, bewiesen. 
Dazu wird iiber relativen Atlanten eine freie Aufl6sung eines gegebenen 
relativ-pseudokoh~irenten Garbenkomplexes durch freic verbundene 
Garbensysteme konstruiert (w 4), deren ~echkompie• sich als isomorph 
zum Bildgarbenkomplex erweist (w 5). Da die Komponenten eines relativ- 
pseudokoh~irenten Garbenkomplexes nicht cinmal vom endlichen Typ 
zu sein brauchen, muff bei der Konstruktion der freien Aufl6sung der 
Atlas bei jedem Schritt verfeinert werden. Dies erfordert eine ziemlich 
komplizierte Technik; die Schwierigkeiten sind hier die n~imlichen, wie 
sic bei der Konstruktion der Grauertschen MeBfiberdeckungen auf- 
treten [5]. In den Paragraphen 6 und 7 wird ~ihnlich wie in [3] auf ein- 
fache Weise dutch Induktion die Pseudokoh~irenz des konstruierten 
(~echkomplexes nachgewiesen. In w 8 wird nach dem Bildgarbensatz fiir 
relativ-pseudokoh~irente Komplexe noch bewiesen, dab der Bildgarben- 
komple• eines relativ-perfekten Komplexes perfekt ist. 
9* 
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w 4. Atlanten und Aufldsungen 

1. Verbundene Garbcnsysteme 

Sei A eine sehr kleine Kategorie, d.h. es gebe nur endlich viele 
Morphismen. Ftir Objekte e, fl aus A bezeichne [e, fl] die Menge der 
Morphismen yon e nach ft. 

Gegeben sei ein kontravarianter Funktor 3r yon A in die Kategorie 
der geringten R~iume, d.h. jedem Objekt eeA ist ein geringter Raum X, 
und jedem me [e, fl] ein Morphismus 

zugeordnet, so dab gilt 

und 
7~to/[w' = 7[co' to 

rc~,: X ,  ~ X~ 

7~id ~ = idx. 

fiir me[s ,  fl], co'e[fl, 73. 

In dieser Situation schreiben wir auch 3[ = (X~, n,o) und nennen ~ einen 
abstrakten Atlas fiber A. 

Ein verbundenes Garbensystem ~ = (N~, ~,)  tiber ~ besteht aus 
i) einer Familie (aj,) yon (gx -Moduln und 

ii) einer Familie (~,), wobei fiir jedes toe [e, fl] 

ein (_gx -Modulhomomorphismus ist, so dab gilt 

Oia = id 

und 

fiir o e [ e ,  fl] und co'e [fl, 7]. 
Seien (~ = (if,, 0~) und ~vg= ( ~ ,  X,o) zwei verbundene Garbensysteme 

tiber X. Ein Morphismus 0: ff-->o~cg ist eine Familie von (gx -Modul- 
homomorphismen 

0~: %--,  Jt~, 

die mit den Morphismen 0,o und X~, vertr~iglich ist. 

Bemerkung. Die Kategorie der verbundenen Garbensysteme tiber 
ist abelsch. 

Hiifssatz4.1. Sei f~=(f~,qJo,) ein verbundenes Garbensystem fiber 
X = (X~, rco~ ). Zu jedem eeA  sei ein Morphismus 

~ : ~  

gegeben, wobei ~ ein freier (gx -Modul endlichen Ranges ist. 
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Behauptung. Es gibt ein verbundenes System ~ ' = ( ~ ,  ~0~,) freier 
(gx -Moduln ~f~ endlichen Ranges und einen Morphismus 

O: Yl ~ ff 

mit im O ~  im ~,~ fiir alle ~ A. 

Bezeichnung. Ein verbundenes Garbensystem ~=(~,~0,o) ,  wobei 
alle ~ freie (gx -Moduln endlichen Ranges sind, nennen wit kurz freies 
verbundenes Garbensystem endlichen Ranges. 

Beweis. Fiir jedes ?cA definieren wir ein verbundenes Garbensystem 
~ = ( ~ ,  q~) wie folgt: 

 -ll 

Offensichtlich ist ~ ein freier (gx -Modul endlichen Ranges. 
Sei o9~ [a, fl] und ere [7, ~]. Der identischen Abbildung 

ist durch Adjunktion ein Morphismus 

7[ma 

zugeordnet, der einen Morphismus 

re* .~ --~ (TO,o). LI ~r* ,9"~ = Uro,). ~ 

liefert. Dies wiederum erzeugt einen Morphismus 

Damit ist das verbundene Garbensystem ~? = ( ~ ,  (p~) konstruiert. 
Der Morphismus ~;r induziert in natiirlicher Weise einen Morphismus 

Or: ~ ? - ~  

verbundener Garbensysteme. Wit setzen jetzt 

~ =  I_[~ ~ 
),cA 

und definieren 

als die Summe der 0 r. Offensichtlich gilt 

im 0 : ~ i m  ~ fi, ir alle 0~+A. 
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2. Konstruktion eines Hauptatlas 

Sei (Y, Cr) ein mFB-Raum und rt: X ~  Y ein relativ-analytischer 
Raum, der eigentlich fiber Y liegt. Weiter sei So~ Y ein beliebig vor- 
gegebener Punkt. Da r t  eigentlich ist, gibt es eine offene Umgebung S.  
von So und endliche viele relative Karten 

Jk: Uk---~Ek• l<_k~k ,  
mit 

k. 

0 uk = ~ - ' ( s , )  =: x(s,). 
k = l  

Dabei sind die E, offene Einheitspolyzylinder in einem r Nach 
eventueller Verkleinerung von S.  diirfen wir annehmen, daB es kompakte 
Polyzylinder Qk c E k gibt mit 

k, 

j;1 (Qk x S.) = X(S.) .  
k = l  

Wir setzen 
M = max m (k), 

k 

Ao={1,2  . . . . .  k,},  

A = { ~  +1 ffir n<3Mk,  
ffir n > 3 U k , ,  

A =  ~ A . .  
n~N 

Seien e = ( k  o . . . . .  k,,)eA, und fl=(/o . . . . .  l,,)eA,,,. Mit [e, fl] bezeichnen 
wir die Menge aller injektiven Abbildungen 

~o: {0,1 . . . . .  n}--~ {0, 1 . . . . .  m} 
mit 

ki = l,o~i) for 0 --< i --< n. 

FaBt man [~, fl] als Menge der Morphismen von ~ nach /3 mit den 
naheliegenden Kompositionen auf, so wird dadurch A zu einer (sehr 
kleinen) Kategorie. 

Fiir ~ = (k o . . . . .  k,)~A definieren wir 

u~=Nuki, 
i=O 

n 

E~ = I~ Ek,, 
i=O 

(2,-- I~I Q~,- 
i = 0  
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Das Faserprodukt der Jk, liefert eine abgeschlossene Einbettung 

j~: U~-, E ~ x S , .  

Ftir ~oe[~, fl] sei 
7z,o: Ep x S, ~ E~ x S, 

die durch o) induzierte Projektion. Das Diagramm 

Up ~----+ U �9 

1 
E a x S ,  ~'~-*E, x S ,  

ist kommutativ. 

Damit haben wir einen durchschnittsstabilen Atlas 

( G - - ~  ~ G x S,,  ~ )  

konstruiert. 91.--(E~xS,,no,) ist ein abstrakter Atlas im Sinne des 
vorigen Abschnitts. 

Bemerkung. Jeder Cx-Modul ~ induziert in natiJrlicher Weise ein 
verbundenes Garbensystem j ,  f f  tiber 91.. 

3. Verfeinerungen des Hauptatlas 

Sei B o eine endliche Menge, r: Bo-* Ao eine Abbildung und r eine 
reelle Zahl >0. 

(D~)t~Bo sei eine Familie von Polyzylindern mit folgenden Eigen- 
schaften : 

i) Ftir le B(k): = r -  l(k) ist Dl ein oftener, gleichseitiger Polyzylinder 
vom Radius r in Ek. 

ii) U Dl ~Qk- 
l~B(k) 

iii) Ist n>3 u und sind la, . . . , l ,  eB(k) paarweise voneinander ver- 
schieden, so gilt 

D l  1 r " "  r Dl,----- fJ. 

Wir nennen ((Dl)l~Bo, z) einen auf 9,1, bezogenen PriJatlas. 
Ein weiterer auf 91, bezogener Pr~iatlas ((D'3t~B~, r') heiBt Verfeinerung 

von ((Dl)t~no, r), wenn es eine Abbildung 

a: B'o--~ B o 
gibt mit 
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i) Toa=~'. 
ii) D'l~D.r ffir alle l ~B  o. 

Ein auf 92[, bezogener Pr~atlas ((Dt)l~o, r) kann wie folgt zu einem 
Atlas ergiinzt werden. Sei 

{~+1 Ftir n<3Mk,  
Bn = ffir n > 3 M k, ,  

B=  ~ B , .  

Ffir fl=(lo . . . . .  I,)r ist n 

D~: = 17[ D h 
i = 0  

eine offene Teilmenge von E,a. FiJr fl, fl 'eB sei [fi, fl'] wie oben definiert. 
Es gilt [fl, fl'] c [r fl, z fl']. Ftir ~oe [fl, fl'] induziert die Projektion 

~o: E~p, x S, --~ E~/~ • S, 

durch Beschr~inkung ftir jede offene Teilmenge S ~ S ,  eine Projektion 

Ftir fl~B setzen wir 

ff~,: D~, • S --, D~ • S. 

V~(S) .-1 S) = j~  (D~ • . 

Die Einschr~inkung von j~  liefert eine abgeschlossene Einbettung 

]~: V~(S)-* Dt3x S. 

r • S, 2o~) ist der dem Pr~iatlas ((Dz)l~Bo, z) tiber S zugeordnete 
abstrakte Atlas. 

Ist 9.I'(S') der einer Verfeinerung ((D'~)~Bb,z) yon ((Dt)~8o,Z) fiber 
S ' ~ S  zugeordnete abstrakte Atlas, so induziert jedes verbundene 
Garbensystem auf ~ dutch Beschr~inkung ein verbundenes Garben- 
system auf 9.1' (S'). 

Ftir die Konstruktion yon Verfeinerungen wird uns sp~iter folgender 
Hilfssatz ntitzlich sein. 

Hilfssatz 4.2. Sei Q ein kompakter Polyzylinder im ~M und (Wi)i~ ~ 
eine Familie ofJener Teilmengen des I~ M mit 

i e I  
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Behauptung. Es gibt ein e>0  und zu jedem 0 < r < , :  eine endliche 
Familie (Dz)l~t gleichseitiger offener Polyzylinder mit Radiums r mit .lbl- 
genden Eigenschqflten : 

i) Q c U Dl- 
I ~ L  

ii) Zu jedem 16L existiert ein i e l  mit 

O l c 7 -  W i . 

iii) Je 3M+ 1 paarweise voneinander verschiedene Polyzylinder der 
Familie (Dl)t~g haben einen leeren Durchschnitt. 

Auf den Beweis, der selbstverst~indlich nur ftir den Fall erbracht 
werden mug, dab M = 1 ist, sei hier verzichtet. 

4. Konstruktion einer freien Aufl6sung 

Sei ~: X ~ S, ein relativ-analytischer Raum, der eigentlich fiber S, 
liegt, versehen mit dem oben konstruierten Atlas 91,. Auf X sei ein nach 
unten beschr~inkter, relativ pseudokoh~irenter Komplex ~ "  von 6Jx- 
Moduln gegeben. Es gelte H~(Y')=0 ftir l > N , .  

Lemma R (n). Zu jedem s o ~ S,  gibtes eine oJ.fene Umgebung S yon s o, 
einen auf ~,~I, bezogellen Atlas 9A(S), einen Komplex 

~ ' :  --~ 0- -~  ~ "  ~ ~ " + 1 - ~  .. .  --~ 5~N*- .  0 ~ 

freier verbundener Garbensysteme endlichen Ranges fiber 9A(S) und einen 
n-Quasiisomorphismus 

iiber ~I (S). 

Beweis durch absteigende Induktion nach n. Ffir n > N, ist R (n) trivial. 
R(n) ~ R ( n -  1). Nach Induktionsvoraussetzung ist beziiglich eines 

Atlas 9.1(S) ein n-Quasiisomorphismus ~ ' - + j , g "  gegeben. Der Atlas 
2((S)= ((D~ x S)~, ,  ~,) sei vermSge z: B 0 --, A 0 a u r a ,  =((E~ x S,)~A, rt,o) 
bezogen. 

Wir setzen 
YY" = Kegel (~" -+j ,  o~'). 

Da ~ . ~ j , a ~ .  ein n-Quasiisomorphismus ist, ist ffir jedes fieB die 
Garbe H"-I(JC~')ein (9~t, • s-Modul yon endlichem Typ. Deshalb gibt es 
fiir jedes fieB eine Familie (Wei)i~11~) oftener Mengen in D~xS mit 
folgenden Eigenschaften: 
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i) Es gibt einen freien (gw~i-Modul 5f~i endlichen Ranges sowie einen 
Morphismus 

der einen Epimorphismus 

induziert. 

ii) Fiir jedes e t A  gilt 

[..) Wp,=D~xS. 

Nach dem Lebesgueschen Lemma und Hilfssatz 4.2 gibt es eine offene 
Umgebung S' yon So, einen Priiatlas ((DI)I~B6 ,r ') und eine Abbildung 
a: B'o---~B omit  r a = r ' ,  so dab zu jedem y~B' wenigstens ein iEI(ay) 
existiert mit 

D'~ x S ' c  W~,i. 

Sei ~.I'(S')=(D'~ x S', n;) der dem Pr~iatlas ((D'3, z') zugeordnete Atlas. 
Nach dem Gesagten gibt es ein freies unverbundenes Garbensystem 
J '  = (SP/) endlichen Ranges auf 9.1' (S') und Morphismen 

die Epimorphismen 

�9 t r 

�9 t ! .9~/--~ H" l(.;,~ff~, I D,e x S ) 

induzieren. Nach Hilfssatz 4.1 gibt es ein freies verbundenes Garben- 
system ~"-1  endlichen Ranges auf 921' (S') und einen Morphismus 

e . - ,  _, z , - , ( x � 9  i 

verbundener Garbensysteme, der einen Epimorphismus 

induziert. Daraus folgt R ( n -  1). 

w 5. Berechnung des Bildgarbenkomplexes 
Sei wie bisher n: X -* S, ein relativ-analytischer Raum, der eigentlich 

tiber S,  liegt, und i f � 9  ein retativ-pseudokoh~irenter Komplex von 
(gx-Moduln. Es gelte f f~=0  ftir l<n,  und Hl(~- �9  f'tir l>N,.  Sei So 
ein beliebiger Punkt aus S, und n o eine ganze Zahl < n,,  tiber die sp~iter 
noch verffigt wird. 
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Nach  L e m m a  R (no) gibt es eine U m g e b u n g  S von So, einen Atlas 

((V~ J ~  D~ • S)t~,,  7t,~), 

einen Komplex  

~ - :  ~ 0_~ ~ , o _ ,  ~,o+1 __, ... __~ ~ u .  ~ 0 ~ 

freier verbundener  Garbensys teme  endlichen Ranges  fiber (D~ • S, 7z~,) 
und einen no-Quas i i somorphismus  

~ "  ~ j ,  (J~~ 

Wir erinnern daran,  dab  
B = - ~ B ,  

nE~'( 

mit einer endlichen Menge B o u n d  

( n , + l  fiir n<_3Mk, 

fiir n > 3 M k , .  

Ftir paarweise voneinander  verschiedene 

11,..., l, eBo 
mit n > 3 m k ,  gilt 

v~,n.-, n v~~ 

Die D~ sind gleichseitige Polyzylinder mit einem gemeinsamen Radius  
r**. Nach  eventueller Verkleinerung yon S gibt es ein r, < r * * ,  so dab  
fihr alle r mit  r,  < r < r , ,  gilt 

~_) Ji- 1(Dr (r) • S) = ~ '(S). 
l~Bo 

Da es uns im folgenden nut  auf  eine kleine U m g e b u n g  von s o ankommt ,  
diirfen wir annehmen,  dab  S ,  = S ist. 

Wir  ordnen  Bo total  an und nennen die ents tandene tota lgeordnete  
Menge A o. Wir setzen weiter 

A . =  {(/o . . . . .  I,,)EA'o +l" lo < '. .  < l ,}  
und" 

A =  [_) A.. 
n6N 

Fiir n < 3 m k ,  gilt A , c B . .  Sei n>3Mk,.  D a n n  definieren wir ffir ~ =  
(lo . . . . .  l,)~A, eine relative Kar te  

j~: V~--~ D~xS ,  

als Fase rp roduk t  der j~o, ... ,  Jl,. Es ist dann (j~), i f ~  = 0. Sei 

c~=(k o . . . . .  k,)eA und f l=(/o . . . . .  lm)eA. 
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Wir setzen 

Ffir ~ c/3 ist in kanonischer Weise eine Projektion 

Go: DpxS ,  ~ D ~ x S ,  
gegeben. 

Ffir seA, ,  n > 3Mk, setzen wir N~ =0. Dadurch erhalten wir aus dem 
Komplex ~"  auf ((Dp x S , ) ~ ,  Go) einen Komplex auf 

3 :  =((D o x S,),~a, (rC~)~=~), 

den wir wieder mit N" bezeichnen, und einen n0-Quasiisomorphismus 

~'--~ j ,  o~" fiber 3 .  

Der (2echkomplex eines verbundenen Garbensystems 

Fiir eine reelle Zahl r mit r, < r <  r , ,  und eine offene Teilmenge S c S, 
bezeichnen wir mit 

~(r,  S)= ((D~(r) x S)~d, (G~)~=~) 

den durch ~ induzierten Atlas. 
Sei ~ = ( ~ ,  ~r ein verbundenes Garbensystem fiber ~(r,  S), wobei 

ffir ~ f l  

die verbindenden Morphismen sind. 
Ftir n~N sei 

C"(r, S; (9), = [I F(DAr) x S, ~,). 
~EAn 

C"(r, S; f#) ist ein F(S, Cs)-Modul. Wir definieren Ableitungen 

6: C"(r,S; ~)--~C"+~(r,S; f#) 
wie folgt: 

Sei r  e C"(r, S; ~#). Wir setzen 

n + l  

(6~)~= ~ (- 1)~0~,(~,) 
i=0  

ffir fl=(lo, ..., I,+I)eA,+I, wobei 

fig = (/o . . . .  , l i_ a, li+ l ..... l ,+ l ) e  A , .  

Ist ~~ ein Komplex verbundener Garbensysteme fiber (D~(r)x S, G~), 
so ist C ~ (r, S; if') ein Doppelkomplex mit den Komponenten 

C l (r, S; ~r 
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Der zugehiSrige Einfachkomplex C~ S; N~ hat die K o m p o n e n t e n  

C.(r ,S .~  . ,  ~r )ei.f = [ I  U(r, S; ~k). 
l + k = n  

Berechnung des Bi ldgarbenkomplexes  

Von nun an setzen wir voraus,  dal3 der Basisraum (S, ,  (f~s.) vom 
T y p  (J) ist (vgl. w 1). 

Wir  erinnern an den Komplex  

~ - :  -__~ 0__~ ~ ,o  ~ ~ ,o+ 1 __~ ...___, ~N.---~ 0 --~ 

und den no-Quas i i somorphismus  

~ ' ~ - ~ j ,  y ' .  

Sei 
d ,  = 2M(3Mk,  + 1)+ dim S ,  

(k ,  und M wurden in w 4.2 definiert). 

D a n n  gilt ffir jedes s e A :  Entweder  ist die Lebesgue-Dimension  yon 
D, x S,  kleinergleich d ,  oder  es ist N ~ = 0 .  Wir nehmen an, dab  wir n o 
so klein gew~ihlt haben,  dab  

n 1 : = n o + d , +  1 < n , .  
Wir  setzen 

und 
~ . :  ~ 0 ___, y '  _ ,  9t,, ___,... _-, 9~u, ___, 0 ---,. 

D a  J ~ =  0 fiir l <  n ,  ist, erhal ten wit einen Quas i i somorph i smus  

~ - ~ j , ~ - .  

D a  die Sequenz 
~ ,o  __, ~ ,o  + 1 _~ . . . .  9~,o + e. _ ,  ~f __, 0 

exakt  ist, folgt aus Hilfssatz 1.3, dab  fiir jede reelle Zahl r mit  r, < r=< r, , ,  
jedes Steinsche S c S ,  und jedes c~e A gilt: 

H" (D~ (r) x S, 5(,)  = 0 fiir n ->_ 1. 

Es gibt einen nach unten beschriinkten G a r b e n k o m p l e x  J ~  yon injek- 
tiven (gx-Moduln und einen Quas i i somorph i smus  

y . _ _ ,  j . .  

D a n n  ist R re, o~ ~ quas i i somorph  zu rc, (~~ (vgl. w 0.5). 
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Lemma 5.1. Der Morphismus 

~~ (~~ ( j~  

induziert ffir jedes Steinsche S ~ S ,  und jedes r mit r, < r<r** einen 
Quasiisomorphismus 

C'(r, S; ~~ --~ C ~  r, S ;  j ,  ~ir f . 

Beweis. Wir betrachten die aus den Doppelkomplexen 

Egq = c ~(r, s ;  ~q) 
und 

Egq = C p (r, S; j ,  or q) 

entspringenden Spektralsequenzen 'E und '/~. Es gilt 

'El q= [ I  Hq(F(D~(r) • S; ~:)) 
~t~Ap 

und 
'P~fq= I-[ Hq(F(~(r) • S; (j,), J~ 

a~Ap 

Jetzt folgt aus Th6or6me II.4.6.2. yon Godement [4], dab 

F(D,(r) x S, ~1) ~ F(D~(r) x S, (j,), J~ 

ein Quasiisomorphismus ist, d.h. 

'~___'~.. 

Da die obigen Spektralsequenzen regul~ir sind, folgt aus [4], ThOorOme 
1.4.3.1. die Behauptung. 

Bezeichnungen. Wir setzen 

C~ S)= C~ S; ~~ 
d.h. 

c"(r, s)= [I c'(r, s; ~k); 
l+k=n 

dabei ist ~ ' -  1 = ~ und ~ k =  Nk flit k > nl. 

Den durch S~--~ C~ S) gegebenen Komplex yon (gs,-Moduln be- 
zeichnen wir mit C ~ (r). 

Jedes C"(r) ist in nattirlicher Weise eine Fr6chetgarbe; die Ableitun- 
gen 6: C" (r) --+ C" + l(r) sind stetig. 

Bemerkung 5.2. Da Ct(r, S; ~ ' ) = 0  f'tir l>3Mk,  und ~ k = 0  ffir k > N , ,  
folgt: 
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i) C"(r,S)=O ffir n>=3M k,  + N,.  
ii) Ffir n>3Mk ,+n l - - 1  ist C"(r,S) ein endliches Produkt von 

F(S, Cs)-Moduln der Gestalt 

F(D(r) x S, Co(r)• 

Bemerkung5.3. Fiir r ,<r<r** und jede offene Menge S c S ,  sei 
~(r ,  S) die zu dem Atlas ~(r ,  S) gehSrige Uberdeckung von X(S), d.h. 

~(r, s)= (V/(r, s)),~o 
mit 

Vt(r , S)= j~ l(Dl(r) x S). 

Mit diesen Bezeichnungen gilt 

c t ( ~  (r, S), j k ) =  C'(r, S; j ,  jk) .  
Daher ist 

C~ (r, S; j .  J~ F(X (S), J~ 

d.h. der Garbenkomplex 

S ~ C ~ (r, S ; j ,  'J/~ 

ist quasiisomorph zum Bildgarbenkomplex von o ~~ 

Corollar 5.4. Fiir jedes r mit r, < r< r** ist der Bildgarbenkomplex 
R 7t, ~ ~  zu C ~ (r) quasiisomorph. 

Corollar 5.5. Fib. jedes Paar r, r' mit r, < r< r** und jedes Steinsche 
S ~ S,  ist die Restriktion 

c"  (r, S) ---, C" (r', S) 
ein Quasiisomorphismus. 

w 6. Vorbereitung der Induktion 

1. Induktionsschema 

Sei n: X -* Y ein relativ-analytischer Raum, der eigentlich fiber dem 
mFB-Raum Y vom Typ(J) liegt. ~ "  sei ein nach unten beschr~inkter, 
relativ Y pseudokoh~irenter Komplex yon (gx-Moduln. Wir wollen be- 
weisen, dab der Bildgarbenkomplex R zc. ~ ~  pseudokoh~irent ist. Dazu 
ist zu zeigen: Zu vorgegebenem s o ~ Y und N E Z gibt es eine Umgebung S 
yon So, einen beschr~nkten Komplex freier (gs-Moduln endlichen Ranges 

~ . :  ~ 0 ~  ~cfN_, ~N+t ~ . . . ~  LPN'~0 ~ 

und einen N-Quasiisomorphismus 

~ '~R~ ,~ ' .  
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Wir fassen das Ergebnis unserer Konstruktionen aus den Paragraphen 4 
und 5 zusammen: 

In w 4 haben wir nattirliche Zahlen k ,  und M definiert, die nur von 
: X ~ Y und So e Y abhiingen. 

In w 5 haben wir dann zu beliebig vorgegebenem noeZ eine offene 
Umgebung S,  von s o sowie reelle Zahlen r, ,  r** mit 0 < r, < r** gefunden 
und zu jedem r mit r, < r < r** einen Garbenkomplex C ~ (r) und einen 
Quasiisomorphismus C ~ (r) -* R g ,  ~ ~  konstruiert. 

Fiir offenes S c S,  war dabei C ~ (r, S) ein Komplex, for den gilt (vgl. 
Bemerkung 5,2). 

i) C"(r, S)=0  for n > 3 M k , + N , .  Hier ist N, eine ganze Zahl, so daB 
H~(~~ (S,))=O ffir l> N,.  

ii) Fi.ir n>3Mk,+n~- - I  ist C"(r,S) ein endliches Produkt  von 
F(S, (_gs)-Moduln der Gestalt F(D(r) x S, (9DCr)• s). Dabei ist 

n l = n  o + 2 M ( 3  M k , +  1)+dim S , + 1 .  

Wir setzen im folgenden voraus, daB no so klein ist, dab 

N > 3M k,  + nl --1. 
Wir setzen noch 

l ,=  3M k,  + N , - 1 .  

Jetzt formulieren wir ftir n > N  Lemmata  A(n) und B(n), die wir im 
niichsten Paragraphen durch Induktion beweisen werden. 

Lemma A (n). Es gibt eine Steinsche Umgebung S, ~ S,  yon s o, ein r, 
mit r, < r, < r** und fiber S, einen Komplex 

freier (gs -Moduln endlichen Ranges sowie einen Komplexmorphismus 

or(,): s C'(r,), 

der .['fir jedes Steinsche S ~ S, einen n-Quasiisomorphismus 

~('}(s) ~ c '(r . ,  s) 
induziert. 

Nach Corollar 5.5 hat for jedes r mit r, < r < r. der zusammengesetzte 
Komplexmorphismus 

~('}-~ C'(r.)-~ C'(r), 

den wir wieder mit r162 bezeichnen, ebenfalls die im Lemma A(n) genann- 
ten Eigenschaften. 
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Den Kegel von a(.): ~qo~,)~ C'(r) bezeichnen wir mit 

K('.) (r): ... -* C"-  z (r) --~ K " -  1 (r) 

Dabei  ist 

, K"(r)-~ ... 

K~)(r)=Km(r)= Cm(r)O~# m+l ffJr r e > n -  1, 

K~)(r )=  Cm(r) fiJr r e < n -  1. 

Wir setzen fiir jede offene Menge S c S, 

Kin(r, S)=F(S, KZ(r)), r e > n -  1. 

Bemerkung. 1) K~ ist ein Komplex  yon Fr6chetgarben. 

2) Unter  Voraussetzung yon A(n) ist fiir jedes Steinsche S c S .  die 
Sequenz 

K.- I (r ,S)  a ,K"(r,S) a ,K.+l(r ,S)_~. . .  

exakt (vgl. w 0.1). 

Sei 
Z. - l ( r )=ker (K . - l ( r )  a , K,(r)) 

und 
Z"- ' ( r ,S )=ker(K"- l ( r ,S )  a , g"(r,S)). 

Fiir n > N formulieren wir unter  Voraussetzung von A(n) 

L e m m a B ( n - l )  (Zyklenprojektion).  Es gibt eine Steinsche Um- 
gebung S'~_1 yon So mit S'~_ 1 c S .  und zu jedem Paar reeller Zahlen r, r' 
mit r. < r' < r <= r~ einen stetigen (gsa_,-Modul-Morphismus 

z: K"-l(r)--.  Z ' - l ( r  ') 

iiber S'~_ 1, so daft das Diagramm 

K.- l ( r )  ~ ) z n - l ( r  ') 

Z"-l(r) 
kommutativ ist. 

Die Lemmata  A(n) und B(n) werden in w 7 for n > N  simultan durch 
Indukt ion nach folgendem Schema bewiesen: 

0. F i i r n  > 1, sind A(n) und B(n) trivial. 

I. A(n)&B(n) ~ B ( n -  1) ftir n>N.  

II. A ( n ) & B ( n -  1) =~A(n- 1) fiir n>N.  
10 Inventiones math., Vol. 16 
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2. Versch~irfung von Lemma B(n) 

Seien endlich viele Polyzylinder D k ( r ) c C  re(k) vorgegeben. FiJr eine 
offene Menge S c S,  sei 

KIr, S), =13 r(ok(r) • s, e~.,~, • 
k 

Die weiter oben definierten F(S, (gs)-Moduln C(r,  S) und Kt(r, S) sind 
fiir l > N  von diesem Typ. 

Fiir f = ( f k ) e K ( r ,  S) setzen wit 

II f I[oq = max l] A Iloq 

ffir jede Seminorm oder Pseudonorm q auf F(S, (gs) (vgl. w 1). 

Hi|fssatz 6.1. Sei 0 < r' < r und S' ~ S. Dann gibt es zu jeder beschriinkten 
Teilmenge A c K(r, S) eine m-beschriinkte Teilmenge B c F(S', Os) und eine 
Konstante M > 0 ,  so daft 

[[f[[r,B_--<M ffir alle f e A .  

Dies zeigt man mit einer ~ihnlichen/Jberlegung wie in Proposition 1.1. 

Aus Hilfssatz 1.2 folgt unmittelbar 

Hilfssatz 6.2. Sei 0 < r' < r" < r. Dann gibt es eine ( abzi~hlbare) Familie 
(ei)i~t yon Elementen aus K(r, S) mit folgenden Eigenschaften: 

i) Ffir jedes m-beschriinkte B ~ F ( S ,  (gs) gilt 

Y~ IleibB< oo.  
i e I  

ii) Ffir jede offene Teilmenge S' c S liifit sich jedes Element f e  K (r, S') 
eindeutig in eine konvergente Reihe 

f = ~  a i e i mit aieF(S', (gs) 
i 

entwickeln, wobei 

q(ai) <= l[ f ][r,,q 

Jfir jede Seminorm oder Pseudonorm q auf F(S', (gs). 

Unter Voraussetzung von Lemma A (n + 1) l~il3t Lemma B (n) folgende 
Versch~irfung zu: 

Lemma B* (n). Es gibt eine Steinsche Umgebung S~ yon So mit S~ c S, + 1 
und zu jedem Paar reeller Zahlen r, r' mit r ,  < r' < r <= r,+l einen Garben- 
morphismus 

z: K"(r)---~ Z"(r') 



Relativ-analytische R~iume und die Koh~irenz von Bildgarben 147 

fiber S'~', so daft das Diagramm 

K" (r) ~ ~ Z" (r') 

t 
z"(,.) 

kommutiert und folgendes gilt" 

Es gibt eine Familie (ei)i~ I Vorl Elementen aus K"(r, S~) und ein 
mitr '< ~ < r mit /blgenden Eigenschaften" 

i) Es existiert eine m-beschri~nkte Menge B c F(S~, Cs,), so daft 

ILr e/t it ,8< ~ .  
i 

ii) Fiir jede oJ.[ene Teilmenge S c S': liiJ3t sich jedes Element f e  K" (r, S) 
eindeutig in eine konvergente Reihe 

f "=Z ai ei mit aiEff(S , (~s~) 
i 

entwickeln, wobei 
q(ai) <= Il f ll~q 

fiir jede Seminorm oder Pseudonorm q auf F(S, (gs,). 

Proposition 6.3. A(n + 1)&B(n) ~ B*(n). 

Beweis. Wir w~ihlen reelle Zahlen ?, p, p' mit 

r ' < p ' < p < f < r .  

Nach  L e m m a  B(n) gibt es eine Zyklenpro jek t ion  

r ' :  K"(p)-+ Z"(p') 

tiber S',. Wir bet rachten das k o m m u t a t i v e  D i a g r a m m  

K"(r) - t ~  , K"(p) *'--+ Z"(p')-  B" , Z"(r') 

T Y 
Z"(r)-- , z " ( p ) .  

Dabei  bezeichnen/3 und/3'  die kanonischen Restr ikt ionen.  
t !  t t  K Wir wiihlen eine Umgebung  S. von s o mit  S, ~ S'.. 

IO* 
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Behauptung. Die Abbildung z=fl'oz'ofl hat fiber S': die in B*(n) ge- 
forderten Eigenschaften. 

Sei B'aF(S' . ,  (gs.) eine m-beschr~inkte Menge. Nach Hilfssatz6.2, 
angewandt ]?fir 0 < p < ~ < r, gibt es eine Familie (el)i~, yon Elementen aus 

n ! K (r, S,), so daB 
Y, II/~eibB,< ~ 

i 

und die in ii) yon B*(n) geforderte Entwicklungseigenschaft erfiillt ist. Da 

z' : K"(p, S',)-+ Z"(p', S',) 

stetig ist, gibt es nach Hilfssatz6.1 eine m-beschr~inkte Teilmenge 
B = F(S~', (_gs.) und eine Konstante M, so daB 

IlC gllr,, <=M IIglloB, 

f[ir alle geK"(p,  S',,). Somit gilt 

IIv e G , 8 = ~  lift' r  s_-<M ~ [lfleiilp~,< ~ .  
i i i 

Damit ist B*(n) bewiesen. 

w 7. Durchffihrung der Induktion 

Zum Beweis der Induktionsbehauptungen beweisen wir zuerst eine 
Folgerung aus dem Satz von Banach. 

Lemma7.1. Seien E, F Fr~chetr~ume und ~o: E--~F eine surjektive 
stetige lineare Abbildung. Weiter sei C eine beschriinkte absolutkonvexe 
Teilmenge yon Fund  (xi)i~N eine Folge yon Elementen aus Fmi t  

Y, l l x & < ~ .  
i 

Behauptung. Es gibt eine beschriinkte absolutkonvexe Teilmenge C' 
yon E und eine Folge (Yi)i~N yon Elementen aus E mit 

r und ~ l l y i l [c '<~ .  
i 

Beweis. Sei ~i=llxillc. Da ~21<oo ist, gibt es eine Folge positiver 
Zahlen #i mit 

1 
l im#ihi=O und ~ - - < o o .  

Die Elemente x'i =#i x~ bilden eine Nullfolge. Nach dem Satz von 
Banach gibt es eine Nullfolge (Y'0 von Elementen aus E mit ~o (Y'i)= x~. 
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Die absolutkonvexe Htille C' der Menge {y'g: ieN} ist beschr~inkt. Fiir 

Yi = 1 y,g gilt ~0 (Yi) = xi und 
lag 

z II ill  <= z l  II ,ll  1 - - < 0 0 .  

i �9 " i #g 

Proposition 7.2. A (n) & B (n) ~ B (n - 1) f i i r n  > N.  

Beweis .  Nach Proposition 6.3 gilt auch B*(n). Wir dtirfen annehmen 
(indem wir n6tigenfalls S, durch eine kleinere Steinsche Umgebung yon 
So ersetzen), dab S,  c S "  ist. Seien reelle Zahlen r, r' mit r . < r ' < r < r ,  
vorgegeben. Sei S',_~ eine Steinsche Umgebung von s o m i t  S',_~ ~S, .  
Wit beweisen zun~ichst folgenden 

Hilfssatz 7.3. Es gibt einen stet igen (g s, "- -Modu lhomomorph i smus  

h: K'(r)--~ K " - l ( r ' ) ,  
so daft das Diagramm 

K"(r) ~ Z"(r) 

K'-X(r ') o-.~Z'(r') 
kommuta t i v  ist. 

Beweis .  Wir w~ihlen r" mit r ' < r " < r  und betrachten die nach dem 
Lemma B*(n) existierende Zyklenprojektion 

r: K' (r) - - -~Z'(r")  

tiber S . c S ' L  Sei (e/)g~1 die durch LemmaB*(n) gelieferte und auf S. 
beschriinkte Familie yon Elementen aus K'(r,S.). Es gibt eine m-be- 
schr~inkte Menge B c F ( S . ,  Cs.), so dab 

~, IIz ei]l,,, B < oco . 
i 

Auf die nach Lemma A(n)  surjektive Abbildung 

0: K ' - l ( r  '', S , ) - ~ Z ' ( r " ,  S,) 

wenden wir Lemma 7.1 an: 

Es gibt eine beschr~inkte absolutkonvexe Teilmenge A c K ' -  ~ (r", S,) 
und Elemente ~ i E K ' - l ( r  '', S,), so dab 

O~ g=re i  und Y, ll~gliA<OO- 
i 

Nach Hilfssatz6.1 gibt es eine m-beschr~inkte Menge B ' a F ( S ' , _ I ,  (gs.) 

mit M : = ~  tI~ilI,'B'< ~ .  
i 
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Der gesuchte Garbenhomomorphismus h: K"(r)--*K n-l(r') wird fiber 
jeder offenen Menge S c S'._ ~ durch die Zuordnung 

Kn(r, S)-~ Kn-I(r  ', S), 

f = ~  ai ei~-> h ( f ) = Z  ai ~i 
i i 

gegeben. Wir zeigen, dab h wohldefiniert und stetig ist. 

Nach B*(n) gibt es ein ?<r ,  so dab ffir jede Seminorm q auf F(S, (gs.) 
gilt: 

q(al)<= Ilfll~q- 
Daraus folgt 

IIh(f)llr, q<~q(ai)  tl~illr, q < llfll~q~ II~ll,'q <),q M II f II~q. 
i i 

Der Hilfssatz ist damit bewiesen. Der Beweis von Proposition 7.2 ist 
ganz einfach. Wir betrachten das Diagramm 

Kn-l(r) e---,Kn(r) 

K"- l ( r  ') , K"(r') 

Die gesuchte Zyklenprojektion 

z: K"-a(r)---~ Z"- l ( r  ') 

fiber S'._ t wird gegeben durch 

r = f l - h  o t3. 

Proposition 7.4. A (n)& B(n - 1) =:, A ( n -  1) fiir n > N. 

Beweis. 1. Nach Proposition 6.3 gilt auch B*(n-1). Sei S,_1 eine 
Steinsche Umgebung von s omi t  S,_ ~ ,~S~'_ ~ und r,_ 1 eine reelle Zahl 
mit r. < r._ 1 < r,. Nach Lemma A (n) haben wir ffir jedes p mit r,_ 1 < P < r, 
einen Komplexmorphismus 5~',)---~C~ tiber S,, so dab ffir jedes 
Steinsche S c S, ein n-Quasiisomorphismus 

~e~-,(s)--, C'(p, s) 

induziert wird. Wir miissen fiber S,_1 den Komplex ~cf~" m zu einem 
Komplex 

~a(n_  l) : ~ O - - - * ~ _ ~ ' n - l - ~ , . ~ n - - ~ . ~ n + l - - ~  "'" 

erweitern und einen Komplexmorphismus ~oo ~n_l)--~ C~ finden, der 
ffir jedes Steinsche S c S._ ~ einen (n-1)-Quasiisomorphismus 

~ ' . _  1~(S)--, C'(r._ ~, S) 



Relativ-analytische R~iume und die Kohgrenz yon Bildgarben 151 

induziert. Dazu gentigt es, einen Morphismus ~o von ~ " -1  in 
o 

Z"-  l(r._ l)= ker( K"-  ~(r._ O-+ K"(r._ l)) 

derart zu konstruieren, dab die Summe der Morphismen in dem Dia- 
gramm s 

C"-2(rn_l) a ~ Z " - l ( r n _ l )  

tiber jedem Steinschen S c S,_~ auf dem Niveau der Schnitte surjektiv 
ist. 

2. Sei r' eine relle Zahl mit r ,_  a < r '< r,. Dann gilt ffir jedes Steinsche 
S c S, nach Corollar 5.5, dal3 die Restriktion 

C'(r., s)--, C'(r', s) 
ein Quasiisomorphismus ist. 

Daraus folgt, dab auch 

+C"-2(r , ,S ) - - - - -~K"- ' ( r , ,S )  �9 --+K"(r,,S)------~.. .  

+C"-2(r',S) - -  ,K"-I(r ' ,S)  --~K"(r' ,S) --~... 

ein Quasiisomorphismus ist. Insbesondere ist die Summe der Abbildun- 
gen in dem Diagramm Z"-  l(r., S) 

1 
C n - 2 ( r  ', S ) - - - ~  Zn-  I(r ', S) 

surjektiv. 

3. Sei r eine relle Zahl mit r '<r<r, .  Das Lemma B*(n - 1) liefert uns 
eine Zyklenprojektion 

r: K"-l(r)-+ Z"- l (r  ') 

e ieK (r, S._O, iel ,  eine reelle fiber S ; '  1, eine Familie von Elementen .-1 , ,  

Zahl P mit r'<?<r, und eine m-beschr~inkte Menge B'cF(S'~_~, (gs.), so 

dal3 ~ II'r eill,, B, < 
i 

ist und ffir jede offene Menge S c S~'_ ~ sich jedes Element f e  K"- 1 (r, S) in 
eine konvergente Reihe 

f = ~  ale i mit aieF(S,(.Os.) 
i 
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entwickeln l~igt, wobei 
q ( ai) ~= ll f ll ~ q 

fiir jede Seminorm oder Pseudonorm q auf F(S, Os,). 
Da das Bild der zusammengesetzten Abbildung 

K,-l(r ,)  ~ ,K.-X(r) ~ ,Z. - l ( r , )  

(wobei fl die Restriktion bezeichnet), das Bild der Restriktionsabbildung 

z " -  X(r.)---~ Z"-  '(r ') 

umfaBt, ist die Summe der Abbildungen des folgenden Diagramms 

K"-l(r. ,  S~'_ 1) 

[ ~=ro/ /  

Cn-2(r ' ,S '_ l )  ~ ,Zn-l(r,,S,n,_l) 

surjektiv. Deshalb k6nnen wir auf die Summe 6 + u  Lemma 7.1 anwenden : 
Es gibt beschr~inkte absolutkonvexe Mengen 

A I ~ K " - I ( r . , S ~ - I ) ,  A2=Cn-2(r ' ,  S'"-Ij 

~iEKn-l(rn, Sn'_ 1) , tliE Cn-2(r ', S n _ l )  , 

so dab 
u ~i q-(~ Y]i:'C ei 

und 
~ [I~/IIA, < oo, ~ lit/ilIA2 < oo. 

i i 

Wegen Hilfssatz 6.1 gibt es eine m-beschr~inkte Menge B c F(S,_ 1, (gs.), 

so dab Y, 11r oo 
i 

und ~ ilqill~._,A= : M <  ~ "  
i 

Es gibt eine endliche Teilmenge J c I, so dab 

E II~ell,s--<�89 �9 
i e I \ J  

Sei L,e"-1 = (9~._, die freie analytische Garbe vom Rang IJI tiber S._ 1 und 

tO: ~n -1 - - ,  zn-l(rn_1) 

der Garbenhomomorphismus, der die kanonischen Erzeugenden (gi)i~s 
von s auf (fl'u ~i)i~s abbildet. Dabei bezeichnet 

[1': Z"-l(r')---* Z"-1(r._O 
die Restriktion. 

und Elemente 
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4. Approximations-Hilfssatz. Zu jedem x ~ K" - 1 (r, S,_ 1) mit It x ll ~B < 
gibt es Elemente 

x l ~ K " - l ( r ,  S ._O, y~F(S ._ l ,  ~ . - 1 )  

und rl~ cn-2(rn_l, Sn_ l) mit 

fl'~(x)=~o(y)+ a~t + fl'r(xO 
und 

lix, limB_-<�89 IIxlI~B, 
IlYlIB_--< IIxlI~B, 

Ilrlll~_lB<M IIxlI~B, 
Beweis. Man kann x in eine Reihe 

entwickeln, wobei 

Wir setzen 

und 

x = ~  aie i mit aieF(S._l, (gs,) 
i 

ItaIIIBSIIxlI~B, 

i c l \ J  

y =  2 ai gi 
led 

Dann gilt 

und 

?]~ Z aivli. 
iel 

I[xll[rn~ ~ tla, ltB II~,II,B~ IlxlbB ~ II~,II,B~�89 Ilxll~8, 
i e l \ J  iel'-.d 

IlylIB: max ItaillB~ Ilxll~B 

i ~ l  

Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Folgerung 1. Zu jedem x~  K "-1 (r, S._ l) mit IIxlI~B< ~ gibt es Elemente 
y~ F(S._I,  ~ , . -1)  und q~ C"-2(r._ 1, S._1) mit 

/~' ~(x)=o(y)+ar t  
und 

IlY[IB=211xlbB, 
IIt/llr._,B< 2M Ilxlb,. 

Dies ergibt sich unmittelbar durch Iteration des Approximations- 
hilfssatzes. 
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Folgerung 2. Sei S ~ S._ 1 eine beliebig offene Menge. Dann gibt es zu 
jedem x6K" - l ( r ,  S) Elemente y6F(S, L,~ '"-1) und rl~ C"-2(r,_1, S) mit 

y ~(x)= o~(y)+,~,7. 

Beweis. Sei r" eine reelle Zahl mit ?< r"< r. Nach Hilfssatz 6.2 gibt es 
eine Familie f~eK"-~(r, S._0,  ieI,  mit 

~ IIJill~B< oo 
i 

und so, dab sich xEK"-~(r,  S) in eine Reihe 

x = ~ ai Ji mit ai ~ F(S, d)s. ) 
i 

entwickeln l~iBt, wobei 
q(ai) < Ilxll~- q 

ftir jede Seminorm q auf F(S, Cs.). Nach Folgerung 1 gibt es Elemente 

yi~F(S._ l ,5~ "-1) und qi~C"-2(r ,_ l ,S ,_ l )  
mit 

und 

Wir setzen 

und 

3' r ( J3 :~ ' ( y 3 + 6 n ~  

IIYIIIB~2 Ill, limB, 

II~illr. 1B < 2M tlf~ll~B' 

y---- E ai Yi 
i 

gl-- E ai g]i. 
i 

Diese Reihen konvergieren, denn fiir jede Seminorm q auf F(S, (gs.) gilt 

~, q (ai Yi) < ~ q (ai) q (Yi) < II x II r,, q ~. q (Yi) 
i i i 

< Itxll,,,q Z,~q [ly, ll~<22q IlX[Ir"q ~ IIf~l[~ < OC 
i i 

und 

Ilai~ill,,_,q~llXllr"q~ [17,11 .. . .  q<2M2q(~  IIf~ll~)tlxllr"q<~ 
i i i 

Folgerung 2 ist damit bewiesen. 

5. Der Beweis yon Proposition 7.4 kann nunmehr in wenigen Schritten 
erbracht werden. Da nach Corollar 5.5 die Restriktion 

C'(r, S ) ~  C'(r,, ~, S) 
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fiir jedes Steinsche S c S,_ ~ ein Quasiisomorphismus ist, folgt wie oben 
unter 2., dab die Summe der Abbildungen im folgenden Diagramm 

z"-l(r, S) 

cn-2(rn_l, S)-  6 ~'zn--l(rn_l, S) 

surjektiv ist. Deshalb l~if3t sich jedes ffsZ"- l(r,_ 1, S) darstellen als 

~=fl'r(x)+a,f, 

wobei x e Z " -  l (r, S) c K" -  I (r, S) und q'e C"-2(r,_1, S) ist. 

Kombiniert man dies mit Folgerung 2, so ergibt sich, dab die Summe 
der Abbildungen im Diagramm 

r(s, ~ " - ' )  

C"-2(r._1, S) ~ ,Z"-l(r._~, S) 

ftir jedes Steinsche S c S ,  ~ surjektiv ist, was zu zeigen war. Damit ist 
Proposition 7.4 vollst~indig bewiesen. 

w Projektionss~tze 

1. Der Bildgarbensatz fiir pseudokohiirente Komplexe 

Theorem I. Sei (Y, (gy) ein mFB-Raum lokal vom Typ (J) und ~: X ~ Y 
ein relativ-analytischer Raum, der eigentlich fiber Y liegt. Dann ist ffir 
jeden relativ Y pseudokohiirenten, nach unten beschriinkten Komplex o ~ "  
yon (gx-Moduln der Bildgarbenkomplex R ~,(~-~') pseudokohiirent. 

Beweis. Sei Soe Yein beliebiger Punkt. Nach Lemma A(N)  ist R g ,  ~-~ 
in einer gewissen Umgebung von s o N-pseudokoh~irent. Da N und So 
beliebig gew~ihlt werden konnten, folgt die Behauptung. 

Bemerkung. Durch eine leichte Modifikation des Beweises sieht man, 
dab auch im folgenden allgemeineren Fall der Bildgarbenkomplex 
pseudokohiirent ist: Es wird nicht mehr vorausgesetzt, dab die Abbildung 
g: X---~ Y eigentlich ist, sondern nur, dab 

T: : U supp H"(~ ; )  
n 

eigentlich tiber Y liegt. 
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2. Perfekte Garbenkomplexe 

Sei (X,  Cx) ein geringter Raum. Ein Komplex ~ "  von Cgx-Moduln 
heil3t perfekt [-17], wenn es zu jedem Punkt x e X  eine offene Umgebung 
U von x, tiber U einen beschr~inkten Komplex 

L,e': ...--->0---~ &~t"--~ ~,~ ...---~ 5e~--+0 ~ ... 

freier (gv-Moduln endlichen Ranges und einen Quasiisomorphismus 
5e" ~ ~ "  [ U gibt. 

Hilfssatz 8.1. Sei (X,  (_gx) ein lokal geringter Raum und o~" ein Komplex  
yon Cx-Moduln. Weiter seien 

~ ' :  --->0~ 0 ~"~"+l - - -> . . . ~L#N- -+0- - ->  ... 
und 

Jr~ ---> 0 ~ ~ ---~ ~l"--~ ~l" + l ~ . . . ~ YlN ~ O ~ ... 

beschri~nkte Komplexe  mit freien Cx-Moduln endlichen Ranges ~ i  und ~l i 
f i i r  i > n. Es gebe Quasiisomorphismen 

s ~ ~  und ~t'--~ ~ ~ 

Dann ist ~ ein lokalfreier (gx-Modul endlichen Ranges. 

Beweis. Nach [17], Corollaire 1.4.2, gibt es lokal einen Quasiiso- 
morphismus ~o: Sao~  ~ . .  

Wir betrachten den Kegel von ~o und sehen, dab ~ • ~ "  lokal direkter 
Summand von ~ " |  L p"+I ist. Daraus folgt die Behauptung. 

Definition. Sei n: X--~S  ein relativanalytischer Raum. Ein Komplex 
i f~  von (_gx-Moduln heiBt perfekt relativ S, wenn ftir jede relative Karte 
j:  U--->D • S' der Komplex j . ( ~  ~ perfekt ist. 

Die folgende Proposit!on zeigt, dab man die relative Perfektheit von 
i f~  nur beziiglich einer Uberdeckung von X durch relative Karten zu 
fordern braucht. 

Proposition 8.2. Sei X- -~S  ein relativ analytischer Raum und ~ ~  ein 
Komplex  yon (gx-Moduln. i: U--~D • S' und j:  V--+E• S' seien relative 
Karten  in x mit V c U. 

Behauptung. I s t  i , ( ~  ~ perfekt, so auch j , ( ~ ~  

Beweis. Dies folgt mit Hilfe von Lemma 3.3 ~ihnlich wie Proposi- 
tion 3.5. 

Ftir relativ perfekte Komplexe l~il3t sich der Bildgarbensatz versch~ir- 
fen. Man braucht nicht mehr vorauszusetzen, dab der Basisraum (Y, (Or) 
lokal vom Typ (J) ist, sondern nur, dab die folgende Bedingung erfiillt 
ist: 
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(L) Zu jedem Punkt ye  Y gibt es eine offene Umgebung V und eine 
Basis ~ der Topologie von V, so dab gilt: 

i) S , S ' e ~  Sc~S'E~.  

ii) S e ~  =~ H"(S, 6)r)=O ffir n>  I. 

Darunter fallen insbesondere alle kompakten metrisierbaren Haus- 
dorffriiume, wenn man als Strukturgarbe die Garbe aller stetigen Funk- 
tionen nimmt. 

Theorem II. Sei (Y,(gr) ein mFB-Raum vom Typ (L) und 7r: X--* Y 
ein relativ-analytischer Raum, der eigentlich fiber Y liegt. Dann ist Jfir 
jeden relativ Y perfekten Komplex ~ "  yon (gx-Moduln der Bildgarben- 
kornplex R ~,  ~ "  perfekt. 

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus w liiBt sich, unter Zuhilfe- 
nahme von Hilfssatz8.1, Lemma R(n) wie folgt verschiirfen: Zu jedem 
Soe Ygibt es eine offene Umgebung S o yon So, eine ganze Zahl no, einen 
auf oA, bezogenen Atlas 9.I(So), einen Komplex 

~ ~  : ----~ O ---~ ~ n O  ----) ~ n o  + l - - ~  . , . -----). ~ N *  ----~ O ~ - )  . . . 

freier verbundener Garbensysteme endlichen Ranges fiber ~(So) und 
einen Quasiisomorphismus 

~ . ' ~ j ,  ~ -  

fiber ~(So). Ffir jedes offene S o S  o hat der totale Cechkomplex 

C" (r, S): = C" (r, S; ~ ' ) e in f  

jetzt folgende Eigenschaften: 

i) C~ S) ist beschr~inkt, insbesondere ist C" (r, S)= 0 ffir n < n o. 

ii) Ffir n >__ n o ist C"(r, S) ein endliches Produkt yon HS, 6)s)-Moduln 
der Gestalt 

r(O(r) • S, Oo~r)xS). 

iii) Der Garbenkomplex C" (r), definiert durch S ~ C ~ (r, S), ist quasi- 
isomorph zum Bildgarbenkomplex yon Y ' .  

Nach Lemma A(n o -  1)gibt es eine Steinsche Umgebung S' von s o, 
ein r mit r .  < r < r * *  und fiber S' einen beschr~inkten KompIex 

~q': --~ 0---~ ~a,o-I , ~ ' .o_ .  5a,o+ t-_~... 

freier (gs,-Moduln endlichen Randes und einen (no-1)-Quasiisomorphis- 
mus a: &#'--, C'(r). Sei 

= ker ( ~ , o -  ~ ~ ~,o)  
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und 
, ~ *  : "" " ~  0 ~ ~ - ~  ,.~ono - 1 ~  =.~no __~ . . . , 

Der Morphismus a induziert einen Quasiisomorphismus 

e: ~ ' - ,  C'(r).  

Der Kegel von 8 hat die Gestalt 

�9 ..---*0--* JV'----~ ~( ' ,o-1~ ~_q~no___~ C,O(r)(~_~,o+l___,... 

Nach Lemma B(n o -  2) gibt es fiber einer Umgebung yon So eine Zyklen- 
projektion z: ~ , o - l ~ j  mit Tov=id.  Deshalb ist JV lokalfrei, d.h. 
der Bildgarbenkomplex R n ,  i f "  ist perfekt. 

3. Berechenbar pseudokoh~irente Garbenkomplexe 

Will man den Bildgarbensatz flit relativanalytische R~iume beweisen, 
deren Basis ein beliebiger mFB-Raum ist, so muB man an den Garben- 
komplex i f~  weitere Bedingungen stellen. Hier scheint der Begriff der 
berechenbaren Pseudokoh~renz ntitzlich zu sein, den wir im folgenden 
kurz darstellen wollen. 

Definition. Sei X ein topologischer Raum. 

i) Ein Komplex yon Garben abelscher Gruppen auf X 

~ '_  r  + ) i f "  

heil3t berechenbar exakt, wenn es zu jedem x s X  und jeder offenen Um- 
gebung U yon x eine offene Umgebung V=  U yon x gibt, so dab gilt: 

Zu jedem f e F ( U ,  ~ )  mit ~O(f)=O gibt es ein geF(V, .~') mit ~p(g)= 
tp(f)l V. 

ii) Ein Komplex ~ "  yon Garben abelscher Gruppen fiber X heigt 
berechenbar n-azyklisch, wenn ffir alle k > n der Komplex 

berechenbar exakt ist. 

iii) Seien ~ ~  und ~;" zwei Komplexe yon Garben abelscher Gruppen 
fiber X. Ein Morphismus 

r ~ ' - .  if" 

heiBt berechenbarer n-Quasiisomorphismus, wenn der Kegel yon (p be- 
rechenbar n-azyklisch ist. 
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Definition. Sei (X, (gx) ein geringter R a u m  und ~ ~  ein nach unten  
beschr~inkter Komplex  von (_gx-Moduln. ~ "  heil3t berechenbar n-pseudo- 
kohi~rent, wenn es zu jedem x e X  eine offene Umgebung  U von x, einen 
beschr~inkten Komplex  5r ~  freien Ov-Moduln  endlichen Ranges, 
einen n-Quas i i somorphismus  q~: L f ~  " und eine injektive Aufl6sung 
0:  ~ ~ 1 7 6  gibt, so dab die Kompos i t i on  

Co(p: ~ ' - - ,  J "  

ein berechenbarer  n-Quas i i somorphismus  ist. 

Definition. Sei X - - , S  ein relativanalytischer R a u m  und ~ "  ein 
Komplex  yon (gx-Moduln. ~ "  heiBt berechenbar pseudokohi~rent relativ S, 
wenn ffir jede relative Karte  j :  U ~  D x S' yon X der Komplex  j ,  ~ "  
berechenbar  n-pseudokoh~irent ffir alle ne2~ ist. 

Bemerkung. Ist S ein m F B - R a u m  vom Typ (J), so ist jeder nach untbn 
beschr~nkte relativ S pseudokoh~irente Komplex  yon (~x-Moduln be- 
rechenbar  pseudokoh~rent  relativ S. Ist S nur  vom Typ (L), so ist jeder 
relativ perfekte Komplex  berechenbar  relativ pseudokoh~rent .  

Wir stellen dem Leser anheim, folgende Vermutung  richtigzustellen 
und  zu beweisen. 

Vermutung. Sei 7z: X--* S ein relativanalytischer Raum, der eigentlich 
fiber S liegt. Ist ~ ~  ein berechenbar relativpseudokohiirenter Komplex yon 
(gx-Moduln , dann ist R:z,  i f ~  pseudokoh~rent. 

Ohne die tatkrS_ftige Mitarbeit yon Michael Schneider h~itte die Arbeit kaum Gestalt 
angenommen. Wit danken ihm herzlich ftir seine Hilfe. 
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