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O r t s b e s t i m m u n g  e i n e s  E l e k t r o n s  d u r c h  e in  M i k r o s k o p .  

Von K. F. v. Weizs~eker in Leipzig. 

Mit 1 Abbildung. (Eingegangen am 9. April 1931.) 

Im folgenden soll ein spezielles Gedankenexperiment zur Bestimmung des Ortes 
eines Elektrons behandelt werden, namlich die Abbildung eines mit hinreiohend 
kurzwelligem Lieht beleuehteten Elektrons dureh ein Mikroskop. Der erste 
Toil der Arbeit enth~lt eine kurze anschauliche Diskussion des Experiments. 
Dabei ergeben sieh Sehwierigkeiten, die eine strenge Durehreehnung des Problems 
wiinsehenswert maohen; diese wird im zweiten Tefl mit ttilfe der Heisenberg-  
P a u li sehen Formuliorung der Quantenelektrodynamik durehgefiihrt. Ira drit~en 

Toil werden die Resultate der Reehnung anschaulich diskutiert. 

1: Anschauliche Betrachtungen. Yore Standpunkt der klassischen 
Wellentheorie des Lichtes l~l~t sich der physikalische Vorgang bei der 
Abbildung sines Elektrons dutch ein Mikroskop folgendermal3en beschreiben: 
Auf dos Elektron, dessen Oft bestimmt werden soll, f~llt Licht, etwa in 
Form einer ebonen Welle, und wird irgendwo, sagen wir im Punkte P,  
an ihm gestreut (Fig. 1). Ein Teil der dabei entstehenden Kugelwelle 
durchsetzt die Objektivlinse des ~likroskops mad wird dutch sie in einem 
bestimmten Punkte P',  dem BildpLmkt yon P, wieder vereinigt. Wenn 
man die Lage yon P '  irgendwie feststellt, kann man daraus nach den Ge- 
setzen der Optik die Lage yon P berechnen, d.h. den Oft des Elektrons 
bestimmen. 

In der Quantentheorie wird der Sachverhalt ansehanlich wesentlich 
komplizierter, da wit hier anch die korpuskularen Eigenschaften des Lichtes 
beriicksichtigen mfissen. 

Wit betraehten den einfachsten und interessantesten Fall, dal3 nut 
ein einziges Lichtquant an dem Elektron gestreut wird und dutch die Linse 
geht. Wieweit die Annahme, dieses Experiment sei nach der Quanten- 
theorie zur Ortsmessung geei~omet, gerechtfertigt ist, soli im zweiten Toil 
dieser Arbeit dutch eine quantenelektrodynamische Rechnung gezeigt 
werden; 0bwohl man n~mlich korrespondenzm~t~ig erwarten mull, dal~ 
eine Abbildung dutch ein einzelnes Liehtquant genan so mSglieh sein mut~ 
wie dutch viele, so ist doch die anschanliehe Diskussion des Experiments 
nieht -~511ig trivial. 

Zun~chs~ folgt aus der Benutzung eines einzelnen Lichtquants eine 
einschr~nkende Bedingung: Um die Ankunft des Lichtquants im Bild- 
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punkt festzustellen --~ yon einer ,,Wiedervereinigung eines Strahlenbiindels" 
kann man hier nicht gut sprechen--,  muB es dutch eine photographische 
Platte oder einen Szintillationsschirm S absorbiert werden, der sich genau 
in der Bildebene befindet, in der der Bfldpunkt liegt. D.h.,  dader Schirm 
von vornherein festgelegt ist, mul~ sich d a s p '  
Elektron yon Anfang an mi t  hinreichender 4' 
Genanigkeit in einer bestimmten Ebene  
befinden, wenn man ein ,,schaxfes Bild" 
erhalten, d.h. ans der Lage des Punktes P', 
in dem das Liehtquant absorbiert warde, 
mit t~echt anf die Lage yon P schliel3en 

will. Da nach der Formel fiir die Abbildungs- ~ -3, 
ungenanigkeit Z 

d --  sin e (1) Fig. 1. 

(~ Wellenl~inge des Lichtes, e ~ 0ffnungswinkel des zur Abbildung ver- 
wen.deten Strahlenbiindels) die Ortsungenauigkeit ohnehin nicht kleiner 

Ms werden karm, wird man fordern, dal~ anch der Streifen, inner- 
sin e 

halb dessen sich das Elektron ursprimglieh befindet, die Breite 
sins 

haben soll. 

Auch unter diesen Bedingungen bes~eht noch eine Bchwierigkeit. 
Nehmen wir einmal den urspriinglichen Impuls sowohl des Lichtquants 
wie des Elektrons als genan bekannt an (dal~ das nicht streng erlaubt ist, 
wird sich ffir unseren Fall als unwesentlieh herausstellen). Ferner kann man 
zweifellos den Impuls des Elektrons nach dem Stol~ beliebig genau messen. 
Darans l ~ t  sich dann abet auch genau berectmen, in welcher Richtung 
das Lichtquant weitergeflogen ist. Das heil3t in der Sprache der Wellen- 
theorle: der 0ffnungswinkel des gestreuten Lichtbiindels wird unendlich 
klein und daher nach (1) die Breite des Beugungsbildes in P '  streng ge- 
nommen unendlieh gro]3; d. h. das ,,Bfld" ist vSllig verwaschen, yon Orts- 
bestimmung kann keine Rede mehr sein. 

Iqun liegt das Elektron allerdings von vornherein mit einer gewissen 
Genauigkeit in einer ~F~bene; daher ist seine Impulskomponente senkrecht 
zu dieser Ebene nut ung~enau bekannt. Dieser Umstand kann abet die 
Abbi!dungsgenauigkeit nich3~ nennenswert verbessern, denn die beiden 
Impulskomponenten in der E b ~ e  kSnnen ja als vSllig bekannt vorans- 

8* 
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gesetzt werden; dadureh kommt bereits nur noeh ein Fl~tchenbfisehel yon 
Richtungen des gestreuten Liehtquants in Betracht, was fiir eine Abbildung 
nieht ausreieht. 

Allerdings darf das gestreute Lich~ nieht als ein ,,Nadelstrahl" (od~er, 
unter Berficksichtigung der Impulsungenauigkeit, als ein begrenzter 
Streifen) aufgefaBt werden, denn der ursprtinglicho Ort des Elektrons 
ist ja nicht bekannt, d. h. P kann an einer beliebigen Stelle der Ausgangs- 
ebene liegen und daher kann noch immer jeder Punkt der Linse vom ge- 
streuten Licht getroffen werden. Das 15st aber unsere Schwierigkeit nicht 
auf, denn die Richtung des gestreuten Lichtquants ist bekannt, es muB 
also durch eine ebene Welle repr~sentiert werden, und zeichnet daher 
zwar in der Brennebene der Linse einen Punkt aus, nicht aber in tier Bild- 
ebene, in der der Schirm S liegt. 

u l~Bt sich die Sehwierigkeit nur auflSsen, wean vorher ge- 
nauer diskutiert wurde, mit welchem Recht man fiberhaupt aus der Lage 
yon P'  auf die Lage yon P schliel3en kann, d.h.  welche experimentellen 
Kriterien daftir bestehen, dab diese Ortsmessung das riehtige Resultat 
geliefert hat. 

Die Riehtigkeit des aus der Abbildung berechneten Ortes mu~ dazu 
dutch eine zweite Ortsmessung naehgeprtift werden. Dies li~13t sich am 
einfaehsten dadurch erreichen, dab man mehrere Lichtquanten auf das 
Elektron fallen l~13t; zwei in hinreichend kurzem Abstand nacheinander 
gestreute Lichtquanten sollen dann innerhalb der klassisehen Abbildungs- 
genauigkeit an derselben Stelle P' auftreffen. Nun sieht man aber leicht, 
dal~ sich in diesem Falle aus einer nachtr~glichen Impulsmessung nichts 
mehr fiber die Richtung folgern l~13t, in der die einzelnen Lichtquanten 
gestreut worden sind, da der Impuls des Elek~rons zwischen dem ersten 
and dem zweiten Streuproze~ um seinen eigenen Betrag unbestimmt ist; 
dasselbe gilt offenbar ftir jede andere Kontrolle der Ortsmessung. Wenn 
man andererseits die Impulsmessung an dem Elektron vornimmt, ohne 
die Ortsmessung vorher zu kontrollieren, so verliert, infolge der dadurch 
entstehenden Ortsunkenntnis, die Frage, ob das Mikroskop den Oft des 
Elektrons riehtig liefert, ihren Sinn. 

Schwierigkeiten, wie die eben dJskutierte, rfihren wesentlich davon 
her, da~ der Begriff der Abbildung, der gebildet wurde zur Beschreibung 
von Beobaehtungen, die mit sehr vielen Liehtquanten ausgeffihrt werden, 
hier fibertragen wird auf einen Vorgang, an dem nur ein Lichtquant beteiligt 
ist, und bei dem deshalb die typisch quantentheoretischen Zfige mehr 
hervortreten. 
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I1. Quantenelektrodynam~sche Durehreohnung. Die folgenden Rech- 
nungen sind ausgeffihrt mit Hilfe de'r yon He i senberg  und Paul i  1) an- 
gegebenen Formulierung der Quantenelektrodynamik. Unser Problem 
erh~l~ bier folgende Form: 

Es ist ein optisches System 2) gegeben, das nach der klassischen 
Elektrodynamik imstande ist, eine Abbildung einer Partikei, speziell eines 
Elektrons, zu liefern; dies l ~ t  sich qu'antentheoretisch dadurch einfach 
ausdrficken, dal~ wir als Eigenschwingungen des Strahlungsfeldes nicht 
die stehenden Wellen eines kubischen Hohlraumes w~hlen, sondern Funk- 
tionen der folgenden Gestalt: ,,unterhalb" der Linse, d.h.  auf derjenigen 
Seite, wo das "zu beobactltende Elektron liegt, sind sie fortsehreitende 
ebene Wellen [die, um ein diskretes Spektrum zu erhalten, einer periodi- 
sehen Randbedingung mit der Periode L unterworfen werden a)] yon der 
ForTh 

Hierin bedeutet e~ ~ die Komponente in der /-ten Koordinatenriehtung 
eines Einheitsvektors, der zu ~ (der Richtung der Wellennormalen) senk- 
recht steht und die Richtung tier dutch den Index 2 charakterisierten 
Polarisation angib~; 2 kann dabei nut die Werte 1 und 2 annehmen, d. h. 
der longitudinMe Tell der Wellen ist weggelassen; ferner ist 

n=o.l  I. (8) 

(2) gilt unterhalb der Linse; durch die Linse hindureh sollen sich die v~ ~ 
nun so fortsetzen, wie es der klassisehen Optik entspricht, d.h. so, dab 
fiir die zeitabh~ngigen Funktionen 

= 

~iberall die Differentialgleichung 

A / - -  O~/ 
37 = o (5) 

gilt (~t = Breehungsindex). 

1) W. H e i s e n b e r g  u. W. Paul i ,  ZS. f. Phys. 56, 1, 1929; 59, 168, 1930. 
3) ~ber seine besondere Natur braueht niehts vorausgesetzt zu werden; 

nut anschauliehkeitshalber wird hn folgenden stets yon einer LJnse gesproehen. 
3) Siehe L. L a n d a u  u. R. Pe ier ls ,  ZS. f. Phys. 62, 188, 1930. 
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Der Materieteil unseres Systems besteht aus zwei Elektronen. Der 
Ort des ersten 1) sell bestimmt werden; entsprechend der Ortskenntnis, 

die wir vor dem Versuch haben, sell seine anfangliche Eigenfunktion u o 

nut in der Umgebung einer Ebene parallel zur Linse merklich yon Null 
'verschieden seine); einfaehheitshalber nehmen wit an, es sei dutch ein 
geeignetes Potential an diese Lage gebunden und befinde sich im tiefsten 

sta~ion~ren Zustand. Das zweite Elektron gehSrt zu e~nem Atom, das 
sieh, als Repr~sentant des Schirmes S, an einem bestimmten Punkt der 
klassisch bestimmten Bildebene befindet 2); es sell ebenfalls im Grund- 

zustand sein. Ferner sei im Anfangszustand des Systems nur in einer ein- 
zigen Ejgenschwingung ~02o des Strahlungsfeldes ein Lichtquant vor- 

handen. Die Aufgabe IM~t sich dann so formulieren: aus dem eben be- 
schriebenen Anfangszustand sell die Wahrscheinliehkeit defer berechnet 
werden, dal3 nach einer gewissen Zeit das Atom in der Bildebene angeregt 
ist und dal] sich gleichzeitig das erste Elektron am Ort ~ befindet. Wir 
werden erwarten, dal3 diese Wahrscheinlichkeit, als Flmktion yon r be- 
trachtet, nur von Null verschieden ist in der Umgebung desjenigen Punktes, 
der sieh nach der klassischen Optik aus der Lage des angeregten Atoms 
in der Bildebene berechnen l~13t. 

Zur Reehnung a) gehen wir aus yon der yon O p p e n h e i m e r  a) an- 

gegebenen Form der Differentialgleichung ffir die Wechselwirkung yon 
S~rahlung und ~aterie:  

L~ 

n f 2  

Hierin ist kU (r C') @(~) M~ x t) die Wellenfunktion, deren Absolutquadrat die 
Wahrscheinliehkeit dafor angibt, da~ zur Zeit t das n-re Teilchen den 
Ortsvektor r(n) und den Spin @(n) hat und dab sich gleichzeitig in der Eigen- 
schwingtmg ][2 der Strahlung M~z Lichtquanten befinden. Ferner be- 

1) Urn Sehwierigkeiten zu vermeiden, die mit dem gestellten Problem nichts 
zu tun haben, nehmen wir die klassische Statistik Iiir die Elektronen an und 
reden im folgenden stets yon dem ,,ersten" und dem ,,~.weiten" Elektron. 

2) Von diesen speziellen Voraussetzungen fiber die Form der Eigen~unktionen 
wird in der folgenden Reohnung kein Gebranch gemacht, erst in der Diskussion 
des Resultat~s spielen sie eine Rolle. 

3) Sie ist weitgehend analog insbesondere der zweiten der Arbeiten yon 
S. Kikuehi ,  ZS. f. Phys. 66, 568, 1930 (I); 68, 803, 1931 (II), fOr deren Mit- 
teilung im Manuskript ich Herrn Kikuehi  zu grol]em Dank verpfliehtet bin. 

a) j .  R. Oppenhe imer ,  Phys. Rev. 35, 461, 1930. 
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deuten in (6): E den Energie0perator 2 ~ i  ; H~ d'.'e Hamilton- 

funktion der Materie ohne Wechselwirkung mit der Strahlung [fiber gleiehe 
Indizes ~ und ~, a (Spinvariable) wird im folgenden stets summiert]: 

he . 0 n 
-- + - :2 (7) 

Das erste Glied yon H o ist der Diraesch e Operator fiir freie Elektronen 
im ~uBeren Felde ~o; das zweite, das die Coulombsche Wechselwirkung 
und die (als additive Konstante auftretende) Selbstenergie der Elektronen 
enth~lt, kann in unserem Falle weggelassen werden. In (6) ist weiter 

t*~ = e~ ~(n)v~ (~(~)), (S) 

r~ die oben definierten Funktionen sind; A~ und A ~  sind Opera- worin v~ 
toren, die die Zahl der Lichtquanten in der Eigenschwingung ~ 2 um 1 er- 
hShen bzw. erniedrigen. 

Um n~eh (6) aus den gegebenen Anfangsbeding~ngen die gesuehte 
Wahrscheinliehkeit zu berechnen, entwicke]n wir naeh LSsungen des un- 
gestSrten Problems und treiben StSrungsrechnung nach der Methode der 
Variation der Konstanten. Dabei haben wit es nur mit zwei Elektronen 
zu tun; wir lassen daher den Index n weg und kennzeiehnen die auf das 
zweite Elektron bezfiglichen E~genfunktionen, Energien mad Koordinaten 
durch einen Strich; ferner soll stets der Index l die Zustande des ersten, 
der Index m die des zweiten Elektrons numerieren. Dann 1M~t sich schreiben 

~/l(r q E q' M~ z t) 

= ~ a~,, (Mrzt) e -T- rz uz (r q) u~ (r' q'). (9) 
l m  

Hierin sind also die u die Eigenfunktior~en der ungestSrten Elektronen; 
der Exponentialfaktor enth~lt die Zeitabh~ngigkeit des ungest6rten Systems ; 
die Aufgabe der St6rungsreehnung ist, die % ~ zu bestimmen. Dazu wird (9) 
in (6) eingesetzt. Dabei fiillt das yon H o ~- ~ Mr z h ~, herriflarende 

r~ 

Glied weg gegen denjenigen Summanden der zeitlichen Ableitung, der die 
Ableitung der e-Potenz enth~lt; also bleibt stehen 

h 0 at,~n (Mr z t) - -'T- ' 
{9 t " e r 2 Ul (r  q) '1/, m (1" qt ) 

2 

= ~ Ar~- -  (~r~ + ~rz)'Mr~ A~z] 
l m  ~2 

2~ti 

�9 a~,~(Mrzt)e r~ u~ (r e) ~,,(r' d). (lO) 
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Nun entwiekelt man #t~ .u t  und #~a.u'  m naeh u l bzw. u'~t 

#tzuz O: ~),= :~a Czz, uz' (~ e) ,  (11) 

und analog flit das zweite Elektron. Die Entwicklungskoeffizienten yon 

gta nennen wit D t ~,, es gilt 

D~Z, __-- ~t/tt. (12 a) 

Dureh Oleiehsetzen der Koeffizienten yon Gliedern mit gleichen Indizes 

erhi~lt man schlie$1ieh aus (10) die endgfiltige Gleichung 

h Oat,~(Mt~O 
2 ~ i  Ot 

i~-]  rVt,~ "M 1)~/~ (Mix + 1, t) e u (st, - El + t = - -  L I ~( t ~ q -  a~',~n 

2 r t i  (El,  - -  E l  - -  h Vk) t] 
- - D ~ , ~ a ' t / 2 - ,  ( M t a - - l , t )  e h IY.t~ l ~ l ,  m 

' + h ~ k )  t h [C~,,~ (Mr z + ,,, (ME z + e + ~ - t;. 1) t/2 al, 1, t) 

$ ~ i -  , t ..t/, ]}. (ts) - - , - , ,~ , ,~ma a t , ,~ , (Mt~- - l , t ) e  ~ (E'~'--E'~--h*k) t 

Ehe wir Zur n~herungsweisen LSsung dieser Gleichung sehreiten, 
miissen wir uns noch davon :Rechenschaft geben, welche Funktion wir 

eigentlich suchen. Es ist offenbar nicht das in (9) dargesteilte T ,  das wir 
brauchen, sondern eine Funktion der Koordin~ten des ersten und des 
Zustandes des zweiten Elektrons, die sieh aus den at, ~ folgendermal~en 
ergibt : 

~p ( r em0t~ t )  -= ~ ]  at, m(Ot~t) e h E~tUl(re)" (14) 
l 

In (14) ist bereits die spezielle Bedingung gestellt, dal3 in keiner Eigen- 
schwingung noch Lichtquanten vorhanden sein sollen; denn wir hatten 
urspriinglich nur ein Liehtquant angenommen; dieses mul~, um das Atom 
in den Zustand m zu heben, am ersten Elektron gestreut und dann yon 
dem Atom absorbiert worden sein. 

Genau genornmen interessiert uns auch nicht % sondern seine zeit- 
liche Ableitungl). 

1) Diese Uberlegung verdanke ich Herrn K ikuch i  (vgl. 1. o. II). 
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Sie hat die Form 

2~tt 
O~p__ = ~ a  a~,~ (Ot~t) uz e h l "4" ~ a  m u le  . (lb') 
Ot z ~ Ot 

Die beiden ~lieder yon (15) bedeuten eine zeitliche -~mderung yon ~ aus 
zwei Griinden. Das erste Glied versehwinde~ nicht, selbst wenn aT, ~ kon- 
stant ist, d.h.  die Wechselwirkung zwischen Materie und Strahlung ver- 
nachliissigt wird; es entspricht dem Auseinanderlaufen des Wellenpakets 
des ersten Elektrons. Dies interessiert uns abet gar nicht, da es den Vorgang 
der O ~ i m m u n g  n~cht mehr beeinflugt. Wir brauchen daher nur das 

zweite @lied 

(r 0 m 0,  ~ t) = ~ 0 az, m (0t ~ t) 2 ~ 
l 0 t e-- " -~  Ez$ '/$1 (1: ~) (16) 

zu beriicksichtigen; w/~hrend [?[~ die Wahrscheinlichkeit daftir bedeutet, 

dab zu einer bestimmten Zeit das erste Elektron die Koordinaten r, Q 
hat und das zweite lV, lektron angeregt ia,  stellt ~ ~p + ~ ~ die Wahrschein- 
lichkei~ dafiir dar, dab zu derselben Zeit das erste ~glektron die Koor- 
dinaten r, Q hat und das zweite Elektron angeregt wird. 

Wir 15sen nun Gleichung (18) naherungsweise, indem wir jeweils auf 
der rechten Seite fiir az, ,~ die n4e N~herungslSsung einsetzen trod dadurch 

links die (n -4- 1)-re Niiherung erhalten. Die AusgangslSsung lautet 

ao, c (i~o ~o 0 = 1 ; a l le  a n d e r e n  a ~ 0.  (17)  

Da wir absehen v0n den Prozessen, in denen ein Liehtquant das zweite 
Elektron anregt, ohne  vorher am ersten gestreut worden zu sein, liefern 

in erster und zweiter Naherung nut die zum ers~en Elektron gehSrigen 
Glieder in (13) einen Beitrag. Man erh~lt so den Ubergang des Lieht- 
quants in irgendeine andere Eigensehwingung ~ ~, wobei gleiehzei~ig alas 
erste Elektron fiber einen Zwisehenzustand l' in einen neuen Zustand 1 

iibergeht : 

al,li~o (0to ~o t) f,'o ao e n (Eo -- 8V + n ~o) t _ _  1 (18) 
= vo  v Eo  ~ Ev  + h Vo ' 

a(2) 
~, o (1~ ~ t) 

/ - ~ (Eo - ~l + h,'o - ~,"k)* 

1 I 

(Konstante Faktoren shad hier und im folgenden stets weggelassen. 
obere Index yon a numeriert die N/~herungen.) 

Der 

(10) 



122 K.F.v .  Weizsacker, 

Wir machen die Voraussetzung, dab h v o grol3 ist gegen die Energie- 
spriinge des Elektrons und streichen den zweiten Summanden in (19). 
Um das streng zu rechtfertigen, mfiBte man als Ausgangsl6sung start (17) 
nachWeisskopf  ImdWigner  1) ein exponentMl mit der Zeit abnehmendes 
a (~ w~hlen; dann wiirde sich herausstellen, dab tier zweite Summand 
sehr raseh abklingt. Seine physikalische Bedeutung ist die raseh abklingende 
Anregung der Eigenfrequenzen des Atoms durch den StoB des einfallenden 
Wellenzuges 2). 

In drifter N~herung erhalten wir nun die Absorption des Lichtquants 
dutch das zweite Elektron, also den Vorgang, der uns interessiert.; daher 
brauchen wir, da in ~o [siehe (16)] nut die zeitliche Ableitung yon a vor- 
kommt, nicht mehr zu integrieren. Wir nehmen ferner dem physikalischen 
Sinn des Experiments entspreehend an, der Abstand der betraehteten 
Energieniveaus des absorbierenden Atoms sei genau gMch der Energie h vo 
des zur Beobachtung verwendeten Lichtes: 

E ; ~ - -  E'o = h ~o. (9.0) 
Dann ergibt sich 

Oaf3 ) (Ot~t) e h (E~ -~ (a~'k--h"~ 
Ot = ~ t ~ ,  '~t~176176 ~q,~vo,n(Eo_Er+hvo)(Eo_E~+h%_hv~)'(21) 

Dies wird in (16) eingesetzt. Gleiehzeitig ersetzen wir die C und D 
dureh ihre Werte nach (19,) und (8). Da in (21) drei C-Ausdriicke vorkommen, 
treten dabei drei Volumenintegrale und je drei Summationen fiber die 
Variablen Q und a [auf welche die od in (8) wirken] und den Index i auf; 
wir unterseheiden sie dureh die Indizes 1, 9., 8. Die dabei entstehende 
Formel ist aber nicht ganz so umst~ndlieh, wie sie aussieht, da sich 
dureh Fortlassung des Unwesentliehen alsbald erhebliehe Vereinfaehungen 
ergeben. Sie lautet 

2~ t i  2 r  
9, ~ t - -  ~ - -  ( E o  - -  E l) t ( h  v k - -  h ~o) t 

�9 e h E l f  8 h _ _ e  h 

(Eo - -  Er + h vo) (Eo - -  Ez + h Vo - -  h vk) (9.9.) 

1) V. Weisskopf u. E. Wigner, ZS. f. Phys. 68, 54, 1930. 
2) Vgl. O. Halpern,  ebenda 67, 523, 1931. 



Ortsbestimmung eines Elektrons dureh ein Mikroskop. 123 

Nun interessiert uns ja nur der Oft und nieht der Spin der ]~lektronen; 
da man sich aueh leicht fibertegen kann, dab die Summationen fiber die 

Spinvariablen nichts Wesentliches an der betrachteten Funktion ~ndern, 
kSnnen wir die s~mtlichen Spiwcariablen weglassen. ' Ferner kann man 
in Gleichung (2) die Einheitsvektoren aus den v~ z herausnehmen, d.h.  

neue Funktionen V ~ definieren, die beispielsweise unterhalb der Linse 
die Form haben: 

I -  

V ~ = l / ~  e ~  ~'; (2s) [ ?Jk 

dann ist n~imlieh naeh K i k u e h i  [siehe etwa 1. e. I, Gleiehung (22)] die 

Summation fiber 2 und i 1 i~ i a gleichwortig der Ausfibung eines Operators, 
der nut die Ab'lei~ungen naeh den Koordinaten enth~ilt, auf die Ftmk- 

tion (22), werm in dieser die v~ z dutch die V ~ ersetzt werden. Diesor Operator 

kann abet aueh weggelassen werden, da er das einzige, was uns an den 
in (22) vorkommenden Ftmktionen interessiert, niimli6h ihre Eigenschaft, 
nur an bestimmten Ste]len des Raumes yon Null versehieden zu sein, 
nieht ~tndert; wir mfissen dann nur das jetzt definitiv falsche Gleiehheits- 
zeichen in den aus (22) hervorgehenden Formeln dutch ein Zeiehen wie 
ersetzen, das bedeutet,  dal3 beide Seiten gleichzeitig verschwinden. 

Aul3erdem l~Bt sich in (22) die Summation fiber l '  ausffihren. AuBer 

in den u kommt l '  nur in dem Ausdruek E o - -  E t, q- h ~0 im Nenner vet ;  
hier kann E e aber dureh einen gewissen mittleren Wert ersetzt werden, 
weil bei dem Frozel~ nach dem Impu]ssatz nur ein enger Wertebereich 

yon E e m i t  nennenswerter Wahrseheinliehkeit vorkommt [fiir andere 
Werte versehwindet das Integral fiber r2 dureh Interferenzl)]. Die Sum- 
mation geschieht dann nach der Relation 

~,, (r,) .u,~, (r~) = 3 (r 1 -  r,) .  (24) 
l '  

Naeh (24) liefert jetzt die Integration fiber r2 den F~ktor Eins; dabei 
muB fiberall r~ dutch ~i ersetzt werden. Wenn wir noeh den Ausdruek 
1/(E o - -  E t, q- h re) als konstanten Faktor weglassen, erhalten wir sehlieBlieh 

~ h~ (F,o, Et) t 2 z~t p 2 r  - -  - -  

E o - -  E~ + h ~0 - -  h ~ (25) 

1) Dies is~ allerdings nur riehtig, solange, wie gewShnlieh, die Frequerm- 
verschiebung beim Comp~oneffekt klein ist gegen den Betrag der Frequenz. 
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Um die Summation tiber ~ auszuftihren, betrachten wit folgenden 
Bestandteil yon (25) ftir sich: 

27ti 2~t 
e ~ ( E o - - E  l ) t  (hv k - h ~ o )  t 

- - 8  h 
V[ (~I) V[ (1~3) (26) 

r E o - -  Ez --]- h v o - -  h vk 

Indem wir ihn mit h. e -2  ~ ~ot  multlplizieren trod die Abkiirzung 

Eo - -  Ez "-F h v o = h ~l (27) 

einffihren, erhalten wir den Ausdruck 

Sz (r ,  r~ t) = '~, ~'~ (r~) V ~ (r~) e -  ~ "~  ~ ~ - -  e -  ~ " t,,k t ( 2 s )  

Diese Summe kSnnen wir mit Hilfe yon (23) und (5) dadurch auswerten, 
dab wir untersuchen, ob auch St, als Funktion eines der beiden Orts- 
vektoren und der Zeit, der Schwingungsgleichung (5) geniigt. Da S tb i s  
auf ein Vorzeichen in El lind l:a symmetrisch ist, kSnnen wit dabei 
willkfirlich etwa ~1 lest und r3 variabel wiihlen, was wir dutch einen 
Index am A-Symbol andeuten. Nach (4) und (5) ist 

A3 S1 = ~]  ( ~ _ ~ / ~ 2  V[ (ri) V' (]~3)e-2gt'It--e-2cgi'kt (29) 

Ferner ergibt sich 

o t  - - v  = ( , - 7 - )  (rs) (ao) 'P l -  ~k 
Die Differenz dieser beiden Ausdrfieke verschwindet nun keineswegs. 

Um sie zu diskutieren, nehmen wit zuniichst an, r 1 und ~3 liigen beide 
unterhalb der Linse, d.h. in dem Gebiet, wo (28) gilt. Hier is~ (wie stets 
unter Weglassung konstanter Faktoren) 

A S S , - -  ~ = ~ - -  e ~ i t ( t ~ - ' l ) ( v k  ~- vl) e - 2 ~ ' l  t, (81) 
t ~k 

= (Si + ~, S~') e -  ~" ~'~t .  (89,) 
t t t  

Die beiden reinen Raumfunktionen S t und S t lassen sich ]eicht auswerten. 
Mit der Abktirzung 

r 8 - -  r ,  = ~:s~ ( 8 8 )  
wird 

k x ky b z 

---- (~ (xs,)  .~t (y~, ) , (~  (za,) = 8 (r~,). (84)  
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Um S' z' auszuwerten, ersetzen wir die Summe fiber ~ dureh ein Integral 
und ffihren f fir f Polarkoordinaten k, v ~, q~ ein, wobei wir als Polaraehse 
die Riehtung yon ral wiihlen. Bis auf konstante Faktoren ist dram ~ ---- k 

und 

S"lr ~ ---- I 1 e S ~ r ~ l r  (85) t i, 81]  "~" 

Die Integration fiber die Winkel liefert 

i ( e ~ r 3 1  e-~'~'~kr31) dk (36) 
1 t l  

S, (re,) rs~ 
0 

oder, wenn wit das Integral durch ]~inffihrung eines kleinen reellen Oliedes 

im Exponenten konvergenf maehen, 

87  ( q  ~) = __1 l i ra  ~ (e( ~ ~ ~ ' ~  - ~) k _ r  ~ ~ ~ ~ - ~) k) ~ k 
~'31 ~'-"~ 0 J 

0 ' 

=lrs, ~--~olim o.a~irs 2~ir3, q-ar = ~ir~l 

Der Ausdruck (S I q-~S'z' ), d.h.  der Wert von (89,) zur-~Zeit t = 0, wird 
also ffir r 31=  0 singul/ir; dagegen kSnnen wir ihn ffir ~al > 0 vernach- 
l~issigen, deIm S'~' nimmt mit 1/r~l ab, ist also yon der GrSl3enordnung 
der Coulombschen Kr~fte, die in dieser ganzen Rechnung vernachl/issigt 
werden, und S' l i s t  ohnehin die 3-Funktion. 

Dies lal~t sich so interpretieren: S~ genfigt, als ~unktion yon ~a be- 
trachtet, in hinreichender Entfernung yon ~ in der Tat der gewShnlichen 
Differentialgleichung der Lichtwellen; Gleichung (5) garanfiert uns, dab 
a.uch die nicht explizite bekannten Ausdrfieke der V ~ in und jenseits der 
Linse d~sselbe Resultat liefern. Dagegen befindet sich im Punkte ~ 
nach (32) eine mit der t~requenz ~ schwingende Singularit~t, welche Wellen 
derselben Frequenz liefern mull  Zur Zeit t = 0 ist nach (~8) S~ ---- 0 und 
0 Sz . . . . .  O t -- S~ ; da ferner nach (89,) anderweitige ,,L~chtquellen als ~s ---- ~ 

fiir S~ nicht vorhanden sind, mul~ es zun~chst unterhalb der Linse die ~orm 
einer Kugelwelle haben, die sich im Moment t ---- 0 vom Punkte r~ aus- 
zubreiten beginnt~ : 

S~ (r~. , t <r-~) ~- O , 

(S8) 
k- o /  r31 
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(big auf die kleinen Abweichtmgen, die an der Wellenfront und dutch das 
Glied S'~' entstehen). Jenseits der Linse setzt sich S z gemiB der klassi- 
schen Optik fort und ist insbesondere in der durch die L~ge yon r 1 definiorten 
Bildebene innerhalb der klassischen Genauigkeitsgrenzen (GrSl~e d e s  
Beugungsscheibchens) nur in einem Punkte yon Null verschieden. Messen 
wir r3i 1/ings tier ,,Lichtstrahlen" yon Sz, oder besser, ersetzen wir ral 

durch den Lichtweg 13i = ~ndral 4m Sinne des ~Fermatschen Prinzips, 

so kSnnen wir (38) in etwas allgemeinerer Form ftir den ganzen Raum bei- 
behalten: 

Die Formeln (38), (39) geben bereits dasselbe ansehauliehe Abbild 
des betrachteten lohysikalischen Vorganges wie die klassisehe Theorie; 
da aber in (25) fiber r l  und ra noch integriert wird, ist noch eine genauere 
Betrachtung dieser Formel nStig. Sie erh/~lt jetzt folgende Gestalt: 

2~--..i (El-hvo) t 
~c (lrm Oft)* ~ ~d~'lfd'~ Vfo (ri)uO(rl)ul (•l)Sl (l:ll:~t)u'0(l:~) urn(l:3) e h u,(r).' (40) 

Diesen Ausdruck werden wir im folgenden fiir versehiedene Anfangs- 
bedingungen diskutieren. 

III. Diskussion des Resultats. Wir wollen zun~chst zeigen, daft unter 
den im ersten Toil betrachteten Voraussetzungen nach (40) in der Tat 
eine Abbildung zustande kommt, u o ist dann nur in der Umgebung der 
vorgegebenen Ebene von Null verschieden; nur dort kann also die In- 
tegration fiber r I elnen endlichen Wert ergeben. - Also brauchen wir nur 
diejenigen S l (~a rst) zu betrachten, f fir die ~1 in dieser Ebene liegt. Anderer- 
seits sind die q*' nur in einem Punkte der zugeordneten Bildebene yon Null 
versehieden; also spielen ffir den Wert yon (40) nur die Werte yon S~ (~:i rat), 
wo ra in dieser Ebene liegt, eine Rolle. Nun ist aber S~ (r i r3t) bei festem rl 
nur in einem Punkte dieser Ebene big auf die klassische Abbildungsungenauig- 
keit nieht Null; ferner liefert be ide r  Integration tiber ra nut dasjenige 
S z (r 1 rat) einen Beitrag, das gerade an demselben l%nkte wie die u' einen 
endlichen Wert hat. Also ist durch die Lage der u' (d. h. des Atoms in tier 
Bildebene) infolge der Eigenseha/ten yon S~ rtiekw~rts (innerhalb der 
Genauigkeitsgrenzen der klassisehen Abbildmlg) ein einziger Punkt r 1 
ausgezeichnet, in dem die Integration fiber r 1 einen endlichen Weft ergibt. 
Wenn man nun noeh zeigen k6nnte, dab die Summation fiber 1 die ~i-Funktion 
yon r I --1~ ergibt, so wiirde die Aufgabe gelSst scheinen, denn dann w~ire 
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durch die Lage des Atoms in tier Bildebene ein Punkt ~ bestimmt, in dessen 
n~chster Umgebung die Wahrscheinlichkeit ~ F ~ - ~  ~ allein yon Null 
versehieden w~re. 

Dies ist nun abet nicht riehtig, da in (40) aul~er den Eigenfunktionen 
uz(rl) " uz(~) noeh andere yon 1 abh~ngige @lieder ~orkommen; es w~re 
aber aueh gar nieh~ zu erwarten. Denn aus (88) bzw. (39) ~olgt, dal~ Sz~ 
wenn ~1 in der Objekt- und ~ in der Bildebene liegt, und mit S z der gauze 

Ausdruck (40) erst ffir Zeiten t ~ lsl einen endliehen Weft annimmt, wobei 
C 

jetzt  lal der bekannte Lichtweg zwischen den beiden ausgezeiehneten 
Punkten ~ 1 und ~3 ist ; dies ist einfach die klassiseh tr~viale, yon K i k u c h i  
(1. c. 1) auch ~fir~ die Quantenelektrodynamik abgeleitete Tatsache, dalt 
die betraehtete Absorptionswahrscheinlichkeit erst yon endlicher GrSl~e 
wird naeh der Zeit, die das Licht braucht, um yore ersten zum zweiten 
Elektron zu gelangen. Zu diesem Zeitpunkt kann aber das erste Elektron 
gar nicht mehr auf einen so engen Bereich komprimiert sein wie im Moment 
der Streuung des Lichtquants. Man sieht aneh nach (27) und (39), dal~ 
bei der Multiplikation der beiden noch von 1 tund der Zeit) abh~ngigen 
Glieder in (40) zwar das Glied Elf im Exponenten fortY, lit, aber,  anl]er 
einem unwesentlichen periodisehen Zeitfaktor yon konstanter Frequenz, 

noch der Faktor e u ~ -~ stehen bleib~. Be~rachten wir einen Augen- 
blick lal als eine ortsunabhiingige Gr6Be. Die Summe 

: ~  u~ (~) ~ (~) e h (41) 
l 

stellt dann gerade dasjenige der Dir  acgleiehung geniigende Wellenpaket 

zur Zei~ t = t o -1- l*--~ dar, das zur Zeit t ~ t o die (~-Funktion yon ~1 - -  ~ 

war; also genau das Wellenpake~, das wit zu erwaxten haben. Man kann 
riickw~rts ans der Wellenfunktion zur Zeit t dureh die Transformations- 

theorie anf die Ortswahrseheinliehkeit zur Zeit t o = t ----Is~ schlieflen. 

~iihrt man diese t~eehnung an (41) dutch, so ergibt sieh trivialerweise eben 
die c~-~unktion, und fiir die Ortswahrseheinlichkeit (40) ein Paket der 

GrSl3e _ _  (klassisehe hbbil&mgsgenanigkeit). 
sin 

Diese Betraehtungen m~ man jetzt etwas verfeinern, da la~ innerhalb 
der dutch die Dicke A z der 0bjektebene gegebenen Grenzen vaxiieren 
kann. Reduziert man das Wellenpaket (41)also anf eine Zeit, die etwa 
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dem Mittetwer~ yon l~l in der Ebene nach der G]eichung t o = t. lsl 
C 

entspricht, so bleibt ein Weltenpaket der Form (41) stehen, das noch 

GrSgen der Ordnung l~--A ~ __A z im Exponenten entMlt. Da sich ein ur- 
@ 0 

spri~nglich punktf5rmig zusammengedr~ngtes Elektron mit Lichtgesehwindig- 
keit ausbreitet, wird also die Ausdehnung des reduzierten Wellenpakets 
in allen Richtungen yon der Ordnung A z. Also bekommt man auch fiir die 

Ortswahrscheinlichkeit ein Paket der GrSgenordnung sine' Der Zeit- 

punkt t o des Streuprozesses 1M~t sich fibrigens durch Nessung des Zeit- 
punkte~ der Absorption nur bis auf eine Ungenauigkeit yon der GrSge 

1 
> -  festlegen. 

Da in der ]~echnung yon der speziellen Gestalt der Eigenfunktionen u 
und u '  kein Gebrauch gemaeht wurde, k6nnen wir mit I-Iilfe yon (40) aueh 
andere Anfangsbedingungen diskutieren. Wenn beispielsweise der Oft 
des Elektrons yon Anfang an sehr genau bekannt, d. h. u o nur in der Um- 
gebung eines Punktes yon Null verschieden ist, so kann ~v nur dann einen 
endliehen Wert annehmen, wenn der dureh u o ausgezeichnete Punkt ~1 
gerade mit dem durch die u' und S l ausgezeichneten zusammenfMlt. 

Ferner ergibt sieh aus unseren Forme]n noeh, da~ man, unter genauer 
Umkehrung des im Teil I diskutierten Einwandes gegen die Ortsmessung, 
etwas fiber den Impuls des Elektrons erfahren kann, wenn man alas ab- 
sorbierende Atom nieht in die Bildebene,  sondern in die Brennebene setzt. 
Wir betrachten zun~chst den einfaehsten Fall, dag fiber den ursprfing- 
lichen Ort des Elektrons gar niehts bekannt sei; hingegen nehmen wir die 
anf/ingliehen Impulse des Lichtquants und des Elektrons als genau bekannt 
an. Anschaulich wiirde man in diesem Falle so argumentieren: ein in der 
Brennebene absorbiertes Lichtquant mug, ehe es durch die Linse ging, 
einer ebenen Welle gleichwertig gewesen sein, deren Fortpflanzlmgs- 
richtung sich aus der Lage des absorbierenden Atoms berechnen l~gt. 
Andererseits ist durch Energie- und Impulssatz beim Comptoneffekt  
jedem Streuwinkel eine Frequenz eindeutig zugeordnet; man kennt also 
:Richtung und Betrag des Impulses des gestreuten Lichtquants und kann 
daraus den Impuls des Elektrons nach dem Stog berechnen. 

Um diese Vorstellung nachzupriifen, betrachten wir nicht die Orts- 
wahrseheinliehkei~ ~ yJ + ~ % sondern die Wahrscheinliehkeit 

- Oal, m + Oaz, m 
aL m C3-----~ O t at, rn 
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dafiir, dab das erste F~lektron im Zustand l ist und das Atom in der Brenn- 
ebene angeregt wird. Nach (16) und (40) ist 

0 al, t) m 
at 

Zur Diskussion dieser Gleiehung benutzen wir die Tatsache, dag S t bis 
auf das Vorzeichen yon %1, d .h .  bis auf die Fortpflanzungsrichtung der 
Wellen, in 1:1 und t3 symmetrisch ist, so dag es also auch als eine yon ~ 
ausgehende Kugelwelle im rl-Raum angesehen werden kann. Da die u' 
nut in der Umgebung eines Punktes der Brennebene von Null versehieden 
sind, hat das Integral fiber r3 nur fiir das von diesem Punkte ausgehende 
S, (~zl:3t) einen endlichen Wert; dieses S t i s t  aber unterhalb der Linse 
eine ebene Welle der Form 

Sz(h0  = e-2'~i("~t + ~ ' )  (48) 

[Der Vektor ~t wurde in (43) so definiert, dag er die zur Wellennormalen 
entgegengesetzte l~ichtung, also die nach der ansehaulichen Betrachtung 
fiir das wirkliehe gestreute Liehtquant berechnete hat.] Da aueh die 
Eigenfunktionen des als v611ig frei betrachteten Elektrons ebene Wellen 
sind, lal~t sich fiir (42) schreiben 

Oar, (Ott) ~ ~ ~ - ~ t z ~  --~ d~l e~=aor~ e-h--P~ P~rlo (44) 

Dabei sind die jetzt unwesentlichen yon r3 und t abh~ngigen Faktoren 
weggelassen, yon denen wir uns nur zu merken brauehen, dab sie als ~ichtung 
"con ~[l die ansehaulieh ffir das gestreute Lichtquant bereehnete festlegen. 

Das Integral (44) mug nun offenbar stets dureh Interferenz ver- 
sehwinden, wenn nicht die Summe der Exponenten Null ist. D.h.,  das 
Elektron kann nur mit merklicher Wahrseheinlichkeit im Ztlstand I sein, 
wenn gilt 

h~o + Po = h~ + p~; (45) 

ferner ist naeh (3) und (27) 

h = h = Eo + h - -  (46) 

(45) und (46) bedeuten, wenn man h~t als den Impuls des gestreuten Lieht- 
quants betrachtet, gerade Impuls- und Energiesatz; also miissen die aus 
ihnen folgenden Werte Pz und E t, ftir die (44) nicht verschwindet, mit den 
aus der anschaulichen Betrachtung folgenden Impuls- und Energiewerten 
iibereinstimmen. 

Zeitsehrlft fiir Physik. Bd. 70. 9 
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Eine analoge ~berlegung gilt auch noch, wenn m~n das Elektron nicht 
als frei, sondern, wie es zur Ortsmessung nstig war, als an eine Ebene (etwa 
z = 0) gebunden betrachtet. Man kann seine Eigenfunktione~ dan~ 
schreiben : 

u (x y z) = e -Y- (p~ ~ + pyv). / (z) (47) 

und erhMt so fOr die beiden Impulskomponenten in der Ebene wieder elne 
Formel wie (45). Da yon ~ experimente]l nur die Richtung bekannt ist, 
folgt daraus, solange fiber die Impulskomponente senkrecht zur Ebene 
nichts ausgesagt werden kann, nur eine Beziehung zwischen p~ und py. 
Ffigt man aber noch die Annahme hinzu, dal~ die Bindung an die Ebene 
so stark ist, dat~ das Elektron bei dem Streuprozel3 nicht in den n~chst- 
hSheren station~ren Zustand in der z-Richtung fibergegangen sein kann, 
so dab man also die gesamte Energie~nderung der Impuls~nderung in 

der Ebene zusehreiben darf, so kann man wieder p~ und py selbst berechnen. 
Seh]ieBlieh sei bemerkt, dab unser l~esultat, dab die Abbildtmgs- 

ungenauigkeit auch quantentheoretisch nicht grSl~er wlrd als . 20 , for 
s i n  

h 
~t o ,~ - -wegen  der GrSBe der Impulsfibertragung beim Comptoneffekt  

nicht mehr garantiert werden kann, d~ dann die bei der Summation fiber l' 
gemaehte Annahme, der Nenner E o -  E~, ~-h r o in (22) dOrfe konstant~ 
gehalten werden, unter Umst/inden falseh wird. Auf die schwierige Dis- 
ku~sion dieses Falles soll bier aber nieht eingegangen werden. 

Iterrn ProL t t e i s e n b e r g  danke ich herzlich ffir die Anregung zu 
dieser Arbeit und zah]reiehe Ratschl~ge bei ihrer Ausffihrung. 


