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Uber eine neue  Begri indung der Quantenmechanik.  
Von P. Jordan in GSttingen. 

(Eingegangen am 18. Dezember 1926.) 

Die vier bisher entwickelten Formeu der Quantenmechanik: die Matrizentheorie, 
die Theorie yon Born und Wiener ,  die Wellenmechanik und die Theorie der 
q-Zahlen, sind als Spezialf~lle enthalten in einer allgemeineren formalen Theorie. 
Im Anschlufl an einen Gedanken yon Pau l i  kann diese neue Theorie auf einige 

einfaehe Grundpostulate statistiseher Natur gegrfindet werden 1). 

I. T e l l .  

w 1. Einleitung. Nach S c h r S d i n g e r  ist  einer H a m i l t o n s c h e n  

Funk t ion  H (p, q) eine Schwingungsgleichung 

0 ,  , ) _ _  W} c p ( y ) :  0, t - -  h 
{ H ( ~  2 ~ i  (1) 

zuzuordnen. Sie steht in Korrespondenz zur klassisehen H a m i l t o n -  

J a c  o b ischen Gleichung, was besonders anschaulich wird, wenn man star t  

die Gr i l le  
S ~--- e lncp  (2) 

ein[i ihrt ;  man erh~]t dann aus (1) die Gleichung 

JH[O S O " W} 0 (3) / = 

(eingeklammerter  Operator  angewandt  auf die Zahl 1 gibt  Nul l ) , -d ie  

~ir  h ~ 0 in die H a m i l t o n - J a c o b i s c h e  Glelchung iibergeht. 

F i i r  die Durchfiihrung der Theorie muff vorausgesetzt  werden, da6 

(1) eine s e l b s t a d ] u n g i e r t e  Gleichung ist. Dies m5ehte zunachst fiir 

eine sehr spezielle Bedingung angesehen werden;  die folgenden Be- 

t rachtungen lassen ~edoch erkennen, daft sie vollkommen iibereinstimmt 

mi t  der wohlbekannten in der Matrlzentheorie (bzw. ihren Ver- 

allgemeinerungen) auftretenden Bedingung dafiir, dab die Energie-  

funktion H (~, q) ,hermit iseh" oder , ree l l "  ist. 

1) Die formalen Ergebnisse der folgenden Arbeit sind zum Teil auch yon 
Herrn F. London  aufgefunden und in einer Arbeit, die naeh Absehlu~ meines 
~annskripts ersehien, in sehr klarer und durehsiehtiger Form dargestellt. Es 
schien jedoch in Riicksieht auf den Zusammenhang des Ganzen nntunlieh, nach- 
tr~glich Kfirzungen einiger Stellen vorzunehmen. - -  (Zusatz bei der Korrektur). 
Im wesenfliehen dieselben Tatsaehen, die in dieser Arbeit erl~utert sind, finden 
sieh, yon einer etwas anderen Seite aus betrachtet, in einer im Erscheinen be- 
griffenen hrbeit yon Herrn P. A. ]K. Dirae .  
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fch habe mir die fo]gende Frage vorge[egt: Start der p, q m(igen 
durch eine kanonische Transformation neue Vergnderliche P, Q eln- 
geftihrt werden, wobei H (p, q) ~ H (P, Q) werden m(ige. Dann wollen 
wir mlt t f  die neue Wellengleichung 

IH(~ ~ ,  x ) - - W }  r  (4) 

bilden. Wit erhalten so zu ieder kanonisehen Transformation ein be- 
sonderes ~b (x). Wie verhalten sich diese ~p (x) zu der urspriingliehen 
Funktlon r (y)? Die Beantwortung dieser Frage wird sieh aus den 
spgtereu Betrachtungea ergeben. 

Ihre Untersuchung fiihrte zur Feststellung sehr allgemeiner formaler 
Zusammenhgnge in den quantenmechanischen Gesetzen, we]ehe die in 
den bisherigen Formulierungen niedergelegten formalen Tatsachen als 
spezielle Falle in sieh enthalten. Dabel ergab sich auch elne engere 
Verbindung zwischen den verschiedenen bislang entwickelten Dar- 
stellungen der Theorie. Bekanntlich ist die Quantenmeehanik in vier 
versehiedenen, selbstandlgen Formen entwiekelt worden; aul]er der 
ursprfinglichen •atrizentheorie llegen vor die Theorie yon Born  und 
Wiener ,  die Wellenmeehanik und die Theorie der q-Zahlen. Die Be- 
ziehungen der ]etzteren drei Formnlierungen zur Matrizentheorie sind 
bekannt; ]ede Formulierung fiihrt zu den gleichen Endformeln wie die 
Matrizentheorie, soweit diese selber reieht. Dabei standen jedoch die 
drei spateren Formulierungen u n t e r e i n a ~ d e r  ohne eigentllehe inhere 
Verbindung da; es fehlte sogar der allgemeine Beweis, da~ sie auch dort: 
wo sie fiber die ~atrizentheorie hinausgehen, zu aquivalenten Ergebnissen 

fiihren. 
Die in dieser Arbeit dargestellte Theorie enthalt alle vier For- 

mulierungen in sieh als sehr spezielle Falle und stellt ihre inneren 
Wechselbeziehungen klar. Wir beziehen uns der Einfachheit halber bei 
allen Eriirterungen auf Systeme yon nut ehmm Freiheitsgrad. Die vor- 
zuffihreuden Betraehtungen kiinnen iedoeh sofort anf Systeme yon beliebig 
vlelen Freiheitsgraden veral[gemeinert werden. 

Die gewonnenen Einsiehten in die formalen Zusammenhgnge der 
Theorie erm(igliehten auch die quantitative Fassung und Weiterentwic khng 
einer yon P a u l i  stammenden Idee, dureh welehe der eigentliche physi- 
kalisehe Siml der quantenmechanisehen Gesetze in ein neues Lieht 
gerfiekt wird. Im engen Anschiu~ an den Paulisehen Gedanken so]l 
bier versucht werden, die quantenmeehanlschen Gesetze a]s Folgeruagen 
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einiger einfaeher statistischer Annahmen zu begriinden. P a u l i  hat 

im Ansehlufi an Uberlegungen yon B o r n  1) folgende physikalische Deu- 

t lmg der S e h r 5 d i n g  e r schen Eigen~unktionen vorgeschlagen ~): I s t  r (q) 
normierf, so gibt 

J ,p,~ (q)]~d,~ (5) 

die \Vahrseheinliehke[t an, dal], wenn das System sich im Zustand n be- 
findet, die Koordinate q einen Wert  irn Interval l  q, q + d q besitzt. 
Diese Deutung ist eng verwandt  mit B o r n s  Deutung der LSsung 

c, (t) q~,z (Y) der ve to  P a r a m e t e r  IV b e f r e i t e n  SehrSdingergleichung ; 
Sb 

B o r n  nimmt an, dal] 
[~.,, (t) I ~ (,j) 

die Wahrscheinliehkeit sei, da~ zur gegebenen Zei~ t das System im n- ten  
Zustand ist. Beide Deutungen sind physikalisch so unmittelbar einleuehtend 

und naturgem~B, dab eine ausffihrlichere Erl~uterung liberflfissig scheint. Sie 
sind aueh belde enthalten hi tier al lgemdnen statistischen Deutung der 
Quantenmeehanik, die wir ira folgenden entwiekeln. 

Pa  u l i  hat  lolgende Verallgemeinerung ins Auge gefal]t: Es seien q, fl 

zwei hermitisehe quantenmechanische GrSl~en, die wit  bier der Bequemlieh- 
keit halber beide als stetig veranderheh annehmen wollen: dann ~drd 
es stets eine Funkt ion cp (q, fl) geben, derart, dal] 

[ r (qo, ~o) r 2 d q (7) 
die (relative) Wahrseheinliehkeit mil3t, dat] bei gegebenem Zahlwert fie 
von fl die GrSl]e q einen Zahiwert  im [ntervall  qo, qo + dq besltzt. Die 
Funktion cp (q, fl) wird von P a u l i  als W a h r s e h e i n l i e h k e i t s a m p l i t u d e  
bezeichnet. Man wird dabei erwarten miissen: 

PostMat I: Die Funktion ~p (q, /~) ist unabh~ngig v(m der mecha- 
nischen Natur  (der Hamiltonfunkdon) des Systems und nut  durch die 
kinematische Beziehung zwisehen q und /~ bestimmt. 

Post~dat H:  Is t  ~ (Qo, qo) die Wahrscheinlichkeitsamplitude for einen 
Zabhvert  Qo yon Q bei vorgegebenem q ~--- qo, so wird die Amplitude 

(Qo, fie) ffir eln gewisses Qo bei vorgegebenem fie gleieh 

�9 (~,Jo, ~o) = ~ ~' (~o, q) �9 (~, ~) ~l~, (8) 
wobei die [ntegratlon [iber den ganzen Wertebere]eh yon q zu er- 
streeken ist. 

1) /K, Born, ZS. f. Phys. gS, 803, 1926, -l-0, 167, 1926. 
2) W. Paul i .  Anmerkung in einer im Druck befindlichen Arbeit fiber Gas- 

entartung. 

54* 
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Der Umstand, dal] sonach nicht dig Wahrscheinlichkeiten selbst, 
sondern ihre Amplituden dem gewiihnlichen Komblnatlonsgesetz der 
Wahrseheinlichkeitsrechanng folgen, kann passend als I n t e r f e r e n z  d er 
W a h r s c h e l n l l c h k e i t e n  bezelehnet werden 1). 

w 2. Statistische Begri'tndung der Quantenmechanik. Eine quanten- 
mechanische GrSi3e q betraehten wir als eine Zahl, die in einer gewissen 

Punktmenge der komplexen Ebene veriinderlich ist. Diese Panktmenge 
kann aus Kurvenstiicken und diskreten Punkten bestehen. Wir stellen 
uns im folgenden zur Vereinfachung der Ausdrucksweise vor, dal] sie anr 

aus einer Kurve besteht, deren Bogenelement wit durch j dq] bezeiehnen. 
Die im ~olgenden auszuffihrenden Integrationen sind stets fiber das ganze 
Wertegebiet yon q zu erstrecken; sie wiiren bei genauerer Ausdrucks- 

weise im allgemeinen noch durch Summen zu erg~inzen. Wir werden 
~rur durch gelegentliche Zwisehenbemerkungea erlautern, wie die syste- 
matische Behandlung der nicht kontlnuierlich variablen GrSl3en durch 
eine sinngemiil]e 0bertrag'ung der fiir stetig variable GrSl]en entwickelten 
Betrachtungen durchzufiihren ist. 

Die Multiplikation der Zahlwerte der quantenmechanischen Gr013en 
ist selbstvers~iindlich kommutativ. Es spielt iedoch neben der gewiihn]ichen 
Addition und Multiplikation noch eine andere Verkniipfungsweise der 

qnantenmechanischen GrSl~en eine wichtige Ro]le, die symbolisch gleichlalls 
als Addition und bIultiplikation bezeiehnet wird, and die start des 
kommutativen Gesetzes der Y[ultiplikation den bekaanten quanten- 
meehanisehen Yertauschungsregeln geniigt. W i r  w o l l e n  abe r  d iese  

V e r k n f i p f u n g s r e g e l n  n i c h t  u n t e r  die pr imi~ren V o r a u s -  
s e t z u n g e n  der  T h e o r i e  au fnehmen .  In Rticksicht auf diese symbo- 
lische Addition and Multiplikation mfissen wir spi~ter, da wir sie in 
derselben Weise bezeichnen werden wie die gewShnliche, unterscheiden 
zwischen einer mechanischen (}rS~e/~ (einer ,,q-Zahl") und ihrem Zah l -  
w e r t  ft. Da wir jedoeh auch diese zumeist mit demselben Buchstaben 
bezeichnen, so mulJ sehr sorgf~ltig' auf die Bedentung der verschiedenen 
Formeln geachtet werden. 

i 

1) Eine direkte Kompositiou der Wahrscheinlichkei~en selber anstatt ihrer 
Amplituden, entsprechend der gewShnlichen Wahrscheinlichkeitsrechnung, ergibt 
sich in zwei Klassen yon Spezial[~llen, n~mlich erstens bei Vorhandensein 
yon Inkoh~renzen [5I. Born, ZS. f. Phys. 40, 167, 1926; P. A. 5[. Dirac, Proc. 
Roy. Soc. (A) 112, 661, 1926] und zweitens bei Resonanz (W. Heisenberg,  
ZS. f. Phys. (ira Erscheinen); P. Jordan,  ebenda (ira Erscheinen). 
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Post~dat A: Zu zwei meehanischen Gr(ii]en q, fl, die in einem voll- 
stiindig bestimmten kinematisehen Verh~ltnis zueinander stehen, gibt es 
zwei Funktionen 

(x, y), ~p (x, y), (9) 
derart, dab 

(x, y) ~* (x, y) d x (10) 

die absolute bzw. relative Wahrscheinliehkeit dafiir ist, da~ bei gegebenem 
fl ~ y der Weft yon q zwischen x und x-~-dx  liegt. Die Funk- 
tlon ~ (x, y) nennen wlr die A m p l i t u d e der Wahrseheinliehkeit ; ~ (x, y) 
werden wir gelegentlich aueh E r g a n z u n g s a m p l i t u d e  nennen. Der 
Stern * bedeutet, da~ koniugiert komplexe F u n k t i o n  zu ~(x,y)  Ifir 
u n g e ~ n d e r t e  (nicht fiir koniugiert komplexe) Argumente x,y zu 
nehmen ist. 

_PostuTat B: Die entsprechenden Funktionen ~ (x, y), ~ (x, y) tiir das 
v e r t a u s e h t e  Paar fl, q sind gegeben dutch 

~(x , y )  ~ V*(y,x), ~ (x , y )  ----_ ~*(y,x).  (11) 
Hiermit ist auch eine einfache Symmetrieeigenschaft der Wahr- 

scheinlichkeiten selbst festgesteUt: Die Wahrschelnlichkeit 

w (x, y) ~ ~ (x, y) ~p* (x, y) 

flit elnen Wert x yon q bei gegebenem Werte y yon fl ist gleichzeitig 
auch die Wahrscheinlichkeit fiir den Weft y yon fl bei vorgegebenem 
Werte x yon q. 

_Postulat C: Die Wahrscheinliehkeiten kombinieren interferierend. 
Seien F1, F~ zwel Tatsachen, Iiir welche die Amplituden r ~ bestehen. 
Wenn F1, F 2 sich ausseh l i e f l en ,  ist 

�9 i ~- ~ (12) 

die Amplitude fiir die Tatsaehe ,:F 1 ode r  F~"; wenn Fj, F~ u n a b h a n g i g  
sind, ist 

~19~ (13) 
die Amplitude fiir die Tatsache , F  1 und F,".  

Als erste Folgerung ergibt sich: Sei ~ (x,y) die Amplitude fiir 
einen Wert x yon q bei gegebenem /~ --~ y und Z (x, y) die Amplitude 
fiir Q ----- x bei gegebenem q ~ y; dann ist 

q~ (x, y) ~ ~ Z (x, z) r (~, y) dz (14) 

die Amplitude fiir Q ~-- x bei gegebenem fl ~-- y. 

Dariu wollen wir ietzt insbesondere Q ~--/~ wahlen. Naeh Po- 
stulat B entsteht 

(fl', fl") : j" cp (x, ~") $* (x, fl' ) dx  (15) 
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als Wahrseheinliehkeit, da6 fl den Zahhvert fi' besitzt, wenn fl den 
Zahlwert fl" ]taf. 3Jan erkennt also. dal~ bei riehtiger Normierun_- die 
Orthozonalitfitsrela~ion 

I 1  ff ir ~' = ~" ( t6)  
j" m (.,, t~") ~* (:'~. P') d.,; = ~,~,;~,, = 0 ftir ~,, 

besteht t). Dies gilt  unabhangig davon, ob die Gr6l~e /~ stetig oder 

diskret variabel ist. Wean die Wertemenge yon q diskrete Punkte 
entha]~, ist das Integral  in (16) durch eine Summe zu erg~nzen bzw. zu 
ersetzen. Ganz entspreehend erh~ilt man 

J" ~ (~", .~4 r (tY, a;) dx = ~ ,  ~,,. 0 7 )  
DefinitioJ~: W e n n  die Amplitude p (x, y) fiir jeden msgliehen Wert  x 

yon 1) beim Werte  !/ yon q gleich 
x u It 

~(.e,y) : ~. ~, ~ 2 ~ i  (18) 

ist, so bezeiehnen wir p a l s  kanoniseh konjugierten Impuls zu q. 
Aus den Orthogonalit~tsbeziehungen folgt dana, dal3 aueh die Er- 

x y  

g~nzungsamplitude zu s (x,y) gleich e { ist. Wir erhalten desha]b 

den Satz: 
Be i  e l n e m  g e g e b e n e n  W e r t  Yon q s i n d  a l l e  m S g l i e h e n  

W e r t e  y o n  2 yleich, wahrscheinlich. 
Po.r D: Zu jedem q gibt es einen konjugierten Impuls p. 
P o l g e r u n g e n :  Die Funktion s  y) geniig't den Differential- 

g'leic]mngen 

.Ix q- ~ ~ }  O(.r.y) = O. (19a) 

o } 
I e - -  O (x, ~/) 0. ( 1 9  b) 
I - -  0 7  .,/ �9 = 

Sei nun ftir irgend eine Gr06e (2 die Amplitude fiir Q ~ J bei ,/ ~ y 

gleieh cp (x, y) und die Amplitude ftir (t) = ., bei l) = !I gleieh q~ (.z. yk 

Dann ist also 

qo (x..,/) = S q} (y' .r) O (z, .q) d~, (20) 

wa~ wir mit dem liuearen Operator 

1' ~ j" d .r. ~ (.,/, . , ' ) . . .  (21 

t) Diese im ~'alle eines stetig ver~inderlichen :; mathematisch nicht sehr 
korrekte Schreibweise mag als abgeMirzter Ausdruck einer hinl~inglieh bekannten 
mathematischen V~.rhaltung'swei~e ange~ehen werden. 
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aueh in der Form 

sehreiben k~nnen. 

(.r, .,) = 1'. ~ (.r, ~j) (22) 

Es folgt, dal] cp (.r, y) den Funktionalg'leichungen 

]_ T x I  ' - 1  § ~ r } [ ~ 99 (x,y) --~ 0, (23a) 

l 0 (23b) 

gentigt ~). 

Wir defirtieren nun eine symbolisehe Addition und .~lultiplikation 
tier quantenmechanischen GrSl~en. In bezug auf die lest gewi~Mte 

Q entspricht n~mlich jeder anderen GrSi]e q ein Operator T E ~ i ' - 1  GrSJ]e 

der in (23b) auftritt. Die  s y m b o l i s e h e  A d d i t i o n  und ~ful t i -  
p l i k a t i o n  wi rd  d e f i n i e r t  du rch  die Ad ditio.n und 5 [ u l t i p l i k a t i o n  
d i e se r  Ope ra to ren .  

In dem singularen Falle Q = q wird cp (.x, y) ~ 0 auJJer ftir x = y; 
man kann aueh sagen, dab cp (x,y) eine Funktlon der Differenz x - - y  
allein sei, und man erkennt danaeh al8 den dem Falle 0 ~---q ent- 
sprechenden Grenzfall der Gleichungen (23): 

{ ~-x -F- E ~ . t j } ~  ~ (x,y) = O, (24a) 

{x - -  y} q~ (x, y) = 0. (245) 

Es ist also der GrSlle Q selbst zufolge (24) der Operator x zugeordnet; 

0 
und man sieht feraer, dai] dem Impuls P zu Q der Operator e 0 x  entspricht. 

Ftir unsere symboiisehe Addition und Multiplikation gilt danaeh, wenn 
wir wieder 2), q statt P, Q sehreiben, dis Vertauschungsregel 

h 
[1~, q] = P q - -  ql) = e = 2~ri (25) 

Die linearen Operatoren, die dureh endiich oder unendlich viele 

0 
Multiplikationen und Additionen aus ~ ~ und x aufgebaut werden kiinnen, 

sind so allgemein, dab man tiberzeugt sein darf, da$ ieder lineare Operator 
formal in diese Gestalt zu bringen ist. Das bedeutet nach unseren Fest- 
stellungen und Definitionen, dai] jede mechanische GrSite durch symbolische 

1) Nach den Orthogonalitiitsbeziehungen ist T-1 mit ttil[e der Erg~nzungs- 
amplitude ~'(x, y) darstellbar als T--I ~ [ dx  �9 u (x. y) �9 .. 
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Multiplikationen und Additionen aus Io und q aufgebaut werden kann. 
Gleichzeitig k~nnen die Funktionalgleichungen (23) in D i f f e r e n t i a l -  
g l e i c h u n g e n  (ira allgemeinen yon unendlich hoher Ordnung) um- 
gewandelt werden. 

Dies ist der Inhalt tier neuen Theorie. Der Rest der Arbeit wird 
sich damit besch~ftlgen, durch eine mathematische Diskussion dieser 
Differentialglelchungen einerseits zu beweisen, dal] unsere Postulate 
mathematisch widerspruchsfrei sind, und andererseits die bisherigeu 
Darstellungen der Quantenmechanik als in unserer Theorie enthalten zu 
erweisen. 

Es mag iedoch an dieser Stelle noch hervorgehoben werden, da6 die 
Gleichung (19a) auch dann bestehen bleibt, wenn die physikalisch m~g- 
lichen Werte yon y nieht stetig, sondern diskret verschieden sind. ]~an 
kann, wenn man will, an Stelle der Differentialgleichung (19a) eine 
D i f f e r e n z e n g l e i c h u n g  einfiihren; die weitere Entwicklung der Theorie 
wird dadurch in kelner Welse abge~ndert, da elne solche Differenzen- 
gleichung stets als Differentialgleichung unendllch hoher 0rdnung - -  
also wiederum ein Spezialfall des sparer allgemein erSrterten Gleichungs- 
typs angesehen werden kann. 

II. Te l l .  

w 3. ~'ormale Vorbereitungen. Adjungierte GrOBen. Wir betrachten 
eine Grille F (it), Q), die aus den Gr~l]en _P und Q durch symbolische 
Multiplikationen und Addltionen aufgebaut ist. Wir ordnen ihr eine 
zweite, mit F t  (1), Q) bezeichnete G r ~ e  zu, die wir die a d j u n g i e r t e  
GrSl]e zu :F (1), Q) nennen; sie entsteht, indem wir in F (1), Q) erstens 
die l~eihenfolge aller Multiplikationen umkehren und zweitens ~ede 
komplexe Zahl dureh ihre koniugierte ersetzen. 

Es mSgen 1), Q der Vertauschungsregel 

h 
[t)' Q] = 1 ) Q -  q1) ----- ~ - -  2 ~ i  (1) 

geniigen. Dann kann man verschiedene Darstellungen fiir 2' (1), Q) an- 
geben (z.B. F(1), Q) = 1) Q und F(1), Q) ~ Q / ~ - e ) ,  und zu jeder 
besonderen Darstellung yon F (1), Q) gehSrt zunachst eine besondere 
adiungierte Gr(i~e /Ft (1), Q); doch sind alle diese F t  (1), Q) auf Grtmd 
yon (1) wieder einander gleich. Zum Beweis dieser Behauptung geniigt 
offenbar die Bemerkung, daI1 die Gleichung (1) erhalten bleib~, wenn 
man auf beiden Seiten zu adjunglerten Gr~l]en iibergeht. Fiir spatere 
Anwendungen merken wir uns die Regel ( F G ) t  = GiF t .  



~ber eine neue Begrtindung der Quantenmeehanik. 817 

Die GrSi]e E (_P, Q) ist h e r m i t i s c h  oder r ee l l ,  wean F ----- F t  ist. 

Wir nennen sle o r t h o g o n a l )  wenn F F t  ~ 1. Die Grii~e G ---~ F t - ~  
mit der Eigensehaft :FGt  __ - -F tG  ___-- 1 nennen wir die k o n t r a -  
g r e d i e n t e  GrSl~e zu F u n d  geben ihr wegea ihrer Wichtigkelt ein be- 

sonderes Zeichen: 

~ + - ~  _-- ~.  (2) 

Dem (i'bergang zur adiungierten GrSl]e entsprieht bei ]Iatrizen der Uber- 
gang zur transponlerten, komplex konjugierten Matrix; die hermitischen, 

die orthogonalen und die koatragredienten Griil]en entsprechea her- 
mitlschen bzw. im Sinne der Theorle der I~[ermlteschen Formen ortho- 

gonalen oder kontragredienten Matrizen. 

Wit  de[inieren nun endllch den Proze~ ~ fiir Differentialoperatoren (o) 
F ~ x x '  x �9 Se i /F t (P ,  Q) = G(P, Q); dann definieren wir 

Es kann also die Bildung yon F t  \ 0 x Oxx 

werden: Man lese alle Produkte riickwfirts, gehe zu komplexkoniugierten 

dem so gebildeten Diffe- 
o 

Zahlen fiber und ersetze durch 0 x Von 

rentialoperator F t ( e ~ ,  x ) s i e h t  man, da~ er die folgende Eigenschaft 

besi~zt, die auch zu seiner Definition benutzt werden kann: Is t  der 

adjungierte Operator z a / ~  gleieh F t  = M, so wird 

d 
(x) F .  3t (x) - -  y (x) ~ I * .  ~ (x) = T x  ('" "); (3) 

darin geht M* aus M durch Ubergang zu komplex koniugierten Zahlen 
hervor. 

Setzen wir namlieh F in die Form 

F -~ ~ a n (x) (~ ~-~], (4) 

so wird (3) erfiillt dutch 

M * :  ~]n(--~O~v)'~a,(x), (5) 
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.wie man aus der Hilfsformel i) 
d 

f(,o (x) g (x) + ( - -  1)" +1 f ( x )  g~") (.r) ~-- ~ (--.) (6) 

erkennt. 
Wi~lirend. wie wir gesehen haben, bei dea Gr~iflen F (P, Q) die 

Bildung F* (P, Q) nieht yon der Darstellungsweise yon F unabhi~ngig, 
also keine eindeutig definierte Gr(il]e i s t -  nur der Prozel] ~ hat bei 
diesen GriJl]en eine invariante Bedentung --,  kann man natiirlich bei den 
Matrizen und bel den Differentia]operatoren auch den Prozel] * allein in 
eindeutiger Weise ausfiihren; ebenso kann der andere Tell des Pro- 
zesses ~-, die T r a n s p o s i t i o n ,  ~iir slch allein ausgefiihrt werden: Ist F 
entweder eine Matrix oder tin Differentlaloperator, so sehreiben wir 

F t* ~ ~. (7) 

Bei Differentialoperatoren ist der transponierte Operator /)  dasselbe wie 
der adjungierte in der g e w i i h n l i e h e n  Bezeiehnungsweise. Gewi~hnlich 
definiert man n~mlich ~) den adiungierten Operator 2tf zu F start durch 
(3) durch 

d 
z ~ ' y  - - y M z  ~ d x  ( ' " ) ;  (8) 

dann ist die Setbstadjungiertheit yon F aotwendige und hinrelchende 
Bedingung daffir, dal] die Differenbialgleichung 

F .  c p - - t I . ~  ~ 0  (9) 

erstens Eigenfunkfionen 9~, mit tier Orthog'onaliti~seigensehaft 

j- {10 f f i rn  --~ m (10) 
q~n ePm d x  ~ ~,~ ,~ ~ ffir n :~ .m 

besi~zt, und zweitens als Lagraagesche  Gleiehung eines Variations- 
problems angesehen werden kann. 

Die Selbstadjungiertheit in dem dutch (3) definierten Sinne ist da- 
gegen Bedingung dafiir, daI~ F .  q ~ -  IVy0 ~ 0 ersteas normierte Eigen- 
funktionen mit der 0rthogonalltatseigensehaft 

besitzt und zweitens als Bedingung fiir dis Stationaritfit des fiber das 
Grundgebiet yon x erstreekten Integrals einer hermitisehen (start quadra- 

1) Es ist f g '  ~ - f i g  = fig)', 
&,, _ /.,,g = fig' - f ' g ) ' ,  
f.q,,, + f,,.q = ( f g , , -  f, g, § f',g)'. 

"') Vgl. Couran~.-Hilbert, 4. Kap., w 8. 
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tischen) Form von (p und den Ableitungen r r . . .  aufgefa6t werden 

:~iann. Der Beweis dieser Behauptungen ist leicht zu erbringen. 

Fordern wlr ngmlich, da~ das Integral  

J(vp, e p * ) = I  ~ o a k t ( x ) C l k c P  d'~P* = dfi" d x  I d x  (12) 

mi~ hermitischen Koeffizienten 

akt (x) - -  a~k (x) (13) 

stationer seln soll, und zwar gegeniiber infinitesimalen Variationen, bei 
denen die als zueinander konjugiert angenommenen Fuakfionen (p und tp* 

u n a b h i ~ n g i g  voneinander varller~ werden, so haben wir dafiir zu sorgen, 
dal] in 

bei bis auf Randbedingungen wi]lkiirlichen Funktionen ~ (x), ~ (x) die 

b e i d e n  Variationen 6, J und 6_oJ Null werden. 
Nun ist 

j" d~ cp d l 
&2J ~-- ~ a kl (.c) d x  ~ dx-~dx,  (15) 

kl 

und naeh der Hil~sformel (3) erh~lt man bis auf Randwerte, d i e ' be i  

homogenen Randbeding'lmgen verschwinden: 

d x k J  

so da~ wegen der Willktirlichkeit yon ~ (x) die Forderung 6. ,J----  0 zu 

,z dxx akt(x) ~ .r ~ L-ep  ~ 0 (17) 

fiihrt. Aus 6 ~ J  ~ 0 wird eine entspreehende Gleiehung fiir q~*, die 
iedoch tzerade wegen a~  ~---a~k mit  dieser gleichbedeu~end ist. Die 
(]]eiehung' ]~r ~ 0 ist nun aber in der Tat  eine in unserem Sinne 

se]bstad.iungierte Gleiehung': 
d 

y Z z - - z L * y  ~ -  (~.r ( " ' ) '  (18) 

wie man leicht erkennt. 
Diese Betrach~ung'en kSnnen so~orf, au[ mehrere unabh~tngige Ver- 

:,inderliehe .(~ [ibertragen werden. Eine Verallgemeinerung unserer den 
Realitfitsverha[tnissen der nieht-relatix'istisehen 5[echanik angepa~ten De- 
~inif.ionert ist jedoeh erforderlieh, wenn man die relativistische Mechanik 
].ehandeln will. )[ i t  den Koordinaten ,r v .r~_, ,r 3, ,(:~ --- x, y, z, ic t  er- 
g'~inzen wit un~ere iciihere Definition der Operation -;- dadureh, da~ iede 
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Tensorko.mponeate, die n-real den Index 4 besitzt, mit ( - -  1) n zu multi- 
plizieren ist. (Anders ausgedriiekt: der in der Definitioa yon-~ vor- 

gesehene Ubergang zu koniugier~ komplexen Zahlen soll n i eh t  vor- 
genommen werden, soweit es sleh um yon Natur rein imagin~re Griiflen 
handelt.) 

In dem so definierten Sinne ist dann auch die relativistisehe quanten- 
mechanische Wellenglelchung, wie sie yon K le in ,  F r e n k e l ,  Schrt i -  
d inge r ,  F o e k  und K u d a r  aufgestellt wurde, selbstadiungiert , was hier 
als eia Belspiel zu unseren Betrachtungen erw~hnt werden mSge: 

(a Oxk c O k ) (  O~Xil--cOk) 9~ Jr-m'c'~p ~-O. (19) 

Sie gehSrt zu einem hermitischen Varlationsproblem der oben erl~uterten 
Art, niimlich 

Q (~, ~f) dx ~ stationitr (20) 

(dx = dx~ dx I dx 8 dx~) 
mit 1) 

h ~ d~p c)~p* e h (~pOcp* O~pm,'~O k 
Q(cP' r - -  4 ~  ~ Ox~Oxk + c'-2-~i Ox k Ox~ " ] 

m25 ~) ~ ~t. (21)  -F \c~ Ok O k + 

Es liegt nahe, mit einer (reellen) Konstanten O start dessen das Varia- 
tionsproblem 

m l t  
00~ 00~ 

zu betrachten, and dieses auch zur Bestlmmung der Ok zu benutzen. 
Man erh~ilt dann als Erganzung def. quantenmeehanischen Wellengleichung 
die Maxwellschen Gleiehangen 

OFk~ e h { c)cp* 

mit einem Viererstrom 

6)r e ~ 
8 xk 9~162 ~ 2 ~ O 2 (~ ~t) (24) 

0r e ~ + 2c,0 (  } �9 (25) 

.1) Hierauf wurde auch in elner soeben erschienenenArbeit von W. Gordon.  
ZS. f. Phys. 40, 134, 1926, hingewiesen. 
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Man kann nach K l e i n  I) und F o c k  2) die obige Wellengleichung 

reel l  machen durch Ein[iihrung yon 
5fr o 

~ ~ e  ~ 

Es wird dann mi t  0 Ok __ 0: 
0 x  o 

0 e 0 k \ / O  e 

Die M a x w e l l s c h e n  Gleichungen verwandeln sich durch Einftihrung 

yon it in: 

C~ - 2  0 x  t C\OXoOXk~-OXoOXh/--~OkOX--OX~____ (27) 

Es scheint nun naheliegend, anzunehmen, da~ die Funkt ion ~t (ira Gegen- 

satz zu r nati ir l icherweise mit der Reali t i i tsbedingung u = M anzunehmen 

is\ ;  so dal] man 

Ce - 2  O F  kl e O~ ( O u  e _. 0~ ' ,  

2 - 7 \ O L  

erh~tlt. Nach diesen Zwischenbemerkungen nehmerL wlr  unser Thema 

wleder auf. 

w 4. Al#gemeines ii.ber die Differentia#gleichungen der Amplituden. 

Zum Beweise der mathematischen Widerspruchslosigkei t  unserer Postulate  

wollen wir  die Theorie - -  u n a b h a n g i g  y o n  den  B e t r a c h t u n g e n  

in  w 2 - -  erneut begriinden, und zwar auf die Di~erentialgleichungen,  

die dor t  als Endergebnis  erschienen. 

Es seien also g, /7 kanonische Veriinderllche mi t  der Eigenscha~t 
h 

[tz, fl] = c r  = a - -  2 ~ i  und 

a = f(2,  q) = T l  ) T - l ,  fl = g(p,  q) - =  T q T - ' ,  1' = T ( p , q )  (1) 
eine kanonische Transformation. Wi r  betrachten die Gleichungen 

( ) ; i  f ~ o q '  q + ~ q~ (q' [t) = O, (2a) 

0 
, q)  - - f l  cfl (q, "fl) ~ 0; (2 b) 

- - ,  q - - / 3  #, (q, /$)  = 0 .  (3b)  
�9 0 q  

1) o. K l e i n ,  ZS. [. Phys. g7, 895, 1926. 
"-') V. Fock ,  ebenda 39, 226, I926. 
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Aus (2b), (3 b) folgt in bekannter Weise die Orthogonalitiitseigenschaft 

r (q, fl') ~p* (q, tJ") dq ~ (~fl,y,. (4) 

Man kann nun zwar bekanntlich im allgemeinen einer Funktion yon 

zwei Veranderlichen nicht zwei partielle Differen~ialgleiehungeu gleich- 
zeitig auferlegen. Wir werden aber in w 5 beweisen: D i e  "--- bereits 

gemachte - -  V o r a u s s e t z u n g ,  da]] d ie  u, fl m i t  den  p ,  q d u t c h  e ine  
k a n o n i s c h e  T r a n s [ o r m a t i o n  (l)  z u s a m m e n h a n g e n ,  i s t  n o t -  

w e n d i g e  und  h i n r e i c h e n d e  B e d i n g u n g  ~tir d ie  L i i s b a r k e i t  

y o n  (2) [und yon (3)]. 

~Nehmen wir in (2b) for fl die Energie ~I, fiir g die H a m i l t o n s c h e  
Funktion H(I) ,  q) eines Systems, so erhalten wir  gerade die Schr(~- 
d i n g e r s e h e  S c h w i n g u n g s g l e i e h u n g ~ ) ,  die der klassischeu H a m i l t o n -  
J a c o b i - G l e i c h u n g  entspricht. Zu (2b) t r i t t  (2a) als zweite Gleichung. 

Ju dieser Gleichung haben wir  unter f die Zeit t (als Funk~ion der ~), q) 

zu verstehen. 

Bekanntlich hat de B r o g l i e  bemerkt ,  dal] die G r u p p e n -  
g e s c h w i n d i g k e i t der Phaseuwellen eines freien Teilchens gerade 
gleich der Korpuskulargeschwindigkeit  ist. Herr  F l a m m  2) hat gezeigt, 
da~ diese Bemerkung sehr verallgemeinert  werden kann. Man erhalt 
aus der quantentheoretlschen Wirkungsfunktiou S----= e lnq~ die Be-  

w e g u n g  e i n e r  e n g e n  W e l l e n g ' r u p p e  dureh 

0s 
_ t ,  ( 5 )  

0 W  

was formal genau der klassischen Punktmechanik entspricht. Schreibt 

man diese Gleiehung fiir r start St so kommt; 

dcp 

was mit (2a) ~u6erlieh identisch istS). 

Die statistische Deutung der S c h r S d i n g e r s t ' h e n  Funk~ion ia Ver- 
bindung mit dem frtiher ~estgeste]lten Symmetriegesetz der Wahrsehein- 

a) Eutsprechend der neuerdings yon SchrOdinger  eingefiihrten Bezeich- 
nuugsweise wolleu wir diese (;leichung als Schwiugungsgieichuag yon der eigent- 
lichen Wellengleichunff (mit elhniniertem W) unterscheiden. 

e) L. Flamm, Phys. ZS. -07, 600, 1925. 
3) Jedoeh ist die SchrSdiuger-Flammsche quasiklassische Deu~ung 

diescr Beziehung mit dor Fnrmtllierung (2a) natiirlich nicht vertrSglich. 
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lichkeiten liefert auch eine physikalische Begrtinduug der Rand-  
be d ingung ,  durch welche S e h r S d l n g e r  die Eigenwerte festlegt. 
Betrachten wir n~mlieh die zu einem ,,ungequantelten" Energiewert 
gehSrige SchrSdingerfunktion, die im Unendlichen des q-Raumes unendlich 
wird, so sehen wit : Die relative Wahrseheinlichkeit fiir gewisse endliehe 
q-Werte ist bei ungequantelter Energie unendlich klein (gegeniiber der 
Wahrscheinllehkeit, daf~ die q unendlich slnd). Folglich ist nach dem 
Symmetriegesefz umgekehrt, wenn die q unend[iche Werte haben, die 
Wahrscheinliehkeit einer ungequantelten Energie gleich Null. 

Die Schr~d inge r sche  Wellengleichung mit eliminiertem Energie- 
parameter erhalten wit gleieh[alls als Spezialfall unserer Gleichungen (2) 
und zwar diesmal insbesondere (2a), indem wir fiir ~ die Zeit t, for g 
die als Funktion der p, q dargestellte Zei~ t (/J, q) und entsprechend fiir f 
die t t ami l t onsche  Funkfion H(p ,  q) w~hlen. 

Es mug noch darauf hingewlesen werden, da$ die Gleiehm~gen (2a), 
(3a), allgemein eine , , K o n t i n u i t a ~ s g l e i c h u n g "  nach sieh ziehen, wle 
sie ftir spezielle F~lle yon Born ,  SchrSd~nger  und M a d e l u n g  an- 
gegeben wurde. Es ist namlich 

o 0 
e ~ ( q 0 ,  lp*) = q~ fr $*f-l-q~ = ~ ( . . . )  (7) 

ein vollst~ndiger Differentialqnotient nach q. Ferner gilt eine Konti- 
nuit~tsgleiehung 

0 0 ,  
(,~ f ~," + ~,~:f~:' ~) _-- o ~ t . . .  ). (s) 

fa l l s  die Operatoren fund  p v e r t a u s c h b a r  sind. 

W[r wollen end]ieh den singulgren Fall ins Auge fassen, dai] in [2) 
die Fnnktion g yon q allein abhgngt: g ~ q(q). Dann heiBt (2b): 

q~ (q, fl) = I . I  auL~er ffir 1~ ~ g (q). 

Entsprechend der physikalisehen Bedeutung tier Funktion qo heist das: 
Es sel g(q) eine allein aus q durch symbolische Additionen und Multi- 
plikationen gebildete mechanische GrSlge. Dann is t  der  Z a h l w e r t  
yon  g(q) aus dem Z a h l w e r t  yon  q attf d iese lbe  Weise  d u t c h  
gewghnlicDe A d d i f i o n e n  nnd 3 I u l t i p l i k a t i o n e n  abzu le i t en .  

Dieser Satz gib~ die Recht~erfigung ~[ir einen der Hauptpunkte Ln 
der Methode der q-Zahlen. Bei der Integration eines meehanischea 
Problems nach der ~Iethode der q-Zahlen werden z. B. (sow,-it es m~glieh 
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ist) Wirkungs- und Winkelvariable Jk, wk eingeffihrt, und es werden als 
beobach tba re  GrSl~ea lediglich Funktionen der Jk a l l e in  angesehen 
(z. B. Energieen; [lbergangswahrscheinlichkeiten). Ist eine solche 
GrS~e f (J) als Funktion der q-Zah]en J bestimmt worden, so geht 
man zu den me~baren Gr(il~en fiber, indem mau die J durch gewShnliche 
c-Zahlen ersetz t .  Xhnliche Regeln mfissen angewandt werdea in der 

relativistischen Mechanik, wo die Gleichung ~ p ~  -[- m ~ c 2 = 0 zunaehst 
k = l  

in einem scheinbaren Widerspruch mit den Vertauschungsregeln steht, 
tier jedoeh naeh Di rac  ~) formal in ahnlieher Welse behoben werden 
kann, wie aus tier q-Zahlenfunktion f(J) eine c-Zahlfunktion zu ge- 
winnen ist. Auch ist in der q-Zahl-Behandlung des Comptoneffekts 
nach Di rae  (a. a. 0.) ein ahnliehes Verfahren durehzuffihren. Der obige 
allgemeine Satz liefert eine physikalische Reehtfertigung dleser formalen 
Regeln. 

w 5. Mathematische Theorie der Am~litudengleichungen. Wir wenden 
uns nun zur mathematlschen Untersuehung der Amplltudengleichungen (2). 
Wir werden dabei teilweise 13berlegungen wiederholen, die wir von 
einem anderen Standpunkt aus schon in w 2 angestellt haben. 

Wir wollen an den Gleiehungen (2) elne neue Transformation 

p = :, (p, Q), q ---- q (P, Q) (9) 
ausffihren, welche dureh 

.p = S / ) S  - ' ,  q = S Q S - ' ;  S = S(P,Q) (10) 

darstellbar sein m(ige. Durch (9) miige 

f(p,q) = F(P, Q), g(p,q) : e ( P ,  Q) (11) 

werden, und wir betrachten die Gleichungen 

{IF(, ~ ,  Q ) +  e ~ } ~ ( Q ,  f l ) :  o, (12a) 

{G(,:Q,  Q)--~ } ~)(Q,,)  --~ 0. (12b) 

Man sieht, da6 die Funktion 

o ,  Q). + (r ~) --__ + (r ~) (13) 

1) p. A. ~[. Dirac,  Proo. Roy. Soc. 



~-ber eine neue Begriindung der Quantenmeehanik. 825 

(E 0 ,Q): 
dlesen Gleiehungen gen~gt. Dean es is~ nach (2), (10) mit S ~ S 

Wil- ki~nnen dleses Ergebnis insbesondere anwenden fiir den Fall,  dal~ 

f ( . p ,q )  : - - q ,  g ( p , q )  : p (15) 

ist. Die Gleichungen (2) lauten dann 

(16) 

und haben die LSsung 
q~ 

q~ ~ e~; (17) 

da man nun durch geeignete Wahl yon S wieder zu beliebigen F, G 
fibergehen kann, so ist bewiesen, da~ die Gleichungen (12) bzw. die 

Gleiehungen (2) unter der Voranssetzung (1) wirklich l(isbar sind. 
Ein bekanntes Verfahren zur mathematisehen Diskusslon linearer 

Differentialglelchungen besteht darin, dal] man die LSsung cp (y) yon 

,y .~  = o (18) 
ansetzt in der Form 

(Y) ~ f O ( z ) e ' ~ g z '  (19) 

and nach dieser L a p l a c e s c h e n  T r a n s f o r m a t i o n  aus (18) eine Diffe- 
reatialgleiehung far �9 gewinnt. Wir werden dies Verfahren in einer 
verallgemeinerten Weise anwenden auf die Gleiehungen (2) and dabei 
zu einem Ergebnis kommen, das sehr kennzeichnend f~ir die merkwiirdise 
mathematische ~atur  dieser Gleichungen scheint. Statt der Funktion e, ~ 
im Integrale (19) werden wir n~mlich eine allgemeinere Funktion Z(x,y) 

yon zwei u benutzen; und wir werden sehen: W e a n  Z* z w e i  
G l e i c h u n g e n  d e r s e l b e n  a l l g e m e i n e n  F o r m  wie die Gle i -  
c h u n g e n  (2) fiir ~p b e f r i e d i g t ,  so s ind  a u c h  die  t r a n s ~ o r m i e r t e n  
G l e i c h u n g e n  fi ir  q~ w i e d e r  von d e r s e l b e n  Art .  Diese mathema- 
tische Tatsache wird uns dann sofort erkennen lassen, dab die LSsungen 

Z�9 ftir Physik. Bd. XL. 55  
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der Gleiehungen (2) wirklieh genau die yon unseren physikalisehen 
Postulaten geforderten Eigenscha~ten besi~zen. 

Wir wollen also die LSsung q0 (q) = q)(q, fl) yon (2) darstellen in 
der Form 

(q) : j" ~' (Q) z (Q, q) d Q. (20) 

Satz laus Wenn z*(Q,q) den Differential- Unser mathematischer 
gleichungen 

0 ,Q)+  0} ~ z" (q, q) = o, (21 a) 

~ , Q ) - - q  }z*(Q,q) = 0 (21b) 

gentigt (die genau yon der Form (2) mit 2 t, pf start f, g sind) so ergebea 
slch aus (2) als transformierte Gleichungen ~iir qb (Q) = q~ (Q, fl) gerade 
die Gleiehtmgen (12). Dabel sind nur noeh einige Voraussetzungen fiber 
das Verhalten der Funktionen an den Endpunkten der Wertekurve von Q 
zu machen. 

Es schelnt iibersichtllcher, zum Beweise e~was andere Bezeiehnungea 
einzufiihren, n~mllch x start Q und y star[ q zu schreiben. Wir be- 
merken zun~ehst, daft aus (2l) allgemein 

[olgt. Fiir die weitere 0ber]egung denken wir uns l~tnqr "~ in die Form 

8 

gesetz~. VermSge der Hilfsformel (6) aug w 3 ersieht mall dann, da6 

\ 

isL Nun ist aber o~enbar 

also 
, 6) a q~(x) ym(.e ~ :~(x,,y) = ./ 0 ', / ~ , x ) r  

" 0 (  l und diese Gleiehung lehrt uumittelbar: Wenn 1 ~ '"  ") dx versehwindet, 

so geht in der Tat (2) durch den Ansatz (20) in (12) tiber. 
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Der Beweis, da$, wenn g den Gleichungen (21) geniigt, durch die 
Trans[ormation (20) die Gleichungen (2) in (12), oder genauer: (2a) in 
(12a) und (2b) in (12b) iiberfiihrt werden, ist geftihrt worden, ohne dab 
die in (10) ausgedriickte Voraussetzung, (9)sei kanoniseh, benutzs wurde. 
Wir werden jetzt einen Operator S konstruieren, der die G]eichungen (10) 
erfiillt, und zwar wiederum, ohne die E x i s t e n z  eines solchen Operators 
yon vornherein vorauszusetzen. Es wird deshalb durch unsere Kon- 
struktiou zugleieh bewiesen werden, da$ die Gleichungen (21) sieh 
widerspreehen mtissen, wenn (9) n i ch t  kanoniseh ist. Damit haben wit 
dann aueh den versproehenen Bewels geliefert, da6 (1) n o t w e n d i g e  
Bedingung ffir die Liisbarkeit yon (2) ist. 

Wir nehmen an, (20) babe eine Umkehrung 

(x) ~ i~0 (z) ~ (z, x) dz. (27) O 

Diese Annahme bedeutet, nicht mehr als die AusschlieSung singularer 
Ausnahmen. Die Gleiehung (20) ist mi~ dem Operatorsymbol 

v =  ~dxz(x,y)... (2S) 
zu schreiben als 

~(x) ~ V.O(x);  (29) 

die umgekehrte Glelchung q~(x)---~ V-x~p(x) muI] mlt (27) gleich- 
bedeutend, also 

~d~. ~(~, x) . . . .  (30) V-1 

sein. 

Nun ist nach (20), (24), (27): 

ym 

C) ( ~ , x )  Idz~(z,x)ep(z), (31) 

oder in der Sehreibweise (28), (29), (30): 

�9 _~y, if)~)n (~ 0~J' Y) V--l} ~)(Y) = 0, (3~) 

Da diese Gleichung iedoeh fiir w i l l k i i r l i c h e s  ~ (y) giiltig ist, so kann 
man daraus schliel]en au[ die Operatorgleichungen: 

y = Vq (~ 
0 

% 

(33) 
c) ( O ) v _  , 

, 

55"* 
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aus denen man den gesuchten Operator S als 

S -~  v -1 (34) 
entnimmt. 

Wit  wollen nun ein festes Paar  •, fl kanoniseher Griil]en wahlen. 
Jeder  Gr{il}e T ~ T (a, fl) kann dann ein Operator 

(o) I ' = T  ~ , x  (35) 

zugeordnet werden, den wir ats O p e r a t o r  de r  GrS l ]e  T in  b e z u g  au t  

a, fl bezeichnen. Wir  nenaeu ferner, wenu (1) gilt, die LSsung 9)(x, •) 

yon (2) die A m p l i t u d e  y o n  T in  b e z u g  au [  c~, ft. 

Entspreehend ist dann die LSsung ~, (x, fl) yon (3) die Amplitude 

der kontragredienten Griil]e I '  zu T in bezug au[ g, ft. 

Die obigen Feststellungen zeigen dann: Der Operator 

.I d x .  @* (x, y) . . .  (36) 

ist gleich T - 1  [vgl. dazu die mit  Gleichung (34) abgeschlossenen i~Iber- 
legungen, die Entsprechendes fiir B beweisen]: 

0 T-I(~. ~ x)---~ f dx.@*(x, y) ... (37) 

Aus (4) ersieht man jetzt: Is t  

L ---- ~ d x . ~ ( y ,  x) . . . ,  (38) 
so wird 

I ' - i z  = . . . .  l ,  (39) 
also ~) 

( ~  T ~ - ~ , x  -~  d x . c p ( y , . r ) . . .  (40) 

Die Gleiehtmgen (37), (40) zelgen, da0 die Amplituden in der Tat  die 
vom Postulat  B in w 2 verlangte Eigenseha~t besitzen. 

Entsprechend (37), (40) erhtilt man ~iir die kontragrediente 
GrS~e 'T: 

1) Da man, wie wit spiter sehen werden, fiir eine sehr allgemeine Klasse 
yon Fillen die LSsungen yon (2) explizit angeben kaan, so sind in (37), (40) 
eine ~oTofle Fiille yon I n t e g r a l u m k e h r f o r m e l n  enthalten, die zum Teil auch 
yore rein mathematischen Standpunkt bemerkenswert sein diirften. 
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Nach B o r n  und W i e n e r 1 )  bezeichnen wir die Funktionen ~, ~*, 
~,, q~* aueh als e r z e u g e n d e  F u n k t i o n e n  der 0peratoren T, 
~-1, ~, ~,-,. 

Aus (37), (40) ersieht man ferner, da~ der auI Funktionen ~ (x) von x 
wirkende Operator 

T T  -1  : ~ j  dydxvp(z ,  y)~p*(x, y ) . . .  (43) 

gleich dem Einheitsoperator ist, so dab also 

d y. cp (z, y) r (x, y) ~ (~z, (44) 

so dab zur 0rthogonalit~tsrelatlon (4) noch die zweite (45) hinzutritt. 
Ist ~ (x, y) die Amplitude yon T in bezug auf ~, fl, nnd q~ (x, y) 

die Amplitude yon TS in bezug auf~z, fl und S @~-x ,X)  der Ope- 

rator S in bezug auf a, fl, also gema~ (40) 

worln ~ (x, y) die Amplitude yon S in bezug au[ g, /~ ist, so gilt nach 
(13) das Multiplikationsgesetz 

�9 (x, y) ~-- f ~ (x, z) r (z, y) d z. (47) 

Wit haben hier die in w 2 dutch Postulat C bzw. Gleiehung (14) ver- 
langte Eigenschaft der Amplituden best~tigt. 

Sind 2]I 1 (x, y), 3I 2 (x, y) zwei Matrizen, so pflegt man als Produkt 
M 1 M~ die ~[atrix 

~MI(~, z)i~(~, v)d~ (4S) 
zu bezeichnen. Nach den oben eingefiihrten Bezeichnungsweisen ist es 
jedoch zweekma6ige~, dieses Produkt (48) gerade mit M2M~, also mit 
M 1M~ die Matrix 

M 1/tl~ (x, y) ---- ~ M~ (z, y) ~]lr~ (x, z) d z (49) 

zu bezeichnen. Diesen Gebrauch wollen wit im folgenden [esthalten. 
Nach unserer Definition (49) heifit (47), dal] bet der Multipllkatioa 
zweler Gr56en sich ihre an[ [este g, fl bezogenen _~nplituden in gleicher 
Weise nach dem Multiplikationsgesetz der Matrizen multiplizieren. Wir 
wollen deshalb r (x, y) aueh als die Ma t r ix  e r s t e r  Stufe  yon T in 
bezug auf a, fl bezeichnen. 

Naeh unseren Ergebnissen ist die kinematisehe Beziehung zwischen 
zwei GrOl3en q und fl erst dann im Sinne yon w 2 vollstiindig bestimmt, 

1) 3[. Born und N. Wiener, ZS. f. Phys. 86, 174, 1926. 
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wenn auch die zugehiirigen Impulse r u n d  ~ genau definiert sind. Nun 
ist dnrch Angabe yon fl allein der Impuls a nur bis auf eiae additive 
Funktion yon /~ festgelegt: mitrr  erfiillt aueh er ~--- rr -~ b (/~) die Ver- 

tauschungsregel [s /~] = [~, '/$] = ~, und es ist deshalb durch Angabe 
yon q und fl a l l e i n  die Amplitude r (x, y) fiir q = x bei fl ~---y nieht 

eindeutig festgelegt. Es besteht jedoch die fundamentale Tatsaehe, daft 
t rotzdem die W a h r s e h e i n l i e h k e i t  

r (x, y) V* (x, y) (50) 
s e 1 b s t invariant  gegeniiber den mSglichen Anderangen von 29 and g i s t .  

Wird  namlieh start  des Impulses ~ ein anderer Impuls  ~ q- b (q) gewahlt, 

so iindert sieh ~0 (x, y) unter Einwirkung eines Operators T '  der Form 
( o / 

T '  = T '  (x) der also ~ ~ nicht enth~lt ; und ~b* (x, y) itndert sieh 
/ 

unter Einwirkung yon T ' -1.  Ganz ebenso lal3t aueh der 1Jbergang yon 
tz zu ~ q- b (fl) die Wahrseheinliehkeit  (50) invariant. 

Die Gleichungen (2) sind sofort zu liisen, wenn die Transformations- 
grSfie T in (1). bekannt ist. Und zwar erhalt man in diesem Falle nach 

unseren Formeln 

~p(q, f l ) - - - -  e ~ T - - s , ~  e ' 7 . d s  (51) 

oder, wena T (p, q) in der Form 

T (29, q) ~- ~ u n (p) v~ (q) (52) 
n 

gegeben war:  
s q s t_...~ 

(q, ~ ) - = ~ e  ~ T(--s ,#)e~_ .ds. (53) 
s t a r t  dessert kann die Transformation ~, /~ --~ 1% q auch in der Form 

s(29, ~) ---- : ~  f .  (p)g. (~) ----~, ~ -  s* (29, ~),] 
?~ ! 

0 s 0 s ~ (54) 

J 
gegeben sein. Nach friiher mitgeteilfen Formeln 1) wird dann 

~l sq x {s(-s,~)+sfl} 
qo (q, #)  = e ~ e e ~ d s  

1 

--~ ; e -  -/{~q + ~(-~'  ~)) d s. (55) 

Einige spezielle Falle erlauben eine unmittelbare Integration. Es 
sei z. B. mit  reellen ak~: 

1) = a u . P ~ a l 2 Q ,  q = a 2 1 P - ~ a 2 2 Q ;  (50) 

1) p. Jordan~ ZS. L Phys. 88, 513, 19"-)6. 
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das is~ kanonisch, wenn 
a l l  a12 a~1 ag~ = 1. (57) 

Dazu gehiiren die Differentialgleichungen 

~ (x, y) = - ~ + a,~ A_ z (~, .~), (5Sa) 
/ 

( o ) 
y Z (x, y) = - -  a21 E ~ + a2~ x Z (x, y), (58 b) 

die fiir a~l :~: 0 die Liisung 
1 

(x, y) ~--- e ~a~  (a_~2--~_~,:,+ ~, ,~)  (59) 

besitzen. Ein anderer sehr elnfaeher Fall ist 

1 
p = ~ ,  q = - - P ~ q .  <6o) 

Man erh~It (17) in der Form 

0 Z* (x, y) = - -  ~ Z* (x, y), (61 a) 

yz*(x, y)--~ --x(~J-x)~Z*(x,-- y) (61b) 

oder 

- -  e~ ~ Z(X, y) : Z (x, y),  (62a) 

(o). 
y z (x, y) = - -  x ~ )--;~ z (~, y)- (62 b) 

0 
Nan sieht danach, dal~ die Ableitung ~-~ Z (x, y) eine Funk~ion F (x y) 

des Produktes x y sein und der Gleichung 

F"(t) .  t + F ' (0  + 1 F ( 0  = 0 (63) 

geniigen muff. )Ian kann danach in tier Tat lelcht ein Z (x; y) bilden, 
das den vorgeschriebenen Gleichungen geniigt. 

w 6. Konstruktion der Matrizen zweiter Stufe. Wir definieren 
welter die Matr ix  zwe i t e r  Stufe elner GrSl~e S in bezug auf die 

fiinfGriil}enec',fl ' ;T;~,fl. S e i S ( ~ x , X  ) der Operator der Gri l les  

in bezug aufa' ,  ~' and ~ (x, y), V (x~ y) die Amplituden yon T, T in 
bezug auf a, ~, dann bezeichnen wir nach dem u der yon 
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S c h r S d i n g e r ,  P a u l i  und E c k a r t  angegebenen Zuor4nung yon 
Matrizen zu Operatoren als Matrix S die Funktion 

S(y, z ) ~  j'~(x, y)S(~ o~,x) ~,*(x, z) dx. (1) 

Mit Hilfe der Amplitude s (x, y) you S in bezug auf er fl' kann man 
dafiir auch schreiben 

s (v, ~) = j'~ d x d ~ ~ (x, V) s (~, ~) ** (~, Z); (2) 

man erkennt, dab dig Zuordnuag yon S (y, z) zu s (x, y) nights anderes 
als die yon L a n c z o s  1) angegebene Zuordnung yon Funktionen s(x, y) 
zweier Veranderlicher und Matrizen S (y, ~) ist. Man kana ferner, da 
ia die Matrix erster Stufe ~* (x, y) die R e z i p r o k e  tier Matrix ~0 (x, y) 
ist, dig G1eichung (2) als Matrizeng]eichung in der Form 

s ___ ~ - l s ~  (3) 
schreiben. Durch dig reziproke Transformation 

kehrt man yon S zu s zuriick; es entspricht dies bei L a n c z o s  dem 
Ubergang yon einer Matrix zur zugeordneten Funktion yon zwei Ver- 
anderlichen. 

Als Folgerung ergibt sich aus (3), dab die auf feste g', fl'; T;  e~, fl 
bezogenen Matrizen zweiter Stufe sich in ihren Additionen und Multi- 
plikationen i s o m o r p h  zur symboliseheu Addition und Multiplikation 
der mechanischen Gr~llen verhalten. 

Man sieh~ ~erner aus (3), dab in Wirk]ichkeit kein eigentlicher 
Unterschied zwlschen Matrizen erster und zwelter Ordnuug besteht. 
Trotzdem scheint ihre Unterscheidung deshalb zweckmal]ig, well die 
GrSl]e (3) als Matrix erster Stufe, d.h. ais Amplitude einer Zustands- 
wahrscheinlichkeit betrachtet, eine wenig interessaute Bildung ist, w~hrend 
sic in anderer ttinsieht eine einfache physikalische Bedeutung besitzt 
(~gl. w 7). 

In der SchrSdingerschen  Theorie werden die He isenbergsehen  
Matrizen abgeleitet als Matrizen zweiter Stufe, die sich auf GrSl]en a',/~'; 
T; ~., fl gemal] 

(~', t~'; T;  ~., t~) ~-- (~, q; ~; ~ ,  t) (5) 
beziehen, wo 19, q Impuls und Koordinate im gewShnlichea Sinne, IV die 
Energie, t die Zeit und v die Trans[ormationsgrSl]e derienigen kanonischen 
Transformation ist, we]ehep, q in ~ ,  t iiberffihrt. 

1) K. Lanezos, ZS. f. Phys. 35, 812~ 1926. 
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Anders als in der S e h r S d i n g e r s e h e n  Theorie, aber ebenso als 

Soirderfall in unserer allgemeinen Konstruktlon enthalten, ist die Born -  

W i e n e r s e h e  Matrizenkonstruktion, die bier etwas naher betrachtet 

werden mtige. 

In der Born-Wienerschen  Theorie werden alle Operatoren auf 

~I r t bezogen. Halten wir in der Schreibweise lest an der Voraussetzung 

eines kontlnuierliehen Wertebereiehs der Energie W~ und betraehten wir 

eine Gr01]e A, die - -  klassiseh gesproehen - -  als Fourierintegral der 

Zelt t darzustellen ist, so kSnnen wir ihren Operator in bezug auf IV, t 

in die Form 

( ~  A : A e ~ , t  ~ d t . a ( s ,  t ) . . .  (6) 

mit einer erzeugendea Funktion a (s, t) setzen, die ihrerseits yon der 

Gestalt 
w,, s -  w e t 

(7) 

ist; darin ist die Energie I4~ eine Funktlon der ,Quantenzahl" a. Aus 

dem Operator A bildet man die Matrix A (V,, IV) zweiter Stufe nach 

dem Schema 

A(V,  W) = e - T  A ~--~, e - ; -d t .  (8) 

Das ist in der Tat ein Spezialfall unserer oblgen allgemeinen Matrizen- 

konstruktion. Wir sehen: Sei / t  die Matrix mit der erzeugenden 
W t  

Funktion e ~ and mit der Eigenschaft 

D ' ~  R--l t -~,  t ~ - - R  -~ IVR, 

dana kSnnen wir die Theorie yon B o r n  und W i e n e r  - -  ebenso wie 

wir die S c h r S d i n g e r s c h e  Theorie durch (6) kennzeiehneten - -  be- 

zeiehnen dutch 
(d, ~': T; ~, ~) ~ (~L t; ~ ;  ~.  t). 

Nach Born  und Wiener  soll nun die Funktiou in (7) niehts anderes 

als die Heisenbergsehe Matrix yon A seln, wodurch dann gew~hr- 

leistet wird, dal] aueh die Matrix A (~, W) [bei etwas anderer Normie- 

rung als in (54)] mit der Heisenbergsehen  Matrix iihereinstimmt. Wir 
werdea sehen, wie sieh diese Tatsache zwangl~ufig aus unseren all- 
gemeinen Prinzipien ergibt. 

Die erzeugende Funkfion a (s, t) des Operators A muB die Amplitude 

yon A in bezug auf ~1, t sein. Wir wollen priifen, ob sie wirklich in 
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entsprechender Weise unseren Differentialgleichungen (2) geniigt. Zur 
Aufstellung der Gleichungen (2) fiir den ~etzt betrachteten Fal l  setzen 
wlr gemii6 unseren triiheren Formeln 

W =  A x A  - 1  = f ( u ,  be), 

t = A be A -  1 = g (x, be). (9) 

Wi t  kSnnen danach die Fmaktionen f ,  g definieren dutch 

A W A  - I  = f ( ] 4 ,  t), (10) 

A t A  - x  ----- g ( W , t )  (11) 

und erhalten die Gleichungen (2) fiir unseren Fall in der Form 

= o / 

o . ) , } o ( .  ,, = o I 

Die LSsung ist naeh (53): 
�9 s z t  

I - a(s,O = e " A ( - - x , t ) e " d x ;  (13) 

dabei ist die Fnnktion A ( - -  x, t) yon zwei Zahlvarlablen x, t so definier~, 
daft in A (W, 0 als Funktion der q-Zahlen W~ t, nachdem es in die Form 

A ( ~ ,  t) = ~ ] a . ( W ) b n q )  (14) 

gesetzt ist, die q-Zahlen W, t dureh c-Zahlen - -  x, t ersetzt werden. 

Naeh unserer obigen Voraussetzung kann die Griifle A ( B ,  t) mit 
Hilfe kanonischer GrS~en J, w in die Form 

A (W, t) = I b~ (J )  e ~ ~z'~ ~ d (15) 

gesetzt werden, wobei 

w = H(J) ,  ,o = ~-3 (16) 

ist. xNaeh P a u l i  1) kann man dann A nm~chreiben in 
- -  H ( J - -  "t h)  

A ( W , t )  = - Ib~ (J )e  ~ ' ( a )  a , t ,  (17) 

worin die Bezeichnung 

0'1,t'~ =.~==o Fin! be~ (18) 

1) Vgl. P. Jo rdan ,  ZS. f. Phys. 87, 376, 1926. 
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gebraucht ist. Also erhalten wir, wenn wir wieder W, fiir die Energie 

Ms Funktion der Quantenzahl a sehreiben: 
l ~  s - W a _ _ ~  t 

A (s, t) = ~ b~ (6) e ~ dvda. (19) 

,Nun wird in der Theorie der q-Zahlen gezeigt, dal] b~(6) in (15) gerade 

der t t e i s e n b e r g s c h e  Matrizenkoeffizient B (6 + v, 6) der GrS]e A ist. 
Folglich ist die Behauptung wirklieh bewiesen. 

Wir wollen zum Schlu~ dieses Paragraphen noch den Beweis eines 
allgemeinen Satzes aus (13) entnehmen. Wir bilden die Matrix zwdter  

Stufe einer Griiile S erstens in bezug auf 

(~o, q; /~ ;  ~,/~) 
und zweitens in bezug auf 

(~, fl; R'; ~, ~);/~' = R ~ .  

Der Satz lautet: Be ide  Male  e n t s t e h t  a l s  M a t r i x  d i e s e l b e  

F u n k t i o a  yon  zwe i  V e r a n d e r l i c h e n .  Der Beweis ergibt sich so 
unmittelbar aus (3) und unseren immer wieder benutzten Formeln, da~ 

eine nahere Erlauterung iiberflassig scheint. 

Vorauszusetzen ist natiirlich fiir den Satz, dal3 die Amplitude yon/~'  
in bezug auf a, fl regular ist. Fiir Falie, in denen das nieht mehr gilt, 
kSanen wir jedoch behaupten: die Matrizea .ein und derselben Gr~il~e in 

bezug au[ 
(T -~zT ,  T - ' f i T ;  R; tz, t~ ) 

und auf 
( ~ - - ~ ,  u-~/~ ~; v; ~,~) (19) 

sind gleich, wenn 
R I "  = VU (20) 

ist. In allen Fallen wollen wir kurz yon Matrizen in bezug au[ 

(Ri ' ;  ~, ~) bzw. ( r~ ' :  ~,~) ust (21) 
spreehen. GemaI} der S e h r ~i d i n g e r schen Koustruktion sind die 
H e i s e n b e r g s c h e n  Matrizen bezogen auf 

(v~; ll~t), (22) 

wenn v wieder die GrSSe ist, welche die gew(ihnlichen 1), q in 11~ t iiber- 
fiihrt. Im Falle k[asslscher Mechanik bei Abwesenheit eines Magueffeldes 

ist nicht nur H : Hi ,  sondern auch H(~ ~-~j, q/~ = tI*(~. Oqc) ' q), and 

es kann dann auch v ~ v:~: gew~hlt werden. Folglich sind die Matrizen 

dann bezogen auf (23) 
(1; 11, t). 
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w 7. Qaantens~vri~nge. Man hat bislang unter Quantenspriingen 
ledlglich z e l t l i c h e  Zustandsanderungen verstanden, die man sich als 
unstetig erfolgend vorstellte. Die allgemeinere Gestalt, welehe die 
Quantenmeehanik im vorangehenden erhalten hat, lal]t ]edoeh auch diese 
u tier Quantenspriinge als Sonderfall eiaer wesentlieh allgemelner 
verwendbaren und naturgemiti3 erseheinenden Vorstellungswelse erkennen. 
Dies soll im fo]genden dargelegt werden. Es mag erlaubt sein, dabei 
ietzt sogleieh auf ein System yon l Freiheitsgraden Bezug zu nehmen. 

Seien also 
ql, q~,'" ", qt (1) 

1 GrtiBen, die alle miteinander vertausehbar, aber auch alle unabh~ngig 
sind, so da] man konjugierte Impulse 

P~,P2,-" ,Pl  (2) 

zu ihnen bi]den kaan, und seien entsprechend 

~,, ~ , . . . ,  ~ (3) 
weitere 7 vertauschbare unabhangige GrS]en mit koniugierten Impulsen 

~1, ~ , - . . ,  ~l. (4) 

Alle diese 4 l GrS~en wollen wir uns der Einfachheit halber als in 
stetigen Werteberdehen veranderlich vorstellen. 

Mit Hilfe eines geeigneten 

T(p,q)  = T(~1.~2,. . . ,  Pz; ql, q~-,"',q~) (5) 

kann man schreiben 

~k = fk (P, q) = T/~k T -  1, i. (6) 

Durch die Differentialgleiehungen 

wird dann die Amplitude 

(::', y) = r (x~, x~,. . . ,  ,ct; y~, y~,. . . ,  yz) (8) 

der Wahrscheinlichkeit daftir definiert, da~ 

qk - -  x~ :  (9) 
ist, wenn 

fl~- ----- zk (10) 
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ist. Die Amplitude ~n fiir die gleichen q-Werte, aber infinitesimal ver- 
iinderte/~-Werte weieht infinitesimal yon der angegebenen Amplitude ab. 
Wenn wit z. B. nut sine einzig'e GrSl3e /Tj um d[Jj iindern, so ist die 
entsprechende Amplitudenand erung 

~ep = dflj .~jep(q, fl) / (11) 

1 d/Tj .f j@ 0 q  qo 
~7 

Hierin kann der Differentialoperator f j ( ~ a , < l )  "~ in einen [ntegraloperator 

verwandelt werden; es wird dann 

Diese Formel legt eine anschanliehe Deutung nahe: _~[an wird sich vor- 
stellen, daft beim Fortsehreiten y o n  l~j ZU flj @ dflj die q-Werte unstetige 
Spriinge maehen, derart, da~ mit einer Wahrscheinlichkeit, deren Ampli- 
tude durch yj(q,a) gegeben ist, das Atom yon seinen urspriingtichen 
q-Werten, die gleieh 6 waren, zu den Werten q iiberspringt. 

Wir wollen noeh die [~bergangsamplitude yj(q,6) etwas genauer 
betrachten. Sis geniigt den Differentialgleichungen 

fJ~ __c)x~ 1~-~ + ~ ~yjl yj(x,y) = 0, (13a) 

{fj:cjfj - t  -- ?lj} Yj (.c, y) = O, (1B b) 

worin /~ den Operator 

fj = /~-@ L , x )  (14) 

bedeutet. Dieser kann in der Form 

geschrieben werden, und man sieht deshalb, da$ 

d 
7~j (x, y) = T@~x,x)E~xiO(x ,y )  (16) 

ist, wobei 0 (x,y) den Gleichungen 

[ _~ L;I T- l~c)x i2 '+~ O(x,y) = O, (17a) 

{ T - I ~ T - - y j }  O(x,y) ~ 0 (17b) 
gentigt; es ist also 

e (x, Y) = ~* (Y, x), (18) 
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wenn ~p(x,y) die Erg~nzungsamp]itude zu T ( x , y )  bedeutet.  Danach 

kt~nnen wi t  endlich schreiben 

y) = ~, l~.  q~ (x, ~ ~ ~,* 72@, ~) ~j (y, ~). (19) 

Wi t  sehen also, dab 7d(q.6) eine Maf . r i x  z w e i t e r  S t u f e  ist. Wie 

die Matrizen erster Stufe die Ampli tuden you Z u s t a n d s w a h r s c h e i n -  

l i c h k e i t e n  sind, so sind die 3[atrizen zweiter Stufe Ampl i tuden yon 

{ ~ b e r g a n g s w a h r  s c h e i n l i c h k e i t e n  1). 

Herrn M. B o r n  und Herrn  ~V. P a u l [  bin ich herzllch dankbar  fiir 

viele freundliche Ratschlage und Anregungen. 

G t i t ~ i n g e n ,  Ins t i tu t  fi~r theoretische Physik.  

i) DaB wit diese Ubergangsamplitude in (19) gerade in Form einer sehr 
speziellen Matrix zweiter Stufe erha[ten haben, ist offenbar nur eine Folge davon, 
dall wir uns auf das fiir die gerade behandelte Frage bequemste System von Eigen- 
[unktionen rf (x, y) bezogen haben. 


