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Uber eine neue Begriindung der Quantenmechanik.
Von P, Jordan in Géttingen.
(Eingegangen am 18. Dezember 1926.)

Die vier bisher entwickelten Formen der Quantenmechanik: die Matrizentheorie,
die Theorie von Born und Wiener, die Wellenmechanik und die Theorie der
g-Zahlen, sind als Spezialfille enthalten in einer allgemeineren formalen Theorie.
Im Anschluff an einen Gedanken von Pauli kann diese neue Theorie anf einige
einfache Grundpostulate statistischer Natur gegriindet werden 1).

L Teil.

§ 1. FEinleitung. Nach Schrodinger ist einer Hamiltonschen
Funktion H (p, ¢) eine Schwingungsgleichung

{H<8%79>—W}‘P(?l):01 522]—;{' (1)
zuzuordnen. Sie steht in Korrespondenz zur klassischen Hamilton-
Jacobischen Gleichung, was besonders anschaulich wird, wenn man statt ¢
die Grofe

S=c¢hg (2)
einfiithrt; man erbdlt dann aus (1) die Gleichung

{H(%—i—l—e;—y,y)—W}-I:O 3)
(eingeklammerter Operator angewandt auf die Zahl 1 gibt Null), -die

fiir # — 0 in die Hamilton-Jacobische Gleichung iibergeht.
Fir die Durchfiihrung der Theorie muf vorausgesetzt werden, daB
(1) eine selbstadjungierte Gleichung ist. Dies mochte zunsichst fiir
eine sehr spezielle Bedingung angesehen werden; die folgenden Be-
trachtungen lassen jedoch erkennen, dafl sie vollkommen iibereinstimmt
mit der wohlbekannten in der Matrizentheorie (bzw. ihren Ver-

allgemeinerungen) auftretenden Bedingung dafiir, daB die FEnergie-
funktion H (p, ¢) ,hermitisch® oder ,reell“ ist.

1) Die formalen Ergebnisse der folgenden Arbeit sind zum Teil auch von
Herrn F. London aufgefunden und in einer Arbeit, die nach Abschluff meines
Manuskripts erschien, in sehr klarer und durchsichtiger Form dargestellt. Es
schien jedoch in Riicksicht auf den Zusammenhang des Ganzen untunlich, nach-
triglich Kiirzungen einiger Stellen vorzunehmen. — (Zusatz bei der Korrektur).
Im wesentlichen dieselben Tatsachen, die in dieser Arbeit erliutert sind, finden
sich, von einer etwas anderen Seite aus betrachtet, in einer im Erscheinen be-
griffenen Arbeit von Herrn P. A. M. Dirac.
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Iech habe mir die folgende Frage vorgelegt: Statt der p, ¢ mogen
durch eine kanonische Transformation neue Verdnderliche P, ¢ ein-
gefithrt werden, wobei H (p, ¢) = H (P, @) werden moge. Dann wollen
wir mit H die neue Wellengleichung

{E(e 5()}’ x)—TV}zp(x) =0 (4)

bilden. Wir erhalten so zu jeder kanonischen Transformation ein be-
sonderes # (z). Wie verhalten sich diese 3 (r) zu der urspriinglichen
Funktion ¢ (y)? Die Beantwortung dieser Frage wird sich aus den
spiteren Betrachtungen ergeben.

Ihre Untersuchung fithrte zur Feststellung sehr allgemeiner formaler
Zusammenhinge in den quantenmechanischen Gesetzen, welche die in
den bisherigen Formulierungen niedergelegten formalen Tatsachen als
spezielle Fille in sich enthalten. Dabei ergab sich auch eine engere
Verbindung zwischen den verschiedenen bislang entwickelten Dar-
stellungen der Theorie. Bekanntlich ist die Quantenmechanik in vier
verschiedenen, selbstindigen Formen entwickelt worden; auler der
urspriinglichen Matrizentheorie liegen vor die Theorie von Born und
Wiener, die Wellenmechanik und die Theorie der g-Zahlen. Die Be-
ziehungen der letzteren drei Formulierungen zur Matrizentheorie sind
bekannt; jede Formulierung fithrt zu den gleichen Endformeln wie die
Matrizentheorie, soweit diese selber reicht. Dabei standen jedoch die
drei spiteren Formulierungen untereinander ohne eigentliche innere
Verbindung da; es fehlte sogar der allgemeine Beweis, daf sie auch dort,
wo sie iiber die Matrizentheorie hinausgehen, zu dquivalenten Ergebnissen
fithren.

Die in dieser Arbeit dargestellte Theorie enthalt alle vier For-
mulierungen in sich als sehr spezielle Fille und stellt ihre inneren
Wechselbeziehungen klar. Wir beziehen uns der Einfachheit halber bei
allen Erdrterungen auf Systeme von nur einem Freiheitsgrad. Die vor-
zufiihrenden Betrachtungen konnen jedoch sofort auf Systeme von beliebig
vielen Freiheitsgraden verallgemeinert werden.

Die gewonnenen Einsichten in die formalen Zusammenh#énge der
Theorie ermoglichten auch die quantitative Fassung und Weiterentwicklung
einer von Pauli stammenden Idee, durch welche der eigentliche physi-
kalische Sinn der quantenmechanischen Gesetze in ein neues Licht
geriickt wird. Im engen Anschluf an den Paulischen Gedanken soll
hier versucht werden, die quantenmechanischen Gesetze als Folgerungen
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einiger einfacher statistischer Annabhmen zu begriinden. Pauli hat
im AnschluB an Uberlegungen von Born?) folgende physikalische Deu-
tung der Schrédingerschen Eigenfunktionen vorgeschlagen?): Ist ¢, (q)
normiert, so gibt

1 Pn (’]) lzd‘l (5)
die Wahrscheinlichkeit an, dafl, wenn das System sich im Zustand # be-
findet, die Koordinate ¢ einen Wert im Intervall ¢, ¢ + dgq besitzt.
Diese Dentung ist eng verwandt mit Borns Deutung der Losung
Sien(® @a (y) der vom Parameter 13" befreiten Schrodingergleichung;
n

Born nimmt an, daB

i e (@) '2 (6)
die Wahrscheinlichkeit sei, dab zur gegebenen Zeit ¢ das System im n-ten
Zustand ist. Beide Deutungen sind physikalisch so unmiftelbar einleuchtend
und naturgemib, da8 eine austithrlichere Erlsuterung tiberfliissig scheint. Sie
sind auch beide enthalten in der allgemeinen statistischen Deutung der
Quantenmechanik, die wir im folgenden entwickeln.

Pauli hat folgende Verallgemeinerung ins Auge gefaft: Es seien ¢,
zwel hermitische quantenmechanische Grofien, die wir hier der Bequemlich-
keit halber beide als stetig veriinderlich annehmen wollen: dann wird
es stets eine Funktion ¢ (g, #) geben, derart, da8

|9 (20, o) Py ™
die (relative) Wahrscheinlichkeit mift, daf bei gegebenem Zahlwert §,
von (3 die Grofie ¢ einen Zahlwert im Intervall ¢,, q, - d¢ besitzt. Die
Funktion ¢ (g, #) wird von Pauli als Wahrscheinlichkeitsamplitude
bezeichnet. Man wird dabei erwarten miissen:

Postulat I: Die Funktion ¢ (g, f§) ist unabhingig von der mecha-
nischen Natur (der Hamiltonfunktion) des Systems und nur durch die
kinematische Beziehung zwischen ¢ und B bestimmt.

Postulat IT: Ist ¢ (¢, q,) die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir einen

Zablwert ), von @ bei vorgegebenem ¢ = ¢,, so wird die Amplitude
@ (%, B, fiir ein gewisses ¢, bei vorgegebenem f, gleich
D (Wy: o) = [¥ (%0 D 9 (0, B) dy, (8)

wobei die [ntegration iiber den ganzen Wertebereich von 4 zu er-
strecken ist.

1y M. Born, Z3. f. Phys. 88, 803, 1926; 40, 167, 1926.

2) W. Pauli. Anmerkung in einer im Druck befindlichen Arbeit iiber Gas-
entartung.
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Der Umstand, daf sonach mnicht die Wahrscheinlichkeiten selbst,
sondern ihre Amplituden dem gewdshnlichen Kombinationsgesetz der
‘Wahrscheinlichkeitsrechnung folgen, kann passend als Interferenz der
Wahrscheinlichkeiten bezeichnet werden?).

§ 2. Statistische Begriindung der Quantenmechanik. FEine quanten-
mechanische GroBe ¢ betrachten wir als eine Zahl, die in einer gewissen
Punktmenge der komplexen Ebene veriinderlich ist. Diese Punktmenge
kann aus Kurvenstiicken und diskreten Punkten bestehen. Wir stellen
uns im folgenden zur Vereinfachung der Ausdrucksweise vor, daf sie nur
aus einer Kurve besteht, deren Bogenelement wir durch |dg| bezeichnen.
Die im folgenden auszufithrenden Integrationen sind stets iiber das ganze
Wertegebiet von ¢ zu erstrecken; sie wiren bei genauerer Ausdrucks-
weise im allgemeinen noch durch Summen zu erginzen. Wir werden
nur durch gelegentliche Zwischenbemerkungen erliutern, wie die syste-
matische Behandlung der nicht kontinuierlich variablen Gréofen durch
eine sinngemiBe Ubertragung der fiir stetig variable Grofen entwickelten
Betrachtungen durchzufiihren ist.

Die Multiplikation der Zahlwerte der quantenmechanischen GréfSen
ist selbstverstidndlich kommutativ. Es spielt jedoch neben der gewthnlichen
Addition und Multiplikation noch eine andere Verkniipfungsweise der
quantenmechanischen Grofien eine wichtige Rolle, die symbolisch gleichfalls
als Addition und Multiplikation bezeichnet wird, und die statt des
kommutativen Gesetzes der Multiplikation den bekannten quanten-
mechanischen Vertauschungsregeln geniigt. Wir wollen aber diese
Verkniipfungsregeln nicht wunter die prim#ren Voraus-
setzungen der Theorie aufnehmen. In Riicksicht auf diese symbo-
lische Addition und Multiplikation miissen wir spiter, da wir sie in
derselben Weise bezeichnen werden wie die gewihnliche, unterscheiden
zwischen einer mechanischen Grofie § (einer ,g-Zahl“) und ihrem Zahl-
wert 8. Da wir jedoch auch diese zumeist mit demselben Buchstaben
bezeichnen, so mull sehr sorgfiltic auf die Bedeutung der verschiedenen
Formeln geachtet werden.

’

1) Eine direkte Komposition der Wahrscheinlichkeiten selber anstatt ihrer
Amplituden, entsprechend der gewshnlichen Wahrscheinlichkeitsrechnung, ergibt
sich in zwei Klassen von Spezialfillen, nimlich erstens bei Vorhandensein
von Inkohérenzen [M. Born, Z3. f. Phys. 40, 167, 1926; P. A. M. Dirac, Proc.
Roy. Soc. (A) 112, 661, 1926] und zweitens bei Resonanz (W. Heisenberg,
Z3. f. Phys. (im Erscheinen); P. Jordan, ebenda (im Erscheinen).
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Postulat A: Zu zwei mechanischen Grifen ¢, §, die in einem voll-
stindig bestimmten kinematischen Verhiltnis zueinander stehen, gibt es

zwel Funktionen
o ®Y), V(@ y), )

¢ @ 9) ¥ (3, y) da (10)
die absolute bzw. relative Wahrscheinlichkeit dafiir ist, daf bei gegebenem
B = y der Wert von ¢ zwischen 2z und # -+ dx liegt. Die Funk-
tion @ (#, y) nennen wir die Amplitude der Wahrscheinlichkeit; v (z, y)
werden wir gelegentlich auch Ergénzungsamplitude nennen. Der

derart, dafB

Stern * bedeutet, daB konjugiert komplexe Funktion zu o (x,y) fir
ungednderte (nicht fiir konjugiert komplexe) Argumente z,y zu
nehmen ist.

Postulat B: Die entsprechenden Funktionen ¢ (z,y), ¥ (#,y) fiir das
vertauschte Paar 8, g sind gegeben durch

P@y) =P, T@y) = p*(y ). (1)
Hiermit ist auch eine einfache Symmetrieeigenschaft der Wahr-
scheinlichkeiten selbst festgestellt: Die Wahrscheinlichkeit

w(@y) = @ (@ 9) ¥*(x,y)
fir einen Wert # von ¢ bei gegebenem Werte y von B ist gleichzeitig
auch die Wahrscheinlichkeit fir den Wert y von 8 bei vorgegebenem
Werte z von g.
Postulat C: Die Wahrscheinlichkeiten kombinieren interferierend.
Seien F,, F, zwei Tatsachen, fiir welche die Amplituden @, @, bestehen.
Wenn F,, F, sich ausschliefien, ist

P11 @, 12)
die Amplitude fiir die Tatsache ,F, oder F,*; wenn F,, F, unabhingig
sind, ist .9, (13)
die Amplitude fiir die Tatsache ,F, und F,“.

Als erste Folgerung ergibt sich: Sei ¢ (#,y) die Amplitude fiir
einen Wert x von ¢ bei gegebenem § — y und y(x, y) die Amplitude

fir @ = x bei gegebenem g — y; dann ist
D@y) = [1@®2) ¢y de (14)
die Amplitude fiir @ = « bei gegebenem f = y.
Darin wollen wir jetzt insbesondere @ =— 8 wihlen. Nach Po-

stulat B entsteht
DB B") = | ¢ p) vz §)dn (13)



&14 P. Jordan,,

als Walirscheinlichkeit, dal 3 den Zahlwert g’ besitzt. wenn f den
Zahlwert 3" hat. Man erkennt also. daf bei richtiger Normierung die
Orthogonalitiitsrelation

J o (7, (3"? P (. 3) dy = 0grgn = {(1) E: g, —_’; g,,
besteht ).  Dies gilt unabhingiaz davon, ob die Grife f stetig oder
diskret variabel ist. Wenn die Wertemenge von ¢ diskrete Punkte
enthilt, ist das Imtegral in (16) durch eine Summe zu erginzen bzw. zu

(16)

ersetzen. Ganz entsprechend erhilt man

(o B2 v (B, 2)do = 85 3. (17
Deyinition: Wenn die Amplitude ¢ (v, y) fur jeden moglichen Wert

vou p beim Werte y von ¢ gleich
M

=

— It
ol =rc¢ *, &= Sxi (18)

o |

ist, so bezeichnen wir p als kanonisch konjugierten Impuls zu g.

Aus den Orthogonalititsbeziehungen folgt dann, daf auch die Er-

-

ganzungsamplitude zu g (x,y) gleich c__é}/ ist.  Wir erhalten deshalb
den Satz:

Bei einem gegebenen Wert von ¢ sind alle moglichen
Werte von p gleich wahrscheinlich.

Postulat D: 7Zu jedem ¢ gibt es einen konjugierten Impuls p.

Folgerungen: Die Funktion ¢ (v. y) geniigt den Differential-
gleichungen

a)
{J/ +¢& (ﬁ]{ o (r.y) = 0. (19a)
0
||— €50 ]/ll o(t,yy = 0. (19b)
Sei nun fitr irgend eine Grofe ¢ die Amplitude fir @ =, bei ¢y = y

gleich @ (2, y) und die Amplitude fir @ = .« bei p = y gleich @ (2. .
Dann ist also

Q> = ‘. D(r,2)0 (2 df, (20)
was wir mit dem linearen Operator
T o= j dr.® (). .. (21

-

1y Diese im Falle eines stetig verdnderlichen 5 mathematisch nicht sehr
korrckte Schreibweise mag als abgekiirzter Ausdruck einer hinldnglich hekannten
mathematischen Verhaltungsweise angesehen werden.
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auch in der Form

Py =T 9(xy) (22)

schreiben kénnen. Es folgt, daB ¢ (r, y) den Funktionalgleichungen
Jl TaT-14 & i}q)(x,y)wo (234)
{T “1— g} g ) =0 (231)

geniigt 1).
Wir definieren nun eine symbolische Addifion und Maltiplikation
der quantenmechanischen Grofen. In bezug auf die fest gewihlte

Grole @ entspricht namlich jeder anderen GroBe ¢ ein Operator T ¢ ad r—

der in (23b) auftritt. Die symbolische Addition und Multi-
plikation wird definiert durch die Addition und Multiplikation
dieser Operatoren.

In dem singularen Falle § = ¢ wird ¢ (x,y) — 0 aufler fiir z = y;
man kann auch sagen, dal ¢ (x,4) eine Funktion der Differenz z —y

allein sei, und man erkennt danach als den dem Falle § — g ent-
sprechenden Grenziall der Gleichungen (23):
PANTA =0 24
lsdx—l_edy ‘P(‘v:f’/)‘*‘ ’ (" a’)
fr—9to@y =0 (241)
Es ist also der Grife @ selbst zufolge (24) der Operator x+ zugeordnet;
und man sieht ferner, daf dem Impuls P zu @ der Operator ¢ 9 entspricht.

Fiir unsere symbolische Addition und Multiplikation gilt danach, wenn
wir wieder p, g statt P, @ schreiben, die Vertauschungsregel

h N
[p,q]:pq—qp:s:_z—ﬂ- (25)

Die linearen Operatoren, die durch endlich oder unendlich viele

Multiplikationen und Additionen aus ¢ i und x aufgebaut werden knnen,

0w
sind so allgemein, da man iiberzeugt sein darf, daf jeder lineare Operator
formal in diese Gestalt zu bringen ist. Das bedeutet nach unseren Fest-
stellungen und Definitionen, daB jede mechanische GrisBe durch symbolische

1) Nach den Orthogonalititsbeziehungen ist 7- 1 mit Hilfe der Erginzungs-
awplitude ¥ (x, y) darstellbar als T—1 — ‘ de. F*(x.y) ...
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Multiplikationen und Additionen aus p und g aufgebaut werden kann.
Gleichzeitig konnen die Funktionalgleichungen (23) in Differential-
gleichungen (im allgemeinen von umnendlich hoher Ordnung) um-
gewandelt werden.

Dies ist der Inhalt der neuen Theorie. Der Rest der Arbeit wird
sich damit beschiftigen, durch eine mathematische Diskussion dieser
Differentialgleichungen einerseits zu beweisen, daf unsere Postulate
mathematisch widerspruchsfrei sind, und andererseits die bisherigen
Darstellungen der Quantenmechanik als in unserer Theorie enthalten zu
erweisen. '

Es mag jedoch an dieser Stelle noch hervorgehoben werden, daB die
Gleichung (19a) auch dann bestehen bleibf, wenn die physikalisch mog-
lichen Werte von y nicht stetig, sondern diskret verschieden sind. Man
kann, wenn man will, an Stelle der Differentialgleichung (19a) eine
Differenzengleichung einfithren; die weitere Entwicklung der Theorie
wird dadurch in keiner Weise abgeiindert, da eine solche Differenzen-
gleichung stets als Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung —
also wiederum ein Spezialfall des spiter allgemein erdrterten Gleichungs-
typs angesehen werden kann.

II. Teil.

§ 8. Formale Vorbereitungen. Adjungierte Grofen. Wir betrachten
eine Grofe F (P, ), die aus den GroBen P und @ durch symbolische
Multiplikationen und Additionen aufgebaut ist. Wir ordnen ihr eine
zweite, mit FT (P, ) bezeichnete Grife zu, die wir die adjungierte
Grobe zu F (P, ) nennen; sie entsteht, indem wir in F' (P, @) erstens
die Reihenfolge aller Multiplikationen umkehren und zweitens jede
komplexe Zahl durch ihre konjugierte ersetzen.

Es mégen P, @ der Vertauschungsregel

[P, €] =PQ— QP =¢ = €]

2w
geniigen. . Dann kann man verschiedene Darstellungen fiir ¥ (P, Q) an-
geben (z. B. F (P, @) = P@ und F(P, Q) — QP + &), und zu jeder
besonderen Darstellung von F (P, () gehort zuniichst eine besondere
adjungierte Grofe F7T (P, @); doch sind alle diese F't (P, @) auf Grund
von (1) wieder einander gleich. Zum Beweis dieser Behauptung geniigt
offenbar die Bemerkung, daB die Gleichung (1) erhalten bleibf, wenn
man auf beiden Seiten zu adjungierten Grifen iibergeht. TFir spitere
Anwendungen merken wir uns die Regel (FF&)T = GTF".
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Die Grofle F (P, @) ist hermitisch oder reell, wenn F' = F7 ist.

Wir nennen sie orthogonal, wenn FF' =— 1. Die Grofe G — Fi~!

mit der Eigenschaft F Gt — FfG — 1 nennen wir die kontra-

grediente Grofe zu F und geben ihr wegen ihrer Wichtigkeit ein be-
sonderes Zeichen:

Ft—1 = F. ()

Dem Ubergang zur adjungierten GroSe entspricht bei Matrizen der Uber-
gang zur transponierten, komplex konjugierten Matrix; die hermitischen,
die orthogonalen und die kontragredienten Grdfen entsprechen her-
mitischen bzw. im Sinne der Theorie der Hermiteschen Formen ortho-
gonalen oder kontragredienten Matrizen.

Wir definieren nun endlich den Proze8 7 fiir Ditferentialoperatoren

b (Ed%’ x) Sel Ft (P, @) = G (P, @): dann definieren wir

(o) = o)

Es kann also die Bildung von F'f (eb—d—x, .1}) aus I (e ai, x) so beschrieben
; %

werden: Man lese alle Produkte riickwiirts, gehe zu komplex konjugierten

Zahlen iiber und ersetze idurch —-——0— Von dem so gebildeten Diife-

0= dx
rentialoperator F't <g£, x) sieht man, daf er die folgende Eigenschait
besitzt, die auch zu seiner Definition benutzt werden kann: Ist der
adjungierte Operator zu F' gleich Ft — 3, so wird

F@F. @) —y @M @) = (o ®)

darin geht M* aus M durch Ubergang zu komplex konjugierten Zahlen
hervor.

Setzen wir nimlich ¥ in die Form
F=a,(@)(s i>n “4)
n \ dl‘ !
so wird (8) erfiillt durch

M = 2(— ed%')" 4y (), 5)

n
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wie man aus der Hilfsformel?)

F @) g @)+ (— @) g (1) = 7o) ®)
erkennt.

Wibrend. wie wir gesehen haben, bei den Groflen F (P, @) die
Bildung F* (P, @) nicht von der Darstellungsweise von F' unabhingig,
also keine eindeutig definierte GréBe ist -— nur der Prozef  hat bei
diesen Grofen eine invariante Bedeutung -—, kann man natiirlich bei den
Matrizen und bei den Differentialoperatoren auch den Prozef * allein in
eindeutiger Weise ausfithren; ebenso kann der andere Teil des Pro-
zesses T, die Transposition, fir sich allein ausgefiihrt werden: Ist F
entweder eine Matrix oder ein Differentialoperator, so schreiben wir

Fie = F (7)

Bei Differentialoperatoren ist der transponierte Operator F dasselbe wie

der adjungierte in der gewdhnlichen Bezeichnungsweise. Gewdhnlich
definjiert man ndmlich®) den adjungierten Operator M zu F statt durch
(3) durch

L]
=
@
l
3
E
™
|
.
hrd

(8)
dann ist die Selbstadjungiertheit von F notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, daB die Differentialgleichung

F.o—N.p=20 9
erstens Eigenfunktionen ¢, mit der Orthogonalititseigenschaft

. r— 8 — 1l fiirn — m
Jq3n(mex—~ ﬂm—{O tiir » 2= m

besitzt, und zweitens als Lagrangesche Gleichung eines Variations-

(10)

problems angesehen werden hann.

Die Selbstadjungiertheit in dem durch (3) definierten Sinne ist da-
gegen Bedingung dafiir, dafl '. ¢ — W @ = O erstens normierte Eigen-
funktionen mit der Orthogonalititseigenschaft

J‘ Py q?:b ds = 6nm (11)
besitzt und zweitens als Bedingung fiir die Stationaritit des tiber das
Grundgebiet von & erstreckten Integrals einer hermitischen (statt quadra-

') Es ist fg +1'g = (f9),
="y =9 —1"9)"
f'/""‘f"’ll = (fg" — Iy < 9"
%) Vgl. Courant-Hilbert, 4. Kap., § 8.
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tischen) Form von ¢ und den Ableitungen @, @,., ... anfgefalt werden
kann. Der Beweis dieser Behauptungen ist leicht zu erbringen.
Fordern wir namlich, dall das Integral

J(p, 9¥) = J
mit hermitischen Koeffizienten

gy (£) — oy (%) (13)

stationéir sein soll, und zwar gegeniiber infinitesimalen Variationen, bei

(12)
ki=0

denen die als zueinander konjugiert angenommenen Funktionen ¢ und ¢*
unabhingig voneinaunder variiert werden, so haben wir dafiir zu sorgen,
daf in

J(@ +on ¢*+ 08 = J(p, ¢*) + 060, + 00,/ +060... (19
bei bis auf Randbedingungen willkiirlichen Funktionen # (x), § (x) die
beiden Vuriationen ¢, J und §,/ Null werden.

Nun ist

{* {!
07 = | Saw 0 T8 T (13)

und nach der Hilfstormel (3) erh#lt man bis auf Randwerte, die*bei
homogenen Randbedingungen verschwinden:

8,0 = f[g (_1)1%) aum ];dx, (16)

s0 daB wegen der Willkiirlichkeit von ¢ (z) die Forderung 6,7 = 0 zn

d
2(—1)’(d>a“(x)( ) 9 =1L.g—=0 (17)
kl ~
fithrt. Aus 0;J = 0 wird eine entsprechende Gleichung fir ¥ die
jedoch gerade wegen ay; — afy, mit dieser gleichbedeutend ist. Die
Gleichung Lg =— 0 ist nun aber in der Tat eine in unserem >inne

selbstadjungierte Gleichung:
{
yLe—z2Ify = — (). (18)
dr

wie man leicht erkennt.

Diese Betrachtungen konnen sofort auf mehrere unabhiingige Ver-
dnderliche .¢ iibertragen werden. FEine Verallgemeinerung unserer den
Realititsverhiltnissen der nicht-relativistischen Mechanik angepalten De-
finitionen ist jedoch erforderlich, wenn man die relativistische Mechanik
hehandeln will.  Mit den Koordinaten .. v, x5 &, == @, y, & ict er-
giinzen wir unsere frithere Definition der Operation § dadurch. daf jede
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Tensorkomponente, die #-mal den Index 4 besitzt, mit (— 1)* zu multi-
plizieren ist. (Anders ausgedriickt: der in der Definition von + vor-
gesehene Ubergang zu konjugiert komplexen Zahlen soll nicht vor-
genommen werden, soweit es sich um von Natur rein imaginire GriBen
handelt.)

In dem so definierten Sinne ist dann auch die relativistische quanten-
mechanische Wellengleichung, wie sie von Klein, Frenkel, Schrio-
dinger, Fock und Kudar aufgestellt wurde, selbstadjungiert, was hier
als ein Beispiel zu unseren Betrachtungen erwihnt werden moge:

(e%——j—@k><e£7f~%¢k>q>+-m%2(p:0. (19)

Sie gehort zu einem hermitischen Variationsproblem der oben erliuterten
Art, namlich

J. Q (q)7 (p"') dx — stationir (20)
tl) (d,z — dwl dxsdxx d$4)
my
B dpdgt e h ( dof do
h_ P O0pde' e kb / Odgpt Jdo .\ _.
Q(‘P:'P)_4”20mkaxk c2azi(¢dmk dwkq’>¢
&2
+(F 0.0t +mic)g ot @

Bs liegt nahe, mit einer (reellen) Konstanten C statt dessen das Varia-
tionsproblem

j {g Fu F¥ — Q (g, qf')} dz — stationir ©2)
mit
00, 00
Fu =G0k — 9z (23)

zu betrachten, und dieses auch zur Bestimmung der @, zu benutzen.
Man erhilt dann als Erginzung der quantenmechanischen Wellengleichung
die Maxwellschen Gleichungen
0 Pkl e h dot Jdo é
cZ 2 2 (99 %9 )1 2% pr(g ot
o = v — g v) T 25 @D
mit einem Viererstrom

1(e & dot 0 e ' .
5h:6{?2_m< 0_2’;_.5%@)+2@¢k(¢@)}. (25)

-1) Hieranf wurde auch in einer soeben erschienenen Arbeit von W.Gordon.
Z8. i. Phys. 40, 134, 1926, hingewiesen.
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Man kann nach Klein!) und Fock?) die obige Wellengleichung
reell machen durch Einfiihrung von
3'2
u = @es.
Es wird dann mit 0& = 0:

oz,
0 e d 0 e 0 2

0
Ot 5 — ——D w2 = 0. (26
K{?xk cdw0®>(0xh ¢ 0z, k>+m ‘ (Mg} “ %)
Die Maxwellschen Gleichungen verwandeln sich durch Einfithrung
von » in:

OFk ¢ (du dut | dut du\ &  dudut
i = elamom T onon) % onan
Es scheint nun naheliegend, anzunehmen, da8 die Funktion # (im Gegen-
satz zu ) natiirlicherweise mit der Realitdtsbedingung ¥ — ut anzunehmen
ist; so dafl man

Ce—2 g F* e Ou <0u e . dz&)

@7)

5 od T con\on T om,

erhilt. Nach diesen Zwischenbemerkungen nehmen wir unser Thema
wieder auf.

§ 4. Allgemeines iiber die Differentialgleichungen der Amplituden.
Zum Beweise der mathematischen Widerspruchslosigkeit unserer Postulate
wollen wir die Theorie — unabhingig von den Betrachtungen
in § 2 — erneut begriinden, und zwar auf die Differentialgleichungen,
die dort als Endergebnis erschienen.

Es seien also «, § kanonische Verinderliche mit der Eigenschaft
]

(28)

let, B] :“ﬂ_ﬁMZEZﬁ und
o=f@gy="TpT" B=ygwe="T¢I"", I'=T(@mqg @
eine kanonische Transformation. Wir betrachten die Gleichungen
0 a |
{7 (5m0)+ g5l o m =0, @a)
0 ' :
0 (e50) =8 | 9@ B =0 (2b)
wf 0 0 ) .
{ff(fd_&:Q)‘*—Ed_ﬁl‘ (g, f) =0, (39)
ot (e ) =8 | s@m =0, 3b)

1) 0. Klein, ZS. f. Phys. 87, 895, 1926.
) V. Fock, ebenda 39, 226, 1926.
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Aus (2b), (81) folgt in bekannter Weise die Orthogonalitiitseigenschaft

jq) (g7 ﬁ’) wh (q: ﬁ“) dq froaed 6[3"311. (__L)

Man kann nun zwar bekanntlich im allgemeinen einer Funktion von
zwei Verinderlichen nicht zwei partielle Differentialgleichungen gleich-
zeitig anferlegen. Wir werden aber in § 5 beweisen: Die — bereits
gemachte — Voraussetzung, daB die «, § mit den p, g durch eine
kanonische Transformation (1) zusammenhiéngen, ist mnot-
wendige und hinreichende Bedingung fir die Losbarkeit
von (2) [und von (3)].

Nehmen wir in (2b) fiir § die Energie W, fiir g die Hamiltonsche
Funktion H (p, q) eines Systems, so erhalten wir gerade die Schré-
dingersche Schwingungsgleichung?), die der klassischen Hamilton-
Jacobi-Gleichung entspricht. Zu (2b) tritt (2a) als zweite Gleichung.
Tn dieser Gleichung haben wir unter f die Zeit ¢ (als Funktion der p, g)
zu verstehen.

Bekanntlich hat de Broglie bemerkt, dal die Gruppen-
geschwindigkeit der Phasenwellen eines freien Teilchens gerade
gleich der Korpuskulargeschwindigkeit ist. Herr Flamm?) hat gezeigt,
dall diese Bemerkung sehr verallgemeinert werden kann. Man erhilt
aus der quantentheoretischen Wirkungsfunktion S = ¢ln¢g die Be-
wegung einer engen Wellengruppe durch

08

ow
was formal genau der klassischen Punktmechanik entspricht. Schreibt
man diese Gleichung fiir ¢ statt S, so kommt

=1 (5)

0 .
Ed%?i?+f!p:0’ (())

was mit (2a) duberlich identisch ist3).

Die statistische Deutung der Schrédingerschen Funkfion in Ver-
bindung mit dem frither festgestellbten Symmetriegesetz der Wahrschein-

1) Entsprechend der neuerdings von Schridinger eingefithrten Bezeich-
nungsweise wollen wir diese Gleichung als Schwingungsgleichung von der eigent-
lichen Wellengleichung (mit eliminiertem 11") unterscheiden.

3y L. Flamm, Phys. Z3. 27, 600, 1926,

3) Jedoch ist die Schrédinger-Flammsche «uasikiassische Decutunyg
dieser Beziehung mit der Formalierung (2a) natiirlick nicht vertriglich.
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lichkeiten liefert auch eine physikalische Begriindung der Rand-
bedingung, durch welche Schrédinger die Kigenwerte festlegt.
Betrachten wir n@mlich die zu einem ,ungequantelten* Energiewert
gehorige Schrodingerfunktion, die im Unendlichen des ¢-Raumes unendlich
wird, so sehen wir: Die relative Wahrscheinlichkeit fiir gewisse endliche
g-Werte ist bei ungequantelter Energie unendlich klein (gegeniiber der
Wahrscheinlichkeit, daf die g unendlich sind). Folglich ist nach dem
Symmetriegesetz umgekehrt, wenn die ¢ unendliche Werte haben, die
Wahrscheinlichkeit einer ungequantelten Energie gleich Null.

Die Schrodingersche Wellengleichung mit eliminiertem Energie-
parameter erhalten wir gleichfalls als Spezialfall unserer Gleichungen (2)
und zwar diesmal insbesondere (2a), indem wir fiir § die Zeit ¢, fiir ¢
die als Funktion der p, g dargestellte Zeit ¢ (y, ¢) und entsprechend fiir f
die Hamiltonsche Funktion H (p, q) wihlen.

Es mag noeh darauf hingewiesen werden, dafi die Gleichungen (2a),
(8a), allgemein eine ,Kontinuitdtsgleichung® nach sich ziehen, wie
sie fiir spezielle Fille von Born, Schrédinger und Madelung an-
gegeben wurde. Es ist namlich

d P Lk g = o — a -

5@(‘?'*1’)“‘1310 ¢ ——wfq)—()—q(---) (0)

ein vollstindiger Differentialquotient nach ¢. Ferner gilt eine Konti-
nuititsgleichung

5 (PrY T[T g) = == (--1). ®)

af

falls die Operatoren f und f vertauschbar sind.

du

Wir wollen endlich den singulidren Fall ins Auge fassen, dafi in (2)
die Funktion g von ¢ allein abhiingt: ¢ = ¢ (g). Dann heilit (2b):

@ (g, ) = U, auberfir § = y(y).

Entsprechend der physikalischen Bedeutung der Funktion ¢ heilt das:
Es sel g (y) eine allein aus ¢ durch symbolische Additionen und Multi-
plikationen gebildete mechanische Grofe. Dann ist der Zahlwert
von ¢(q) aus dem Zahlwert von ¢ auf dieselbe Weise durch
gewshnliche Additionen und Multiplikationen abzuleiten.

Dieser Satz gibt die Rechtfertigung fiir einen der Hauptpunkte in
der Methode der ¢g-Zahlen. Bei der Integration eines mechanischen
Problems nach der Methode der ¢4-Zahlen werden z. B. (sow-it es mdglich
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ist) Wirkungs- und Winkelvariable Jy, «y eingefithrt, und es werden als
beobachtbare GroBen lediglich Funktionen der J; allein angesehen
(z- B. Energieen; Ubergangswahrscheinlichkeiten). Ist eine solche
GréBe f (J) als Funktion der g-Zahlen J bestimmt worden, so geht
man zu den mefBbaren Grofen iber, indem man die J durch gewdshnliche
¢-Zahlen ersetzt. Ahnliche Regeln miissen angewandt werden in der

4
relativistischen Mechanik, wo die Gleichung > p} + m?¢® — 0 zunichst
k=1

in einem scheinbaren Widerspruch mit den Vertauschungsregeln steht,
der jedoch nach Dirac!') formal in #hnlicher Weise behoben werden
kann, wie aus der g-Zahlenfunktion f(J) eine c-Zahlfunktion zu ge-
winnen ist. Auch ist in der ¢-Zahl-Behandlung des Comptonefiekts
nach Dirac (a. a. 0.) ein #hnliches Verfahren durchzufithren. Der obige
allgemeine Satz liefert eine physikalische Rechtiertigung dieser formalen
Regeln.

§ 5. Mathematische Theorie der Amplitudengleichungen. Wir wenden
uns nun zur mathematischen Untersuchung der Amplitudengleichungen (2).
Wir werden dabei teilweise Uberlegungen wiederholen, die wir von
einem anderen Standpunkt aus schon in § 2 angestellt haben.

Wir wollen an den Gleichungen (2) eine neue Transformation

p:p(PvQ)v QZQ(PIQ) (9)
ausfiihren, welche durch
p==8P8S1, ¢g=8¢81 S=S8&¢Q (10)
darstellbar sein moge. Durch (9) moge
f@e=FPE, g»me=GG(LQ an
werden, und wir betrachten die Gleichungen
7 <0Q,Q>+ caplo@p =0, (12a)
[6(c0@)—8 Jo@p=o. (12v)

Man sieht, daB die Funktion

s(e 2 309 9@pH =200 (13)

1) P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc.
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d ,Q\)I

diesen Gleichungen gentigt. Denn esist nach (2), (10) mit § =8 <E aq

0— s.{f( Q,Q>+e fs}s—l-Sqo(Q,ﬁ)

_{ (aQ’Q)“aﬁ} (14

0= 5-lo(s 55 @) — B} 57590,

ey ow

Wir konnen dieses Ergebnis insbesondere anwenden fiir den Fall, daB

f@e =—a 9@D=7p (15)
ist. Die Gleichungen (2) lauten dann

) d
{q—-sﬁ}(p:{s(%—ﬂ}mzo (16)
und haben die Losung
a8
P = BE ; (17)

da man nun durch geeignete Wahl von S wieder zu beliebigen F, &
iibergehen kann, so ist bewiesen, daf die Gleichungen (12) bzw. die
Gleichungen (2) unter der Voraussetzung (1) wirklich losbar sind.

Ein bekanntes Verfahren zur mathematischen Diskussion linearer
Differentialgleichungen besteht darin, daf man die Losung ¢ (y) von

L(g—y,y>-q)=0 (18)

ansetzt in der Form
@)= [@()er=ds, (19)
und nach dieser Laplaceschen Transformation aus (18) eine Diffe-
rentialgleichung fiir @ gewinnt. Wir werden dies Verfahren in einer
verallgemeinerten Weise anwenden auf die Gleichungen (2) und dabei
zu einem Ergebnis kommen, das sehr kennzeichnend fiir die merkwiirdige
mathematische Natur dieser Gleichungen scheint. Statt der Funktion ez
im Integrale (19) werden wir némlich eine allgemeinere Funktion g (x, %)
von zwel Variabeln benutzen; und wir werden sehen: Wenn y* zweli
Gleichungen derselben allgemeinen Form wie die Glei-
chungen (2) fir ¢ befriedigt, sosind auch die transformierten
Gleichungen fiir @ wieder von derselben Art. Diese mathema-

tische Tatsache wird uns dann sofort erkennen lassen, dafl die Losungen
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 55
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der Gleichungen (2) wirklich genau die von unseren physikalischen
Postulaten geforderten Eigenschalten besitzen.
Wir wollen also die Losung ¢ (9) == ® (¢, 8) von (2) darstellen in

der Form )
9= [@@7y(¢ Q. (20)
Unser mathematischer Satz lautet: Wenn 4*(Q,q) den Differential-
gleichungen
11)( ,Q>+80(}x(0 9 =0, (21a2)
(55— Jr@o=0 (21h)

geniigt (die genau von der Form (2) mit p%, p¥ statt f, g sind) so ergeben
sich aus (2) als transformierte Gleichungen fir @ (@) = @ (@, p) gerade
die Gleichungen (12). Dabel sind nur noch einige Voraussetzungen iiber
das Verhalten der Funktionen an den Endpunkten der Wertekurve von @
zu machen.

Es scheint iibersichtlicher, zum Beweise etwas andere Bezeichnungen
einzufithren, nimlich z statt @ und y statt ¢ zu schreiben. Wir be-
merken zuntchst, daB aus (21) allgemein

l/'"<~fdi> 1 @) ——Jﬁ"(sg— )q*m<8%,fv)x*(w,y) (22}

folgt. Fiir die weitere Uberlegung denken wir uns pt7 g™ in die Form

o0\
T gtm — * (o .
ptrwgtm — sz 3 (.L).<8 dx> (23)
gesetzt. Vermige der Hilfsformel (6) aus § 3 ersieht man dann, dal
@(w)ym(e—) 1 9) = 1 wz(—f h@)- D@ + O () @

ist. Nun ist aber offenbar

Z (e %)8 g (1) == " (E% £> m <5%x ”)7 (26)

K]

also

2@ (e 3Y 1w =rn (s 3o, (e L0 + 20, @26)

und diese Gleichung lehrt unmittelbar: Wenn j —i {(---)ds verschwindet,

or
so geht in der Tat (2) durch den Ansatz (20) in (12) tber.
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Der Beweis, dal, wenn g den Gleichungen (21) geniigt, durch die
Transformation (20) die Gleichungen (2) in (12), oder genauer: (2a) in
(12a) und (2b) in (12b) iberfithrt werden, ist gefiihrt worden, ohne daf
die in (10) ausgedriickte Voraussetzung, (9) sei kanonisch, benutzt wurde.
Wir werden jetzt einen Operator S konstruieren, der die Gleichungen (10)
erfitllt, und zwar wiederum, ohne die Existenz eines solchen Operators
von vornherein vorauszusetzen. Es wird deshalb durch unsere Xon-
struktion zugleich bewiesen werden, daB die Gleichungen (21) sich
widersprechen miissen, wenn (9) nicht kanonisch ist. Damit haben wir
dann auch den versprochenen Beweis geliefert, daf (1) notwendige
Bedingung fiir die Liosbarkeit von (2) ist.

Wir nehmen an, (20) habe eine Umkehrung

D (z) = jq;(z);(z,w)d-z. (27)
Diese Annahme bedeutet nicht mehr als die Ausschliefung singulirer
Ausnahmen. Die Gleichung (20) ist mit dem Operatorsymbol

V= J.d;vx(x,g/)... (28)
zu schreiben als

Q@) = V.0@®; (29)

die umgekehrte Gleichung @ () = V1 (x) muB mit (27) gleich-
bedeutend, also
V—l:jdz.g(z,x)... (30)

sein.

Nun ist nach (20), (24), (27):

y" <€ %)7 ?®)
= ‘ dxy(x, y)q™ (a %&, w) I <s dd_x’ ao) j def(z, 2)p(2), (81)
oder in der Schreibweise (28), (29), (80):
{y’" <£ d%)n—~ Ve (e (3%’ y) » (e% ; y) V—l} ¢ =0 (32)

Da diese (Hleichung jedoch fiir willkiirliches ¢ (y) giltig ist, so kann
man daraus schliefen auf die Operatorgleichungen:

0
y=7Vq <s rrk y) ¥,
(33)

55 ¥
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aus denen man den gesuchten Operator S als
S=7v-! (34)
entnimmt.
Wir wollen nun ein festes Paar «, 3 kanonischer GriBen wihlen.
Jeder Grofle ' — T (@, f§) kann dann ein Operator
1':1'(50%,90) (35)
zugeordnet werden, den wir als Operator der Gré8e T in bezug auf
o, 3 bezeichnen. Wir nennen ferner, wenn (1) gilt, die Losung @ (z, 8)
von (2) die Amplitude von 7' in bezug auf ¢, .
Entsprechend ist dann die Losung ¢ (x, 8) von (3) die Amplitude
der kontragredienten Grife T zu T in bezug auf o, §.

Die obigen Feststellungen zeigen dann: Der Operator
fao. v @ ... (36)

ist gleich 7—1! [vgl. dazu die mit Gleichung (84) abgeschlossenen Uber-
legungen, die Entsprechendes fiir S beweisen]:

T‘1<£%,m>:.‘.dm.1p*(x, ... 37)
Aus (4) ersieht man jetzt: Ist
' L={dz.g 2) ..., (38)
so wird
T—lejdx.w*(x, y)fdz.q)(x, 2) e =1, (39)
also ?)
0 \
T(.s %,x>_—: j'dm.(p(g/, L) ... (40)

Die Gleichungen (37), (40) zeigen, dal die Amplituden in der Tat die
vom Postulat B in § 2 verlangte Eigenschaft besitzen.

Entsprechend (37), (40) erh#lt man fir die kontragrediente
Grofe T

f’(a%,x):jdx.ﬁ-(y, ) 41

T‘l(\ %,x):jdx.q;*(.v,y)... (42)

1) Da man, wie wir spiter sehen werden, fiir eine sehr allgemeine Klasse
von Fillen die Losungen von (2) explizit angeben kann, so sind in (37), (40)
eine grofle Fiille von Integralumkehrformeln enthalten, die zum Teil auch
vom rein mathematischen Standpunkt bemerkenswert sein diirften.
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Nach Born und Wiener?) bezeichnen wir die Funktionen ¢, 3%
¥, @* auch als erzeugende Funktionen der Operatoren 7,
=1, T, T-1

Aus (37), (40) ersieht man ferner, daf der auf Funktionen £ (x) von
wirkende Operator

TT—I:“’dydw(z, DVE@, Y) - (48)
gleich dem Einheitsoperator ist, so daff also
J.dy¢('?7 P UE (@, y) = Oz (44)

so daf zur Orthogonalititsrelation (4) noch die zweite (45) hinzutritt.
Ist @ (2, y) die Amplitude von T in bezug auf ¢, 8, und @ (z, y)

die Amplitude von T S in bezug auf o, § und S <.s a%_, x) der Ope-

rator S in bezug auf e, §, also gemiB (40)

S<£%,m):j‘dm.$(y,x)..., (46)

worin @ (¢, y) die Amplitude von § in bezug auf &, g ist, so gilt nach
(13) das Multiplikationsgesetz

D@ 9) = [p@ ) yda @7)
Wir haben hier die in § 2 durch Postulat C bzw. Gleichung (14) ver-
langte Eigenschaft der Amplituden bestitigt.
Sind M, (2, ¥), M, (x, y) zwei Matrizen, so pflegt man als Produkt
M, M, die Matrix
jzufl (x, 2) M, (s, y)dz (48)
zu bezeichnen. Nach den oben eingefiihrten Bezeichnungsweisen ist es
jedoch zweckmibiger, dieses Produkt (48) gerade mit M, M, also mit
3, M, die Matrix '
MM, (x, y) = J‘MI (2, ) My (2, &)d 2 (49)

zu bezeichnen. Diesen Gebrauch wollen wir im folgenden festhalten.
Nach unserer Definition (49) heilfit (47), da bei der Multiplikation
zweier Griofen sich ihre auf feste o, § bezogenen Amplituden in gleicher
Weise nach dem Multiplikationsgesetz der Matrizen multiplizieren. Wir
wollen deshalb ¢ (r, ) auch als die Matrix erster Stufe von 7 in
bezug auf ¢, § bezeichuen.

Nach unseren Ergebnissen ist die kinematische Beziehung zwischen
zwel Gréfen ¢ und B erst dann im Sinne von § 2 vollstindig bestimmt,

1) M. Born und N. Wiener, ZS. . Phys. 36, 174, 1926.
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wenn auch die zugehorigen Impulse p und o genau definiert sind. Nun
ist durch Angabe von f allein der Impuls o nur bis anf eine additive
Funktion von 8 festgelegt: mit & erfiillt auch o' — & - b(f) die Ver-
tauschungsregel [, 8] = [0, 8] = &, und es ist deshalb durch Angabe
von ¢ und § allein die Amplitude ¢ (r, y) fiir ¢ = x bei § = y nicht
eindeutig festgelegt. s besteht jedoch die fundamentale Tatsache, daB
trotzdem die Wahrscheinlichkeit

9 (5 9) ¥ @ 9) (50)
selbst invariant gegeniiber den moglichen Anderungen von p und e ist.
Wird nimlich statt des Impulses p ein anderer Impuls p 4 b (g) gewihlt,
so #ndert sich @ (#, y) unter Einwirkung eines Operators 7' der Form

7' =1 @) (der also & P nicht enth'ai,lt); und ¥* (#, y) dndert sich
/ ers
unter Einwirkung von 7'—1. Ganz ebenso 146t auch der Ubergang von
o zu o + b(B) die Wahrscheinlichkeit (50) invariant.
Die Gleichungen (2) sind sofort zu l§sen, wenn die Transformations-
groBe T in (1) bekannt ist. Und zwar erhilf man in diesem Falle nach

unseren Formeln

_*q o\ £
qv(q,ﬁ)zjc : T(-—s,e%>ee.ds (51)
oder, wenn T (p, q) in der Form
T (9, 9) = 2 ta () 00 (@) (32)
gegeben war:
_ 34 58
9@ p)=[ec * T(—s Pe*.ds (83)

Statt dessen kann die Transformation e, § —> p, ¢ auch in der Form

S@ B =SH®a® =1rp—5® ﬂ>,]

a8 a8 ©9
“=35 =3y |
gegeben sein. Nach friiher mitgeteilten Formeln ') wird dann
8q 1 sp
— ——{S(—sp+spy =
«p(q,ﬁ):je te et ds
1
= [ T e gy (55)

Einige spezielle Fille erlauben eine unmittelbare Integration. Es
sei z. B. mit reellen a;;:

P=0,P+a,@Q, ¢=0ayP+a,¢; (56)

1) P. Jordan, ZS. [. Phys. 38, 513, 1926.
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das 1ist kanonisch, wenn
all a12

= 1. (37

Gy Gy

Dazu gehtren die Differentialgleichungen

0 d -
Ed_f/l(w’ )] :(— al,s%—i—au x)x(:r, ), (58a)
d .
yy @ y) = <— Gy & 5 + a,, x) ¥ (0, ("8b)
die fiir a,, 3= 0 die Losung
1 2—Qaytag
(@, ) = even BTN (39)
besitzen. Ein anderer sehr einfacher Fall ist
pZ%,q:—WQ (60)
Man erhilt (17) in der Form
d o\—1
—_—f — ¥ [ g— —_— F "y y 61
Py (x, 9) (edx) AL )] (61a)
0\ |
1@ ) = —o(e5-) 2* @ 9) (611)
oder
62
— & 5207 1@ y) =1 ), (62a)
0 \2
— — —_ . 6%
yr@ 9 =—s(s5) 1@ 9 (621)

Man sieht danach, daB die Ableitung d_ax 1 (@, y) eine Funktion F (zy)
des Produktes #y sein und der Gleichung

1
F'O 4+ PO+ 5F0 =0 (63)

geniigen muB. Man kann danach in der Tat leicht ein y (#; y) bilden,
das den vorgeschriebenen Gleichungen geniigt.

§ 6. Konstruktion der Matrizen sweiter Stufe. Wir definieren
weiter die Matrix zweiter Stufe einer Grofe S in bezug auf die

finf GroBeno', §'; T, 8. Sei S (.s a‘—)a—v, w) der Operator der GroBe S
in bezug auf of, ' und @ (2, »), ¥ (2, y) die Amplituden von 7, T in

bezng anf o, §, dann bezeichnen wir nach dem Vorbild der von
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Schrodinger, Pauli und Eckart angegebenen Zuordnung von
Matrizer zu Operatoren als Matrix S die Funktion

»

Sy, &) = ‘(p(x, y)S(a %,m):p*(x, 2)yda. )]

Mit Hilfe der Amplitude s(z, y) von S in bezug auf &', f° kann man
dafiir auch schreiben

S, ) = [[dedtg@ y)s@ Hv*E ) (2)
man erkennt, daf die Zuordnung von S(y, 2) zu s(x, y) nichts anderes
als die von Lanczos?') angegebene Zuordnung von Funktionen s(z, y)
zweier Verdnderlicher und Matrizen S(y, 2) ist. Man kann ferner, da
ja die Matrix erster Stufe y* (z, y) die Reziproke der Matrix ¢ (z, »)
ist, die Gleichung (2) als Matrizengleichung in der Form

S=¢15§ @)
schreiben. Durch die reziproke Transformation
s = @S¢ 4)

kehrt man von S zu s zuriick; es entspricht dies bei Lianczos dem
Ubergang von einer Matrix zur zugeordneten Funktion von zwei Ver-
anderlichen.

Als Folgerung ergibt sich aus (3), daff die auf feste o, '; T; &, 8
bezogenen Matrizen zweiter Stufe sich in ihren Additionen und Malti-
plikationen isomorph zur symbolischen Addition und Multiplikation
der mechanischen Gréflen verhalten.

Man sieht ferner aus (3), daB in Wirklichkeit kein eigentlicher
Unterschied zwischen Matrizen erster und zweiter Ordnung besteht.
Trotzdem scheint ihre Unterscheidung deshalb zweckmifiig, weil die
GroBe (3) als Matrix erster Stufe, d. h. als Amplitude einer Zustands-
wahrscheinlichkeit betrachtet, eine wenig interessante Bildung ist, wihrend
sie in anderer Hinsicht eine einfache physikalische Bedeutung besitzt
(vel. § 7).

In der Schrédingerschen Theorie werden die Heisenbergschen
Matrizen abgeleitet als Matrizen zweiter Stufe, die sich auf Grofen o', §';
T; o, B gemil

@, B T w p) = (g5 7 W 1) )
beziehen, wo p, ¢ Impuls und Koordinate im gewdhnlichen Sinne, 117 die
Energie, t die Zeit und r die Transformationsgréfe derjenigen kanonischen
Transformation ist, welche p, ¢ in W ¢ iiberfiihrt.

1y K. Lanczos, Z3. . Phys. 83, 812, 1926.
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Anders als in der Schrodingerschen Theorie, aber ebenso als
Sonderfall in unserer allgemeinen Konstruktion enthalten, ist die Born-
Wienersche Matrizenkonstruktion, die hier etwas niaher betrachtet
werden mige.

In der Born-Wienerschen Theorie werden alle Operatoren auf
W, t bezogen. Halten wir in der Schreibweise fest an der Voraussetzung
eines kontinuierlichen Wertebereichs der Energie W, und betrachten wir
eine Grofie 4, die — klassisch gesprochen — als Fourierintegral der
Zeit ¢ darzustellen ist, so konnen wir ihren Operator in bezug auf ¥, ¢
in die Form

A:A(;;%,t):jdt.a(s, B... ()

mit einer erzeugenden Funktion (s, t) setzen, die ihrerseits von der
Gestalt

Wys—Wot

a(s,t):”b(d, g)e ¢ dodo Q)
ist; darin ist die Energie W, eine Funktion der ,Quantenzahl® ¢. Aus

dem Operator 4 bildet man die Matrix A (V, W) zweiter Stufe nach
dem Schema
LI L
AV, W) = A{ &~ s dt. 8
v, W) Je A(edt,t>e @®)
Das ist in der Tat ein Spezialfall unserer obigen allgemeinen Matrizen-
konstruktion. Wir sehen: Sei R die Matrix mit der erzeugenden

Wi
Funktion ¢ ¢ und mit der Eigenschaft
W=—R'"%R, t— —R'WR,
dann konnen wir die Theorie von Born und Wiener — ebenso wie
wir die Schrodingersche Theorie durch (6) kennzeichneten — be-

zeichnen durch
(B T; o By = (W, 8; B; W, 0.

Nach Born und Wiener soll nun die Funktion in (7) nichts anderes
als die Heisenbergsche Matrix von . sein, wodurch dann gewshr-
leistet wird, daf auch die Matrix 4 (1, W) [bei etwas anderer Normie-
rung als in (34)] thit der Heisenbergschen Matrix iihereinstimmt. Wir
werden sehen, wie sich diese Tatsache zwangliufig aus unseren all-
gemeinen Prinzipien ergibt.

Die erzeugende Funktion a (s,t) des Operators -4 mul die Amplitude
vou A in bezug auf W, # sein. Wir wollen priifen. ob sie wirklich in
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entsprechender Weise unseren Differentialgleichungen (2) geniigt. Zur
Aufstellung der Gleichungen (2) fiir den jetzt betrachteten Fall setzen
wir gemiil unseren fritheren Formeln

W= Az A7 = f(x, p),

t = Ap A== g(a, u). 9)
Wir konnen danach die Funktionen f, ¢ definieren durch
AWA—T = f(W, D), (10)
At A1 = g (W, 1) (11)
und erhalten die Gleichungen (2) fiir unseren Fall in der Form
d
(a){f(s gg, s) + am}a(s, t) = 0,
0 (12)
®) {g(em, s)—t}a(s, f) = 0.
Die Losung ist nach (53):
_zs zt
a,(s,t):je © A(—um f)e * du; 13)

dabei ist die Funktion A (— #,¢) von zwei Zahlvariablen «,¢ so definiert,
daB in A (W, t) als Funktion der g-Zahlen W, {, nachdem es in die Form

AW 6) = X aa (W) b, () (14)

gesetzt ist, die g-Zahlen W, ¢ durch c-Zahlen — x, ¢ ersetzt werden.
Nach unserer obigen Voraussetzung kann die Grife A (W,{) mit
Hilfe kanonischer GréBen J, w in die Form
AW, t) = jb,(J)ewimdz (15)
gesetzt werden, wobei

0H
W=H({J) w=55t (16)

ist. Nach Pauli?) kann man dann A umschreiben in
HWN~HJ—1h
AWy = (o™ & (17)
worin die Bezeichnung
i n R
[ T et 2 i Wt (18)

neo n!

1) Vgl. P. Jordan, ZS. f. Phys. 87, 376, 1926.
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gebraucht ist. Also erhalten wir, wenn wir wieder W, fiir die Energie
als Funktion der Quantenzahl ¢ schreiben:
Wgs—~ Wy _qt
As, t) = ” b (6) e E dzda. (19)
Nun wird in der Theorie der g-Zahlen gezeigt, daf b,(6) in (15) gerade
der Heisenbergsche Matrizenkoeffizient B (6 + 7, 6) der Grofle A ist.
Folglich ist die Behauptung wirklich bewiesen.

Wir wollen zum Schluf dieses Paragraphen noch den Beweis eines
allgemeinen Satzes aus (13) entnehmen. Wir bilden die Matrix zweiter
Stufe einer GriBe S erstens in bezug auf

(2, 4; B; o B)
und zweitens in bezug auf
(o fB; B; o B); R =RT.
Der Satz lautet: Beide Male entsteht als Matrix dieselbe
Funktion von zwei Verinderlichen. Der Beweis ergibt sich so
unmittelbar aus (8) und unseren immer wieder benutzten Formeln, daB
eine nihere Erlduterung iiberfliissig scheint.

Vorauszusetzen ist natiirlich fiir den Satz, dal die Amplitude von R’
in bezug auf o, f§ reguldr ist. Fiir Fille, in denen das nicht mehr gilt,
kénnen wir jedoch behaupten: die Matrizen .ein und derselben Grdfe in

bezug auf
T e, T-'8T; R; o, )
und auf
(T 10U, U180 Vi a ) (19)
sind gleich, wenn
RT = 1T (20)
ist. In allen Fillen wollen wir kurz von Matrizen in bezug auf
(RT; o, B) baw. (VT: &, p) ust. (21)

sprechen. Gem#B der Schrodingerschen Koustruktion sind die
Heisenbergschen Matrizen bezogen auf

(xz; W,t), (22)
wenn ¢ wieder die Grole ist, welche die gewshnlichen p, ¢ in 1 ¢ iber-
filhrt. Im Falle klassischer Mechanik bei Abwesenheit eines Magnetfeldes

- . 0 - . '

ist nicht nur H — HT, sondern auch H(s -—, q\) = H¥* (e i, q), und
. dq’ 7/ . dy

es kann dann auch ¢ = ¥ gewihlt werden. Folglich sind die Matrizen

dann bezogen anf (23)
(1; w,h.
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§ 7. Quantenspringe.  Man hat bislang unter Quantenspriingen
lediglich zeitliche Zustandsinderungen verstanden, die man sich als
unstetig erfolgend vorstellte. Die allgemeinere Gestalt, welche die
Quantenmechanik im vorangehenden erhalten hat, 148t jedoch auch diese
Vorstellung der Quantenspriinge als Sonderfall einer wesentlich allgemeiner
verwendbaren und naturgem#l erscheinenden Vorstellungsweise erkennen.
Dies soll im folgenden dargelegt werden. Es mag erlaubt sein, dabei
jetzt sogleich auf ein System von [ Freiheitsgraden Bezug zu nehmen.

Seien also

[ N 1)
1 GroBen, die alle miteinander vertauschbar, aber auch alle unabhingig
sind, so daB man konjugierte Impulse

_p]71)27"')pl (Z)
zu ibnen bilden kann, und seien entsprechend
ﬁl’ﬁQ""’ﬂl 3)

weitere | vertauschbare unabhingige GroBen mit konjugierten Impulsen
00y Ol - - -y OO “4)
Alle diese 41 GroBen wollen wir uns der Einfachheit halber als in
stetigen Wertebereichen verénderlich vorstellen.
Mit Hilfe eines geeigneten
T@:Q) — T(.pl'pgy---:l)l; 417QQ1~--’gl) (5)
kann man schreiben
o = (2,9 = ToT7Y)

e | (6
Br=gr(»,0) = Tqu T
Durch die Differentialgleichungen
{ (e;,—q 1)~ ﬂk}w(q,m:o (7)
wird dann die Amplitude
@ (z, ) = @ (B &gy -0 205 Uys Ygroo s ¥ (b)
der Wahrscheinlichkeit dafiir definiert, daf}
4y — Tk (9)
ist, wenn

Br = m (10)
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ist. Die Amplitude ¢ fiir die gleichen g-Werte, aber infinitesimal ver-
anderte 3-Werte weicht infinitesimal von der angegebenen Amplitude ab.
Wenn wir z. B. nur eine einzige GroSe f; um df; #ndern, so ist die
entsprechende Amplitudenidnderung

O == dﬁj'a%m(q,ﬁ) [
N (11)
= — LB go0) 0@ B

Hierin kann der Differentialoperator fj(e (5%’ q> in einen Integraloperator

verwandelt werden; es wird dann

do = df;.[do.yi(a,0) 9 (6. B). (12)
Diese Formel legt eine anschauliche Deutung nahe: Man wird sich vor-
stellen, dafi beim Fortschreiten von f; zu f; 4 d g; die g-Werte unstetige
Spriinge machen, derart, daf mit einer Wahrscheinlichkeit, deren Ampli-
tude durch p;(g,6) gegeben ist, das Atom von seinen urspriinglichen
¢-Werten, die gleich ¢ waren, zu den Werten ¢ ftiberspringt.
Wir wollen noch die Ubergangsamplitude y; (4, 6) etwas genauer
betrachten. Sie genﬁgt den Differentia,l0‘1eichungen

e gt 4 e gl e =0, (139)
{fjwjﬁ L) yj(»t,;l/) =0, (13b)
worin f; den Operator
./ 0
dx
bedeutet. Dieser kann in der Form
o 0 0 0
N (P AR L ey -
f‘J(E@x’LC) T <£ax,x>£0:0jf (Eor,”l) (13}
geschrieben werden, und man sieht deshalb, daB
0 7 .
new =T(e fe)e 5 o) (16)
ist, wobei g (z,y) den Gleichungen
0 0 -
{T_1£d71'+807}9(x,y)20, (llﬂ)
' j
T 10T —ylo(r,y) =0 17b)
5T —yii (2 y (

gentigt; es ist also

Q(J."I/) = w*(?/)x)7 (18)
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wenn ¥ (x.y) die Erginzungsamplitude zu ¢ (r,y) bedeutet. Danach
konnen wir endlich schreiben

7]'("'7.7/) - J.’Ig'(P (:(‘,.f_:) gj y* ,8)- (19)
Wir sehen also, daB p;(¢.6) eine Matrix zweiter Stufe ist. Wie
die Matrizen erster Stufe die Amplituden von Zustandswahrschein-
lichkeiten sind, so sind die Matrizen zweiter Stufe Amplituden von
Ubergangswahrscheinlichkeiten?).
Herrn M. Born und Herrn W. Pauli bin ich herzlich dankbar fiir
viele freundliche Ratschldge und Anregungen.

Gottingen, Institut fir theoretische Physik.

1y Daf wir diese Ubergangsamplitude in (19) gerade in Form einer sehr
speziellen Matrix zweiter Stufe erhalten haben, ist offenbar nur eine Folge davon,
daB wir uns auf das fiir die gerade hehandelte Frage bequemste System von Eigen-
funktionen ¢ (x, y) bezogen haben.




