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(Aus dem Natuurkundig Laboratorium der ~. V. Philips' Gloeilampen- 
fabrieken, Eindhoven/Holland.) 

B e u g u n g  e i n e r  e b e n e n  W e l l e  a n  e i n e m  S p a l t  
y o n  e n d l i c h e r  B r e i t e  *. 

Von M. Jo O. $trutt in Eindhoven (Holland). 

Mit 3 Abbildungen. (Eingegangen am 13. April 1931.) 

Wir befassen uns im vorliegenden Aufsatz mit der Beugung einer ebenen Lich~- 
oder Schallwelle an einem geraden Spalt in einer unendlich ausgedehnten ebenen 

Schirmwand. 

Die klassische Beugungstheorie yon Young ,  F r e sn e l  und K i r c h h o f f  
operiert bekanntlieh mit dem Huygensschen  Prinzip; sie nimmt keine 
l~tieksicht aut die strengen Grenzbedingu~gen der elektromagnetischen Licht- 
theorie odor der mathematisehen Akustik. Diesen Mangel hat K i r e h h o f f  
selber erkannt 1). .~ds erster hat H. Po incar~  2) die Beugung des Liehtes an 
einem geraden Rand eines unendlieh gut leitenden, ebenen Sehirmes mathe- 
matiseh strong in Angriff genommen. Die LSsung dieses Problems wurde 
dann yon A. S o m m e r f e l d  3) vollendet. 

K. S e h w a r z s c h i l d  4) hat die Sommerfe ldsehe  LSsung dutch 
einen unendlichen Alternationsprozel3, dessen Konvergenz ibm nach- 
zuweisen gelang, auf den Fall eines Spaltes erweitert. Hiermit ist prinzipiell 
wenigs~ens fiir senkreeht einfallende Wellen eine LSsung des tins inter- 
essierenden Problems geliefert. 

Physikalisch kann man sieh vorstellen, dab S o m m er fe ld s  LSsung, 
die ja als zu einem unendlich breiten Spalt gehSrig aufgefal~t werden kann, 
wenn sie, wie yon S c h w a r z s c h i l d  durehgeftihrt, auf Spalte endlicher 
Breite erweitert wird, praktisch doch nur auf sehr breite Spa]to anwendbar 
ist. Man kann dies aueh mathematisch leicht zeigen, so zwar, dab eine 
Auswertung der LSsung yon S chwarz  s chi ld  ith" Spalte m'~ftiger Breite (z. B. 
einer Wellenl~nge) nicht praktisch durchiti]n'bar erseheint. Dies hat auch 
S c h w a r z s c hil  d erkannt, wie aus folgendem Passus seiner _~r beit hervorgeht. 

,,Was der LSstmg dutch das N~herungsverfahren feb]t, ist die Be- 
rechenbarkeit - -  wenigstens die praktiseh durehftihrbare - -  der h5heren 
Glieder und damit des ganzen Intensitatsverlaufs f~'tr enge Spalte." 

Eine yon S e h w a r z s e h i l d  in Aussicht geste]lte Erg~nzung in dieser 
l~ichtung seheint nicht erschienen zu seinS). 

* Die Zitate beziehen sich auf den Literaturnachweis am Ende des 
Aufsatzes. 
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In der Optik sind allerdings Spalte yon einer Wellenli~nge Breite 
selten. Anders in tier Akustik. Die Absorption des Scha]les dutch ein 
offenes Fenster ist ein Problem, das nicht vollst~indig beherrscht werden 
kann ohne eine Beugungstheorie, die auf Spalte yon kleiner B~eite an- 
wendbar ist. 

lqun liegt eine LSsung yon Lord l~ayle igh  6) vor fiir Spalte von 
sehr kleiner Breite, gemessen an der Wellenl~inge. Wie weir diese LSsung, 
die man in ~kustischen Abhandlungen vielfach erwfihnt finder, gfiltig 
ist, dariiber fehlte bis zur Stunde jeder .A~nhalt. 

Aus den erw~hnten 8riinden fanden wit es der Miihe wert, das Beugungs- 
problem nochmals aufzurollen und eine neue LSsung anzugeben, yon gleieher 
mathematischer Strenge wie die S chw~rzschi ldsche,  abet, anders wie 
jene, auf alle und insbesondere anch enge Spalte rechnerisch anwendbar. 
Unsere I./isung enth~tt die Formeln v on R~y le igh ,  Sommer~eId  .und 

S:chwarzschiM als Spezialfiille. 

:Da es mathematiseh yon Sehalt- zu Lichtweilen nur ein geringer Schritt 

ist, haben wir gleich beide Wellenarten in unsere I~Ssung eingeschlossen. 
Ffir Lichtwellen hubert wir Polarisation parallel und senkrecht zum Spalt 
betrachtet. Die Welle f~llt dabei schrSg auf den Spalt ein, was ebenfalls 

eme wesentliche Erweitertmg der bisherigen The0rie bedeu~et. 

Die Durehfiihrung der LSsung beruht auf der Anwendung Ma th i eu -  

schel Funktionen ~). 

Wit besehi~ftigen uns mit den yon S e h w a r z s c h i ] d  vernachliissigten 
engen Spalten als Sonderfall und zeigen, dal~ hier unsere Formeln im Limes, 
fiir verschwindende Spaltbreite, in die Rayle ighschen iibergehen. 

Endlich zeigen wit numerisch am Beispiel einer akustischen Welle, 
dal~ die t~ayleighsche Formel schon ftir Spalte yon einer halben Wellen- 
]~inge Breite zu ~ol3en Fehlern Anlal~ gibt, w.s iiberruschender- 
weise die Ki t  chhoHsche Formel hier schon innerhalb weniger Prozente gi l l  

1..Mathematlsche Formulierung des Be ugu~gsproblems [i~r elektromagnetische 
und ff~r akustische Welten. 

Im Falte elek~rom~gnetischer Wellen nehmen wir die Sch~rmwand un- 
endlich gut leitend an. Es mul~ somit auf der Wand diejenige Komponente 
der elektrisehen Feldst~rke. welche dieser Wand parallel geriehtet ist, 
verschwinden. Der Sehirm befinde sich in der XZ-Eben~. Die Wellen 
sollen yon der Richtung, wo Y positivist,  aus dem Unendlichen auf den 
Schirm fallen. Die Wellennormale soll einen Winkel, dessen cos gleich fl ist, 
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mit der Y-Aehse bilden. Wh" unterseheiden zwei wesentlich verschiedene 
Polarisationsrichttmgen des einfallenden ebenen Wellenzuges: 

1. Elektrischer Vektor parallel zu Z; 
2. Magnetischer Vektor parallel zu Z. 

Der a ndere Vektor liegt hierbei immer in der Wellenfrontebene Lind 
senkrecht zum oben genannten Vektor. 

Im Falle I wahlen wir den elektrischen Vektor alp abh/ingige Ver- 
~inderliehe ~b. Offenbar ist auf dem Sehirm hierbei ~b = O. 

Im Falle 9~ w~ihlen wir den magnetischen Vektor als abh'angige Variable ~b. 
Hier ist der elektrische Vektor proportional zu 3q~/On, wobei n die Richttmg 
der Wellennormale anzeigt. Die 
Komponente des elektrischen Vektors 
parallel zur Schirmwand ist pro- 
portional zu 0~b/0y. Dieser Aus- 
druck muB somit auf der Schirmwand 
verschwinden. 

beiden Fiillen mfissen die elek- 
tr]schen und die magnetischen Vek- 
toren stetig durch die Beugungs6ffnung 
hindurchgehen. Dies bedingt, dal] 
hier 4 ,  OqS/Oy und OqS/Ox stetig 
sein miissen. 

! 
I 
i-+: 

-X i +X 
< G'-~I i i~-o > 

~<-- C T C ->t 

I-y 
Fig. 1. 

SpMtabmessungen and Koordinaten. 

Wir betrachten weiterhin eine ebene einfallende Schallwelle und be- 
nutzen in iiblieher Weise das Geschwindigkeitspotential ~5 als abhiingige 
Variable. Auf der Schirmwand mul~ die Geschwindigkeit der Luftteilchen 
senkreeht zu dieser Wand, die vollkommen s~arr sein soll, gleieh Null sein, 
also OqS/Oy ---- 0 auf der Wand. In der BeugungsSffnung miissen wir die 
Stetigkeit yon Druck und Gesehwindigkeit verlangen. Diese sind s~etig, 
sobald ~b, 0 ~b/0 x und 0 ~5/'0 y stetig durch die BeugungsSffnung hhldm'ch- 
gehen. 

Aus dieser (J'berleg~ng geht hervor, dal3 wir den Fall elektrischer 
Wellen jeder Polarisationsrichtung und den Fall akustischer Wellen voll- 
st-~ndig beherrschen, sobald wir die zwei mathematischen Probleme: 

I. ~5 _-- 0 auf der Wand, ~5, Oqs/Ox und OqS/Oy stetJg in der 
Beug~ngsSffnung, 

II. Or -~ 0 auf der Wand, ~b, O~)/Ox und O~/Oy stetig in der 
0ffnung 

gel6st haben. 

40* 
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AuBer diesen Bedingungen auf derWand und in der BeugxmgsSffnung mu~ 
die mathematische LSsung, damit sie physikalisch einer ebenen einfallenden, 
zuriickgeworfenen und einer hinter der Wand yore Spar anslanfenden 
Welle entspricht, noch einige ,,Bedingungen im Unendlichen" erfiillen. 

Als einfallende Welle nehmen wit an: 
~d- i k  j3y --  ikc~z I ] 

~" + ~ -- 1, ] k = 9-/ i = 1 / = 5 ) .  (1) 
2 Wellenl~nge, 

Unserem zweidimensionalen Problem entsprechend h~ngt die aus- 
laufende Welle yore Spar hinter der Wand in grol3er Enffernung yore 
Spalt yon dieser Enffernung r wie 

~ - - i k r  

ab. Dies miissen wir auch yon unserer mathematisehen LSsung fordern. 
Die zuriiekgeworfene Welle vor der Sehirmwand ist in den F~llen I 

und II  verschiedan. Man finder leicht, dab die Wellenamplitude der 
reflektierten Welle vor der Wand im Unendlichen sieh im 

Fall I wie - -  e-  ~t~y- ~k~, ) 

Fall II  v~e e-  ~ Y -  i ~  / (2) 

verhaR. Dutch Gleiehung (1) und (2) ist auf der Wand das u 
yon q~ bzw. OqS/Oy verbtirgt. 

Wir haben zu (1) und (2) noch jene Ausdrticke zu addieren, welche 
yon der Beugtmg am Spar herrfihren. u der Wand (pos. y) sei der be- 
treffande Ausdruck ~/, hinter der Wand (neg. y) Z genannt. 

Dfese Beug~ngsf~nl~ione~ miissen im Zusammenhang mlt den hln- 
geschriebenen Ausdriieken (1) und ('2) folgende Gleichungen befriedigen: 

Fall I. ~ u n d x  = 0 auf der Wand, 
0 ~  0X 

in der Offnung: ~p ---- g, ~-~ -I- 2ik f le  - t k ~  = O-y' 

0g 0 ~  
0x 0x  

Fall II. 0__~ = 0 und O Z (8) 0 y ~ = 0 auf der Wand, 

0to 0Z 
inderOffnung:  ~ = ~ ,  ~ - t - 2 e - ' k ~ =  Z, 

Ox Ox 
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Es ist jetzt unsere Aufgabe, Funktionen ~p and g zu linden, welehe diesen 

Gleichungen genfigen. Offenbar brauchen wit im FaIte I und II  jeweils 
nut die drei zuerst hingeschriebenen Formeln (3) zu beriicksichtigen. Die 
vierte Gleiehung ist dann von selbst befr~edigt. 

1I. Elliptische Koordinaten; Mathieusche Gleiehungen und die bier 
benStigte Form ihrer LSsungen. 

Wir nehmen die Spaltbacken (x = • c) als Brennpunkte eines Systems 
yon konfokalen Ellipsen und tIyperbeln. Diese EIlipsen mad ttyperbeh~ 
benutzen wit als Koordinaten*: 

x =  c ch ~ cos U, 

y = c sh ~ sin ~. 

Wir kSnnen leicht einsehen, weshalb diese neuen Koordinaten dem 
vorliegenden Problem besonders angepal3t erseheinen. Denn die Spalt- 
5ffnung entspricht dem Wert $ = 0; die ganze Schh'mwand den Werten 

U = 0  ( +  X-Achse) und U = ~ (--X-Achse). 
Unsere abh~ngige Variable ~ genfigt sowohl im elektrischen wie im 

akustisehen Falle der Wellengleichung; 

+ = - - -  r  ( 4 )  

wobei die Zeitabh~ngigkeit de r  elektromagnetischen and akus~ischen 
GrSl3en durch den Faktor e ~ t (o~ Kreisfreq.) gegeben ist. Dieser Gleiehung 
gentigen auch die im vorigen Abschnitt eingefiihrten Beugungsfanktionen 
mad g- Auf die oben definierten elliptischen Koordinaten transformiert 
schreib~ sieh (4): 

02~ 0 ~  --  - - ~ ' 2 h  ~ ' { c h 2 ~ - e o s 2 ~ 7 } ,  2h  2 = - -  �9 (5) 

Diese partielle Differentialgleichung suchen wir naeh B e r n o u l l i  durch 
Trennen der Variablen zu lSsen: 

wodurch die beiden gewShnlichen Differentialgleichungen: 

~ H  
Orl--~2 ~ + H (A - -  2 h ~ cos fv )  = 0, (6) 

d ~  + ~ ( - - A  + 2h '~eh2~ = 0 (7) 

* ch = cosinus hyperbolicus; sh ---- sinus hyperbolicus. 
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entstehen. Offenbar geht (7) aus (6) hervor dutch Ersetzen yon ~ durch i f .  
Wir brauehen uns mathematisch deshalb nur mit (6) wesentlich zu be- 
sch~iftigen. In den folgenden Zeilen finder man die fOx ein Verst~indnis 
unserer LSsung notwendigen Tatsaehen fiber die Mathieusehen Glei- 
ehungen (6) und (7). Im fibrigen set auf die LReratur verwiesen 8). 

Wit suchen LSsungen yon (6), welche periodiseh in ~ sind, mit der 
Grundperiode 2 ~. Hierdu~ch is~ der ~igenwer~parameter A festgetegt. 
Es gibt solche LSsungen, die gerade, und solche, die ungerade Funktionen 
yon ~ sin& Wir nennen sie bzw. 

C~(- -h  ~,~) und S ~ ( - - h  2,~). 

Der Index n ist bestimmt durch die Forderung: 

lira C,, ( - -  h 2, ~/) = cos n ~, 
h-~0 
lira S,  (--  h ~, ~) = sin n ~. 

h ----~ 0 

Diese periodischen LSsungen sind fiberall regul~re Funktionen yon ~. 
Folglich kann man sie in Fouriersche Reihen entwickeln: 

C. ( - -  h', V) = ~ A., ~ ( - -  h~) �9 cos m~, 
~ = o  (S) 

0 0  

S~ (--h2,~) ~- ~ Bn, m(--h2), sinm~. 
m ~ l  

Jene Fourierreihen, die fox h ---- 0 mit einem ungeraden m anfangen, haben 
fOx allen nur Glieder mit ungeradem m, ~hnlich die Fourierreihen, die fOx 
h ---- 0 mit geradem m anfangen. Wie aus (6) hervorgeht, gilt: 

/ G ~  - - ~ ,  = bei geradem % 

C,, ( - -  h 2, ~) = (--  1)z"/'~S,, (h2, ~ _ _  ~ 7 ) , ~  __ n --2 1 bet ungeradem n. 

]Jber die Koeffizienten der Reihen (8), die ganze transzendente Funktionen 
yon h 2 sind, werden wit ira n.~chsten Abschnitt N~iheres mitteilen. 

Wir gehen jetzt zur Gleichung (7) fiber. Offenbar bekommen wir 
LSsungen dleser Glcichung, we~m wit in (8) ~1 dutch i f  ersetzen. Die so 
entstandenen LSsungen genfigen abet nicht den Bedingungen, die wit fiir 
unendliches ~ stellen. Wir fordern, dab alle LSsungen yon (7), die hier 
betrachtet werden, ftir ~ --> oo sich wie 

e-- i k r  C 
cons~ l/---~' mit r = -~- e$ (9) 
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verhalten, ~,obei der konstante Faktor nicht yon ~ abhs Die LSsungen, 
welehe durch Ersetzen yon ~ in (8) durch i~ entstehen, ~erhalten sich 
fiir ~ --> vr wie sin k~ eo~ kr  

oder - �9 _ - - .  

LSsungen yon (7), die im Unendliehen in (9) iibergehen, sindvon l ie ine 9) und 
Sieger 1~ angegeben worden. Wit benutzen .die ~teihen des zuletzt ge- 
nannten Autors (bis auf geringe "Gnderungen der Bezeiehnungen), cla sie 
bessere Konvergenzeigensehaften zeigen. Diese Liisungen lauten: 

~ 2 , ( - - h 2 ,  i~) = ~ A . 2 , , , 2 , , , ( - - h 2 ) .  H ~ ( h e ~ ) . J ~ ( h e - ~ ) ,  
m ~ o  

~ 2  n + 1  (-- h2, i ~) = ch  ~ �9 ~ .  a2 n + 1, ~ ( - -  h~)" H~ )(h d). g.t  ( h e -  ~), 

o~ 

~ , ~ ( - - h ~ , i ~ )  = sh~. eh~. ~ b 2 , , ~ , ( ~ h 2 )  "~2)*~ + 1 (hd).J,~.+~(he-$),  
m ~ l  

o o  

~ 2  ~ +~ (--  h ~, i ~) --~ sh ~ . " ~  b., ,, + 1, m ( -  h~) �9 H~ ) (h e~) . gm (he-  ~). 
Y / t ~ I  

Hierbei ist H~ ) die Hankelsche Funktion zweiter .~t  m-ter Ordnung, 
J,~ die Besselsehe Funktion erster Art m-ter Ordnung. Die Koeffizienten 
A~,, 2maus (10) sind die gleichen wie die entsloreehenden in (8). Die iibrigen 
Koeffizienten yon (10) berechnen sieh aus den Koeffizienten (8), die zum 
gleichen h gehSren, wie folgt: 

a 2 .  + l , m  = ( - - 1 ) ' n ' m  " { A 2 .  + 1 , 1  + A 2 , , +  1,3 + . . . .  A 2 . , + , ,  2 ~ - 1 } , ]  

b 2 ~ + a , ~ =  m { B ~ n + a , ~ - - B ~ n + a , a +  . . . .  ( - -1 )m+lB: i "+a '~ -1}  / (11) 
U S W .  

Auf die Abteittmg der Formeln (10) und (11) gehen ~dr, 0bwohl-sie prinzipiell 
einfach ist, hier der Raumersparnis wegen nicht ein. Die l=teihen (10) kon- 
vergieren alle fiir ~ ~ 0, und zwar sehr raseh wegen der ~unktionen J,~, 
deren Argument schon fiir mi41~iges ~ sehr klein is~. ~iir ~--~ oo reduzieren 
sieh alle I4eihen (10) auf das erste Glied und dies verhalt sich dabei, 
der bekannten Eigenschaft yon H (~) zufolge, ~ie (9), womit unsere 
~unktionen (10) die Bedingungen ira Unendlichen erfiillen. 

I l L  Die Koe//izienten tier ~I a t hie u sehen F,unktionen. 

Wir br~uchen ~ih" unsere l~echntmg numerisch die Koeffizienten der 
l=teihen (8). Aus diesen bereehnen sich dana ia einfacher Weise jene der 
Reihen (10). Fiir kleine h sind die l~otenzreihen, welehe E. Math ieu  n) 
fiir diese Koeffizienten angegeben hat, obwohl thr altgemeines G]ied 
nicht bekannt ist, doch gut brauchbar. Diese Potenzreihen lauten: 

(~o) 
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Ao, o = 1 

A o ,  2 

M 
A o ~  4 

2 + + 0 ( h i ~  

10 h 8 
82 9.s. 82 + 0 (h~) ,  

h e 
27 " 82 + 0 (h ~ o), 

h a 
Ao, s - -  21~.  82 + 0 (ht~), 

�9 , , , . . . . . . . . .  , . . . .  , �9 . . . .  o 

h s 5 h ~ 1868- h l~ 
A2, o = 4 192 + 2 2 1 1 8 ~  + 0(hi*) ,  

h~ 
As, ~ ---- 12 

h ~ 
A~, e = 88---4 + 

A s ,  8 ----- 

�9 A 2 ~  l O  

48 h 6 21 059 

18 824 + 79 626 240 
287 h s 

+ 0 (k'2), 
2.211 840 

h a 41 h 1 o 

28 040 16 588 800 
h s 

2211 840 + 0 (hm), 
h 1 o 

As, lS ~ 809 657 600 + 0 (h 14), 

h ~~ + 0 (h i ' ) ,  

+ 0 (hi'), 

�9 �9 , ~ . . . . . .  ~  �9 ~ . . . . . . . . . . . .  

h 4 h s 

A~, o ---- 192 " 9 2 1 6 ~  + O(hm), 
h ~ h 6 489 h 1 o 

A4,2 = 1--~ + 11 17 28--------0 62208000  + O(Ma)' 
A4,.4 = 1, 

h s 18 h 6 4087 h 1 o 

A,,  G = - -  2--() - -  96 00-----0 - -  2 419 200 000 + 0 (hla), 
h ~ h s 

A4, s ---- 96--0 + 286O48OO-------5 + 0 ( h ' 2 ) '  

h 6 58 h l o 
A~, lo - -  80 640 1032192  000 -{- 0 (h 14), 

h 8 

A4,1~ = 10821920  -t- 0 (hm) ,  

h l o 

A4, 1~ = 1857945600  ~ 0 (h14). 
. . . . . . . . . . . . . . . .  ~ , , , , ~ ~ . . 
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~,hnliche l~eihen gelten fiir die iibrigen Koeffizienten, die wit hier der  

l~aumersparnis wegen nicht hinschreiben, well wir s i c  im vorliegenden 

Aufsa~z numer~sch nicht  x, erwenden. 

Wi t  sehen aus den gerade hingeschriebenen Ausdrficken, dab j ene  

Koeffizienten Ak, z oder Bk, z, deren beide Indizes k und 1 gleich sind, gleich 

Eins werden. Offenbar liegt das daran, da$ wit yon unseren Funkt ionen 

gefordert haben, dab 
lim C,, ( - -  h 2, ~) = cos n 7, 

h ----~ 0 

l i m S , , ( - - h ~ , ~ )  = s i n n ~ .  
h - - ~ o  

Die Koeffizienten Ak, l oder Bk, ~, deren Indizes sieh um zwei unter-  

scheiden: k = l :[: 2, sind fiir kleine h proport ional  zu h2; jene, deren In- 

dizes sich um v ie r  unterseheiden: k = 1 :j: 4 sind ftir Ideine h proportional 

zu h a usw. 

Wi t  haben einige der oben hingeschriebenen Koeffizienten, da wir sie 

numerisch im Abschnit t  VI  brauchen, fiir verschiedene h ausgerechnet. 

In  den Tafeln finder man die GrSBe An m aus (8). 

r n l n = O  f 2 m n = 0  2 

h e ~ 0~2 
1 

- -  0 , 0 9 9  6 
0,001 24 

- -  0,000 007 0 
0,000 000 02 

h ~ = 0,5 
1 

- -  0,243 
0,007 54 

- -  0 , 0 0 0  1 8 4  

0,000 000 8 

0,049 E 
1 

- -  0,016 7 
0,000 104 

- -  0,000 000 3 

0,122 
1 

- -  0,042 0 
0,000 659 

- -  0,000 005 

h 2 ~ 0,75 

~ - -  0,352 
4 0,016 2 
8 - -  0,000 621 

0,000 004 3 

- -  0,445 
4 0,026 9 
6 - -  0,000 869 

0,000 013 57 

0,178 
1 
0,063 7 
0,001 51 
0,000 018 3 

0,230 
1 
0,086 1 
0,002 73 
0,000 046 

Wit  geben noch eine Tabelle der Funk~ionen 

~ ~ ( _  h2, o), 

fiir verschiedene Werte  yon n und h, wie wit sie in unserer numerischen 

l:technung verwenden" 

I 

0 0,908 +i.0,539 0,799 +i .0 ,251 0,729 +i.0,150] 0,672 +i .0,0907 
2 - O  002'58 - i .  0,334 - 0,0160- i .  0,351 - 0 , 0 3 5 5 - i  �9 0,366 -0,0602 - i - 0,376 
4 0,0000 +i-0,165 0,0000+i.0,161 0,0000+i.0,164 0,0000+~.0,167 
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Ftir grti~ere Werte yon h 2 als die in den Tafeln benutzten~ geniigen dia 
1Hathieuschen Potenzreihen nicht mehr. Ihre Fortsetzung ftir hShere 
Potenzen erfordert sehr langwierige Rechnungen. Deshalb ist hier ein 
anderer Weg vorzuziehen, der yon Ince  8b) und Go lds t e in  s~) besehritten 

Fig. 2. 
E igenwer te  ~. der  ) I a t h i e u  schen Differentialgleichung, zu verschiedenen Werten  des P a r a -  

meters  h und zu verschiedenen Eigenfunkt i0nen '~n b z w .  C n gehiJrend. 

warde und auf einem Approximationsverfahren din'oh Kettenbriiche beruht. 
:FOr einige Mathieusche Funktionen hat insbesondere Go lds t e in  (1. c.) 
diese Koeffizienten bis zu sehr gro~len Werten yon h numerisch angegeben. 
Sobald solche Tafeln auch ffir die Mathieuschen Funktionen hSherer 
Ordnung vor|iegen, steht ihrer Anwendung und damit der numerischen 
Auswertung unserer Formeln des n~.chsten Abschnlttes ftir beliebige h 
nichts mehr im Wege. 
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Nach der Formel (5) ist 
27~v 

h =  
2 ~ '  

d. h. h gleich der Spaltbreite 2 c, multipliziert mit ~ and dividiert durch 
die doppelte Wellenlfinge 2 ~t. Fiir h---- 1 haben wit somit einen Spalt 
yon etwa ~/3 Wellenl~nge Breite. Deshalb sind die h-Werte, die wit in 
unseren Tafeln angeben, zur numerischen l~ectmung besonders int.eressant, 
denn sie enthalten gerade jenes Gebiet der Spaltbreite, fiir welches die 
~ay le ighsche  Grenzformel ftir sehr kleine Spaltbreiten in die K i r c h h o f f -  
sche fiir sehr groge Spaltbreiten iibergehen mug. Wie wit im Abschnitt VI 
zeigen, gilt die Ki rchhof f sche  Formel fiir h = 1 schon ftir gewisse Zwecke 
innerhalb einiger Prozente. Damit enff~llt yon selbst die Notwendigkeit, 
unsere Formeln des n~chsten Abschnittes fiir grSl~ere h-Werte numerisch 
anzuwenden. Alles, was wit wissen wollten: die Gr51~e der Gfiltigkeits- 
gebiete yon K i r c h h o f f s  a n d  R a y l e i g h s  Formeln, kSnnen wir aus 
Rechnungen mit den h-Werten in den obigen Tafeln erfahren. 

Der Ubersicht wegen haben wit in Fig. 2 den EigenwertparameterA 
tier Gleichungen (6) and (7) als Funktion yon h ftir die verschiedenen 
1~I at hie u schen Funktionen aufgetragen. 

Die Mathieuschen Punktionen (8) geniigen den Orthogonallt~ts- 
gleichungen 

~ d r I . S , . S , , ,  = O, Sd r~ .C , , .C , ,  = O, n :[:: m. (12) 
0 0 

IV. LOsung der Beugungsprobleme. 

Wit besch~ftigen uns zun~chst mit dem Problem I. Die LSsung 
setzt sich hier wie folgt zusammen: 

Ffir pos. y: ~b = e+ik~Y--tk"~-- e--~k~Y - ~  + ~2, 
fiir neg. y: ~b _-- X- 

Diese LSsung befriedigt die Grenzbedingungen: 

Oq~ O~ 
~b = 0 auf der Wand, ~ ,  ~ und ~yy stetig im Spalt, 

sobald ~v und Z den ersten vier Gleichungen (8) genfigen. Wit setzen: 

7 t :  l 

~ 0  
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und suehen die konstanten Koeffizienten D~,, und E ~ + x  aus den Grenz- 
bedingungen zu bestlmmen. Zuni~ehst bemerken wir, dal~ ~ und g fox 

---- 0 und ~7 = ~ verschwiaden, wodurch ~ auf der Wand ~ull wird, 
wie gefordert. Zur Bestimmung yon den D mad E bleibt uns die Gleiehung: 

og},__o__ o 1 _ - -  2ikfle - ~ z .  (14) 

Hierbei ist: 

0 

Jd~(--h~, i~)l  

In analoger Weise erhalten wir die K0effizienten E~, + i, indem wir (14) 
links trod rechts mit c- sin 7" S~ ~ + ~ ( - -  h ~, t/) multiplizieren und fiber ~ 
-con 0 bis ~ integrieren: 

-_~_k_%~ ~ "i E2~+x = N ~ + I . ~ ,  +~(__h~,O ) d~?'sin~'S~+~(--h2,~) 
0 

�9 Igo (ke~r + 2 ~ ( - -  1) ~- g ~  (ke~)" eos2s~ 7| (17) 

Die Bedeuttmg der Symbole is~ analog denjenigen in Gleichung (16). Mit 
den Gleichungen (18), (16) trod (1'/) haben wir das Beugungsproblem I 

Mit Hilfe der Formel: 

o o  

---- Jo (k ca) + 2 ~ (--  i) s. J ,  (kc,~) �9 cos s T (15) 
$ ~ 1  

gelingt diese Bestimmlmg leicht, sobald wit yon den 0rthogonalitats- 
eigensehaften (12) der in (18) verwendeten M at hie u schen Funktionen $2 n 
bzw. San + x Gebranch machen. Wit multiplizieren zun~chs~ die Glei- 
ehung (14) links land rechts mlt c �9 sin v �9 S ~  ( - - h  2, ~7) und integrieren 
fiber ~ yon 0 bis g. Nut jene Glieder der Reihe (15), die ungerades s haben, 
llefern einen Beitrag mad wit erhalten: 

- -  ikefl I D~,~ = N2n.~i,~(__h2,0 ) d~.sin~.S~,,(--h~,~) 
0 

~o 

J , , . ,  + 
/ $ ~ 0  
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streng gelSst. Die gleichmiiBige Konvergenz der l~eihe (13) folgl aus den 
S/~tzen fiber die Ent wickelbarkeit willkarlicher ~mkti0nen nach L i o u v ill e- 
schen Eigenfunktionen, wenn man beachtet, dab der Betrag yon ~ , ,  und 
~ n + ~ fib" alle ~ endlich isL Auf den Beweis son hier nicht eingegangen 
werden. Aul~erdem geniig~ unsere LSsung der ,,Beding~ng im Unendlichen", 
da ~ und ~ n + ~  f0a" ~ --> oo sich alle wie 

consfG 
. _ _  6 - - i k r  

verhalien. 
Die L6sung des Problem~ II, die wit jetzt hinschreiben, verlfiuft genau 

so einfach, wie jene des Problems I. Es ist: 

far pos. y :  r = eik~y - ika~ + e=~fl~ - ~  + W, 

far neg. y: ~ = g. 

Die Grenzbedingungen: ~ = 0 auf der Wand, q~, ~ und ~-~ stetig im 
Y 

Spalt, sind befriedigt, wenn W undz  den zweiten vier Gleichungen yon (8) 
geniigen. 

Es sei: 

o~ 

+ ~O~,~+~.~2n+~(--h~,i~).C~+~(--h~,v). (18) 
~ t ~ O  

Offenbar verschwinden Oy/Oy und Og/Oy, die far ~-----0 bzw. 7~ (auf 
der Wand) propoi:tional zu 0W/0r l lind 0g/0 U sind, auf der Wand. ttier- 
durch ist die Bedingung: O~/Oy = 0 auf tier Wand befriedigL Bleiben 
die Stetigkeitsbedingungen im Spalt. Der Differentialquotient oq~]Oy 
ist bier st.etig, denn es ist: 

for pos. y: + O~ c 1/1--  ~os ~ ~ 0  ~ J 

o o  1 
farneg.  Y: = 0 =  - 0~ c V l - - c ~ s  2 

Wegen tmserer Wahl (18) ist somit: 

0___~ = o ( z ) .  
Oy Oy 
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Die andere Stetigkeitsbedingung im Spalt (~b s~etig) liefert uns alle Koeffi- 
zienten F u n d  G aus (18). Hierzu multiplizieren wir beide Seiten der 
Gleichung: 

= - 2{Jo(k  ) + X ( -  o9) 

mit C2n(--h 2, ~]) und integrieren fiber ~7 yon 0 bis 7c. Alle Glieder mit 
ungeradem Index der Reihen links und rechts in (19) fallen heraus und 
wit erhalten : 

- ~ 2 n ' ~ n (  - - h 2 , 0 ) - I  ~ ,  _;~ / 

{ 1 " Jo (kear + ~ ( - -  1)'~. J.2~ (kce) .eos2sr/  , (20) 

0 

In analoger Weise mulgipllzieren wit jetzt beide Seiten yon (19) mit C~n + 1 
und integrieren wieder fiber ~ yon 0 bis ~. Diesmal fallen alle geraden 
Reihenglieder heraus und wir erhalt.en" 

Eiermit ist aueh das BeugungsproblemII dttreh die Gleiehungen (18), 
(20) und (21) vollst/~ndig gelSst. Uber die Konvergenz der 15senden Reihe 
kann man Gleiehes bemerken wie oben. 

V. Die Rayleighsehen Formeln als ~renz[Slle unserer allgemeinen 
LSsung, wenn die WellenlSnge seh.r grofi wird. 

Lord Rayle igh  hat die beiden gerade beha~delten Probleme I u n d  II 
in seiner zitierten Arbeit 6) fiir den folgenden Grenzfall ge]Sst. 

0: ---- 0 (Front der primar einfallenden Welle parallel zur Schirmwand), 
2 a  

kc = ~ c ---> 0 und somit h ---> 0. 

Wir werden im vorliegenden Abschnitt zeigen, dab unter diesen An- 
nahmen die Formeln des ~,origen Absctmitts genau auf Rayle ighs  Glei- 
chungen ftihren. Hierzu werden wir versehiedene Eigensehaften der 
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.bfathieuschen Funktionen, die im Abschnitt l I I  erw/ihnt wurden, heran- 

ziehen. 

Zuniehst das Problem I. 
Wir zeigen, dab bei Vevnachl/issigung aller Potenzen yon h = ge/)~ 

hSher als die erste alle Koeffizien~en D~u versehwinden. Dies ist flit jedes n 
sofort einzusehen, da f'fir kleine Werte yon kc die Funktionen 

J2 ,  + "1 (kea) proportional zu (kca) ~ s + 1 
werden. 

Bei den Koeffizienten E~,~.. bedenke man, dab unter den gegebenen 

Bedingungen yore Ausdruek (17) in den geschweiften Klammern unter 
dem Integralzeiehen nut das Glied 

Jo (ke~ = O) ---- 1 

beibehalten werden muB. Wir haben somit .[utegrale yon der Form 

O 

zu berectmen. Unter der Bed ingung h => 0 gehen diese fiber in 

js in  U �9 sin (2 n d- 1) ~/- dU, 
o 

liefern somi t  ein yon Null versehiedenes, die C-rSl]e h nicht mehr ent- 

haltendes Ergebnis. Auch die Nenner yon E~n+l enthalten fiir h - +  0 
die OrSBe h nicht. Lassen wir jetzt ~ ~ 0o werden (groBe Entfernung 
yore Spalt hinter dem Sehirm), so wird 

./7, C 
~ 2 = + 1 ( - - h ~ , i ~  :) - -  K _ " e - i k ~ ,  mit r = e~. 

Hie~'bei ist der konstante Faktor K von h und r unabh~ingig. Bei Be- 
schr~inkung auf die niedrigste Potenz yon h (insgesamt die zweite) 
schrumpft somit der Ausdruek (18) zusammen zu: 

e-tk~.h~ sin (18a) lim ~0 = E ~ S ~  = e o n s t ~  " U. 

h~,-o 

Hierbei ist der konstante Faktor yon h, U und r unabhfingig. Dieser Aus- 

druek (18 a) ist identisch mit der R a yle i ghsehen Formel [1. e. G1. (54)] ffir die 
Beugungsfunktion bei versehwindender Spaltbreite im Falle des Problems I. 
Insbesondere zeigt sich, dab die Amplitude tier durch den Spalt dringenden 
Welle fiir kleine Spaltbreiten dem Quadrate dieser Breite, im u 
zur Wellenlinge, proportional ist. Physikaliseh kann man, naeh Absehnitt I, 
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an 8telle yon r die Amplitude des elektrischen Vektors, boi einer eha- 
fallenden, parallel zur Spaltl~nge polarisierten Liehtwelle lesen. 

Wit wenden uns jetzt dem Problem 11 zu und zeigen, dab auch bier 
tmsere allgemeine LSsung ftir sehr groSe Wellenl~nge in bezug anf die 
Spaltbreite auf eine yon ~ a y l e i g h  anfgestellte Formet fiihrt. 

Hier zeigen wit zun~ehst, dab f t i rh  -> 0 alle Koeffizienten G2n+ I ver- 
schwinden. Dies folgt unmittelbar aus (21). Denn die Z~hler verschwinden 
fiir h --> 0 wie h 2 s + 1, also mindestens wie h. Dieso Nenner verschwindeh 
fiir h --> 0 nieht. Auf ihr Verhalten kommen wlr gle{ch zurtick. ~olglich 
sind alle G~,+I fiir h -> 0 gleieh Null. Dagegen Sind die Zabler allot K0offi- 
zienten F 2.  ffir h -> 0 endlieh, wie aus (20) folgt. 

Wir kommen zu den ~nk t ionen  ~2 ~. Diese verhalten sich fiir ~ ~ 
wio: 

e--ikr 
llm ~ .  ( -  h ~, i~) = eons~ . . ~ . ,  o" ~/---~, 

wobei der konstante Faktor yon h u n d  ~ unabh~ngig ist. Die Koeffi- 
zienten A2, ' o sind, wie aus den Reihen des Abschnitts H I  folgt, fiir 
h --> 0 alle Null, auBer flit n = 0 : Aoo = 1. Folglieh reduzierr sieh die 
Reihe (18) auf den Ausdruek: 

e o n s t  8 - -  i k r 

lira v 2 = Fo .~o ( - -h2 ,  i~ ) .Co( - -h~ ,~)  = Eo(__h~,0 ). ~_  (18a) 
h ~  0 

Aui~erdem gilt : 

lira (~o ( - -  h2, i~)) = Jo (h) - -  iN  O (h) 
h ~ o  

= 1 - - i .  fi {re(h)--  - - l n 2 - 1 - 7 } ,  
wobei 

---- 0,57722 . - .  (Eulersche Konstante). 

Hierdurch ist (18 a) bis auf einen gleichgiiltigen yon h, ~ und r unabh~ngigen 
Faktor mit der Rayle ighsehen  Formel (1. c. Gloichung (47)] fiir diesen 
Fall identisch. 

Aus dem Vergloich dieser beiden GrenzfMle folgt, dal~ eine elektro- 
magnetische Welle mit elektrischem Vektor parallel zu den Spaltbacken 
viol weniger stark dureh kleine Spalto dringt als eine ebensolehe Welle 
mit elektrischem Vektor senkrecht zu den Spaltbacken, ein bekanntes 
und physikaliseh durch ,,Antennenwirkung" der Spaltbacken verstiind- 
liches Ergebnis. Weiter sieht man, dab fiir sehr enge Spalte im Vergleieh 
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zur Wellenl~nge die Richtung der einfallenden Welle ohne Einflug ~uf 
die durchgelassene Energie ist. 

VI. Beugung einer Schallwelle an einem Spalt; 
numerische Anwendung unserer LSsung. 

Wit lassen eine ebene Sehallwelle schr~g auf einen Spalt treffen und 
interessieren uns ffir den Absorptionskoe[Jizienten des S~altes, d. h. far die 
durchgelassene Energie dividiert dutch die auftreffende Energie. 

Die Sehallenergie l~gt sieh aus dem yon uns bereehneten Gesehwindig- 
keitspotential O in einfacher Weise erhalten. Der Energiestrom pro Flachen- 
einheit senkreeht zur Fortsehreitungsrichtung ist, wenn wir uns welt ent- 
fernt vom Spalt befinden, proportional zu IO 2 I- Far die einfallende Welle 
ist also der auf den Spalt treffende Energiestrom proportional zu 

9. (29,) 

wobei/~ der Kosinus des Winkels der einfallenden Wellennormale mit y 
bedeutet. 

Der vom Spalt hinter der Wand ausgehende Energiestrom ergibt 
sich aus (18). Er ist proportional zu 

0 

(r radiale Entfernung yon der Spaltmitte). Indem wir far Z die Summen (18) 
einsetzen und die Summenzeiehen mit dem Integral vertausehen, finden 
wit, unter tteranziehung yon 

~C,,(--h~,~l).C,~(--h2,~).drl = 0 far n :[= m, 
0 

= N , , ,  
0 

~ 2 
E = r IF, , ,~ ,~(--h '~, i~3lN~n -ql- r ~ 1022,t -I- l ~ 2 n  h - l l N 2 n  h- 1 . 2  (9.8) 

Dividieren wir (28) durch (22), so entsteht der gewiinschte Absorptions- 
koe//izient des Spaltes /at 8ehallwellen. 

Wir werden diese Verh~ltnisse jetzt far den Spezialfall fl = 1 numeriseh 

verfolgen, also far senkrechten Einfall der primhren Welle. In diesem 
Falle versehwinden alle Koeffizienten G2n+~ der Formel (23), wie aus ('21) 
hervorgeht, wo ~ -~ 0 zu setzen ist. Welter gilt die Beziehung: 

l i m ~ ( - - h  ~ , i ~ )  = A 2 ~ , o  e , m i t  r = e$, 

Zeitsehrift flit Physik. Bd. 69. 41 
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also lira 1~2~1 = 1 ~Ag.~,o 

Folgl ich schreibt  sich der Ausdruck  (28) im vor l iegenden Falle,  mi t  Rtiek- 

sich~ auf (20), wo wieder ~ = 0 zu setzen is t :  

Wir  dividieren (28a) durch (99,) mi t  fl - -  1 und  erhal ten  als Absorptions-  

koeffizienten 
~ -~ - ' ~~  As~ m o 1 (24) 

= ~ h  ~ = o 1 ~ ( ~ , o ) 1  ~ ~r 

Z,7 

g~ 

0,; 

~g Fig. s. Y~-~ 
Schallamplitude als Ftmktion der Strahlungsrichtung in grol~er Entfernung hinter dem Spalt. 

Ausgezogene Kurve : strenges Rechenergebnls : 

ASsn  �9 C~ n 
2 z t  . 

n ~ o ff~2 n . .N2 ; 

gestriehelte Kurve : R ay 1 e igh sche Nliherung : 
{ 2 2. 1 - - ~ -  ~ �9 0 n h - - l n  2 + ln~') 

strichpunktierte Kv_rve : K i r e h h o f f sche Nltherung: 
sin (2 h cos *1). 

2 h cos 

Ftir  grol]e Spa l tb re i t en  und  somit  groi~es h ist der Absorption~- 

koeffizient  1, somit  die Re ihe  rechts  gleich 2 h / g .  In teressant  ist  der Ver- 

lauf yon  A fiir kleine Wer te  yon  h, den wir aus den Tabel len des Abschni t t s  I I I  

berechnet  haben :  

h --)*0 t 0~447 I i ] 0~707 I 0 ,866 1 --~Qo 

A �9 �9 �9 -~ 16h.(lnh), ~ 0,984 1,002 -~ 1 

Fi i r  sehr kleine Spal te  dr ingt  mehr Energ ie  durch den Spal t  hindurchl~),  

als man  erwar ten  wiirde. Der  Absorpt ionskoeff iz ient  ist aber  schon fiir 
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Spalte yon nur etwa 2/3 Wellenl~ngen Breite (h---- 1) bis auf weniger als 

1% auf seinem asymptotisehen Endwert 1 angelangt. Dies l~l~t erwarten, 

dab die Ki rchhof fsche ,  ffir h -+  oe streng giiltige Nfiherung bier schon 

gut erffillt ist. 

Um dies noeh genauer zu verfolgen, haben wir ffir h 2 = 0,2 Strahlungs- 

diagramme hinter dem Spalt gezeiehnet, d.h.  die yore Spal~ auslaufende 
Schallamplitude weir vom Spalt h~ willkfirlichem Magstab als Funkt, ion 
der Strahlungsriehtung ~1 aufgetragen. Als Vergleich haben wir aueh die 
Amplituden nach den Nitherungsformeln yon ~ a y l e i g h  (sehr kleine 

Spalte) und K i r e h h o f f  (sehr breite Spalte) aufgetragen. Wie ersicht- 
itch, weieht fiberrasehenderweise die Ki r  c hh o f f sche Naherung vom exakten 

Ergebnis viel weniger ab als die Rayle ighsche ,  sogar ffir eine Spalt- 
breite yon nut 2 c ---- 0,447.2" 2/,-r ~,~ ~/3. 

Die numerisehe Reehnung wurde yon Herrn F. de B e e p e r  fast durch- 
wegs mit einem Sehieber yon 25 cm Liinge ausgefiihrt und xTom Verfasser 

kontrolliert. Ich scMtze den maximalen Fehler der Endresultate auf 1 ~ o. 

Zusammen/assung. Fiir das bisher yon S c h warz  s c hil  d mathematisch 
fiir senkrechten Einfall zwar allgemein, aber praktisch nur ftir breite Spalte 
gelSste Problem der Beugung einer ebenen elektromagnetischen oder akusti- 
schen Welle an einem Spalt von endlicher Breite in einem unendlich aus- 
gedelmten ebenen Schirm wird unter Heranziehtmg yon Mathieuschen 
Funktionen eine neue strenge LSstmg angegeben. Diese LSsung umfal3t 
den Fall einer schr~g einfallenden prim.Xren Welle und geht ilia" kleine 

Spaltbreiten asymp~otisch in N~therungsformeln yon Lord R a y l e i g b  

(the late) fiber. Gezeigt wird nmneriseh am Beispiel ether Schallwelle, 

dag die K i r chhof f sche  Nfiherung ffir sehr breite Spalte schon ffir Spalte 
yon nur etwa einer halbert Wellenliinge Breite dem exakten Ergebnis viel 
n~her kommt als ~ a y l e i g h s  N~herung fiir sehr kleine S.paltbreiten. Fiir 
Spalte yon mehr als etwa einer Wellenlfinge Breite stimmt die klassisehe 
Beugungstheorie yon Y o u n g ,  F r e s n e l  und K i r e h h o f f  innerhalb weniger 
Prozente mit der exakten Reclmung iiberein. 
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