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(Aus dem Natuurkundig Laboratorium der N. V. Philips’ Gloeilampen-
fabrieken, Eindhoven/Holland.)

Beugung einer ebenen Welle an einem Spalt
von endlicher Breite *,

Von M. J. O. Strutt in Eindhoven {Holland).
Mit 3 Abbildungen. (Eingegangen am 13. April 1931.)

Wir befassen uns im vorliegenden Aufsatz mit der Beugung einer ebenen Licht-
oder Schallwelle an einem geraden Spalt in einer unendlich ausgedehnten ebenen
Schirmwand.

Die klassische Beugungstheorie von Young, Fresnel und Kirchhoff
operiert bekanntlich mit dem Huygensschen Prinzip; sie nimmt keine
Riicksichtauf die strengen Grenzbedingungen der elektromagnetischen Licht-
theorie oder der mathematischen Akustik. Diesen Mangel hat Kirchhottf
selber erkannt 1), Als erster hat H. Poincaré?) die Beugung des Lichtes an
einem geraden Rand eines unendlich gut leitenden, ebenen Schirmes mathe-
matisch streng in Angriff genommen. Die Losung dieses Problems wurde
dann von A, Sommerfeld3) vollendet.

K. Schwarzschild? hat die Sommerfeldsche Losung durch
einen unendlichen AlternationsprozeB, dessen Konvergenz ihm nach-
zuweisen gelang, auf den Fall eines Spaltes erweitert. Hiermit ist prinzipiell
wenigstens fir senkrecht einfallende Wellen eine Losung des uns inter-
essierenden Problems geliefert.

Physikalisch kann man sich vorstellen, da Sommerfelds Losung,
die ja als zu einem unendlich breiten Spalt gehérig anfgefaBt werden kann,
wenn sie, wie von Schwarzschild durchgefihrt, auf Spalte endlicher
Breite erweitert wird, praktisch doch nur auf sehr breste Spalte anwendbar
ist. Man kann dies auch mathematisch leicht zeigen, so zwar, daB eine
Auswertung der Losung von Schwarz schil d fiir Spalte maBiger Breite (z. B.
einer Wellenldnge) nicht praktisch durchfiihrbar erscheint. Dies hat auch
Schwarzschilderkannt, wie aus folgendem Passus seiner Arbeit hervorgeht,

»Was der Losung durch das Naherungsverfahren fehlt, ist die Be-
rechenbarkeit — wenigstens die praktisch durchfithrbare — der hoheren
Glieder und damit des ganzen Intensitatsverlaufs fiir enge Spalte.”

Eine von Schwarzschild in Aussicht gestellte Ergiinzung in dieser
Richtung scheint nicht erschienen zu sein®).

* Die Zitate bezichen sich auf den Literaturnachweis am Ende des
Aufsatzes.
Zeitsehrift fiir Physik. Bd. 69. 40
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In der Optik sind allerdings Spalte von einer Wellenlinge Breite
selten. Anders in der Akustik. Die Absorption des Schalles durch ein
offenes Fenster ist ein Problem, das nicht vollstindig beherrscht werden
kann ohne eine Beugungstheorie, die auf Spalte von kleiner Breite an-
wendbar ist.

Nun liegt eine Ldsung von Lord Rayleigh®) vor fiir Spalte von
sehr kleiner Bréite, gemessen an der Wellenlinge. Wie weit diese Losung,
die man in akustischen Abhandlungen vielfach erwihnt findet, giiltig
igt, dariiber fehlte bis zur Stunde jeder Anhalt.

Aus den erwihnten Griinden fanden wir es der Miihe wert, das Beugungs-
problem noehmals aufzurollen und eine neue Losung anzugeben, von gleicher
mathematischer Strenge wie die Schwarzschildsche, aber, anders wie
jene, auf alle und insbesondere auch enge Spalte rechnerisch anwendbar.
Unsere Liosung enthilt die Formeln von Rayleigh, Sommerfeld und
Schwarzgchild als Spezialfélle.

Da es mathematiseh von Schall- zu Lichtwellen nur ein geringer Schritt
ist, haben wir gleich beide Wellenarten in unsere Losung eingeschlossen.
Fir Lichtwellen haben wir Polarisation parallel und senkrecht zum Spalt
betrachtet. Die Welle fallt dabei schrdg auf den Spalt ein, was ebenfalls
eine wesentliche Erweiterung der bisherigen Theorie bedeutet.

Die Durchfithrung der Lisung beruht auf der Anwendung Mathieu-
scher Funktionen 7).

Wir beschiftigen uns mit den von Schwarzschild vernachiassigten
engen Spalten als Sondertall und zeigen, daf hier unsere Formeln im Limes,
fir verschwindende Spaltbreite, in die Rayleighschen itbergehen.

Endlich zeigen wir numerisch am Beispiel einer akustischen Welle,
daB die Rayleighsche Formel schon fiir Spalte von einer halben Wellen-.
Jinge Breite zu grofen Fehlern Anlaf gibt, wahrend iberraschender-
weise die Kir chhoffsche Formel hier schon innerhalb weniger Prozente gilt.

1. Mathematische Formulierung des Beugungsproblems fir elekiromagnetische
und fiir akustische Wellen.

Im Falle elektromagnetischer Wellen nehmen wir die Schirmwand un-
endlich gut leitend an. Es mull somit auf der Wand diejenige Komponente
der elektrischen Feldstirke. welche dieser Wand parallel gerichtet- ist,
verschwinden. Der Schirm befinde sich in-der XZ-Ebene. Die Wellen
sollen von der Richtung, wo Y positiv ist, aus dem Unendlichen auf den
Schirm fallen. Die Wellennormale soll einen Winkel, dessen cos gleich f ist,
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mit der Y-Achse bilden. Wir unterscheiden zwei wesentlich verschiedens
Polarisationsrichtungen des einfallenden ebenen Wellenzuges:

1., Elektrischer Vektor parallel zu Z;

2. Magnetischer Vektor parallel zu Z.

Der andere Vektor liegt hierbei immer in der Wellenfrontebene und
senkrecht zum oben genannten Vektor.

Im Fallel wihlen wir den elektrischen Vektor als abhiangige Ver-
inderliche @. Offenbar ist auf dem Schirm hierbei @ = 0.

Im Falle 2 wihlen wir den magnetischen Vektor als abhingige Variable @.
Hier ist der elekirische Vektor proportional zu 6@/dn, wobei n die Richtung
der Wellennormale anzeigt.  Die
Komponente des elektrischen Vektors
parallel zur Schirmwand ist pro-
portional zu 0®P[0y. Dieser Aus- 7-+F
druck muf} somit auf der Schirmwand

h+V

- A
verschwinden, g 70
In beiden Féllen miissen die elek- i e
trischen und die magnetischen Vek- 7--F
toren stetig durch die Beugungsoffnung -¥
hindurchgehen. Dies bedingt, da8 Fig. 1.

hier qj, 6@/0!] und 0@/633 stetig Spaltabmessungen und Koordinaten.
sein missen.

Wir befrachten weiterhin eine ebene einfallende Schallwelle und be-
nutzen in iiblicher Weise das Geschwindigkeitspotential @ als abhingige
Variable. Auf der Schirmwand muf die Geschwindigkeit der Luftteilchen
senkrecht zu dieser Wand, die vollkommen starr sein soll, gleich Null sein,
also 0@/0y = 0 auf der Wand. In der Beugnngsoffnung miissen wir die
Stetigkeit von Druck und Geschwindigkeit verlangen. Diese sind stetig,
sobald @, 0®/d « und dD[dy stetig durch die Beugungsdfnung hindurch-
gehen.

Aus dieser Uberlegung geht hervor, daB wir den Fall elektrischer
Wellen jeder Polarisationsrichtung und den Fall akustischer Wellen voll-
stindig beherrschen, sobald wir die zwei mathematischen Probleme:

I. @ =0 auf der Wand, @, 0P/0x und 0P[dy stetig in der
Beugungsoffnung,
II. 0@/dy = O auf der Wand, @, 0D/dz und 8 P/dy stetig in der
Offnung
geldst haben.
40%*
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AuBer diesen Bedingungen auf der Wand und in der Beugungséffnung mull
die mathematische Ldsung, damit sie physikalisch einer ebenen einfallenden,
zuriickgeworfenen wnd emer hinter der Wand vom Spalt auslaufenden
Welle entspricht, noch einige ,,Bedingungen im Unendlichen® erfiillen.

Als einfallende Welle nehmen wir an:

et ikfy — ikrzcc,
o + ,32 =1,
k = 2axfk,

A Wellenlange,

Unserem zweidimensionalen Problem entsprechend hingt die aus-
laufende Welle vom Spalt hinter der Wand in grofier Entfernung vom
Spalt von dieser Entfernung r wie

e—tkr
Vr
ab. Dies miissen wir auch von unserer mathematischen Losung fordern.

Die zuriickgeworfene Welle vor der Schirmwand ist in den Fiallen I
und II verschieden. Man findet leicht, daf die Wellenamplitude der
reflektierten Welle vor der Wand im Unendlichen sich im

Fall 1 wie ~— ¢—tkfy—ikez,

Fall I wie ¢—tkfy—tkez } @)
verhalt. Durch Gleichung (1) und (2) ist auf der Wand das Verschwinden
von @ bzw. P[0y verbiirgt.

Wir haben zu (1) und (2) noch jene Ausdriicke zu addieren, welche
von der Beugung am Spalt herrithren. Vor der Wand (pos. y) sei der be-
treffende Ausdruck 4, hinter der Wand (neg. ) ¥ genannt,

Diese Beugungsfunktionen missen im Zusammenhang mit den hin-
geschriebenen Ausdriicken (1) und (2) folgende Gleichungen befriedigen:

(= V—1. (1)

Fall I. v und 4. = 0 auf der Wand,
i . — 61/) ) —ikez a_x
in der Offnung: o = %, 7y + 2ikfe = 3y’
Ox _ 9y
dz Oz’
Pall IL 2% — 0 und 2% — 0 aut der Wond, 8
oy dy
- Loy _ 0y — ikaz —
in der Offnung: oy — 3y’ ? + 2¢ = %
0’([) y — ke — %.
—a—;—Q'I,kae = 52
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Es ist jetzt unsere Aufgabe, Funktionen 9 und g zu finden, welche diesen
Gleichungen geniigen. Offenbar brauchen wir im Falle I und 1I jeweils
nur die drei zuerst hingeschriebenen Formeln (3) zu beriicksichtigen. Die
vierte Gleichung ist dann von selbst befriedigt.

I1. Elliptische Koordinaten; Mathieusche Gleichungen und dic hier
bendtigte Form threr Losungen.

Wir nehmen die Spaltbacken (z = - ¢) als Brennpunkte eines Systems
von konfokalen Ellipsen und Hyperbeln. Diese Ellipsen und Hyperbeln
benutzen wir als Koordinaten*:

z=cchfcosy,
y=¢sh&siny.

Wir konnen leicht einsehen, weshalb diese neuen Koordinaten dem
vorliegenden Problem besonders angepalit erscheinen. Denn die Spalt-
dffnung entspricht dem Wert § = 0; die ganze Schirmwand den Werten
7 ==0 (4 X-Achse) und 7 = 7 (— X-Achse).

Unsere abhingige Variable @ geniigt sowohl im elektrischen wie im
akustischen Falle der Wellengleichung:

o | PO <z__n> o @

a2 oy = T\ \7)°
wobei die Zeitabhingigkeit der elektromagnetischen und akustischen
GroBen durch den Faktor ¢*“* (e Kreisfreq.) gegeben ist. Dieser Gleichung
geniigen auch die im vorigen Abschnitt eingefiihrten Beugungsfunktionen
und ¥. Auf die oben definierten elliptischen Koordinaten transformiert
schreibt sich (4):
;o - PO 2m\? ¢
q& t oy )5 O
Diese partielle Differentialgleichung suchen wir nach Bernoulli durch
Trennen der Variablen zu losen:

@ = E(-H@,

wodurch die beiden gewdhnlichen Differentialgleichungen:

= — @2k {h2f—cos2p), 2R = (

%Z.g.;_H(A_zhﬂcosM =0, &
PE
794:_2-|_'5(—/1+2h2chz§)=0 R

* ch = cosinus hyperbolicus; sh = sginus hyperbolicus.
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entstehen. Offenbar geht (7) aus (6) hervor durch Ersetzen von % durch 4.
Wir branchen uns mathematisch deshalb nur mit (6) wesentlich zu be-
schiftigen. In den folgenden Zeilen findet man die fir ein Verstdndnis
unserer Losung notwendigen Tatsachen iiber die Mathieusechen Glei-
chungen (6) und (7). Im ibrigen sei auf die Literatur verwiesen $),

Wir suchen Ldsungen von (6), welche periodisch in # sind, mit der
Grundperiode 2 7. Hierdurch ist der Eigenwertparameter A festgelegt.
Es gibt solche Ldsungen, die gerade, und solche, die ungerade Funktionen
von 7 sind. Wir nennen sie bzw,

C,(—Hhhy) und 8,(—K,y).
Der Index = ist bestimmt durch die Forderung:
Lim C,(— k%, 7n) = cosny,
h—>0
lim S, (— k% %) = sinnn.
h—0

Diese periodischen Losungen sind iiberall regulire Funktionen von #.
Folglich kann man sie in Fouriersche Reihen entwickeln:

Co(—Hn) = > Ay m(—h?)- cosmy,

" (8)
S, (—H,7) = ng,,, m(— h%) - sinma.

Jene Fourierreihen, die fiir & = O mit einem ungeraden m anfangen, haben
fiir alle n nur Glieder mit ungeradem m, dhnlich die Fourierreihen, die fir
h = 0 mit geradem m anfangen. Wie aus (6) hervorgeht, gilt:

/C.,, (hﬂ, —;E——n), l = g bei geradem n,
Cn (— h2’ n) = (— l)l ‘

s, <h2, %—17), 1="2 ! bei ungeradem n.
Uber die Koeffizienten der Reihen (8), die ganze transzendente Funktionen
von h? sind, werden wir im nichsten Abschnitt Niheres mitteilen.

Wir geben jetzt zur Gleichung (7) iber. Offenbar bekommen wir
Losungen dieser Gleichung, wenn wir in (8) % durch ¢£ ersetzen. Die so
entstandenen Losungen geniigen aber nicht den Bedingungen, die wir fiir
unendliches & stellen. Wir fordern, daB alle Losungen von (7), die hier
betrachtet werden, fiir £ - oo sich wie
e— ikt

mit r o= — . ¢f (9)

const ———,
Vr 2
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verhalten, wobei der konstante Faktor nicht von & abhingt. Die Losungen,
welehe durch Ersetzen von # in (8) durch i£ entstehen, verhalten sich
fiir £ —» oo wie sin kr cos kr

— der ——=—-

T Yr

Lasungen von (7), die im Unendlichen in (9) tibergehen, sind von Heine® und
Sieger!®) angegeben worden. Wir benutzen -die Reihen des zuletzt ge-
nannten Autors (bis auf geringe Anderungen der Bezeichnungen), da sie
bessere Konvergenzeigenschaften zeigen. Diese Losungen lauten:

Con(—Hi8) = % Asn, 2 (— )+ Hy (heh) - T (),
ConsalHsi8) = o S apn s,m(— b) B () Jutho~),
Son(—H18) = shf-ché- ébﬂﬂ_m(—- We)-HP, | (hef)-J, 1 1(he—E),
Cong1(—hY i) = sh.f-gilb2,,+1,m(—h2)-ﬂﬁ) (heé)d,, (he—*).

Hierbei ist H® die Hankelsche Funktion zweiter Art m-ter Ordnung,
Jm die Besselsche Funktion erster Art m-ter Ordnung. Die Koeffizienten
Ay, amaus (10) sind die gleichen wie die entsprechenden in (8). Die iibrigen
Koeffizienten von (10) berechnen sich aus den Koeffizienten (8), die zum
gleichen h gehoren, wie folgt:
Ton 4 1,m = (_ l)m.m : {AQn +1,1 + A211.-+ 1,3 -+ "»'A2n+1, 2m——1},
b2n+1,m =m {an+1,1 - B2n+1,3+- Y G 1)m+lB§n+1',"2m—1} (11)
usw.
Auf die Ableitung der Formeln (10) und (11) gehen wir, ohwohl sie prinzipiell
einfach ist, hier der Raumersparnis wegen nicht ein. Die Reihen (10) kon-
vergieren alle fiir £ > 0, and zwar sehr rasch wegen der Funktionen Jm,
deren Argument schon fitr méBiges £ sehr klein ist. Fiir £ — oo reduzieren
sich alle Reihen (10) auf das erste Glied und dies verhilt sich dabei,
der bekannten Eigenschaft von H® zufolge, wie (9), womit unsere
Funktionen (10) die Bedingungen im Unendlichen erfiillen.

II1. Die Koeffizienten der M athiewsehen Funktionen.

Wir brauchen fiir unsere Rechnung numerisch die Koeffizienten der
Reihen (8). Aus diesen berechnien sich dann in einfacher Weise jene der
Rethen (10). Fir kleine 4 sind die Potenzreihen, welche E. Mathieul)
fir diese Koeffizienten angegeben hat, obwohl thr allgemeines Glied
nicht bekannt ist, doch gut brauchbar. Diese Potenzreihen lauten:

(10)
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Abnliche Reihen gelten fiir die iibrigen Koeffizienten, die wir hier der
Raumersparnis wegen nicht hinschreiben, weil wir sie im vorliegenden
Aufsatz numerisch nicht verwenden.

Wir sehen aus den gerade hingeschriebenen Ausdriicken, daf -jene
Koeffizienten 4, ; oder B, ;, deren beide Indizes % und ! gleich sind, gleich
Eins werden. Offenbar liegt das daran, daf wir von unseren Funktionen
gefordert haben, daf

lim C,, (— k% %) = cosmy,
A0
Lm 8, (— %% %) = sinny.
h—> 0

Die Koeffizienten 4, ; oder B, ;, deren Indizes sich um zwei unter-
scheiden: k = 1 + 2, sind fiir kleine % proportional zu 42; jene, deren In-
dizes sich um vier unterscheiden: k = I 4 4 sind fiir kleine h proportional
zu A% usw.

Wir haben einige der oben hingeschriebenen Koeffizienten, da wir sie
numerisch im Abschnitt VI brauchen, fiir verschiedene h ausgerechnet.
In den Tafeln findet man die GréBe A4, aus (8).

m “ n=20 -2 m l n=20 ‘ 2
2 = 0,2 Rt = 0,75

0 1 0,049 ¢ 0 ! 1 0,178

2 — 0,099 6 1 2 | —0,352 1

4 0,001 24 — 0,016 7 4 | 0,016 2 — 0,083 7

6 — 0,000 0070 0,000 104 6 — 0,000 621 0,001 51

8 0,000 00002 | — 0,000 0003 8 0,0000043 | —0,0000183
h = 05 Bt =1

0 1 0,122 0 l 1 0,230

2 — 0,243 1 2 — 0,445 1

4 0,007 54 — 0,0420 4 0,026 9 -~ 0,086 1

6 — 0,000 184 0,000 659 6 -— 0,000 869 0,002 73

8 0,000 000 8 — 0,000 005 8 0,000 013 57 | — 0,000 046

Wir geben noch eine Tabelle der Funktionen
¢2n (— h2, 0):

fiir verschiedene Werte von n und k, wie wir sie in unserer numerischen
Rechnung verwenden:

n f B =02 0,5 { 0,75 | 1,0

0,799 +¢-0.251 0,729 +¢- 0,150| 0,672 +¢-0,0907
-0,0160-¢ - 0,351|-0,0355 —1 - 0,366{ —0,0602 — { - 0,376
0,0000 +7 - 0,161 0,0000 +7.0,164| 0,0000+ ¢ - 0,167

0,908  +4-0,539
~0,00258 —4.0,334
0,0000 +4-0,165

BN O
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Fiir grofiere Werte von h? als die in den Tafeln benutzten, geniigen die
Mathieuschen Potenzreihen nicht mehr. Thre Fortsetzung fiir hohere
Potenzen erfordert sebr langwierige Rechnungen. Deshalb ist hier ein
anderer Weg vorzuziehen, der von Ince®®) und Goldstein®®) beschritten

Z
PP |
Efzf/ﬂfiﬁt“ z)yso / //
J / . :///// i
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Fig. 2.
Eigenwerte 4 der Mathieuschen Differentialgleichung, zu verschiedenen Werten des Para-
meters i und zu verschiedenen Eigenfunktionen S, bzw. C, gehirend.

wurde und auf einem Approximationsverfahren durch Kettenbriiche beruht.
Piir einige Mathieusche Funktionen hat insbesondere Goldstein (l. c.)
diese Koeffizienten bis zu sehr grofien Werten von k numerisch angegeben.
Sobald solche Tafeln auch fir die Mathieuschen Funktionen hoherer
Ordnung vorliegen, steht ihrer Anwendung und damit der numerischen
Auswertung unserer Formeln des niichsten Abschnittes fiir beliebige h
nichts mehr im Wege.
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Nach der Formel (5) ist

b o= 2me

(A TZ’— ’
d. h. b gleich der Spaltbreite 2 ¢, multipliziert mit 7 und dividiert durch
die doppelte Wellenlinge 2 2. Fir h = 1 haben wir somit einen Spalt
von etwa 2/; Wellenlinge Breite. Deshalb sind die h-Werte, die wir in
unseren Tafeln angeben, zur numerischen Rechnung besonders interessant,
denn sie enthalten gerade jenes Gebiet der Spaltbreite, fiir welches die
Rayleighsche Grenzformel fiir sehr kleine Spaltbreiten in die Kirchhoff-
sche fiir sehr grofie Spaltbreiten iibergehen mufl. Wie wir im Abschnitt VI
zeigen, gilt die Kirchhofische Formel fiir # = 1 schon fiir gewisse Zwecke
innerhalb einiger Prozente, Damit entfallt von selbst die Notwendigkeit,
unsere Formeln des néchsten Abschnittes fiir grofiere h-Werte numerisch
anzuwenden. Alles, was wir wissen wollten: die Gréfe der Giiltigkeits-
gebiete von Kirchhoffs und Rayleighs Formeln, konnen wir aus
Rechnungen mit den h-Werten in den obigen Tafeln erfahren.

Der Ubersicht wegen haben wir in Fig. 2 den Eigenwertparameter 4
der Gleichungen (6) und (7) als Funktion von % fiir die verschiedenen
Mathieuschen Funktionen aufgetragen.

Die Mathieuschen Funktionen (8) gentgen den Orthogonalitits-
gleichungen

7T 7
fan-8,+8, =0, [dy-C,:Cp=10, n%m 12)
0 9

IV. Lésung der Beugungsprobleme.

Wir beschéftigen uns zundchst mit dem Problem I. Die Lisung
setzt sich hier wie folgt zusammen:
Fiir pos. y: @ = et ikfy—ikaz__ g—ikfy—ikes 4 o
fir neg. y: @ = y.

Diese Losung befriedigt die Grenzbedingungen:

@ = 0 auf der Wand, @, g—qz und %q_; stetig im Spalt,
sobald 9 und y den ersten vier Gleichungen (8) geniigen. Wir sefzen:
= —1 = 2D Cou(— 1,08 Sha(— 1)
n=1

+ EEM&—}—I'62n+1(_h2”i§)"32-n-+1_(f_h’gﬁn) (13)

n=0
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und suchen die konstanten Koeffizienten D,, und E,,, ,, aus den Grenz-
bedingungen zu bestimmen. Zundchst bemerken wir, daf v und y fir
7 =0 und 7 = & verschwinden, wodurch @ auf der Wand Null wird,
wie gefordert. Zur Bestimmung von den D und E bleibt uns die Gleichung:

oy ax} ! 2 ) . .
r__CA - = —24kBe—tkaz, (14
{0?/ 0Yle=o V1 — cos?y 9&l:—, B a4
Mit Hilfe der Formel:

(e——iku:nk:o = g—1kcacosy

= J,(kea) + 2 21(—— i)8-J, (kew) - cos sy (15)

gelingt diese Bestimmung leicht, sobald wir von den Orthogonalitats-
eigenschaften (12) der in (18) verwendeten Mathieuschen Funktionen S,,
bzw. S,,,, Gebrauch machen. Wir multiplizieren zunéchst die Glei-
chung (14) links und rechts mit ¢ -sin%-S,, (—h?% %) und integrieren
iiber  von O bis 77. Nur jene Glieder der Reihe (15), die ungerades s haben,
liefern einen Beitrag und wir erhalten:

b4

—1kep
D = § @ w0 I“’? sing - Ss, (— 1%, )
.{22(—'1;)2s+1-J38+1(k0a)-COS(28+l)ﬂ}. (16)
8=0

Hierbei ist:

Ny, = j Sen (— K2 m)2 dn,
(1}
S (— 0 = |

dS (—h, 1,5)} )
dé £=o
In analoger Weise erhalten wir die Koeffizienten FE,, , ;, indem wir (14)
links und rechts mit ¢-sin#-S,, ,, (—h?% #) multiplizieren und iiber 5
von 0 bis 7z integrieren:.
B _ —ikef
Il N2n+1'6’2n+1(_"h2:0)

B

|dn - sin g - Sy 40 (— K2, 7)

OL.———‘

{ oo
. iJo (kea) + 2 (— 1) - Jo, (kca) - cos2s7y (17

§=1

Die Bedeutung der Symbole ist analog denjenigen in Gleichung (16). Mit
den Gleichungen (18), (16) und (17) haben wir das Beugungsproblem I
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streng gelost. Die gleichmifBige Konvergenz der Reihe (13) folgt aus den
Satzen tiber die Entwickelbarkeit willkiirlicher Funktionen nach Liouville-
schen Kigenfunktionen, wenn man beachtet, dafl der Betrag von &,, und
Sy, 4 fir alle £ endlich ist. Auf den Beweis soll hier nicht eingegangen
werden. AuBerdem gentigh unsere Losung der ,,Bedingung im Unendlichen®,
da S, und &,;, , fir § - oo sich alle wie

const
yr

—ikr

verhalten.
Die Losung des Problems I, die wir jetzt hinschreiben, verliuft genau
so einfach, wie jene des Problems I. s ist:

fiir pos. y:- @ = gikfy—ikex +Ae—_ikﬁy-—ika:c -+ ¥,

fiir neg. y: @ = 7.
Die Grenzbedingungen: g? = 0 auf der Wand, 9, gg und g stetig im
Spalt, sind befriedigt, wenn 4 undy den zweiten vier Gleichungen von (8)
geniigen.

Es sei:

Y= —g = DFen-Con(—h &) Copn(— 1)

n=0

+”20G2n+1'6:2n+1("‘ B, 88) - Copyr(— B, ). (18)
Offenbar verschwinden d /0y und dy/dy, die fir 5 =0 bzw. 7 (auf
der Wand) proportional zu 0 /07 und dx/07 sind, auf der Wand. Hier-
durch ist die Bedingung: 0®/dy = 0 auf der Wand befriedigt. Bleiben
die Stetigkeitsbedingungen im Spalt. Der Differentialquotient 0®/dy
ist hier stetig, denn es ist:

fﬁl‘ pOS. y: a—¢/ == @‘_‘“J—____-——‘—“,
0Y[z=o 08 ¢Y1— cosly
fiir neg. y: 6_(15’ = _@;
0y =0 08 ¢V1—cus?y

Wegen unserer Wahl (18) ist somit:
oy 0y

oy~ By
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Die andere Stetigkeitshedingung im Spalt (@ stetig) liefert uns alle Koeffi-
zienten F und G aus (18). Hierzu multiplizieren wir beide Seiten der
Gleichung:

("P—x)§=0 = 21/’/5:0 = — Qe tkezs = __9Qe—fkcacosy
= — 2{J0 (kea) + > (—9)f-J, (kea) - cos sy (19)
s=1

mit Cy, (— k2 %) und integrieren iiber # von 0 bis z. Alle Glieder mit
ungeradem Index der Reihen links und rechts in (19) fallen heraus und
wir erhalten:

—1 z
Fap = -fan - Con(—1)
[\

N2n'(£2n (_' hg; 0)

" —

J, (kea) -+ é (— 1) Jys (kear)- cos2sn} , (20)

§=1

Nin = |{Can(— 1, 7))*-dn.

Ot g

In analoger Weise multiplizieren wir jetzt beide Seiten von (19) mit Cy,, .,
und integrieren wieder iiber # von 0 bis 7. Diesmal fallen alle geraden
Reibenglieder heraus und wir erhalten:

—1 z .
Gontt = Wy G a0 | Gt (0

_{i(_¢)2s+1.J“+1(kc¢)-co_s(2s+1)17}- (21)

8§=0
Hiermit ist auch das Beugungsproblem II durch die Gleichungen (18),
(20) und (21) vollstindig gelost. Uber die Konvergenz der losenden Reihe
kann man Gleiches bemerken wie oben.

V. Die Rayleighschen Formeln als Grenzfdlle unserer allgemeinen
Lésung, wenn die Wellenliinge sehr grof wird.
Lord Rayleigh hat die beiden gerade behandelten Probleme I und II
in seiner zitierten Arbeit %) fiir den folgenden Grenzfall geldst.

o = 0 (Front der primér einfallenden Welle parallel zur Schirmwand),

2
ke = _n:c — 0 und somit k - 0.

Y3
Wir werden im vorliegenden Abschnitt zeigen, daB unter diesen An-
nahmen die Formeln des vorigen Abschnitts genau auf Rayleighs Glei-
chungen fithren. Hierze werden wir verschiedene Eigenschaften der
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Mathieuschen Funkftionen, die im Abschnitt 11T erwdhnt wurden, heran-
ziehen.

Zunichst das Problem 1.

Wir zeigen, daB bei Vernachldssigung aller Potenzen von k= mc/d
hoher als dje erste alle Koeffizienten D, , verschwinden. Dies ist fiir jedes n
sofort einzusehen, da fiir kleine Werte von k¢ die Funktionen

Jdy 441 (kco) proportional zu (kee)?é+1
werden.
Bei den Koeffizienten E,, bedenke man, daf unter den gegebenen
Bedingungen vom Ausdruck (17) in den geschweiften Klammern unter
dem Integralzeichen nur das Glied

Jybea = 0) =1

beibehalten werden mul. Wir haben somit Integrale von der Form
-7
fsing - Synya(—H2n)-dy
0

zu berechnen. Unter der Bedingung % — 0 gehen diese iiber in

fsing- sin(2n + 1) - dn,

0
hiefern somit ein von Null verschiedenes, die GrdBe h nicht mehr ent-
haltendes Ergebmis. Auch die Nenner von E,, ., enthalten fir & —0
die Grofe h nicht. Lassen wir jetzt £ — oo werden (groBe Entfernung
vom Spalt hinter dem Schirm), so wird

Coptr(—H,i8) = —_lbe—””, mit r = —;-e‘f.
r

Hierbei ist der konstante Faktor K von h und r unabhingig. Bei Be-
schrinkung auf die niedrigste Potenz von A (insgesamt die zweite)
schrumpft somit der Ausdruck (18) zusammen zu:

—ikr )
limy = E, &, 8, = const ——— <h*-siny. (184a)
E» oo r
h>0

Hierbei ist der konstante Faktor von A, 77 und r unabhingig. Dieser Aus-
druck (18a) ist identisch mit der Rayleighschen Formel[l. e. GL. (54)] fiir die
Beugungsfunktion bei verschwindender Spalthreite im Falle des Problems I.
Insbesondere zeigt sich, daf die Amplitude der durch den Spalt dringenden
Welle fiir kleine Spaltbreiten dem Quodrate dieser Breite, im Verhiltnis
zur Wellenlange, proportional ist. Physikalisch kann man, nach Abschnitt I,
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an Stelle von @ die Amplitude des elektrischen Vektors, bei einer ein-
fallenden, parallel zur Spaltlinge polarisierten Lichtwelle lesen.

Wir wenden uns jetzt dem Problem II zu und zeigen, da auch hier
unsere allgemeine Losung fiir sehr groBe Wellenlinge in bezug auf die
Spaltbreite auf eine von Rayleigh aufgestellte Formel fiihrt.

Hier zeigen wir zunichst, da8 fiir & — 0 alle Koeffizienten Gz'ﬂ 41 Ver-
schwinden. Dies folgt unmittelbar aus (21). Denn die Zahler verschwinden
fiir b — 0 wie 2**1, also mindestens wie k. Diese Nenner verschwindeh
fir  — 0 nicht. Auf ihr Verhalten kommen wir gleich zuriick. Folglich
sind alle G,,, ,, fir & — 0 gleich Null. Dagegen sind die Zahler aller Koeffi-
zienten Iy, fiir b — 0 endlich, wie aus (20) folgt.

‘Wir kommen zu den Funktionen €, ,. Diese verhalten sich fiir £ - oo
wie:

e—tkr

lim €, (— K% 1) = const - 4y, o-
E» o0

wobei der konstante Faktor von h und & unabhingig ist. Die Koeffi-
zienten A4,, , sind, wie aus den Reihen des Abschnitts III folgt, fiir
k —0 alle Null, aufler fir n = 0: 45, = 1. Folglich reduziert sich die
Reihe (18) auf den Ausdruck:

. B B . const .e_ikr
lm y = F,-Cy(—#i8)- O (—¥om) = e —pg; Vr

k>0

- (18a)

AuBlerdem gilt:
’Zim ((50 ("" ,hz; @5)) = Jo (h) - ":No (h)
>0

£ = 1—i- 2 ey —1ma+9),
wobei T
y =0,57722 .-- (HEulersche Konstante).

Hierdurch ist (18a) bis auf einen gleichgiiltigen von h,  und r unabhéngigen
Faktor mit der Rayleighschen Formel (L c. Gleichung (47)] fiir diesen
Fall identisch.

Aus dem Vergleich dieser beiden Grenzfalle folgt, daf eine’ elektro-
magnetische Welle mit elektrischem Vektor parallel zu den Spaltbacken
viel weniger stark durch kleine Spalte dringt als eine ebensolche Welle
mit elektrischem Vektor senkrecht zu den Spaltbacken, ein bekanntes
und physikalisch durch ,,Antennenwirkung' der Spaltbacken verstind-
liches Ergebnis. Weiter sieht man, daB fiir sehr enge Spalte im Vergleich
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zur Wellenlinge die Richtung der einfallenden Welle ohne Einflu auf
die durchgelassene Fnergie ist.

V1. Beugung einer Schallwelle an einem Spalt;
numerische Anwendung unserer Lisung.

Wir lassen eine ebene Schallwelle schrig auf einen Spalt treffen und
interessieren uns fiir den A4bsorptionskoeffizienten des Spaltes, d. h. fiir die
durchgelassene Energie dividiert durch die auftreffende Energie.

Die Schallenergie 146t sich aus dem von uns berechneten Geschwindig-
keitspotential @ in einfacher Weise erhalten. Der Energiestrom pro Flichen-
einheit senkrecht zur Fortschreitungsrichtung ist, wenn wir uns weit ent-
fernt vom Spalt befinden, proportional zu |@2|. Fiir die einfallende Welle
ist also der auf den Spalt treffende Energiestrom proportional zu

2¢f, (22)
wobei § der Kosinus des Winkels der einfallenden Wellennormale mit y
bedeutet.

Der vom Gpalt hinter der Wand ausgehende Energiestrom ergibt
sich aus (18). Er ist proportional zu

—m
E = rfdy- |y
0

(r radiale Entfernung von der Spaltmitte). Indem wir fiir y die Summen (18)
einsetzen und die Summenzeichen mit dem Integral vertauschen, finden
wir, unter Heranziehung von

T

[Cu(—R2)-Cr(—R2%9) -dyy = 0 tar n = m,

0

I{Cn (— k?, 7])}2 d"] = N,.

E = 720|F22n 22n("'h2"':5)1N2n+72Ing+1Q:gn+1!N2n+1° (28)
n—

=10
Dividieren wir (28) durch (22), so entsteht der gewiinschte Absorptions-
Foeffizient des Spalies fir Schallwellen.

Wir werden diese Verhaltnisse jetzt fiir den Spezialfall § = 1 numerisch
verfolgen, also fiir senkrechten Einfall der primiren Welle, In diesem
Falle verschwinden alle Koeffizienten G,,, ., der Formel (28), wie aus (21)
hervorgeht, wo a = 0 zu setzen ist. Weiter gilt die Beziehung:

: . A — it kr— 1 . e

im €y, (— 1% 48) = — 20l ( ‘), mit r = — ¢,
f>o Vimkr 2

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 69. 41



614 M. J. O. Strutt,

also

Folglich schreibt sich der Ausdruck (28) im vorliegenden Falle, mit Riick-
sicht auf (20), wo wieder o = 0 zu setzen ist:
) Rad 4. 1
E=_—->2 —""0 . . 2384,
2 G (- O N (332)
Wir dividieren (23a) durch (22) mit § = 1 und erhalten als Absorptions-
koeffizienten

_ = < A24n,0 1
4= o 2 G = OF s (24

7z
7=t Fig. 3. Vol o

Schallamplitude als Funktion der Strahlungsrichtung in groSer Entfernung hinter dem Spalt.
Ausgezogene Kurve: strenges Rechenergebnis:
oc

2
Ay Conp
CrnNon

27 H

n=0
gestrichelte Kurve: Rayleighsche Niherung:
-1
2. '{1—i--§-(1nh—ln2+ lny)} ‘
strichpunktierte Kurve: Kirehhoffsche Niherung:

sin (2 & cos 11)_
2hcos

Fir grofie Spaltbreiten und somit groBes A ist der Absorptions-
koeffizient 1, somit die Reihe rechts gleich 2 h/w. Interessant ist der Ver-
lauf von A fiir kleine Werte von h, den wir aus den Tabellen des Abschnitts TTT
berechnet haben:

—— —

A >0 ‘ 0,447 0,707 1 0,866 ’ 1 { > oo

a2

-> W 0,995 0,980

0,984 1,002 >1

Fiirsehr kleine Spalte dringt mehr Energie durch den Spalt hindurch1®),
als man erwarten wiitde. Der Absorptionskoeffizient ist aber schon fir
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Spalte von nur etwa 2/; Wellenlingen Breite (h = 1) bis auf weniger als
19, auf seinem asymptotischen Endwert 1 angelangt. Dies lafit erwarten,
daB die Kirchhoffsche, fir k — oo streng giiltige Naherung hier schon
gut erfillt ist.

Um dies noch genauer zu verfolgen, haben wir fiir k2 = 0,2 Strahlungs-
diagramme hinter dem Spalt gezeichnet, d. h. die vom Spalt auslaufende
Schallamplitude weit vom Spalt in willkirlichem MaBstab als Funktion
der Strahlungsrichtung # aufgetragen. Als Vergleich haben wir auch die
Amplituden nach den Néherungsformeln von Rayleigh (sehr kleine
Spalte) und Kirchhoff (sehr breite Spalte) aufgetragen. Wie ersicht-
lich, weicht {iberraschenderweise die Kirchhoffsche Naherung vom exakten
Ergebnis viel weniger ab als die Rayleighsche, sogar fiir eine Spalt-
breite von nur 2¢ = 0,447-1-2/x ~ A/8.

Die numerische Rechnung wurde von Herrn F. de Reeper fast durch-
wegs mit einem Schieber von 25 em Lénge ausgefithrt und vom Verfasser
kontrolliert. Ich schitze den maximalen Fehler der Endresultate auf 19;.

Zusammenfassung. Fir das bisher von Schwarzschild mathematisch
fiir senkrechten Einfall zwar allgemein, aber praktisch nur fir breite Spalte
geloste Problem der Beugung einer ebenen elektromagnetischen oder akusti-
schen Welle an einem Spalt von endlicher Breite in einem unendlich aus-
gedehnten ebenen Schirm wird unter Heranziehung von Mathieuschen
Funktionen eine neue strenge Losung angegeben. Diese Losung umfaBt
den Fall einer schrig einfallenden primiren Welle und geht fir kleine
Spaltbreiten asymptotisch in Naherungsformeln von Lord Rayleigh
(the late) {iber. Gezeigt wird numerisch. am Beispiel einer Schallwelle,
daB die Kirehhoffsche Niherung fiir sehr breite Spalte schon fiir Spalte
von nur etwa einer halben Wellenlinge Breite dem exakten Ergebnis viel
niher kommt als Rayleighs Naherung fir schr kleine Spaltbreiten. Fiir
Spalte von mehr als etwa einer Wellenlinge Breite stimmt die klassische
Beugungstheorie von Young, Fresnel und Kirchhoff innerhalb weniger
Prozente mit der exakten Rechnung iiberein.
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