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0. Introduction

Soit M une variété riemannienne compacte C* de dimension n sans bord et 4 le
laplacien opérant sur les fonctions sur M (avec la convention de signe: 4 est un
opérateur auto-adjoint positif). Plusieurs résultats globaux relient le spectre de 4,
appelé aussi spectre de M (et noté Sp(M)) et le flot géodésique:

Génériquement, le spectre de M détermine I'ensemble des longueurs des
géodésiques périodiques ([CV]; [DG]).

Si M, et M, ont méme flot géodésique, au sens que les normes g, et g, sur les
cotangents T*(M,)~0 et T*(M,)~ 0 sont conjuguées par un difféomorphisme
canonique homogéne et que, par exemple M, est simplement connexe et n= 3, alors
il existe un entier relatif a tel que A}_, =47 +0(1) ou A} est le spectre de M; ([W 1]).

Dans cet article, on étudie le probleme de la localisation de ce genre de résultats:
si X est un fermé de T7¥(M) invariant par le flot géodésique (par exemple une
géodésique périodique), existe-t-il et peut-on construire une famille de fonctions
propes de A qui se concentrent en un sens convenable sur X? Ce probléme a déja
été étudié par de nombreux auteurs, notamment pour le probléme de Dirichlet dans
un ouvert convexe de R? (voir par exemple [L2]); et V. Arnold ([A2]) a montré
qu’on ne peut pas en général avoir une telle concentration des fonctions propres: on
peut seulement espérer construire des quasi-fonctions propres ou quasi-modes;
essentiellement, ce sont des solutions asymptotiques de

(4-7)ulx1)=0(") (Nz0)

quand t, tend vers l'infini. Les fonctions u(x, 7,) ”approximent pas toujours bien les
vraies fonctions propres, mais les valeurs de 7, fournissent une bonne approxima-
tion asymptotique d’une famille de valeurs propres, en effet, de

”(A _Tr) u(xa Tr)“Lz _S_ C” u(x’ tr”Lza

on déduit, a I'aide de la caractérisation variationelle des valeurs propres d’'un
opérateur auto-adjoint que Sp(M)n[t,—C,t,+ C] n’est pas vide. Cependant
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comme le fait Weinstein dans ([W1]), on peut remplacer cette propriété de
solutions asymptotiques par une propriété d’entrelacement qui est plus maniable:
on étudiera des sous-espaces vectoriels fermés F de I?(M) quasi-invariants par le
laplacien au sens suivant: il existe un opérateur auto-adjoint P: F—F tel que P
— A}y est un opérateur régularisant d’un certain ordre (on étudiera surtout des cas
ou c’est un opérateur borné et ou c’est un opérateur de F dans C*(M)), appelé ordre
du quasi-mode.

L’organisation de l'article est la suivante:

Dans le chapite 1, on étudie les axiomes des quasi-modes et on discute
l’approximation des valeurs propres. On associe en utilisant la notion de «wave
front» de Hormander ((H1]) a tout quasi-mode un sous-ensemble X de T{¥(M),
fermé, appelé microsupport dont on montre a partir du théoréme de propagation
des singularités ((DHT) qu’il est invariant par le flot géodésique. On étudie alors les
relations d’orthogonalité: si deux quasi-modes ont des microsupports disjoints, ils
sont orthogonaux; a une décomposition de T{*(M) en fermés invariants par le flot
géodésique, peut donc correspondre une décomposition de I?(M) en sous-espaces
quasi-invariants. On étudie aussi le nombre optimum de valeurs propres que
permet d’approcher asymptotiquement un quasi-mode, en montrant pour la
fonction spectrale du quasi-mode une inégalité asymptotique N(A)

1 z o, .
<—(2n)~"vol(X) A2 qui est optimale par rapport a la formule de H. Weyl pour
n

la fonction spectrale de M.

Dans le chapitre 11, on étudie le cas ou le flot géodésique sur M est complétement
intégrable: aprés un rappel sur les coordonnées «actions-angles», on construit en
adaptant la méthode de Weinstein ([W 1]), un opérateur qui permet d’enrelacer le
laplacien sur M et un opérateur pseudo-différentiel a coefficients constants sur le
tore R"/Z". On montre ainsi que les conditions de quantification de Maslov
permettent d’obtenir le nombre optimum de valeurs propres asymptotiques. En
utilisant une adaptation d’un théoréme de Van der Corput, on peut aussi montrer
que la fonction spectrale de ces quasi-modes dans le ces non-dégénéré a un reste en

n 1
oz~ 1) que I'on compare a ceux de Héormander ([H2]) et de Duistermaat-
Guillemin ({DG1). Nous remercions F. Dress et B. Randol qui nous ont donné des
indications trés utiles sur les adaptations du théoréme de Van der Corput.

Dans le chapitre 111, on fait une premiére étude du cas non intégrable et on
construit un quasi-mode d’ordre oo ayant pour microsupport une variété
lagrangienne invariante par le flot géodésique; on montre qu’on peut construire un
tel quasi-mode sous deux hypothéses: une condition de quantification de Maslov
asymptotique qui est vérifice génériquement pour n=2 et une condition
d’irrationnalité du flot géodésique sur la variété lagrangienne qui sera toujours
vérifiée pour les variétés lagrangiennes dont 'existence est obtenue a partir des
théorémes de Kolmogorov-Arnold-Moser ([AA]).

Dans le chapitre IV, on construit un quasi-mode d’ordre co dans la situation ou
on n’a plus un feuilletage lagrangien invariant par le flot géodésique (comme dans le
chapitre I1), mais seulement une famille discontinue de telles variétés lagrangiennes
vérifiant les conditions d’irrationnalité du chapitre II1. Les hypothéses faites sont
plus fortes que les conclusions des théorémes de Kolmogorov-Arnold-Moser, mais
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Lazutkin ([L1]) a prouvé qu’elles sont satisfaites dans le cas du difffomorphisme
«twist» d’un anneau. Dans les chapitres 11 et IV, le point de départ a été I'étude des
travaux de Lazutkin ([L2]).

Enfin dans le chapitre V, on étudie les applications de I1I & la construction de
quasi-modes au voisinage d’une géodésique périodique stable sur une surface. On
obtient des résultats qu'on compare formellement a ceux obtenus par Babich,
Lazutkin et repris par Voros, Guillemin et Ralston.
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1. Le microsupport d’un quasi-mode
1. Axiomes des quasi-modes

(1.1) Définition. M étant une variété riemannienne C*, compacte et sans bord,
4 le laplacien sur M et I*’(M) lespace de Hilbert des fonctions de carré
intégrable par rapport a la mesure riemannienne canonique, on appelle guasi-
mode (g.m. en abrégé) d’ordre o (o est un entier pair positif ou nul, ou 6= + )
la donnée d’un couple &=(E,P) ou E est un sous-espace vectoriel fermé de
dimention infinite de I*(M) et P un opérateur auto-adjoint positif non borné sur
E tels que:

i) le projecteur orthogonal n=n; de I[>(M) sur E s’étend en un opérateur
continu de 2'(M) dans 2'(M) d’ordre O.

ii) (P—4)on s’étend en un opérateur d’ordre —o de 2'(M) dans 2'(M).

On rappelle qu'un opérateur de Z2'(M) dans 2'(M) est dit d’ordre m s’il
envoie H*(M) dans H*~"(M).
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On note alors (u,, 7,),.x Une décomposition spectrale de P (u,€E et t, est une
suite croissante tendant vers + oo). La suite (u,,1,),.n détermine &, on écrira
donc aussi & =(u,, 1,).

(1.2) Proposition. Les fonctions u, sont C* et on a:

VkeZ, V(b)elPMN), 1Y b, 17 M ~1,) g < + 0

et donc (4 —1,) u,|gor =0(ck " 2).
En effet, pour se€Z, Y a, u,eH*® équivaut a ) |q,|> 17°< + o0. Car si (a,)el?,
A a,u)=Y a, 1, u,+v, ou vel’. Donc Y a,u,eH? équivaut a ) |q,|? 77 < + 0.

r
Par récurrence, on en déduit le résultat pour selN et pour s<0 par dualité. On
en conclut déja que les u, sont C*.

De plus, si (b,)el? et a,=b,r§_k, Y a,u,eH*"° on en déduit que: ||(4
—P)Y a,u,]|g2x < + o0 et donc (1.2).

(1.3) Proposition. Soit P,: I*—I? lopérateur défini par P l,=P et P |z =(1
—mg)o A; B, est un opérateur auto-adjoint positif et P,— 4 est dordre —o.

(1.4) Corollaire. I existe une application strictement croissante r—j, de N dans
N telle que A;, =t,+O(x;%?), ou (4));en désigne le spectre du laplacien A.

Preuve de (1.3). Il suffit évidemment de prouver la proposition pour P, —A4
restreint 4 E*. Autrement dit de montrer qu’il existe une constante C, telle que
pour ueE* et veE, on ait:

KR =) u, 03| = Cllullgs- [vllg-s---
Soit:
[KAu, v)| S Cllullgs1vllg-+-a

On peut alors écrire {Adu,v) =u, Avd> ={u, (4~ P)v) +<u, Pv).

On finit alors en utilisant (1.1)ii) qui dit que [[(4—P)v||g--ZC|v|lg-s-- €t le
fait que <u, Pv)> =0.
Preuve de (1.4). On tire de (1.3) que PIH%—AH% est borné dans I2; en utilisant
la caractérisation variationnelle de la j-iéme valeur propre d’un opérateur auto-
adjoint positif, on en déduit que si y; est la j-iéme valeur propre de P, on a:

/ljuf—ujl *7=0(1) et donc A;j=;+ O(y; 2). On remarque alors que la suite (t,)

est une sous-suite de la suite (u,).

(1.5) Définition. Deux g.m. dordre o, & =(E, P) et &' =(E', P') sont dits équiva-
lents si n—n' est dordre —(o +2).

(1.6) Proposition. Les g.m. (E, P} et (E, no A) sont équivalents.
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Cela signifie qu'un quasi-mode & est défini a équivalence prés par la seule
donnée du sous-espace E de I*(M). Un tel sous-espace fermé de I2(M) sera
appelé quasi-invariant.

Preuve de (1.6). 11 suffit en fait de montrer que (E, me 4) est un q.m. d’ordre a. Or
(mAd—=A4) f=(P—-A) f+n(4—P) f(feE), or n est d’ordre 0 et (P—4) d’ordre —o
sur E, on en déduit que 4 — 4 est d’ordre —o.

(1.7) Propesition. Si (E, P) et (E', P') sont équivalents, il existe jeZ tel que t
=1,+0(t,” %)

r—j

Preuve de (1.7). Soit A la projection orthogonale de E sur E'; A* la projection
orthogonale de E' sur E; on a 4¥*A=1d;+ R ou R est d’ordre —(¢+2) et donc
compact. En permutant au besoin E et E', on peut supposer que A4 est d’indice
négatif (dimension (KerA)<dimension (KerA4*)) et en le modifiant par un
régularisant, on peut donc le rendre injectif. Si on pose B=(1+R)"Y? ona B
=1+R" ou R’ est dordre —(6+2); donc C=AB est égal 4 A moedulo un
opérateur d’ordre —(o+2) et C* C=1dg. (C est une isométrie injective.) Soit P”
le transporté de P sur C(E) par C et P égal 4 P” sur C(E) et & O sur son
orthogonal dans E'. On voit sans difficultés que P— P est d’ordre —o et (E, P)
un quasi-mode d’ordre ¢. On en déduit le résultat en appliquant la méme

méthode que dans (1.4) & pP'*2 '3 -ptt 7 qui est borné sur E'.
On peut aussi construire des q.m. en essayant de faire une construction
asymptotique des u, et des 7,. Supposons que (v,,7,) vérifie les axiomes suivants:

(1.8) Pour tout s et tout N, (4 —1,) v,||ys =01, "),
(1.9) (v,,v,)=4, , +0 (inf(z,, t,f)‘N) pour tout N.

(1.10) Proposition. Sous les hypothéses précédentes on peut construire un g.m.
d'ordre o0, (4,,7,),.n Avec pour tout s et tout N,

H u,— erHS = O(Tr_N)

On considére A: I>(N)—I?(M) défini par A((a,))=Y a,u,, l'hypothése (1.9)

implique que A*¥A4—1I est régularisant. On peut alors supposer A injectif en
commengant a r=r, et on rend A isométrique en posant B=AC avec C
=(A*A4)~ "2, on a alors B=A+R ou R est régularisant et B est isométrique. Il
suffit alors de poser u, = Be,, ou e, est la base orthonormée canonique de I*(IN).

2. Microsupport et orthogonalité

(2.1) Définition. Si & =(E, P) est un q.m. d’ordre o, on pose pour >0 (éventuelle-
ment ¢= + o0) MS,(8)= U WE(f)nT¥M) et MS(&)= ﬂ MS,(£); MS,(&) (resp.
MS(&)) est appelé mlcrosupport d’ordre & (resp. mlcrosupport) de &.

Pour la définition des WF,, on peut voir [D.H.] p. 201. 11 est clair que si les
q.m. d’ordre g, & et £’ sont équivalents, on a MS,(§)=MS, (&) pour e<o+2 et
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donc MS(&)=MS(&’). Dans toutes les constructions faites dans cet article, on
aura, pout tout ¢, MS.(&)=MS(8).

(2.2) Théoréme. Pour tout ¢>0, MS,(&) est un fermé non vide de T¥(M) et pour
O<e<o+1, MS,(&) est invariant par le flot géodésique (et donc MS(&) aussi).

Preuve de (2.2). D’abord si MS (€)=§, on aurait E< H*(M) et donc E serait de
dimension finie.
11 suffit de prouver que, pour e<o +1, si

(X0, E)EWE( a,u,)  ((a)el*(N)),
alors

@(xq, & )eWF(Za e"Vru) (@ T*(M)N0-T*(M)~0

désigne le flot géodésique). Soit f(x, =Y a,e "V ux)et fi=f(.,t) (f,€E).

(2.3) Lemme. Pour e<o+2, WE(f)c{(x,&t1)|1+q(x,£)=0} (¢ désigne la
norme d’un vecteur cotangent).

2
Soit D- 5+ 4 lopérateur des ondes, on a:

[]f=2a,e""/’*(A—r,)u,=(A—P)f,. On en déduit que [feH*(M)

L e . oy
uniformément en t. Par dérivation en ¢ et utilisation de (1.2), on voit que (E)

Ofel?..(MxR); on en déduit [JfeH;. (M xIR) et par la théorie elliptique
WF(f)c {12 —q%(x, £)=0}. Il reste a prouver que <0 sur WE(f). Si ve C3 (M),

on a: vf(é,t) Za o( r+r)vu(é), cette fonction est nulle pour 7>0. Par

régularisation en t on en déduit le resultat

120
(24) Lemme. Soit Di__a_i 4 et g=[1, f, alors, pour tout & >0, ge H° 1%,
En effet pour e<ao+2, WFE(f)c{t+q(x,&)=0} et donc feH°**~% sur
{t+q(x,6)%0}; gest H°" 1~ sur {t+q+0}.0Ona_g=0feH (M xR)et_
est elliptique au voisinage de {t+¢=0}, donc geH°*! au voisinage de {t+¢g
=0}.
Soit f(x, t)=2aj(t) @;(x) la décomposition spectrale de f; et g(x, 1)

J
=3 b;(t) ;(x) celle de g. Un calcul classique montre que:
j

f,0)=Y a)0) g;(x) eV E +i}, (i ¢O=V4b,(6) de) 9;(x),

fx,t)y=e" V4 £ (x)+h(x,1).
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Montrons que h(.,t)eH** ' =% (M) (pour tout &' >0 et tout t); h(x, )= d;(t) ¢;(x)
et: i

EAGIH g |b;(6)1* d6,

a+1—¢

etcomme 4 2 gel?(Mx[0,t]),ona

t
5 (§|b,.(9)|2d9) A< 4o,
7 Vo
donc k(.,t)eH "1 =% (M).

Pour tout e<o+1, on a donc WE( f,)=WFs(e“"VZf0), on utilise alors le
théoréme de propagation des singularités ou plus précisément le fait que e—itV4
est un opérateur intégral de Fourier d’ordre 0 elliptique associé au
difffomorphisme canonique ¢, ([D.G.]) et donc:

WE(e~ "4 fo) = o, [ WE(f5)].

(2.5) Théoréme. Soient &, et &, deux q.m. tels que MS _(8,)"MS . (&,) =4, alors
il existe un q.m. &, équivalent a &, tel que E| et E, soient orthogonaux. F
=(E\®E,, PL®P,) est alors évidemment un q.m.

Soient I[=WF'(n)c T*(M)~0x T*(M)}~0; comme n¥=m, I, est
symétrique. Montrons que la projection de I; sur T*(X)~ 0 est le cone de base
MS (). En effet, si feE;, n,(f)=f et donc WF(f)cI;(WF(f)) est contenu dans
la projection de I sur T*(X)~ 0. Réciproquement si u¢ U WF(f), et Q; est un

27—
opérateur pseudo-différentiel elliptique en u et régularisant sur \ WF(f), Qie P,
JeE;
est régularisant et on en déduit que u n’est pas dans la projection de I; sur

T*(X)~ 0. De 'hypothése MS_ (&)~ MS (&,) =0, on déduit alors que m,o7, et
7, o7, sont régularisants.

Soit Ej=(1—mn,)(E,), E; est orthogonal & E,. Les gq.m. (E},njod) et
(E4, 7,0 4) sont équivalents, il suffit de montrer que n; — =}, est régularisant: on
le montre en regardant successivement sur E, E, et (E; +E,)*. Or (E{,m;04) et
(E,, R) sont équivalents d’aprés (1.6).

(2.6) Proposition. Si &, et &, sont deux gq.m. orthogonaux (au sens
MS (E)NAMS(&)=0), on a <ul,utdeF(N xN)(espace des suites d
décroissance rapide ).

En effet 1a matrice de la projection orthogonale de E, sur E, par rapport aux
bases u;} et u? est a,, =<u;},u>)>. Il suffit alors d’exprimer que cet opérateur est
régularisant en utilisant le critére (1.2): ) a,u,e H* équivaut a (a,5/*)el®.

(27)  Corollaire. Soit J: T*(M)~ 0—T¥(M)~ 0 linvolution (x, &)—(x, —&) et un
g.m. dordre o tel que MS (&) J(MS . (&))=0. Si on pose & =(E, P) ou E désigne
Pespace vectoriel engendré par les @, et Pu,=1,4,; & est un q.m. orthogonal ¢ & et
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on en déduit qu’il existe une suite j, avec j,, ,=j,+2 telle que:
g _g
L+1=4;,+0(1, 2)=1,+0(z, 2).

(2.8) Corollaire. Soit g une isométrie d'ordre N de M et & un q.m.; supposons que
MS ()N (g*) (MS (&) =9 pour i=1,...,N — 1. Alors les g.m. &=(u, o g', t,) sont
deux d deux orthogonaux, et il y a donc un paquet de N valeurs propres qui
Saccumulent autour de t,.

Ce dernier corollaire est a la base de Iarticle d’Arnold ([A1]) ol cet auteur
montre que les fonctions u, du quasi-mode & ne sont pas nécessairement
asymptotiques a des fonctions propres. Si M a une symétrie d’ordre 3, il est
raisonnable de penser, comme l'explique Arnold, que génériquement les deux
tiers des valeurs propres de M sont doubles et le tiers restant est simple: les
fonctions propres correspondant aux différentes représentations irréductibles de
Z/3Z apparaissent indépendamment. Soit une telle M, soit & un g.m. vérifiant
les hypothéses du corollaire (2.8), on ne peut pas avoir u,—@;, dans I*(M), car
(4,,u,° g, u,0g?) est asymptotiquement orthonormé; ce qui implique que A, est
une valeur propre au moins triple pour r assez grand.

Pour un q.m. d’ordre co, on aura cependant un résultat de convergence de u,
vers ¢, si les valeurs propres vérifient une estimation du type [4;, — 4|~ '=0(4})
pour un certain N. Une telle estimation est improbable génériquement 4 cause
de (2.7), mais on peut espérer des estimations du type |4;, , —4;|7 ' = O(}).

Pour finir, signalons qu’on peut définir directement le microsupport d’ordre
oo & partir de la suite u,:

(2.9) Proposition. Soit &=(u,,7,) un g.m. dordre oo, alors (xq,E,)¢MS (&)
équivaut d: il existe ve Cy (M) avec v(xy)+0 et un voisinage w de &, tels que
P . \ e . . . ,

vu,(t¢) soit a décroissance rapide quand r et T— oo uniformément pour Eew.

Drabord il est clair qu'une telle condition de décroissance rapide implique
que pour toute suite (a,)€l?, (xo, Eo)¢ WF(Y g, u,).

La réciproque utilise le théoréme du graphe fermé: soit (x4, )¢ MS (€) et Q
x U un voisinage conique de (x,, o) dans un systéme de coordonnées canoni-
que tel que (2x U)nMS_ (6)=0. Si veCF(RQ), on a |¥ a,vu,(&)| < Cyl(a,)(

+|&)~" pour tout & dans U. Cette propriété est vérifiée pour toute suite (4,) &
croissance lente, car WF(P(3_ a,u,))=WF(} a,u,) pour un q.m. d’ordre co. Soit
E, Tespace de Banach des suites (a,) telles que ) |a,|t,*< + o0 muni de la

norme: la,|l,=Y |a,|7, % lapplication (a)—Y a,7u;(¢) de E, dans #(U) est

continue d’aprés le théoréme du graphe fermé, on en déduit:
1 a, Tu(E) S Cx e (Llad 79 (1 412D

k
ro

0 sinon
montre ce qu'on voulait.

sir=r,

en posant a,={ , on en déduit: [Gu (&)< Cy o t*(1+]E)" ce qui
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3. Masse d’'un quasi-mode

Utilisant la relation vol(T#*(M))= vol(M) x vol(§"~'), on peut écrire la formule
asymptotique d’Hermann Weyl sous la forme:

(3.1) #14,<4) ~%(2 )" vol (T*(M)) A2,

Cela conduit naturellement a poser pour un g.m. & =(u,,1,) la

(3.2) Définition. On appelle masse du q.m. & et on note m(&) le nombre défini

par:
#{r.s4}

m(&)=n(27)"-lim sup 2

A—

Utilisant (1.3) on voit que 0=<m(&)<vol(T*(M)). L’objet du §3 est de
prouver le:

(3.3) Théoréme. Pour tout g.m. &, on a, m(&) <vol(MS(&)).

En particulier, ce théoréme montre quun fermé de T;¥(M) de mesure nuile
invariant par le flot géodésique (par exemple une géodésique périodique) ne peut
pas étre le microsupport d'un q.m. de masse strictement positive; cela conduit a
penser que si Pon veut construire des familles non négligeables de valeurs
propres associées a une géodésique périodique stable, il ne faudra pas se
contenter d’étudier les jets du flot géodésique sur cette trajectoire, mais étudier

ce qui se passe réellement dans un voisinage de la géodésique (voir V pour plus
de détails).

Comme on a MS(€)= ﬂ MS,(#), il suffit de montrer le théoréme avec
MS. {&). Soit N(A)=H#{z, i} on a:

N =Y [lu(x)?v(x)dx.

=AM

Si

L
MSa(g)C U l]l X Vh
1=1

ou U, est un domaine de carte et V; un cone de R" (en identifiant U; x R" et
T*(U) au moyen des coordonnées canoniques) et y,e CP(U)) telles que

i x)dx=uv(x)dx

(mesure riemannienne canonique); on peut écrire:

L

NH=2m)" Y ¥ [Izu@)?de.

I=1 1,4 R"
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(3.4) Lemme. Pour 0<e=<3, la suite w, = A*(y u,) —12(x u,) est bornée dans I2(M).
En effet (4 —1,) u, est bornée dans I2(M) et donc:
(4—1,) xu,=2(dy,du)+u, Ay +x(4—1,) u,
est bornée dans H~'(M). Donc si yu,=) 4 ¢;, on a:
i

|2M T/?

J'

ZI,'

Or, pour 0<g=<%, | —1i| S C|Aj2 —1}/%| (4; et 7,2 1) et donc:

=0(1).

Z la;1? 145 — 15| =0(1), ce qu’on voulait prouver.

Or on sait que, si feE, f est dans H® sur U, x [} V,; par le graphe fermé, on en
déduit que x,u, est une suite borné de H® sur U, x [: Vi

T —
”AS/Z(XI ur)(é)“Lz(CV,) =0(1).

En utilisant le lemme (3.4) avec %, on en deéduit:

1710 e,y =0t ?).

En reportant dans N(1), on trouve donc:

L n—e

NH)=2m™Y Y [Zu@Pde+00 7).

=1 1,24 V)

On va maintenant majorer N(A) par une intégrale analogue obtenue en
remplagant les u, par les ¢;, mais en intégrant toujours sur les V;; si

gi(x)= Z X/taj(f)‘fpj(x),

R NETY
on a:

lgaEan= Y GHEOPZ Y (gt ().

As(1+a)a EA
N . . . s
Or: (g, u)=yx,u(&); ou, si u,=Y a;¢;, uy= Y. a;¢;. De l'estimation |(4

A<(1+a)i
- T,.) (ur - u;)”LZ(M) = 0(1), on déduit:

, 1
I, =i =0 (5)-
Donc, o étant fixé, on obtient:

| L EBOP] Y IGaortouET.

Vi AnZA Vi s(L+a)d
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Pour prouver le théoréme, il suffit donc de prouver que:
L

63 ¥ % [1Ger~vol () UxvonBion) 2
I=1 24 1

ou B¥(M) désigne le fibré cotangent en boules. En effet, on peut choisir U et V;

pour que

vol ( O Wxvyn Tl*(M)) <vol(MS, () +7
=1

ot n est arbitrairement petit. Pour prouver (3.5), on va utiliser 'éguation de la
chaleur: d’une estimation pour le comportement asymptotique de

Z Yeht lech,(é =Z(t)

I=1 j

on déduira (3.5) a 'aide du théoréme taubérien de Karamata.
Si g, est la fonction caractéristique de V,, on peut écrire:
L

Zi=3) | et,x,y)x(x) () §(x—y)dxdy

=1 UxU

ou e(t,x,y) est la solution fondamentale de I’équation de la chaleur sur M

([(BGM]). On pose alors y=x+]/f-w, et utilisant 'homogénéité de g, et dong
de g,, il vient:

Z(t)=i j' e(t,x,x+1ﬂw)x,(x)x,(x+1ﬁw)§,(—w)dxdw.

I=1 U; xRd
On utilise alors le lemme suivant que nous prouvons plus bas:

(3.6) Lemme. Quand t—0%, (47 )% e(t, x, x + 1/t ) 1,(x) x:,(x +1/t ) converge
dans S (R" x R") vers exp(—%Q.(w))- x?(x), ou Q. est la métrique riemannienne
en x.

On en déduit:

Z(t)~@n="? lilfﬁz(*w)IXz(X)lz exp(—£0.(w)) dx do.

Par Fourier, il vient:

]RIngAsz) exp(—10.(w)) dw=(4n)"’2IdéthI‘“zlg"gz(é) exp{—Qx '(§)d¢.

Donc remarquant que v(x)=|dét(Q,)|'/?, on a:

n§"§1( —w)x(x)1? exp(—%Qx(w)) dw dx

_ ] exp(—0r (@) WL

U x Vi ( )

S———dx d¢{.
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L
Utilisant le fait que dx d¢ est I'élément de volume de T*(M) et que . x7(x)
=1
=v(x), et remarquant que Q! est la métrique sur T.*(M), on obtient:

2O~ r (g) vol (O (U x V,)mBT(M)).

=1
On applique alors le théoréme taubérien de Karamata.

Preuve du lemme (3.6). Utilisant les calculs de [B.G.M.] p. 207 et suivantes, on
voit qu’il suffit d’établir que

exp (—th—dz(x, x+1/t_co)) h(x, x+1/fw)

converge dans F(R"xR" vers exp(—1iQ.(®)) h(x,x) quand t—0* pour
heCP(U;x Uj), on a en effet des estimations du type:

1 k .
@m0 et p)=exp (= - d0x) ) ( X UG #) + Ry(ex,)
ou

Rt 5 91=0 (-exp (—5- () )

et des estimations analogous pour les dérivées de R,. Pour établir la convergen-
ce dans & annoncée plus haut; la convergence dans I? s’écrit par exemple:

f

tend vers O quand t—0%; cela résulte sans difficultés du théoréme de Lebesgue et
d’une estimation du type d2(x, x+1/zw)g Ct|w|*

2
dx dw

1
exp (—E dZ(X,x+1/;(D)) h(x,x+]/;a))—exp (_%Qx(w)) h{x, x)

II. Quasi-modes sur les variétés Riemanniennes
dont le flot géodésique est complétement intégrable

4. Les coordonnées actions-angles

Si M est une variété riemannienne compacte, C*, de dimension n, on dit que le
flot géodésique sur M est complétement intégrable s’il existe une application C*® et
positivement homogéne de degré 1, f: T*(M)~0—-IR"~. 0 et un ouvert conique
Q de T*(M)~ 0, dont le complémentaire est de codimension plus grande que 1,
tels que:

i) flo: @—R"~ 0 est une submersion propre a fibres connexes.

ii) Si f=(f1,--, fuh ona f1(x, &)= g"(x) & &)V =q(x, ) (norme du vecteur
cotangent (x, £)). ij
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i) Vi, je{l, 2,..., n}, i%j, le crochet de Poisson { f;, f;} est identiquement nul.

Les fonctions (f});>, sont appellées intégrales premiéres, car elles sont
invariantes par le flot géodésique.

Cette situation, bien que non générique, se rencontre dans un certain nombre
d’exemples:

a) M=S? ou R?/Z*> munis d’une métrique de «révolution», i.e. dont le
groupe d’isométrie contient S*,

b) M =S0(3) muni d’'une métrique invariante a4 gauche (mouvement d’un
solide autour de son centre de gravité).

€) M est un ellipsoide de IR" dont les axes sont de longueurs deux 4 deux
distinctes, muni de la métrique induite par celle de R”.

d) M =5? munie d’'une métrique de Zoll (i.e. dont le flot géodésique est
périodique), pas nécessairement de révolution.

Les champs de vecteurs (H;), <;<, qui commutent et sont intégrables (car
tangents aux fibres compactes de f) définissent une action de IR" sur 2 dont les
orbites sont les fibres A,=f"'(a) de f. £ admet donc un feuilletage homogéne
par des tores invariants par le flot géodésique et lagrangiens, il n’est pas difficile
de montrer qu'on aurait pu prendre cette définition pour le flot géodésique
complétement intégrable. 11 est classique qu’on peut pour étudier de tels
feuilletages introduire les coordonnées dites «actions-angles»:

(4.1) Théoréme. Soit ae f(Q), il existe un voisinage conique convexe U de a dans
R"~. 0 et un difféomorphisme canonique homogéne y d’un ouvert conique X x C du
cotangent X xR" de X avec X =R"/Z" (C est un cone ouvert de R"~.0) sur
f~YU) tel que:

i) ! transforme le feuilletage (A,) oy de f~'(U) en le feuilletage (T,);.c avec
Ty=X x {&}. On pose T,(y,=A,.

i) Si(y;) est la base canonique de n,(X), on en déduit une base notée (y; ;) de
(T et on a: E(a)= f o oti o est la forme de Liouvilie sur T*(M).

&(a)

iii) On a qox(x, §)y=’ K(&) ou K est une fonction C® homogéne de degré 1 sur
C. Donc le flot géodésique H, a pour image par x~' le champ de vecteurs (K'(£),0)
dont les intégrales sont t—(xo+tK'(&y), &o); ce qui veut dire que, sur les tores A,,
le flot géodésique a des trajectoires quasi-périodiques.

Pour prouver (4.1), on introduit au voisinage de A, des coordonnées
homogénes F: X x C'—Q telles que F(T) est une feuille A, pour tout ¢ de C’ et
que (F~')(H;) sont des champs de vecteurs constants le long de chaque T;. On
montre alors que F*(w) s’écrit

Fr@)=Y d(p(&) nd(x;— g:(&).

i=1

Et on prend pour nouvelles coordonnées les (x;—g;, p;). Les conditions ii) et iii)
sont automatiquement vérifiées.

La classe de Maslov de A, s’interpréte a I'aide de y comme un élément p, de
HY(X;Z)=1Z" indépendant de q, car U est connexe. La condition de quantifica-
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tion de Maslov sur y(T;) ([D]) s’écrit donc simplement

1
—&=v+ipu, avec veZ"
2n

On peut donc formuler le:

(4.2) Théoréme. En utilisant les cartes &+ x(T;), on munit lensemble des feuilles
du feuilletage lagrangien d’une structure de céne affine de groupe structural GL(n;
Z). Dans ce cone, les variétés lagrangiennes vérifiant les conditions de quantifica-
tion de Maslov forment un réseau décentré noté Q et on a la formule asymptotique
suivante: pour tout céne V a base relativement compacte dans celle de f(Q) et
ayant une frontiére C' par morceaux, on a:

#{aeV|A,€Q et q(A)=a; Su}=Q2m) "vol(BY(M)n f~ (V) &'+ 0"~ ).

La premiére assertion résulte de (4.1)ii) et du fait que les changements de
base de m,(X)=2Z" s’identifient aux éléments de GL(n;Z)

Il suffit de vérifier la seconde assertion quand f~!(V) est dans un domaine
de coordonnées actions-angles, on a alors:

#{aeV|A,eQ et qA)Sp}=#{veZ"|v+iuoeV; et 2nK(v+ipuo)Spu}

ou ¥, est l'ensemble des ¢ tel que x(T;) est contenu dans f~'(V). De la formule
classique donnant le comportement asymptotique du nombre de points d’un
réseau dans une famille de domaines homothétiques a frontiéres C' par mor-
ceaux, on déduit:

#laeV 14,60 et qla)Su}=vol((K@OS 1)V x (1] +00r)

et x étant canonique, on a:
vol({K(§) <1} nVy)=vol(BY (M) n f = (V).

Ce théoréme montre que, dans le cas complétement intégrable, le nombre de
variétés lagrangiennes vérifiant les conditions de quantification de Maslov est
optimal par rapport a la formule de H. Weyl. De plus localement le reste est du
méme ordre que celui obtenu par Hormander ([H2]). Nous allons montrer dans
5 que cela permet de construire des q.m. de masse optimale.

On peut encore relier la classe de Maslov de y et celle de A4, par la:

(4.3) Proposition. Si m(y)eH' (X x C;Z) est la classe de Maslov de y et jg,
Pinjection de X dans X x C défini par js (x)=(x,&o), on a pour tout &y de C:

JE,(m() = po.

Rappelons que la a-construction de Hormander ([H1] p. 158 et suivantes)
permet d’associer un indice entier ind(y; 4,,4,) & tout lacet y fermé d’une variété
symplectique Y si 2,(t) et 4,(t) sont des plans lagrangiens variant continument
dans T, (E). La non-nullité de cet indice est une obstruction a trouver un plan
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lagrangien A(t) de T, (E) variant continument et transverse pour tout ¢ a 4,(f) et
A,(2). On a les relations suivantes:

m(x) (y)=ind(y; Vx, x*(Va)) ou Vy et V, sont les fibrés lagrangiens verticaux
de T*(X)~0 et T*(M)~0.

po(p)=ind(y; T, A,, Vay) si y est un lacet tracé sur A,. Soit Hy le fibré
lagrangien des plans horizontaux de T*(X)=X x R", on a par homotopie de Hy
et Vx:

m{x)(y)=ind(y; Hy, x*(Vy4)) et cet indice n’est autre que py(y) calculé avec le
changement de variables y.

5. Construction d'un opérateur d’entrelacement

Soit y: X xC—T*(M)~0 un systtme de coordonnées «actions-angles».
Supposons en outre que:

(5.1) m()=n%(ro).

Cette condition sera vérifiée d’aprés (4.3) si, par exemple, le cone C est
simplement connexe; on pourra donc toujours trouver au voisinage d’'une fibre
de f un systéme de coordonnées «actions-angles» vérifiant cette condition. Soit
E le fibré hermitien plat sur X associé a la classe u, de H(X;Z) par la

représentation n—e'2" de Z dans SU(1). On peut construire E comme quotient
du fibré trivial R" x C au-dessus de IR", ce qui permet d’identifier canonique-
ment les sections f et E et les fonctions f: R"—>C qui vérifient la condition
suivante:

(52) VveZ’, ¥xeR®, Jx+v)=e2 """ J(x).

Une base orthonormée de I?(X; E) (par rapport 4 la mesure de Lebesgue sur X)
est formée par les sections (e,), .z telles que &,(x)=exp(Qmi{v+31 o, xD).

Soit C,; un cone a base compacte dans C et K; une fonction C* homogéne
de degré un sur R"~ 0 et égale a K au voisinage de C,. Soit P I'opérateur auto-
adjoint positif sur I*(X; E) défini par Pe,=4n%[K,(v+1puo)]?e..

(5.3) Proposition. P est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 2 dont le symbole
complet dans une carte exponentielle de X est p(x,)=[K(£)]?; en particulier, si
on identifie les fonctions et les demi-densités, grdce d la mesure de Lebesgue sur X,
le symbole principal de P est [K (¢)]? et le symbole sous-principal de P est nul.

Pour toute section f de E, on a:
Pfy=2m) "¢ » K3(Q) f(y) dy dE,

en effet c’est vrai pour f=e, par définition de P. Soit maintenant veé'(U; E) ou
U est un ouvert de X domaine d’une carte exponentielle (p: U;—U est un
difffomorphisme). Soit v,=ve pe&’'(U;), on a:

)= 3 exp (13<uor)) - voly =)

vel”
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et donc:
Po(x)=Q2m) "[f ¢ P K}(&) vo(y) dy d&

P [¢& x—y) + 2o, ]
+ Y fe TR vely—v) dy dET.

vedl~ 0

Par intégration par parties en &, on montre que la somme Y est C* au
vel”~ 0

voisinage de Supp(v,). On obtient alors le résultat.
Soit F le sous-espace vectoriel fermé de I2(X; E) engendré par les e, tels que
v+21u, soit dans C,, on a le:

(5.4) Lemme. Pour tout f de F, WF(f)c X x C,.

Soit U, et U comme dans la preuve de (5.3) et ve CF(U), vy =vo p, v, € CF(Uy),
on a: vfop(x)=vy(x) Y a,expRin{v+iuy,x)) ou les a, sont nuls pour v

veln

+4uo¢C,. Donc:

ofop@ =Y a,6,(—2m(v+4p0)).

veldn

En utilisant le fait que ¢, est a décroissance rapide, on voit sans difficultés que
vfop(&) est a décroissance rapide dans tout cone fermé disjoint de C,.

On va adapter la construction de Weinstein ([W1]) pour construire un
opérateur d’entrelacement entre P [, et le laplacien sur M; plus précisément:

(5.5) Théoréme. Il existe un opérateur intégral de Fourier A dordre O associé d y et
elliptique au voisinage de X x C, tel que:

i) B=Aly est une isométrie injective de F dans I*(M): B*B=1d;.

i) Lopérateur AB— BP|, est borné de F dans I?(M).

On peut aussi formuler ceci en disant que & =(A(F), Bo Plyo B™1) est un quasi-
mode d’ordre O sur M et de microsupport

MS(E)=MS (&)= (X x C{)nT¥M).
Ce quasi-mode est de masse optimale par rapport au théoréme (3.3).

(5.6) Corollaire. 11 existe une application v+—j, injective de {veZ"|v+ipu,eC,}
dans N telle que A;, —4n*[K(v+%ue)]2=0(1).

Construction de A isométrique.

Si E est un fibré vectoriel complexe sur une variété X et A une sous-variété
lagrangienne conique de T*(X)~ 0, on définit en utilisant les trivialisations locales
de E un espace de distributions intégrales de Fourier I"(X; A; E)> C¥(X; E).Sin,
est la projection canonique de A sur X et M, désigne le fibré de Maslov de 4, on
définit pour u dans I"™(X ; A; E) un symbole principal d’ordre m, o(u) dans I'espace
§™(A4,2,,, ® M, ® n%(E)) comme dans Hormander ((H1] p. 148). Dans notre cas,
on veut construire un opérateur A: C§(X; E)-» C*(M,C) il faut donc chercher
K, eI®(X x M; A,; p¥(E)) ou p,: X x M— X est la premiére projection et E' le fibré
dual de E. Le symbole principal a de A sera donc, en ramenant tout sur T*(X}~ 0 et
en supprimant le facteur Q,,, grace a la densité canonique sur T*(X), un élément de
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SYUT*(X)~0, pf(E)® pE(E")) (car p%(E) est par construction de E le fibré du Maslov
de y). Finalement a est dans S°(T*(X)~0; C) canoniquement.

(5.7) Lemme. On peut choisir AcI°(X,E; M: y) tel que a=1 au voisinage de X x C,
et WF'(A*A—1dy) = X x(R"~. C)).

On construit A par récurrence: A=Ay+A+---+A4,+--- ou A4, est dans
I""(X,E; M;y); ap=1 au voisinage de X x C et est a support a base compacte
dans X x C etsi B,=A,+---+ A4,, on veut avoir B¥ B, —1Idy d’ordre —(n+1) au
voisinage de X x C,. Pour n=0, c’est vérifié, car 44, —I[dy a pour symbole |a,|?
— 1 quiest nul au voisinage de X x C,.On veut avoir(B,_; + 4,)*(B,_,+ 4,)—1dy
d’ordre —(n+ 1) au voisinage de X x C,, c’est-a-dire que le symbole d’ordre —n est
nul:

o_.Bf_B,_—1Id)+d,a,+a,a,=0

au voisinage de X x C, on peut construire a, sans difficultés carBf | B, ; —Id est
auto-adjoint et donc son symbole principal est réel.

(5.8) Lemme. En modifiant par un régularisant l'opérateur A obtenu précédemment,
on peut le rendre isométrique de F dans [?(M).

Soit A=A, on a A*A=1d+K ou K est régularisant, donc dim(Ker4,) <
+ 0. De plus dim(coker(A4,)) = + o, car x [y ¢, n’est pas surjective. On peut donc
modifier A par un régularisant pour rendre A injectif. Soit alors G=(A4*A4)~ /2, on
voit que G=1Id, + R ou R est régularisant et si on pose B=AG, on a B*B=1d,, de
plus B est la restriction 4 F d’un opérateur qui différe de 4 par un régularisant.

La propriété d’entrelacement.

(59) Lemme. AoP—Ao A est un opérateur intégral de Fourier d'ordre O au
voisinage de X x C,.

On a
KAP—AA:(lM®P_AM® 1x) K,.

La difficulté est que 1y ® P n’est pas un opérateur pseudo-différentiel; cependant,
ona WF(K )< T*(X)~ 0 x T*(M)~ 0, on peut montrer alors que 1,, ® P opére sur
K , comme un opérateur pseudo-différentiel de symbole total K#(£). On en déduit
que le symbole principal d’ordre 2 de (1, ® P — 4,; ® 1) K 4 est nul au voisinage de
X x Cy,caronaalors go y =K =K. De méme pour le symbole principal d’ordre 1
sur X x Cy, car,d’aprés Hormander, il est somme de deux termes: le premier est une
dérivée de Lie du symbole de K , qui est constant égal a 1 au voisinage de X x Cy;le
deuxiéme fait intervenir le symbole sous-principal de 1,; ® P—A4,,® 1y qui est nul.
Donc le symbole d’ordre 1 est nul aussi. Cela prouve le lemme et donc le théoréme.

6. La fonction spectrale dans le cas complétement intégrable non dégénéré

(6.1) Définition. Si M est une variété riemannienne de dimension n dont le flot
géodésique est complétement intégrable dans Q, on dit qu’il est non dégénéré s'il existe
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un systéme de cartes «actions-angles» y;: X x C;—>Q,, tels que UQ;=Q et que K,
=qo y; ait une dérivée seconde partout de rang maximum sur C; (soit n—1, car K;
homogeéne de degré 1). C’est alors vrai pour tout systéme de coordonnées actions-
angles.

Le flot géodésique est en général non dégénéré pour une surface de révolution; il
est dégénéré pour une surface de Zoll (K =0).

(6.2) Théoréme. Si M a un flot géodésique complétement intégrable non dégénéreé,
pour tout £>0, il existe une partie A, de Sp(M)={4;|jeN} telle que:
) #{4LSAA¢EA) ~e@m)—m A2

i) #{4;SA4;€4,} =Q2m)~"(vol (BY(M))—¢) 20T

De plus, si Q=T*(M)~ 0 et qu’on a un systéme global de coordonnées «actions-
angles» y: T*(X)~0->T*(M)~0, on peut prendre ¢=0 et A,=Sp(M) dans les
formules précédentes.

1

1+n~+—1).

(6.3) Corollaire. Sous les hypothéses précédentes, on a: |'1j-+:1 —Al=0A}"*h.

(6.4) Remarque. Je ne connais pas de cas, en dehors des tores plats, ou Q
=T*(M)~ 0. Dans le cas des tores plats on connait des restes meilleurs que ceux
proposés par (6.2).

(6.5) Remarque. Si on note N(A)=4#{4;< 1}, Hormander ((H2]) a montré qu'on a
toujours N(A)=(2n) " vol(B¥(M)) - A"2 4+ 0(A"~'/?); Duistermaat et Guillemin
([DG]) ont montré qu'on a o(A"~ 1/2) dans la situation générique. Notre résultat
montre que, dans le cas intégrable non dégénéré, une grande partie du spectre a une
répartition plus réguliére que celle donnée par ces auteurs.

(6.6) Remarque. On peut obtenir des résultats intermédiaires entre

LIPS S n_ 1
012 n+1) et 042 2)

en faisant des hypothéses sur le rang de K" (&), ou encore plus précisément sur la
nature des singularités de K'(£).

La preuve de (6.2) est basée sur un résultat de Van der Corput ([VdC]) qui nous
a été signalé par F. Dress et dont Randol nous a communiqué une démonstration
trés élégante que nous adaptons ici ([RL]).

Soit x;: X x C;—Q; < Q une famille finie de systémes de coordonnées «actions-
angles» telle que les images ©; soient deux a deux disjointes et que les Q, N T*(M)
recouvrent T¥(M) a un ensemble de mesure petite prés. On choisit des cones
ouverts C; a base relativement compacte dans C; tels que:

vol((@~ () x:(X x C) nBY(M)) <e.
On utilise alors le théoréme (5.5), son corollaire (5.6), 'orthogonalité des q.m. de
microsupports d’ordre oo disjoints (2.5) et le:

(6.7) Lemme. Soit (a;) et (b;) deux suites re réels tendants vers + oo et vérifiant a;=b;
+O0(1) et {b; S A} =c2"*+O(1""*~*), alors (a;) a la méme propriété a condition que o
soit inférieur ou égal a 1.
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On se rameéne ainsi a prouver le:
(6.8) Théoréme. Soit K: R"~0—-R*, C* homogéne de degré 1 telle que K" (x) soit
de rang n— 1 partout, posons mq =1 i, et soient C et C' deux cénes ouverts de R"~.0
tels que C soit d base relativement compacte dans C', il existe une partie X de IR" telle
que C= X < C' et telle que:

2

H{veZ"|v+meeX et K(v+my)Su}=cop"+ O(,u"_“m)
avec

VOI{K=Z1}nO)ZcgEvol({KZ1)n C).

Rappelons les deux résultats suivants ([RL]):

(6.9) Si ¢ est la fonction caractéristique de la boule {K <1}, on a:
n+1

PO=0(1+IE) %)

La preuve de (6.9) est basée sur la méthode de la phase stationnaire: on calcule la
transformée de Fourier ¢(£) par une intégrale oscillante sur la sphére {K =1} et
I’hypothése de rang sur K" assure que les points critiques qui apparaissent sont non
dégénéres.
(6.10) Le résultat du théoréme (6.8) est vrai si C=C'=R".
Soit alors pe CF(S"~ 1) telle que p=1sur CNS"~* et p=0hors de C’; on pose
X X
ou=0 () o Bo=p (S
H |x]

y%m—%dm.

(6.11) Lemme. Si N,()= Y ¥, (v+my), on a:

veln

2
C n—2+——
NW=7w+0u "~

avec

co={p () o) dx.

Preuve de (6.11). On introduit une fonction ye Cg (IR"; R*) telle que | x =1, on pose
1 /x

=L ) e
e \e

Np,s(:u)= Z (qlu * Xs)(v+m0)~

veln

—1
On évalue d’abord N, (i) pour e =%, aveca =—Z:~1— par la formule de Poisson sur
R":

N, (=% 2.0+ ¥ p"Pi2rpv)- f2rpu-v) e .

v¥0
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Le premier terme vaut exactement %9 p". Pour évaluer le ) on utilise la
v 0
majoration de ¥, obtenue a partir de celle de ¢ (6.9) et la majoration #(&)=0((1

+1&])”2): on obtient ainsi:

Co U 1
Np.s(.u')=w‘.un+0(z "2 "
2 v*O(l_H‘uvD 2 (1+|V|/‘ %)
Le reste R,(u) est donc majoré par:
n—1 1 @ —n/2
IR, = ZJ‘“ (J+u‘“) :

En décomposant la somme en Y et Y , on obtient:
jsu* J>p>

2
n—2+4——
R, (0)=0(u ntl),

Il reste a evaluer la difference entre N,(u) et N, .(u). On a:
Np(:u)—Np,e(ﬂ)=Z('}’u— Ylu *Xa)(v+m0)'

(¥, — ¥, * x.)(x) est nulle sauf pour %— p*ZK(x)Su+p~*% On décompose cette
région en trois régions A(u), B(u) et C(u):

A(p) ={x

Bp={x|p—p"sK(X)sp+pu="},

u - U -
E < <z «
5 u __K(x)_2+,u },

Cw ={x

%+W°‘§K(X)§#—u‘“}-
On vérifie sans difficultés que 'on a partout |¥, — ¥, * x| <1, on en déduit:

I Y (BB (v mo)l st{v]y+moe A()

v+moe A(u)

et on majore convenablement en utilisant (6.10).
On fait de méme pour la somme dans B(p).

Dans C(u), on a: ¥, = x(x)=p * x.(x) ou p(x)= (| l) et on a:

o=prr)={ (p () =0 (1)) 2tx =0 .

Donc

x| II
(p—~p* 1) ()| =0~"")  pour |x]""=0(u~").

Xa( —y) ¥,

(p—p*x)(X)SCJ



Quasi-modes sur les varietes Riemanniennes 35

De plus on a: #{v|v+mye C(n)} =0(u"); on en déduit finalement:

2

IN,()= N, ()| =0~ 71

ce qui prouve le lemme 6.11).
Soit alors N;(w)= ) p @, (v+mg), on a:

velZn

N,(W)=N,(1)+ N, (2)+ +N(2})

Et donc:
2

, n n-—2+—T
N(w)=cop"+0( 1.
11 suffit donc de montrer qu’on peut trouver X tel que:
N (W) =4 {v+moe X | K(v+mo) S} +0(1).

Soit L(g) =#4{v+mee CIK(v+mp)=pu} et L(u)=#{v+mee C'|K(v+my)=pu},ona:
pour tout u, L(x) < N,(u) < L(y) et de plus en tout point a de discontinuité de ces
fonctions (i.e. tel que il existe veZ", avec a= K(v +my)) les sauts de L, N, et L' sont en
ordre croissant. On peut donc fabriquer X, par récurrence sur la suite des points de
I'ensemble E={K(v+my)|veZ"}, avec Cc X <= ',

I11. Quasi-modes associés a une sous-variété Lagrangienne
7. Enoncé des résultats

Nous allons montrer dans ce paragraphe 111 comment on peut construire des quasi-
modes ayant pour microsupport une variété lagrangienne invariante par le flot
géodésique; I'énoncé du théoréme qui suit est a rapprocher de ceux de Lazutkin
([L2]) et aussi des énoncés relatifs aux conditions de Maslov que donne
Duistermaat dans ([D]).

(7.1) Théoréme. Soit M une variété riemannienne compacte, de dimension n, sans
bord; A une sous-variété lagrangienne compacte de T*(M) contenue dans le fibré
unitaire Ti*(M) et vérifiant les deux conditions suivantes.

i} Il existe sur A une densité C*, p, ne sannulant pas, invariante par le flot
géodésique H, et telle que, pour toute fonction f C* sur A dintégrale nulle par
rapport a p, U'équation dg(H,)= f ait une solution ge C*(A).

il) Si e H'(A; R) est la classe de Liouville de A et ac HY(A; Z) la classe de
Keller- Arnold-Maslov-Hormander, il existe une suite croissante (k,),.n de nombres
réels positifs tels que |k, ., —k,|= C>0 et que:

k 1
distance (—' 6—Lo, HY(A; Z)) =0 (“)
2n k

r
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1
2nk

i B,.;ie; (mod. H(A; Z)) avec B, ;=0(1) et (e;)

k
On pose alors —— 0 —%oa=
27[ ri=1

une base de H'(A; R).

Conclusion: il existe un q.m. & =(u,,t,) d'ordre o et de microsupport A tel que

0]
t,2k2+ Y P(B, ) k; 7 ou les P, sont des polynémes de degré j+1 d p variables.
j=o0

(7.2) Remarque. Le théoréme de Maslov concerne le cas ot ’'on peut trouver une

k
progression arithmétique k, =kq(1 +r d) telle que 3 ~§—%taeH'(A;Z)(dans ce cas
T

on prend B, ;=0); de plus sans la condition i) on peut seulement construire un q.m.
d’ordre 0 et donc une suite de valeurs propres 4;, =(k,)*+O(1).
Faisons quelques remarques sur les conditions i) et ii).

(7.3) Proposition. Lhypothése 1) implique que, pour tout Ay €A, la trajectoire
t—,(4,) est dense dans A et que pour toute fonction continue f,
.17 ’
() [f-p= lim = [ floA)d.
A A T—+ o 0
Donc p si elle existe est unique a un facteur prés.

Supposons que la trajectoire t—@,(4,) ne soit pas dense, on peut trouver une
fonction feC®(A) telle que | f-p=0et f=1 sur la trajectoire de ,. On a alors

A
pour toute solution g de dg(H,)=f; g(¢.(4o))—g(4o)=t, donc g ne serait pas
bornée.
La deuxiéme assertion se démontre d’abord pour fC*; pour f continue on la
démontre alors par approximation uniforme. Supposons | p=1, on peut écrire f
A

=[f-p+fi, avec [ fi-p=0 et soit ge C*(4) telle que dg(H,)=f;, on a:
4 A

1T 1
T [ f(@(Ro)) dt = (T § 1+ p+8(@7(Lo) —g(Ao)))
0 A

On en déduit facilement le résultat.

(7.4) Proposition. Si A est difféomorphe au tore X =R"/Z" par un difféomorphisme
que transforme H, en un champ constant w=(wy,...,0,) (mouvement quasi-
périodique) vérifiant la condition: il existe C>0 et $>0 tels que, pour tour keZ”,
IKk, w>| = C| k| #; Phypothése i) est satisfaite.

On prend pour p la mesure de Lebesgue sur X et on utilise les développements
en série de Fourier: f(x)= Y a,exp2nick,x>)

ke ~0
(@ap=0car | f=0) et g(x)= > bexpnick, x)).
X ke —0
On doit donc avoir b, = Zt%w_} ; [ étant C®,la suite (a,) est a décroissance rapide

et I'inégalité [k, w)| = C||k||~# assure que la suite (b,) est aussi 2 décroissance rapide
et donc gC*~.
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(7.5) Proposition. Si H'(A; R) est de dimension 2, la condition ii) est générique: il
suffit que 6 exprimée dans une base de classes entiéres ait une pente irrationelle pour
que 1i) soit vérifiée.

On choisit une base (e, e,) du réseau H'(A;Z)= H'(4; R) telle que a=ae,
(aeN) et donc 0=a, e, +a,e,, la condition ii) s’écrit

k 1 k 1
an—ta=0 (= =0 [—
P 1a=0 (kr) (mod Z), e a,=0 (kr) (mod Z).

. . . 2n a
Sia,=0, on est dans le cas de la quantification exacte, on prend k,=—~ (r+z).
. 2n ) 4
Sinon on cherche k, sous la forme k,=— n, (n,€Z) et on doit donc avoir
a,

Si—* est irrational, un théoréme de Minkowski assure D'existence d’une telle suite n,
a

2
et donc de k, (cf. [CA] p. 48).

8. Preuve du théoréme (7.1)

(8.1) Rappel sur le calcul symbolique des fonctions oscillantes. Dans ce qui suit, on
précise les calculs de Duistermaat ([D]) dans le cadre suivant; on va définir pour
une sous-variété lagrangienne compacte de T*(M)~ 0 et pour un sous-ensemble 4
non borné de R* des espaces 0*(A; A) de fonctions oscillantes, des espaces
§#(A; A)de symboles (on utilisera uniquement des y entiers) et un isomorphisme de
calcul symbolique de 0*/0*~*—5* noté u—{o,]; un relévement de S* dans O*
étant ce que Maslov appelle lopérateur canonique.

Construction de 0*(A; A). On choisit une fois pour toutes dans la suite: — un
recouvrement fini (2,),.; de A par des ouverts simplement connexes assez petits
pour que Pouvert 2, de A puisse étre défini par une fonction phase ¢,(x, &) =<x, &>
— H; (&) ((x, &) étant des coordonnées canoniques dans T*(%,) et H, une application
différentiable d’un ouvert de R” dans IR). On pose alors &, =g¢,],, et on a donc d¢,
=¢&dx ]y, les fonctions @,: Q,— R définissent en cohomologie de Cech la classe de
Liouville de 4.

— Une partition de 1‘unité C*, y, subordonnée au recouvrement (), sur A.

— On note m,(4) la section du fibré de Maslov au-dessus de €, associée 4 ¢,
c’est-a-dire qu'on a, pour A€Q,NQ,:

my()=mi(2)exp (i a1v)

avec

oy =3(Sgndf; ¢, (2) —Sgnd; ¢ (1)
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(8.2) Définition. 0*(A; A) est l'ensemble des fonctions u sur M x A définies par

u(x, k)=k"2*1% [exp(iki(x, ) a,(x, & k) dE.

lel v,

Ou a(x, &, k) est une fonction C* de(x, &) d support compact dans ¥ en& de la forme:
a)(x, &)~ Y a;(x,&Bk)-k~7
j=0

ou B(k) varie dans un compact K d’'un espace R et a; ;(x, £, B) sont des fonctions C*
de (x,&,B). Le signe ~ signifiant: Vo multi-indice et VJeN,

J
1%, 0 a:(x, 8, B) =D o Zoaz,j(x, & BR) kI =0(k=F ).
f

Remarquons que les symboles ainsi décrits sont plus généraux que ceux de [D]
et n’admettent pas de partie principale bien définie. L’introduction de tels symboles
est rendue nécessaire a cause de la condtion de quantification qui est vérifiee
asymptotiquement (7.1)1i).

Il résulte de [D] que les espaces 0*(A; A) ainsi définis ne dépendent pas des
choix faits plus haut. D’autre part, on voit facilement que O*(A, A)=k*- 0°(A, A) et
que, si on se donne m et N’, pour N assez grand, on aura: ue0~¥(4; A) implique
[4(; k)| cmeary = O (k=) :

Construction de S*(A; A). On se donne une fois pour toute une densiteé C*, p
positive partout sur A.

(8.3) Définition. 2*(A; A) est Pensemble des sections C*, a(4, k) du fibré de Maslov
au dessus de A qui §écrivent:

oA, k)=k-[ Y, exp(ik®,(A)- fi(4, B(k) m,(2)+O(k™")]

leL
ou fi(A k) est C* a support compact dans Q, en A. On pose
SE(A; A)=ZH(A; A)/E*1(A; A).

A une fonction u de O#(A; A), on associe un élément o, de 2#(A4; A) dont on
notera [g,] la classe dans §*(A; A), appellée symbole principal d’ordre u de u.

On peut trouver des fonctions g, C* sur Q, ne dépendant pas de u telies que
pour u écrit comme dans (8.2), on ait:

(84) o,(4 k)=k"{Y exp(ik @,(4)) - g,(A) - ar, o (4, B(K)) m(A)}.
leL
Par application de la méthode de la phase stationnaire, on a aussi: si ve C3 (%)),
v(xo)=1 et 1=(xo,&o):

[o.(A; ] =12m) =2 ¥ (8.(2)- | ulx,k)e™ =02 p(x)dx) m,(4)].

leL Uy

(8.5) Proposition. Si p est invariante par le flot géodésique et A< T{¥(M), pour une
fonction u de 0*(A; A), la fonction v=(A—k*)u est dans O**'(A; A) et le symbole
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dordre pu+1 de v est:

2
(o) = 171 3 (exp ik () df(H) G ) ) ).

leL

si le symbole g, s'écrit comme dans (8.3).

Lopérateur canonique.
Si on a un symbole o, de Z* écrit comme dans (8.3), on pose

Ulao)=k"2""- % ([ explik @.(x, £))- #(E) filx, &, B(k))- dE).

lel v

Avec ¥,=(g,)"". On a alors [oy,,]1=[0,]. Cela résulte facilement de (8.4).

(8.6) Preuve du théoréme (7.1). On prend désormais pour 4 I'ensemble des (k,),n
dont l'existence est supposée dans (7.1)ii) et pour p la mesure invariante par le flot
géodeésique dont I'existence est supposée dans (7.1)1).

L’hypothése ii) assure I'existence de réels c[e[0, 27 ] tels que, pour tout r de N et
tout LI’ de L, et pour tout A de Q,~Q,; on ait:

1

p
T Y B.ieir€21Z.

ri=1

B7) k(@h) = Be(h) —F oy +¢f—c

Soit 6o= ) exp(ici+ik,®/(4)-x,(A) m,(2); & cause de la relation précédente ce
leL
symbole de X°(A; A) est bien défini modulo £~ 1(A; A) indépendamment des choix

qu’on aurait pu faire pour les 2, y,, ....

e 1 .1 .
Ce symbole vérifie I'équation - %y _[0,]=k,[0,], C’est donc une section propre
1

1 . o .
de l'opérateur — % sur les sections de §°(A), associée a la valeur propre k,. Si
1

maintenant f est dans C*(A), on pose U(f)=U(f 0,) avec un petit abus de
notations.

On va maintenant construire par récurrence des fonctions f; de C*(A) avec f,
=1 et des polynomes P, de degré j+1 tels que, si on pose U;=U(f)), on ait:

B8)(xj) (A—(kZ+R(Bi )+ + BBk NUp+ -
+k UV UL )e0 U D(A4; A).

La premiére étape pour j= — 1, s’écrit (4 —k?) Uye 0°(A; A). D’aprés (8.5), (4
—k?) Uy 0'(A; A) et son symbole principal d’ordre 1 est nul d’aprés le choix de a,.

Pour la récurrence, supposons vérifiées (j — 1) et que f;(4, 8; ,) est un polynome
de degré inférieur ou égal a j’ en (B; ,) pour tout j inférieur ou égal & j. Montrons
comment on peut alors construire f;, ; et B de fagon a vérifier (+ j) et que f; soit un
polynéme de degré au plus j+1 en les B, ,.

Soit Vi=(4d—(k}+ -+ PB_; - k7 U= ) (Uy+---+k7- U), on sait par «(j — 1) que
V; est dans O~/ et on veut que V,—F-k ' Uy+(4—k?) k7 U* DU, soit dans
0 ~U+1b 1l suffit donc d’annuler le symbole principal d’ordre (—j) de cette intégrale
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oscillante. On a:

.
Op.i-r.v, =k, ' F oo,
2
O'(A—kf)-k,"”“UIH:kr 7d.f_)"+l(Hq)'0'0'

Montrons que le symbole d’ordre (—j) de V; peut s’écrire o, =Q(B; ,; 4) 00 OU
Q; est un polyndome de degré inférieur ou égal a j+1 en les f§, ,.

On va calculer ce symbole a I'aide de la méthode de la phase stationnaire
(formule (8.4)).

(8.9) Lemme. Soit u(4,k)=U(f(4, B ,)) ou f est un polyndme de degré inférieur ou
égal a N par rapport aux f; ,, dans lintégrale

§ exp(—ik,{x—xq, o)) u(x, k,) v(x) dx,

M
le coefficient de k[N est le ﬁroduit de exp(ici+ik,®,(1)) par un polynéme de degré
inférieur ou égal d N+ N'en B, ,.

Cela résulte facilement de I'application de la méthode de la phase stationnaire et

du développement en puissance de k! de exp( Z B.i-e ”)
On a donc I'équation ke iS5y

2
(8.10) —dfys «(H)(A Bi.) =F (i) = Q% Bi.»)-

On peut supposer que | p=1 et on pose B= { Q;- p. On peut alors trouver f;, 4
A A

d’aprés Phypothései)de 7.1.; Bet f;, , sont bien des polynomes de degré inférieur ou
égalaj+lenp,,.
Soit maintenant 7,~Re(k?+ -+ B-k;7 I +---) et 1]

.-
r

U

o~ ek kTIU 4+ =
u~Up+ -+ k77U+5 v, il
I1 suffit maintenant de montrer que (v,; 7,) vérifient les hypothéses (1.8) et (1.9), ce
qui permettra d’aprés (1.10) de construire un quasi-mode d’ordre oo, § =(u,,1,).

L’axiome (1.8) résulte du fait que (4 —1,) 1,60~ (A; A) et de la remarque faite
aprés la définition (8.2). L’axiome (1.9) du fait que I'inégalité |k,, , —k,|=C>0
implique une inégalité du méme type sur les 7, pour r assez grand. On applique alors
la méthode usuelle pour montrer I'orthogonalité de vecteurs propres d’un
opérateur auto-adjoint correspondant a deux valeurs propres distinctes.

Il reste seulement a prouver que le microsupport de & est A. Supposons montré
que MS(&)c A, alors on a égalité, car MS(&) est un fermé non vide de A invariant
par le flot géodésique (utiliser (7.3)). Pour montrer MS(€) < A, il suffit (d’aprés (2.9))
de prouver le:

(8.11) Lemme. Soit u,(x)={exp(ik, (x, ®)) a(x, &, k,) dox une mtegrale oscillante ou
a(x, a, k,) est un symbole du type introduit dans (8.2), on a: T u (&) est a décroissance
rapide en k, et en ¢ quand £ est dans un cone fermé disjoint de A,



Quasi-modes sur les varietes Riemanniennes 41

Posant k,=wk, et £=w &, on doit évaluer l'intégrale
Fu@&)=[fexplio(k o(x,0)=<x,&)-alx, a0 k) v(x) da dx

qui est & décroissance rapide en w pour k, d,. ¢ + & ou d, ¢ + 0, uniformément quand
k. et & restent dans des compacts.

IV. Cas non intégrable: Quasi-modes de masse positive
9. Enoncé des résultats

Nous allons construire des quasi-modes de masse positive sur des familles de
variétés lagrangiennes vérifiant des conditions d’irrationnalité du type du chapitre
11, mais en utilisant la méthode d’entrelacement du chapitre I1.

La situation ou nous nous plagons est la suivante: on se donne un
diffeomorphisme canonique homogéne y: X x C—»T*(M)~ 0 (mémes notations
que dans le chapitre II) ou C est un cone de R”~ 0 suffisamment simple pour que
m(y)=7%(1o). On suppose en outre qu’il existe un cone C; a base compacte dans C
tel que les propriétés suivantes soient satisfaites:

9.1) Sif: C->R, C*, est nulle sur C,, elle est nulle a 'ordre oo sur C,.

(9.2) goy(x,&) est indépendant de x sur X x C;: il existe une fonction C*®
homogeéne de degré un, K: R"~. 0—-R ™ telle que pour tout (x, £)e X x Cy, go y(x, &)
=K(&).

(9.3) Le flot géodésique vérifie sur y(X x C,) la condition d’irrationnalité
suivante: il existe des constantes D et f positives telles que pour tout k de Z", et tout
& de Cy, on ait: [<k, K'(&)Y|=Dk|*.

On introduit alors comme dans le chapitre I1 le fibré E sur X et les fonctions e, et
on considére pour 0 << 1 fixé dans la suite, le sous-espace vectoriel fermé F=F,
de I*(X; E) engendré par les e, tels que d(v+p,, C;) |0l

On peut alors énoncer le:

(9.4) Théoréme. Sous les hypothéses précédentes, il existe un opérateur intégral de
Fourier AcI°(X,E; M;y) et un opérateur pseudo-différentiel auto-adjoint P sur
C*(X; E) dont le symbole total dans les cartes exponentielles de y est de la forme:

p(x, &)= K(&) +po(Q) +p_ 1)+ +p_i(E)+ -

ou les p; sont homogénes de degré i sur R"~. 0 tels que:

i) A est une isométrie de F dans [}(M),

ii) Ao A— Ao P est régularisant sur F.

Si on note B=A|p: F— A(F), on peut aussi dire qu'on a un q.m. d’ordre oo, &
=(A(F), BP1g B~ ). De plus la masse de ce quasi-mode est optimale.

(9.5) Corollaire. I! existe une application injective vi—j, de Pensemble des veZ" tels
que d(v+Lpy, C) < ||v||* dans N telle que

Aj,=A4n? K(v+4po) + _§0(2ﬂ)‘iP_i(V+%uo)+0(||V||‘°°)'
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(9.6) Remarque. La condition (9.1) n’est pas difficile a remplir: si C} vérifie (9.2) et
(9.3). On note W= C;nS"~!, W’ I'ensemble des points de densité positive de W;
alors mesure (W—W’)=0 et on peut prendre pour C, le plus petit cdne fermé
contenant W'

(9.7) Remarque. Dans le cas ou le flot géodésique est intégrable, on définit C; par
(9.3) et C, comme dans 9.6. Si on est dans le cas non dégénéré (6), en choisissant B
assez grand et en faisant tendre D vers 0, on obtient mes(C; nS"~!) aussi voisin
qu'on veut de mes(C~S"~'). On pourra obtenir ainsi un q.m. d’ordre co et de
masse optimale dont le microsupport est aussi voisin qu’on veut de T*(M).

(9.8) Remarque. Nous discutons dans le 11 application de ce théoréme a des cas
non intégrables.

10. Preuve du théoréme (9.4)

(10.1) Lemme. Soit p(x, {)e C*(X x R"~\0) réel et homogéne de degré m, il existe
un opérateur P sur X (ou sur C*(X; E)) tel que P est auto-adjoint d’ordre m, a pour
symbole principal p(x, &) et un symbole sous-principal nul; de plus si p est indépendant
de x sur X x C,, on peut choisir le symbole complet de P avec la méme propriété.

Soit Q tel que

1 22
2ole)=p58)~5; ¥ 57
J= J J

(x, %),

on a sub(Q)=0 et

1 n o @py 12 otp
"Q*'(”("’5)+Ej=zlaxjacj)"?,.§laxja¢j+""

Donc sub(Q*)=0, on pose alors P=41(Q + Q*).

(10.2) Lemme. Soit a(x,&)eC*(X x R"~0;R) homogéne de degré 0, il existe
b(x, &) et p(x, &), ayant les mémes propriétés que a, et vérifiant :

i) p(x,&) est indépendant de x sur X x C,.

it) Sir(x,&)=qox(x, &), on a: Ly b=a—p.

D
Soit pe C*(IR,[0,1]) telle que p(t)=1 pour t<— et p(t)=0 pour t=D. On

. e . 2
décompose a et b en séries de Fourier en x:

a(x, &)= ¥ a(& e bx,f)= T by(§) emicko

keZn keZn
et p(xq, &) =po(&) (x, fixé dans la suite). Ecrivant équation ii) sur X x C,, il vient:

2n i<k, K'(8)) bi(&) = a, (£),
(&) —po(£)=0.
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Tenant compte de (9.2), on peut résoudre ceci en posant; pour k=+0:

1 a(?)
2ni kK@) +ip(<k K@K

La série ainsi obtenu converge bien, car:

bk(€)=

2

D 1
Si |<k,K’(C)>I§§|kI“”, on a: |b(d)l=5— a1k
1

St [k K@M S, ona: (055l
i

Donc comme (a,) est a décroissance rapide en k uniformément en &, on a la
meéme propriété pour (b,). On raisonne de méme pour les dérivées par rapport a &.
On pose alors p(x, &) =a(x, {)— Ly, b(x, ). L’équation ii) est donc bien vérifi¢e et
sur X x Cy, on a p(x,&)=py(¢) indépendant de x.

Il reste & vérifier que si a est réel, b et p le sont aussi; il suffit de le vérifier pour b:
or a réel équivaut a a_, =a, pour tout k de Z", on en déduit facilement la méme
propriété pour b,.

(10.3) Lemme. On peut résoudre par récurrence pour j=0, les équations:
A;el™/(X,E; M;y); By opérateur pseudo-différentiel dordre 2 auto-adjoint sur
C*(X; E), P, opérateurs pseudo-différentiels auto-adjoints d’ordre —(j—1) sur
C*(X; E) ayant des symboles indépendants de x sur X x C, tels que:

(1) A(Ag+---+A)—(Ag+--+A)(Fy+---+P) est un opérateur intégral de
Fourier dordre —j sur X x C'.

(1) (Ag+---+A)*(Ao+---+A4;)) —Id=0(mod C*) sur X x C' ot C’est un céne d
base compacte avec C;=C' = C.

Pour j=0, on doit avoir

i) 44y— AP, est d’ordre O sur X x ',

1) A¥Ao—Id=0 (mod C*) sur X x C".

On choisit R, auto-adjoint et a4 symbole sous-principal nul de fagon que son

symbole principal soit r(x, £) et on applique la méme méthode que dans le chapitre
IL

Supposons qu’on ait réussi a construire B, ..., F_, et A, ..., 4;_, etsoit B;= A,
+---+4;_,. L’¢quation i) s’écrit:
A4B;—B{(R+ - +B_ ) +44;,— AR — Ay

est d'ordre —j sur X x C'.
Soit en passant aux symboles:

1
0_i-1(A4B;— BB+ +F_ 1))+;$H,2 a;—aop;=0.
L’¢quation ii) s’écrit:

(B;j+4)*(B;+A)—I=0(modC®) sur X xC.
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Soit en passant aux symboles principaux:
aj bo +EO aj=0.

Comme by=1 sur X x (', il suffit de trouver 4; imaginaire pur. On cherchera
ensuite par récurrence les coefficients suivants de 4;. On remarque alors que

G—(j—l)(ABj_Bj(R)+ +I3—1))

est réel, en effet en multipliant par B¥ dont le symbole principal vaut 1, on trouve
BfAB;—(Ry+---+F_1) qui est auto-adjoint. On est donc amené a résoudre

2
I’équation Tr,%,raj:pj—bj, ou b; est homogene réelle de degré —(j—1) et on

cherche a; homogéne imaginaire pur de degré —j. On utilise pour cela le lemme
(10.2) en se ramenant par multiplication par une puissance convenable de r a des
fonctions homogene de degré 0.

On prend alors pour 4 la somme asymptotique des 4; et pour P’ la somme des
F.Onrend 4 isométrique sur F (et méme sur un espace plus grand associ¢ aX x C’
sil’on veut) comme dans 11, et il reste & prouver que P’ opére sur F 4 un régularisant
prés comme 'opérateur P obtenu en gelant les coefficients de P’ en un point x, de X.

(10.4) Lemme. Soit Q un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole total est nul
sur X x C,, alors Q est régularisant sur F.

D’aprés (9.1) le symbole total de Q est nul a 'ordre oo sur X x C;soit g(x, &) ce
symbole, on peut supposer qu’on regarde seulement la partie principale et que Q est
d’ordre 0. Soit 0 'opérateur sur R" ayant méme symbole total (g considérée comme
fonction périodique de x) il est clair d’aprés le calcul fait en 5.3 que §- f=0F
(mod C*) si f est une section de E sur X.

Soit feF, f= Y a,&,oulasomme portesur les v tels que d(v + % 1o, C1) = O(||v[|)
(x<1), on a:

0f()=2m) "3 a,q(x,2n(v +%4o)) -&,(x).

Utilisant le fait que g est nul 4 ordre oo sur Cy, et donc:

(& C 1"
lq(x, é)lécw'%,r)”]—,

on obtient:
lq(x, £ 110 +W)|=O0(lv[*~1Y).

Donc en choisissant N assez grand, on montre que § f est C* et donc aussi Q f.
Pour prouver le théoréme, il reste 4 montrer que la masse du g.m. ainsi obtenu
est optimale:

(10.5) Lemme. On a une estimation asymptotique:
BveZ"|d(v+3uo, CHSIVIP et K(v+3po)SA}~vol({K 130 Cy) x A"

a condition que 0<a<1.
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En effet ce nombre N(4) est égal au volume de la réunion des cubes de rayon %
centrés aux points v+31u, vérifiant les conditions précédentes. Cette réunion
contient

{CeCiIK@Q=An{icl =1}

dont le volume est équivlaent a vol(C, n{K <1})A". On montre sans difficultés

I'inégalité dans 'autre sens, qui résulte aussi des généralités sur les quasi-modes
(3.3).

11. Coordonnées actions-angles pour une famille
discontinue de variétés Lagrangiennes

Nous montrons dans ce paragraphe comment on peut adapter les coordonnées
actions-angles a une situation ou la famille de variétés lagrangiennes invariantes
par le flot géodésique ne forment plus un feuilletage, mais une famille discontinue
paramétrée par des ensembles du type Kantor; cela permettrait d’appliquer le
théoréme (9.4) a des situations qui sont de petites perturbations de cas
complétement intégrable si on savait améliorer les théorémes de Kolmogorov-
Arnold-Moser comme le fait Lazutkin dans le cas des difféomorphismes «twist» de
Panneau ([L1]); il s’agirait essentiellement de montrer que la famille de tores
lagrangiens invariants, bien que discontinue peut étre prolongée par un vrai
feuilletage différentiable, mais pas nécessairement lagrangien; on va alors montrer
qu’on peut la plonger localement dans un vrai feuilletage lagrangien, mais ou les
nouvelles feuilles introduites ne seront plus nécessairement invariantes par le flot
géodésique.

(11.1) Théoréme. Soit F: X x I'>T*(M)~0o0u X =R"/Z", I est un céne de R"~.0
et F un difféomorphisme homogéne sur un ouvert conique de T*(M)~.0 (F nest pas
supposée symplectique). Soit I} =I' un céne, vérifiant la propriété (9.1) (si f est C*
nulle sur I, elle est nulle a Pordre oo sur I), tel que pour tout pde I, A, = F(X x {u})
soit une sous-variété lagrangienne de T*(M)~ 0 invariante par le flot géodésique (q
est donc constante sur chaque A, pelb). Sipg est dans I, on peut trouver un voisinage
conique Q de A, et un difféomorphisme canonique homogéne y d’'un ouvert X x C de
T*(X)~0 dans Q tel que:

i) Pour tout p de I tel que A,cQ, y~'(A,)=X x {¢&}. On désigne par C,
lensemble de ces E.

ii) go x(x,&)=K(x,&) ou K est indépendante de x sur X x C,.

(11.2) Remarque. Le théoréme précédent permet de montrer que les hypothéses
(9.1) et (9.2) sont satisfaites. Si on est dans un cas ou on a appliqué les théorémes de
Kolmogorov-Arnold-Moser, (9.3) sera automatiquement vérifiée.

(11.3) Lemme. Soit U un ouvert de R" et w =da une structure symplectique sur X
x U. On suppose qu'il existe Uyc U tel que pour tout (€U, T,=X x {£} est
lagrangien. Alors pour tout &, de U,, il existe un voisinage V de &, et une forme
symplectique w'=do’ sur X x V tels que:

i) Pour tout ¢ de V, T, est lagrangien pour '.

ii) En tout point de X x (VnU,), a=ao'.
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iii) Si U, vérifie la proprieté (9.1), o =w' en tout point de X x(Vn U,).
iv) Si U et U, sont coniques et o homogéne, on peut prendre V conique et o
homogéne.

Preuve de (11.3). Soit n: R"— X la projection canonique et pour {eR”, p.: R"—> X
x R” définie par p.(x)=(n(x), £). Si y; est la base canonique de lacets de X, on pose
pi(&)= j o. Soit enfin y,: [0, 1]->R" défini par y,(f)=t-x. On pose

ye x {c}

f(x, )= [jp (@] - prl

Alors fest C¥ sur R" x U et périodique en x de période Z" pour ¢ dans U, . Soit
peCy(RMtelleque Y p(x—v)=let f(x,&)= Y (fo)(x—v,¢). Pour £ dans U, on

veln yeln

a f=f; pour tout ¢ dans U, f est périodique en x. Soit g(x, é) X x U—-R telle que
fo o p;=g. Et posons

n

a n
«= 3 (pi@ d+5E %) i) + 3 bix &)

i=1

ol on a:

Za(xf dx+Zb(x E)dé;.

i=1 i=1

Alors il est clair que, pour tout (x, &) tel que €U, on a a=0'; en effet il suffit de le
vérifier pour leurs restrictions aux T; qui sont égales par construction: ar, est la
différentielle de sa primitive obtenue par intégration de long de y,.. Les conclusions
iii) et iv) se vérifient facilement.

(11.4) Lemme. Sous les hypothéses 11.31), ii) et iii), il existe au voisinage de T; pour
EoeUy, un feuilletage T, défini pour eV, voisinage de &, tel que T; =T, pour
e Uy NV, et T; est lagrangien pour . De plus, si U et U, sont conigues et o homogeéne,
on peut choisir V, conique et (T;) homogéne.

Preuve de (11.4). Utilisant la méthode de Moser-Weinstein ({W2]), w et o’ étant
égale sur T, sont conjuguées au voisinage de T; par un difffomorphisme ¢. De plus
on peut choisir ¢ de fagon que @ =1d 1a ot a =0/, car ¢ est obtenu par intégration
d’un champ de vecteur X, dépendant du temps tel que i(X,) w,= — (o —a’) et donc
nulla ot a =0, donc ¢ =Id pour £ U;. On pose alors T = ¢ ~ (T, et (T7) vérifie les
conditions (11.4).

Preuve de (11.1). On applique 11.4 au feuilletage 4,. On peut donc pour Ho€ly,
trouver dans un voisinage conique de 4, un feullletage lagrangien homogéne A

qui coincide avec A, pour u dans I;. On deﬁnlt pour A un systéme de coordon-
nées «actions- angles» x: X xC->T*(M)~0 et on deﬁnlt C; par XxC;=
1 '({A,lpeh}). Pour £eC,, x*(H,) est tangent & X x(&) et donc goy est
indépendant de x sur X x C;.
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(11.5) Corollaire. Sous les hypothéses de (11.1), les mouvements sur les tores A, pour
uel; sont quasi-périodiques; si A est une partie relativement compacte de I' contenue
dans I et p(p)= [ F*(a), ona:

yi < {u}

vol({J4,)=[dpy n--- Adp,.
A

peAd

V. Quasi-modes au voisinage des géodésiques fermées stables
12. Géométrie des géodésiques fermées stables sur une surface (n=2)

Soit t+—7(t) une géodésique périodique simple de période T> 0 et §(t) =(y(1), £(1))
son relévement canonique dans T;*(M) (courbe intégrale de H, de projection y). Op
peut définir application de Poincaré B de la fagon suivante ([AA]): si X est un
germe d’hypersurface de T3¥(M) (donc de dimension 2) transverse a  en %(0), w |y ne
s’annule pas au point $(0) et donc w induit sur X une structure symplectique (et en
particulier une orientation canonique). Pour u dans X, B (u) est le premier point ou
¢,(u) rencontre & nouveau X pour t>0; B est un germe de difffomorphisme
symplectique de Z dans X laissant (0) fixe. Si on change X en 2, P, ne change pas a
conjugaison prés par un difféomorphisme symplectique de X dans 2’. On dit que y
est de type elliptique siles valeurs propres de dE,(5(0)) sont de module 1 et non égales
a 1. Elles s’écrivent donc e*** avec a€]0, 2 [ ou « est choisi pour que, dans une carte
symplectique convenable de X, dPF(7(0)) soit une rotation d’angle «. D’aprés un

résultat classique, ([S] p. 155) si « n’est pas multiple de g ou g, on peut trouver une

carte symplectique de X sur un voisinage de 0 dans IR?> muni de la structure
symplectique canonique telle que, en coordonnées polaires (p, 0), P, s’écrive de la
fagon suivante:

(12.1)y B(p,)=(p,,0,)
avec
pi=p+f(p,0), 0,=0+a+y,p*+g(p,0)

ou f et g sont O(p>) et y,€RR.

De plus, en général y, 0, c’est ce qu’on appelle le cas elliptique générique; on
peut appliquer a cette situation le théoréme de Moser sur les difféomorphismes
«twist» de 'anneau, ce qui donne:

(12.2) Théoréme (Moser, cf. [S] p. 225). I existe une famille (c,),.p de cycles de X
entourant (0) et invariants par P, tels que:

i) laction de P, sur c,, est C* conjuguée a une rotation d’angle v de R/Z.

i1) Les w de D vérifient des conditions diophantiennes du type: il existe ¢>0 et
B >0 tels que, pour tout p et q de Z, on ait:

=>clgqb.

l p
w__
q
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iii) Si on note d, le disque de X contenant 5(0) et de bord c,,, les d,, forment une
base de voisinages de $(0) dans X; cela implique notamment que la géodésique
périodique y est topologiquement stable.

iv) La densité au point %(0) de la réunion des c,, est 1.

Au cycle ¢,, on associe le tore lagrangien A,c T{(M) défini par A,
={¢,(c,)|teR}. Nous allons calculer les classes de Liouville et de Maslov de A, en
nous inspirant des calculs de Voros ([ V]). Pour cela, on introduit les deux lacets de
bases y¢ et 5 de A, définis de la fagon suivante:

(12.3) y{ est le lacet ¢, orienté comme bord de d, dans X orientée. Soit, pour x
dans X, t(x) =1inf{t > 0| ¢p,(x)e X} et soit st—c,(s) un diffecomorphisme positif de R /Z
dans c,, qui conjugue E, 4 une rotation d’angle w sur R/Z. y5 est le lacet obtenu en
considérant d’abord ¢ ¢,(c,(0)) pour t€[0, t(c,(0))] et en refermant ce chemin
en suivant ¢, de ¢,(w) a ¢,(0) en sens inverse de I'orientation de c,,.

(12.4) Calcul de la classe de.Liouville de A,,. Soit p: [0, a[ - Z un rayon issu de 5(0),
et supposons que, pour tout w de D, c,,(0) est sur la rayon p. On pose p’=F,(p) et on
note a, le secteur limité par p, p’ et une partie de y4 dans 2. Soit A(w)(resp. D(w)) les
aires de a,, (resp. d,,). On a, par Stokes:

fEdx=D(w) et [&dx={&dx+[[déndx
s

vy r$ 7

ou S est formée de —a,, et de la variété¢ lagrangienne engendrée par ¢,(p nd,). Ona
donc | édx=T—A(w).

vy

(12.5) Calcul de la classe de Maslov de A, (on suppose que y ne désoriente pas M).
Remarquons d’abord que, dans ce cas, les indices de Maslov des lacets fermés de 4,
sont pairs, comme il a été remarqué par Souriau ([SUJ):

(12.6) Propesition. Soit A une sous-variété lagrangienne orientable de T*(X)~. 0 ou
X est une variété orientable, alors I'indice de Maslov des lacets de A est pair.

Preuve. 11 suffit de le montrer pour A en position générale; c’est-a-dire quand
I'indice de Maslov est donné par le nombre d’intersection avec le lieu singulier A,
de A (ensemble des points oul la projection de A sur X n’est pas de rang maximum)
(LA 2]). Supposons alors qu’on ait orienté A et X et soit A™ (resp. A7) les ouverts de
A~ A4 ou my: A—> X conserve (resp. inverse) 'orientation. Un lacet fermé doit
recontrer un nombre pair de fois A, et donc son indice de Maslov est pair.

Soit y,, la géodésique t—>mx(@,(c,(0))) et supposons c,(0) dans A, , (lieu
singulier de A,,). Soit T(w)=t(c,(0)). Comme o est différent de O et x, p(0) et y(T) ne
sont pas conjugués le long de y et donc y,(0) et y,,(T(w)) non pius le long de y,, pour
¢, assez voisin de §(0). De plus le nombre de points conjugués sur y entre y(0) et y(7T)
etsury, entrey,(0) et y,(T(w)) est le méme. On peut alors faire le tableau suivant en
tenant compte du fait que 'indice de Maslov de y4 sur A, est: m(y$)=nombre de
0 siO<a<nm

int jugué t 0) et (T .
points conjugués sur y entre y(0) et y( )-0-{_1 i m<a<?m.
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Nombre de points conjugués sur 7y 2k 2k+1

o 0 n 27
m(y%) 2k 2k

Indice de Morse de y comme géodésique fermée 2k+1 2k+1

Finalement m(y%) =(indice de Morse de y) — 1 pour ¢, assez voisin de y(0); m(y¢)
vaut +2. On pose n(y) =m(y%).

13. Les hypothéses du théoréme (7.1) sont vérifiées pour la plupart des A,

(13.1) Vérification de la condition ii) de (7.1). On a vu (7.5) que cette condition est
verifiée dés que la classe de Liouville de 4, a une pente irrationnelle; c’est-a-dire
D(w)
T— A(w)
est strictement croissante au sens suivant; d,,, &d,,, implique p(w,) <p(w,), on en
déduit qu’elle prend sur D qui est non dénombrable (car la réunion des ¢ est de
mesure strictement positive) une valeur irrationnelle sauf sur un sous-ensemble

dénombrable: il v’y a qu’un nombre au plus dénombrable des A, qui ne vérifient pas la
condition ii) de (7.1).

d’aprés les calculs de (12.4) dés que p(w) = est irrationnel; or cette fonction

(13.2) Vérification de la condition i) du théoréme (7.1). Nous allons montrer qu’elle
est vérifiée pour toutes les variétés A,. Soit w dans D fixé dans la suite et j; R
x R/Z — T¥(M) définie par j(t, s) = ¢,(c,,(s)); j est une immersion lagrangienne dont
I'image est A,. Un domaine fondamental est défini, par exemple, par

G={(t,s)eR xR/Z|0 =t =t(co(s)=T(s)};

j définit A des ensembles de mesure nulle prés une bijection de G sur A_; prenons
pour p la mesure image par j de la mesure de Lebesgue sur G. Autrement dit pour
une fonction continue f sur A, on pose:

T(s)

[ f-o=[ds | flit.9)dr.
Ay R/Z 0

Il faut montrer que p est une densité C*®, invariante par ¢, et qu’'on peut
résoudre les équations de transport sur A, pour des second membres d’'intégrale
nulle par rapport a p.

(13.3) Invariance de p par ¢,,.
T(s) to to+T(s

Afmf°¢:0'p=mglds~{(£—_£+ ] )f(i(t,S))dt}

T(s)

car (f o ¢, ) (j(£; 5)) = f(j(t +to, s)) par définition de j, et on utilise alors le fait que j(t
+ T(s), w) =j(t, s + w) pour montrer 'invariance de p par ¢,. Cela montre aussi que
p est C*, car elle est invariante par ¢, et C* hors de c,,.
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(13.4) Résolution de I'équation de transport. On va utiliser le fait que w vérifie une
condition diophantienne pour ramener I'équation différentielle sur A, a une
équation aux différences sur IR/Z que 'on résoudra par des séries de Fourier. On
doit résoudre

d
S LU sN]=gli(t,5)

ol f et g sont C* sur A, et | g-p=0.
Aw
Posons f(s)=f(j(0,s)) et g(s)=g(j(0, s)), par intégration de 0 & T(s) il vient:

T(s)

fls+w)~f(s)= g gli(t, s) de=2(s).

ou g est une fonction C* sur R/Z d’intégrale nulle par rapport a ds (par définition
de p). Il suffit donc de montrer que I'équation précédente a une solution f C*®.
Passant aux séries de Fourier, il vient:

Fo) =Y aee? s, g(s)= [ by-e?™*

keZ keZ {0}
- b, ,
et il suffit donc de prendre a, = . A cause de ’hypothése iii) de (12.2), 51 b,

l kaw l
est 4 décroissance rapide, a, le sera aussi et donc f sera C*.

(13.5) Enoncé des résultats et comparaison formelle avec ceux de Babich et Lazutkin
([BL], [B]), de Guillemin ([G]), Ralston ([R]) et Voros ([V]).

On a donc vu que, pour presque tout w de D, la variété lagrangienne A, satisfait
aux hypothéses du théoréme (7.1). C'est-a-dire que, si k, est une suite tendant vers
+ oo, telle que

" D(w)—4=0 (ki) (mod Z),

(w»~%noo=0(%)(mod1)

il existe un quasi-mode &, =(u,,t,) de microsupport A, et tel que t,=k?+0(1).

Formellement (i.e. en supposant qu’on puisse adapter a cette situation les
résultats du chapitre IV), on pourrait en regroupant ces quasi-modes &, con-
struire un q.m. &=(u,, ., Tn,.n,) OU (g, 1) décrit une partie de Z? du type
R={(n,, n,)l0=n,<n,} et 1, ,, est donné par élimination de w entre les deux
équations précédentes:

2n A(co) L
Vium=T (mtint)+ 52 044,
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Si maintenant, on fixe n, et qu’on fait tendre n, vers + oo, ¢, tend vers y(0), et on
trouve des quasi-modes &,, dont le microsupport est ¥; on a alors

27 o .
V Tn,,m%?(’h +%n(y)+ﬂ(n2 +%))

(car (@ tend vers quand c, tend vers 37(0)). Ces suites de valeurs propres
D(w) 2n

approchées 1, ,, ol n, est fixé et n, tend vers + oo sont exactement celles trouvées
par Babich, Lazutkin, Guillemin, Ralston et Voros par d’autres constructions.
Pour rendre ce passage moins formel, il faudrait d’abord comprendre ce qui se
passe dans le cas complétement intégrable 1a ot un feuilletage lagrangien se réduit 4
un tore invariant de dimension plus petite que n. Le passage au cas non intégrable
pourrait alors se faire par la méme technique que dans le chapitre IV et en utilisant
une généralisation du théoréme de Lazutkin ([L1]).
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