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Introduction 

Soit Z un espace K-analytique r6duit, off K d6signe le corps IR ou 112, et soit Z 
= U X, une stratification K-analytique qui v6rifie les conditions de Whitney. R. 

Thom et J. Mather ont demontr6 que le type topologique .de Z e s t  constant le 
long de chaque strate, et H. Hironaka a demontr6 que si K = 112 la multiplicit6 de Z 
est 6galement constante le long de chaque strate. 

Nous d6montrerons dans ce papier (cf. w 4 et 11) le r6sultat ci-dessous, qui a 
comme corollaire le th6or6me d'Hironaka mentionn6 ant6rieurement (cf. w 5). 

Th~or~me. Soit Z un sous-ensemble K-analyt ique d'un ouvert de K r x K, de 
dimension m + 1, soit OEZ et Z = U X~ une stratification K-analyt ique qui v~rifie 

les conditions de Whitney et telle que la strate qui contient l'origine est un ouvert Y 
de 0 • K. Pour tout i, r - m +  1 <_i<_r, il existe un ouvert dense U (~ de la grass- 
manienne des (i + D-plans de K r x K qui contiennent Y, tel que pour tout HE U (i) 

z~n= U (X~H) 
seA 

(off A est tel que si ~, f l eA  et a:~fl alors X ~ n H  ~ : X p c ~ H )  est une stratification 
de Whitney de Z c~ H dans un voisinage de 0 qui ddpend de H. 

Dans les paragraphes 6 et 7 nous d6duirons de ce th6or6me et du th6or6me 
de Thom-Mather d6j~ cit6, la constance le long de chaque strate du type 
topologique des sections planes g6n6riques d'un espace ~-analytique stratifi6 Z 
-- U X~ qui v6rifie les conditions de Whitney; et nous d6duirons 6galement de 

~t 

ces deux th6or6mes (cf. w 9 et 10) la constance, dans une d6formation 
diff6rentiablement 6quisinguli6re d'un germe d'intersection compl6te h singula- 
rit6 isol6e, des hombres de Milnor des fibres et de leurs sections planes 
g~n6riques. 

Les trois premiers paragraphes introduisent une nouvelle approche de la 
condition (W) de Verdier/t  partir de la d6formation sur le c6ne normal. Cette 



200 V. Navarro Aznar 

condition (W) tient un r61e important  dans la d6monstration du th6or6me 
6nonc6 dans cette Introduction. 

Soulignons finalement que dans tout ce qui suit nous consid6rerons le cas 
analytique complexe, sauf dans le w 11 off nous ferons quelques remarques sur le 
cas r6el. 

Sur la mise en relation des probl6mes abord6s ici avec ceux de 
l'6quisingularit6 nous nous remettons aux r6f6rences [16] et [21]; et en ce qui 
concerne la terminologie relative aux stratifications, conditions de Whitney et de 
Thorn, nous avons essay6 de suivre celle d 'Hi ronaka  et nous renvoyons donc ~t 
ses papiers [5] et [7]. 

Je dois rernercier J. Ferrer, F. Guill6n, M. Giusti, J.P. Henry, L~ D.T., F. Puerta et D. Trotman 
qui, en diverses occasions, m'ont apport6 de pr6cieuses indications et corrections. Le r6sultat final 
leur doit beaucoup. 

1. La d6formation sur le cfne normal 

(1.1) On commen9e par  rappeler quelques r6sultats sur le c6ne normal qu 'on 
utilisera par la st/ite. 

Supposons que nous ayons trois espaces analytiques Y c  Z c M, avec Y et M 
lisses. Soit J z ,  resp. A r, l'id6al de Z, resp. Y, dans (gM; alors, si 0eY est un point 
fixe, et f ~ z ,  0 on d6finit l 'ordre de f le long de Yen 0 comme suit: v r ( f )  0 est le 
plus grand entier v ~ N  tel que f ~ J ~ , o ,  s'il existe, et vr ( f )o  = ~ si f ~ J ; , o  pour  
tout v. Si on prend des coordonn6es locales (x I . . . .  , x,, Yl, ..., Ys) de M au point 
0 adapt6es ~t Y,, c'est-~t-dire telles que J r ,  o= (x l  . . . . .  x,)CgM, o, nous aurons s i v  

= v r ( f ) o  
f (x, y)= ~, f~(y) x ~ 

I~[>=v 

off x ~ =x~' . . .x,~ Itrl =o'1 + ... +o'r et f,(y)~(gr, o. Dans ce cas nous dirons que 

inr( f )o= ~ f~(Y)x'egr~,,.o((-gM, o) 
fol=v 

est la forme initiale de f le long de Yen  0. 
On note inr(M,Z)o l'id6al homog6ne de gr~,o(CM, o) engendr6 par les 

formes initiales inr( f )  o des f e J z .  0. Nous aurons besoin du r6sultat suivant: le 
germe au point 0 e  Y du c6ne normal  ~t Y e n  Z, Cz, r = S p e c a n  grl~((gz), admet  
inr(M, Z)o comme id6al dans grj~,o((gM, o) (voir [6], Remark  3.2). 

Finalement, si on note p :  Cz, r--*Y la projection naturelle et g: Z * ~ Z  
l '6clatement de Z centr+ en Y, on rappelle que Z * =  Projan (gr,~(fgz)) et que 
g -  l (y)= Proj p -  l(y),, pour tout ye  Y. 

(1.2) Soient, maintenant,  fx . . . .  , fp des g6n6rateurs de l'id6al Jz,  o de (gM, o, 
choisis tels que les formes initiales inr(f/)o , l<=i<p, engendrent dans 
gr.~,,o((gM, o) l'id6al inr(M, Z)o, et notons vi= vr(fi)o. On suppose pour simplifier 
que les f/, 1 <i<=p, sont d6finies en M. 

Consid6rons le sous-espace analytique X de M x ID, off ID est un disque de 



Conditions de Whitney et sections planes 201 

C centr6 en 0 qui contient 1, d6fini par 

F/(xl . . . .  , xr, Yl . . . . .  y~, t) 

1 
= t~?f~(tXl, . . . , t x , , y l ,  ..., ys)=0 l<<_iNp. 

Soit 4~: Y '~ ID la restriction/t Y" de ia projection sur le deuxi6me facteur. I1 
est 6vident que 

q~- l ( 1 )=Z  x {1} 

et, d'apr6s nos pr61iminaires, que 

q~- 1 (0) = Cz,  ~ • {0}. 

Nous dirons que ce morphisme th est la d6formation de Z sur le c6ne normal it 
Yen  Z, au voisinage du point 0e Y 

(1.3) Nous considbrerons aussi le morphisme ~,: 5 ~ Z ,  d6fini par 

O(x, y, t)=(tx, y) 

qui montre imm6diatement que pour tout t4=0 le germe (~b-l(t),(x, y, t)) est 
isomorphe ~t (Z, (x, y)). Donc, si X est un ouvert de Zreg--Y alors O-1(X) est 
aussi un ouvert de 5~reg. 

De m6me, on voit tout de suite que si z = (x, y) est un point de Z, le vecteur 

n=(n 1 . . . . .  nr + s) 

est un vecteur normal ~ Z en z si, et seulement si, le vecteur 

~ , = ( ~ n l  . . . .  , ~nr, n~+ 1 , - - . ,  n~+s) 

est un vecteur normal a Z, = ~b- 1 (t) en (x/t, y, t) par rapport  it l'espace ambiant 
M x {t}. 

Ainsi, 6tant donn6 un chemin continu r6el a ( z ) e Z -  Yet  un chemin continu 
r6el ~ ( z ) e s  - 1(0), tel que @([t(z))=a(z), le morphisme @ nous permettra soit 
de relever tout champ de vecteurs normaux & Z le long de a(z), ce qui donnera 
un champ de vecteurs normaux aux fibres de ~ le long de ~(z); soit de 
transporter & a(z) tout champ de vecteurs normaux aux fibres de q~ le long de 
~(z), ce qui donnera un champ de vecteurs normaux & Z le long de a(z). 

(1.4) Remarque. On doit observer qu'il y a une ff~*-action sur ~ qui laisse 
q~-1 (0) fixe. Elle est donn6e en prenant comme produit 

2. (x, y, t )=(2x,  y, t/2) 

pour tout 2~C* et (x, y, t)~Y'. 

(1.5) Remarque. Bien que la construction ant6rieure de la d~formation de Z sur 
le c6ne normal / t  Yen Z utilise un choix de coordonn6es dans M e t  un choix des 
g6n6rateurs fi, on peut montrer  que, de fait, cette d6formation est intrins6que/~ 



202 v. Navarro Aznar 

la paire Y~Z en la faisant apparaitre comme la d6formation de l 'anneau local 
d~z, o sur le ~radu6 par rapport ~t la filtration donn6e par Y ~ Z  ([2], 
Proposition 2; [15], 1.8). 

2. L a  c o n d i t i o n  (AcN) d ' i n c i d e n c e  

Nous introduisons dans ce paragraphe une nouvelle condition d'incidence entre 
strates qui tient un r61e important dans tout ce qui suit. 

(2.1) D~finition. Soit X un sous-espace analytique connexe, lisse et avec 
fronti6re analytique d'un espace analytique Z. Soit Y un sous-espace analytique 
lisse de Z contenu dans 1 ( -  X. On dira que le couple (X, Y) v6rifie la condition 
(Acu) d'incidence au point y e Y  si, dans la d6formation ~b: 5~---,ID de X sur le 
c6ne normal Cx.r, le couple (~O-~(X), Y • {0}) v6rifie la condition A~ de Thom 
au point (y, 0). 

En utilisant un r6sultat d 'Hironaka on obtient imm6diatement: 

(2.2) Th6or6me. Soit X un sous-espace analytique connexe, lisse et avec fronti~re 
analytique d'un espace analytique Z. Soit Y un sous-espace analytique lisse de Z 
contenu dans X - X .  II existe un sous-espace analytique fermk S de Y tel que 

i) Y - S  est dense dans Y,, et 
ii) le couple (X, Y - S )  v~rifie la condition (AcN) en tout point y~ Y -  S. 

D~monstration. D'apr6s Hironaka ([7], w 5, Theorem 2), pour arriver ~t la conclu- 
sion du th6or6me il suffit que la restriction de 4~ a i f - I (X)  soit lisse et que Y 

x {0} soit un sous-espace analytique ferm6 de i f - I ( X ) -  ~O-~(X). Conditions qui 
dans ce cas sont toutes deux triviales. 

Un argument inductif bien connu (voir par exemple [20], Theorem 19.2) 
donne alors: 

(2.3) Corollaire. Soit Z un espace analytique complexe et soit Y un sous-espace 
de Z, il existe une stratification analytique complexe de Z compatible avec Y, Z 
= (,_)X,, telle que, pour route paire (~, fl) si X ~ , ~ p - X p ,  le couple (Xa, X,)  

ct 

vOrifie la condition (Acu) d'incidence en tout point y~X , .  

(2.4) Puisque la condition (AcN) d'incidence que nous avons introduite dans la 
d6finition (2.1) est locale, nous pouvons consid6rer la situation suivante: on a 
dans un ouvert de C q un sous-ensemble analytique X connexe, lisse et avec 
fronti6re analytique, et un sous-ensemble analytique Y lisse, qui contient l'origi- 
ne 0 e C  q, et tel que ' Y c Y , - X .  En r6alisant une transformation analytique de 
coordonn6es, si n6cessaire, on peut supposer que Y est un ouvert d'un sous- 
espace lin6aire de C q. 

(2.5) Notations. On notera dor6navant ( , ) le produit hermitien habituel sur 
ll~ q . 
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Si Z e s t  un sous-espace analyt ique de C q, non  n6cessairement r6duit, on 
notera  T(Z, z) respace tangent ~ Z au point  zeZ ,  i.e. 

T(Z, z )=  veil?q; ~ vi(Dif)(z)=O, pour  tout  f S J z ,  z 
i = l  

et N(Z,  z) l 'espace o r thogona l / l  T(Z, z) dans trq. 
Finalement,  pour  tout  sous-espace lin6aire L de l12q on notera  rc L la projec- 

t ion or thogonale  de ll;q sur L. 
Le r6sultat suivant mont re  la relat ion qui existe entre la condi t ion (AcN) et la 

condi t ion (A) de Whitney.  

(2.6) Th6or~me. Soit X un sous-ensemble analytique d'un ouvert de ffYx C ~, 
connexe, lisse et avec frontidre analytique, et soit Y un ouvert du sous-espace 
lin~aire 0 •  ~ ,  tel que Y ~ X - X  et 0~Y. Les affirmations qui suivent sont 
~quivalentes : 

(2.6.1) Le couple (X, Y) vdrifie la condition (AcN) au point O. 

(2.6.2) i) le couple (X, Y) v~rifie la condition (A) de Whitney au point O; et 
ii) pour tout chemin analytique r~el it(z) sur :~, tel que [t(z)e~b-l(X) si z:~O et 

a(0)=(0,  0), on a 
lim Ta~z) r  l(~b (~(z))) = lim T~,(~(z))X. 
z~0  z~0 

(2.6.3) Le couple (X, Y) v&ifie que pour tout e < 1 

[(n, t)l 
lim - 0 

(x,y)--O IX[ e 17~N(u o)(n)l 
(x, y)~ X 

off neN  (X, (x, y)), teT(Y,  O) et It} = 1. 

D~monstration 

(2.6.1)=~(2.6.3) Supposons que pour  un certain e <  1 la condi t ion de (2.6.3) ne 
se v6rifie pas, alors, d'apr6s le l emme de selection du chemin, on aura  un chemin 
analyt ique r6el a(z)=(p(z), q(z)), avec a(z)eX si z + 0  et a (0 )=0 ,  et des champs 
analytiques r6els de vecteurs n (z) = (n 1 (z) . . . .  , n, +s (z)) e N (X, a (z)) et t (z) e T(Y, 0), 
It(z)[ = 1, tels que 

(2.7) lim I(n(z), t(z))l > 0  
z-O Ip(z)lel~N~r,o)(n(z))l " 

Mais si nous consid6rons main tenan t  sur 4 -  1(X) le chemin ~(z)=  ( p ( z )  , 
\[p(z)le q(z), \ 

[p(z)[ e) et le champ de vecteurs no rmaux  aux fibres 

h(z)=([p(z)l e nx(z ) . . . .  , Ip(z)l ~ n,(z), n,+ l(z) . . . . .  n,+s(z)) 
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nous aurons d'apr6s la condit ion (AcN) que 

lim [<fi(z), t>] 0 

pour tout  teT(Y, 0), Itl = 1; ou bien 

I<n(z), t>l 
lim 
=~o I(tp(z)l ~ nl(z),..., n,+~(z))[ 

puisque <n(z), t> = <h(z), t>, et ainsi on arrive ~t 

lim [<n(z), t(z)>l 
~ o  Ip(z)l ~ I(nl(z) . . . . .  n,(z))l 

ce,qui contredit  (2.7). 

- 0  

= 0  

lim I<h(z), t ( z ) > l  0, 
z-O Ih(z)l 

ce qui contredit  (2.8). 

(2.6.2) ='(2.6.1) La  d6monstrat ion est imm6diate. 

(2.6.1)=-(2.6.2) Puisqu'on a d6j~ prouv6 que (2.6.1) implique (2.6.3), et 6videm- 
ment  (2.6.3) implique la condit ion (A) de Whitney,  il suffit donc de montrer  que 
(2.6.1) implique (2.6.2) ii). 

d'ofi finalement 

(2.6.3) ='(2.6.1) Supposons que le couple (X, Y) ne v6rifie pas la condit ion (AcN) 
au point 0, alors il existera d'apr6s le lemme de s61ection du chemin un chemin 
analytique ~(z)=(p(z), q(z), z(z)), avec ~(z)EqJ-I(X) si z + 0  et fi(0)=(0, 0), et des 
champs analytiques de vecteurs h(z)~Y(49-l(qS(a(z)), a(z)) et t(z)~T(Y, 0), It(z)l  
--1, tels que 

(2.8) lim [<fi(z), t(z)>l >0.  
~ - o  Ifi(z)l 

Mais dans ce cas on aura un chemin analytique a(z)~X, a(z)= (p(z)z(z), q(z)), avec 
a(z)eX si z . 0  et a(0)=0,  et un champ analytique de vecteurs n(z)=(n,(z ) . . . . .  
nr+~(z))eJV'(X, a(z)), avec 

h(z)=(e(z) nl(z ) . . . . .  e(z) nr(z), n~+ a(z) . . . . .  n,+~(z)), 

tels que, d'aprSs (2.6.3), 

lim [<n(z), t>[ = 0  
z ~ o  Ip(z) "~(Z)l e [(?/I(Z) . . . .  , nr(Z))l  

pour tout  e < 1 et t e T(Y, 0), I tl = 1; ainsi, en prenant  un e assez proche de 1, on 
voit que 

lim I<n(z), t>[ = 0  
z-o Iv(z)l I(nl(z) . . . .  , nr(z))l 
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et 

Soit ma in tenan t  

T =  l im T~tz) r  ' (~b (a(z))) 
z ~ 0  

T =  l im T,r 
z~0  

puisque T = 0  x C ~ et T ~ 0  • ~ ,  on a 

d im T ~  ~2r X 0 = d im T n  ~ r  X 0 = d im X - s. 

Si a (z) = (p (z), q(z),z(z)) on voit  ainsi que C ' x  {q(z)} coupe t ransversa lement  
~b-l(~(a(z))) et X, en a(z) et en a(z)=(p(z)z(z), q(z)), respect ivement .  Ainsi  

et 

mais  puisque 

T n  112' x 0 = l im Ta(,)~b- ' (~b(a(z))) n IIY x {q(z)} 
z~O 

T n  C r x 0 = l im T, m X ~  G'  x {q(z)}, 
z~O 

Ta(z)~ b -  l (( / )(~(z)))  u. ~ (~r X {q(z)} = T a m X n  r  x {q(z)} 

on voit  f inalement  que 

et donc  que 

~ c ~ C '  x O= Tc~C" x 0 

~ = T .  

3. Sur la condition (W) 

On mon t r e  ~t la suite que la condi t ion (AcN) qu 'on  vient  d ' in t rodui re  dans  (2.1) 
est, de fait, 6quiva len te / t  la condi t ion (W) int rodui te  par  Verdier  en [19]. 

(3.1) Th6or~me. Soit X un sous-ensemble analytique d'un ouvert de r = ~" x C ~, 
connexe, lisse et avec fronti~re analytique, et soit Y un ouvert du sous-espace 
lin~aire 0 x ~ ,  tel que Y a X - X .  Le couple (X, Y) v~rifie la condition (AcN) en 
O~ Y, si, et seulement si, il existe un voisinage U de 0 dans ~q et une constante C < 
+ oo telle que 

(W) I~tN~x,.~(t)l < C l x -  nAx)l 

pour tout t~ T(Y, 0), I t [ = l ,  et x s X  r~ U. 

D~monstration. Elle est immSdiate ,  d 'aprSs le th6orbme (2.6), si on utilise 
l 'expression de la condi t ion (W) c o m m e  condi t ion (A) stricte avec exposan t  1, 
c'est-A-dire, c o m m e  la condi t ion 

I<n, t>l 
l im = 0 

( . , . - o  Ixl e Inl 
(x,y)EX 

pour  tout  e <  1, off n~N(X,  (x, y)), t~T(Y, 0), et It[= 1. 
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(3.2) Corollaire. Soit Z un sous-espace analytique d'un ouvert de C q et soit Y un 
ouvert d'un sous-espace lin~aire de C ~, Y c Z .  Il existe alors un ouvert dense V de 
Y tel que pour tout yEV il existe une constante Cy< + 0o et un voisinage Vy de y 
dans C q tels que 

I~mz, z)(t)l < Cy 
Iz-~Az)l--  

pour tout t~T(Y, 0), [tl = 1, et z 6 Z  c~ V r -  Y. 

DOmonstration. D'apr6s le corollaire (2.3) nous pouvons prendre une stratifica- 
tion de Z, Z = U X,,  subordonn6e ~ Ye t  qui v6rifie la condition (AcN). Soient 

ct 

{X#} les strates contenues dans Y e t  de dimensions strictement inf6rieures /l 
celles de Y, et prenons V= Y-UX,  qui, clairement, est ouvert et dense. Soit 
maintenant ye  V et X1, . . . ,  XI les strates de Z - Y  qui contiennent y dans leur 
adh6rence, puisque les couples (X i, Y) v6rifient la condition (AcN) au point y, il 
existe des constantes C~ et des voisinages U~ de y dans C q tels que 

I~N<x,,z)(t)l < Ci < + 
Iz-~,(z)l -- 

pour tout teT(Y,O), Jt l=l ,  et z s X i n U  i, i = l  . . . . .  l. Comme on a 

I~N~Z,z)(t)l ~ I~N<X,,z)(t)l 

pour tout t~T(Y,O), si z~X~, il suffit pour avoir le corollaire de prendre Cy 

=inf{Ci ,  i=1 . . . .  , l} et V y = ~  U i. 
i 

On sait d'aprs Kuo et Verdier que si (X, Y) v6rifie la condition (W) en y s  Y, 
alors (X, Y) v6rifie aussi les conditions de Whitney en y. Nous donnerons dans 
(3.5) une cons6quence g6om6trique de la condition (W) qui permet une comparai- 
son plus 6troite avec les conditions de Whitney. 

(3.3) Lemme. Soit X un sous-ensemble analytique d'un ouvert de C a=C~x C ~, 
connexe, lisse et avec fronti~re analytique, et soit Y un ouvert du sous-espace 
lin~aire 0 x C ~, tel que Y c X - X .  Si le couple (X, Y) v~rifie la condition (W) au 
point O~Y, alors pour tout chemin analytique a(z)=(p(z), q(z))eC~x C ~, tel que 
a(O)=O et a(z)~X si z ~ 0 ,  l'espace limite d'espaces tangents aux fibres de c) le 

long de fi(z) = { p(z) q(z), Ip(z)l)sX n'a aucun vecteur orthogonal dans T(Y, 0). 
\lp(z)l' 

D~monstration. Supposons que se v6rifie la condition (W), nous devons prouver 
que pour tout champ de vecteurs normaux unitaires n(z) le long de a(z), on a 

lim [(h(z), t)l < 1 
z-O [~(z)l 

pour tout t s T ( E  0), It[ = 1, et o~ 

h(z) =([p(z)] nl (z ) . . . .  , ]p(z)] n,(z), n, + l (z) . . . .  , n, + ~(z)). 
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Ainsi on doit  donc  prouver  que 

lim In,+i(z)l <1  
=-0 I(Ip(z)[ nx(z) . . . .  , [p(z)[ n~(z), n,+ l(z) . . . .  , n~+~(z))l 

pour  tout  i =  1 . . . . .  s. Mais comme d'apr6s la condi t ion (W) on a 

In~+i(z)l < C 
Ip(z)l = 

il resulte que la limite ant6rieure est plus petite que r  C 2) et donc  < 1. 

(3.4) Remarque. Si dans le lemme ant6rieur la dimension de X est m, et si on 
note  T l 'espace limite d'espaces tangents,  l 'assertion du lemme T(Y, 0 ) n  T l =  {0} 
6quivaut  alors ~t dim (C'  x 0) ~ T =  m - s. 

(3.5) Th6or6me. Soit X un sous-ensemble analytique d'un ouvert de ~q = 112" x flY, 
connexe, lisse et avec fronti&e analytique, et soit Y un ouvert du sous-espace 
linkaire 0 x C S, tel que Y c X -  X.  Si le couple (X, Y) vdrifie la condition (W) au 
point 06 Y on a une stratification tl~*-homogdne de la fibre du c6ne normal Cx, ren  
O, telle que si a(z)=(p(z), q(z))e~r  x C ~ est un chemin analytique sur X,  avec 

lim a (z )=0 ,  et 
z ~ 0  

. p ( z )  
lm - - = x ~ C x ,  

z-0  Ip(z)I Y 

alors l'espace lim Ta(z)X contient l'espace tangent f la strate qui contient x. 
z ~ O  

Dkmonstration. Soit ~b: 5 f ~ I D  la d6format ion de X sur le c6ne normal  Cx, r et 
consid6rons les so us-espaces J / =  X ~ , g - ~ -  1(0) et JV = I r  1(0)1 n C" • 0. Alors 
Jg  est lisse, ~b induit  un morph i sme  lisse de Jg  sur I D - { 0 }  et JV c ~ ' - ~ t ' .  
Nous  pouvons  donc  appliquer  le th6or6me d 'H i ronaka  cit6 pr6c6demment  ([7], 
w 5, Theorem 2) et conclure qu'il existe une stratification de JV, qui est la fibre du 
c6ne sur 0, JV = JV o w ~ w. . .  w ~ ,  off l = dim JV, telle que 

a) dimJV~=i, pour  i = 0  . . . . .  l; 
b) toutes les paires (J//, JV~) satisfont la condi t ion  A~ de Thom.  

On peut  de plus supposer  que cette stratification est C*-homog6ne,  puisque, 
si par  induct ion on suppose que JV"-  [,9 JV i e s t  C*-homog6ne,  alors le C*-satur6 

s j<_i de d/~/, ( /), aura  

dim (Jt/~) ~ = dim JVi, 

et si au point  (x, 0, 0 )e (~ / )  S la paire ( ,g ,  (.A/~i) ') ne satisfaisait pas la condi t ion  A~ 
de Thom,  il existerait un chemin analyt ique ~t(z)=(x(z), y(z), t(z))edr qui 
tendrai t  vers (x, 0, 0), tel que 

lim T~(~) ~b- 1 (t(z)) = T ~  T(~, o, o)(JVii) s- 
z ~ O  
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Mais comme il existe 2 # 0  tel que (2x, 0, 0 ) e ~ / ,  nous pouvons consid6rer le 
chemin analytique fl(z)=(2x(z), y(z), t(z)/2) dans ~ '  qui a lim fl(z)=(2x, 0, 0) et 
par (3.3) et (3.4) on aura  

donc 

lim Tp{~ (9- l(t(z)/2)nlE" x 0 =  T r i g  r x 0 
~z~O 

T n  IE' x 0 ~b T~., o, o~(JVii? = T~x, o, o~ Wi 

ce qui contredit le fait que le couple (~ ' ,  ~ )  satisfait la condition A~ de Thom. 
Nous prouverons que cette stratification v6rifie l 'assertion du th6orOme. 

Prenons un chemin analytique a(z)=(p(z), q(z))EX, avec 

lim a(z) = O, 
z ~ 0  

lim p(z) 
z ~ 0  ~ p ~  ~ X~ 

on aura (x, O, O ) e ~ ,  pour un certain i =  1 . . . . .  l. Si nous consid6rons maintenant  
le chemin analytique ~t(z)=(p(z)/Ip(z)l, q(z), [p(z)[) dans ~ ' ,  on voit qu'il a pour  
limite (x, O, O) et si on note 

T =  lim T,I~ X, 
z ~ 0  

7 ~= lim T~z~ dp- l([p(z)[), 
z ~ 0  

d'apr6s la d6finition des ~ on aura 

mais puisque 
T h e "  x O= Tcx, o, o ~  

dim T n  ~ x 0 = m - s 

et on a aussi, d'apr6s la condition (A), 

on arrive 

d'ofl finalement 

dim T n  C '  x 0 = m -  s 

T n  ~r  x 0 = T n  ~r  x 0 

T =  T{x, o, o~ JVi. 

Bien que Hironaka  ait d6j~t prouv6 dans [5], Theorem (6.1), que les condi- 
tions de Whitney impliquent la pseudo-platitude normale, pour  montrer  l'int6rOt 
du th6orOme (3.6) on donne ci-dessous une preuve directe de la pseudo-platitude 
normale qu'entraine la condition (W) 

(3.6) Corollaire. Si le couple (X, Y) v&ifie la condition (W) en tout point yE Y, 
alors .~ est normalement pseudo-plat le long de Y 

D~monstration. Puisque X est 6quidimensionnel, on doit prouver, d'apr6s [5], 
Remark  (2.5), que dim Cx, r, y est indOpendante de y~ Y. En effet pour tout y~ Y 
o n  a 

dim Cx, r, y = dim X - dim Y 
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puisque si l e s t  la d imens ion  de Cx, r,r et ~ est une s t rate  de Cx, r,r de 
d imension  l, on peut  t rouver  une limite T d 'espaces  tangents  ~ X telle que 
T~Vic T, mais  par  la condi t ion (A) de Whi tney  Y =  T, et c o m m e  T.A~_I_ Y, on doit  
avoir  

d im T =  d im X > d im Cx, r, r + d im Y, 

ainsi on obt ient  

pu iqu 'on  a toujours  

d im Cx, y, r = clim X - d im Y, 

d im Cx, r, r > d im X - d im Y 

Nous  me t tons  te rme & cette aproche  de la d6format ion  sur le c6ne no rma l  
et les condi t ions (AcN) et (W), avec le r~sultat suivant  

(3.7) Th$or~me. Suit X un sous-espace analytique d'un ouvert de ~.'• C s, de 
dimension > s + 1, connexe, lisse et avec fronti~re analytique, et suit Y un ouvert de 
0 • ~ ,  tel que Y ~  X -  X et Oe Y Si le couple (X, Y) v~rifie la condition (AcN) au 
point O, il existe un ouvert dense U de l' espace projectif des hyperplans de fly • C ~ 
qui contiennent Y, tel que si HEU alors H n X  est lisse au voisinage de 0 et 
(X f~H, Y) v~rifie la condition (AcN) au point O. 

D~monstration. Suit Cx. r, r =  UdV~ la strat if ication ~ * - h o m o g 6 n e  du th~or6me 
(3.5), nous  p rouverons  qu'il  suffit de consid~rer c o m m e  ~] l 'ouver t  dense des 
hyperp lans  qui coupent  t ransversa lement  les strates JV i. 

En effet, si H e  U, alors d 'apr6s  le th6or6me (2.6) H coupe t ransversa lement  
toute  limite de plans tangents  aux fibres de ~b le long des chemins  sur ~b-I(X).  
Mais  puisque l 'espace total  de la de fo rmat ion  de Xr~H sur Cy~-d. r au  voisinage 
de 0 est s implement  :~f~H, on a 

lim T~(~) ~b - ~ (r (fi (z))) f~ H = H n l im T~r r  ~ (r (~(z))) ~ 0 • ~* • 0 
z ~ O  z ~ O  

pour  tout  chemin  fi(z) sur ~ n H ,  avec f i ( z ) e ~ - ~ ( X n H )  si z ~ O  et fi(O)=O, dont  
on d6duit  que (Xc~H, Y) v6rifie la condi t ion (Ac~) au poin t  O. 

4. La stabilit~ des conditions de Whitney pour 
des sections planes g~n~riques 

(4.1) Dans  ce qui suit, 6tant donn6 un chemin analy t ique  r6el a(z)=(p(z), q(z))e 
CrX ~E, tel que a(O)=O, on no te ra  ~=inf{v(pi(z)) ,  i = 1  . . . .  , r} et ~6=v(q(z)), off v 
est la va lua t ion  de l ' anneau  des germes  en 0 des functions analyt iques  r6elles 
valeurs complexes.  

(4.2) Lemme. Suit X un sous-ensemble analytique d'un ouvert de ~ ' x  ~E, 
connexe, lisse et avec fronti~re analytique, suit Y un ouvert de l'espace lin~aire 0 x ~E, 
tel que Y c X - X  et OsY I1 existe un ouvert dense Uo, o de respace projectif 
IPr- 1 des hyperplans de fly • C qui contiennent Y, tel que pour tout H e U o ,  0 si 

i) a(z) est un chemin analytique r~el sur CE" • C, avec a(O)=O et ~<<__~6, 
ii) H (z) est un chemin analytique r~el sur IP r_ x avec H (O)=H, et 

iii) a(z)~XfaH(z),  pour tout z4=O, 
alors 

H :~ l im Tar X. 
z ~ 0  
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D~monstrat ion.  Evidemment ,  il suffit de v6rifier l 'assertion du lemme pour  

l 'ouvert  affine de IP,_ 1 form6 des hyperplans d '6quat ion x 1 - ~ a i x i = 0. 
i = 2  

Soit X = { ( x , y ) e C r x r  f ~ ( x , y ) = O ,  l < 2 < p }  et consid6rons le sous- 
ensemble analyt ique 

f 

Z = t ( x 2  . . . .  , x r ,  y, a2 . . . .  , ar) E ~  r - 1  X~X~ r-l. 

puisque l 'espace A = 0  x 0 x C ' - t  c Z  nous pouvons  appliquer  le Corollaire (3.2) 
et ainsi il existe un ouver t  dense V de A tel que si a e V  il existe une constante  
C.  < + oo et un voisinage V. de a dans C ' -  1 x II~ x 117-1 tel que 

(4.3) IXN(z' z)(t)] < C, 
�9 I z -  ~,,(z)l = 

pour  tout  t ~ T ( A ,  a), I t l= 1, et z e Z n V a - A .  
Nous  prouvero~s que cet ouvert  dense V satisfait rasser t ion du lemme sous 

une forme 6quivalente:  soit H l 'hyperplan qui correspond ~t un point  a t e  soit h 
un vecteur normal  unitaire ~ H et soit n(z) un champ de vecteurs no rmaux  
unitaires ~t X le long du chemin analyt ique r6el a(z), alors 

lim ]<h, n(z)>l < 1. 
Z ~ 0  

On prend pour  simplifier a = 0 e V ,  alors h = ( 1 , 0  . . . .  ,0) et si n(z) 
=(n  1 (z) . . . .  , n~+ l(z)) on doit  donc  prouver  que 

v (n i (z)) > inf { v (n i(z)), i = 2 . . . .  , r + 1 }. 

Prenons  sur Z le chemin analyt ique (p2(z) . . . .  , p j z ) ,  q(z), h2(z ) . . . .  , h j z ) ) ,  off 
(h2(z) . . . .  , h,(z)) est rexpression du chemin H ( z )  dans l 'ouvert  affine que l 'on a 
pris de IP,_ 1, et le champ de vecteurs n o r m a u x  non nuls h ( z ) = ( ~ 2 ( z  ) . . . .  , ~2jz)) 
off 

(4.4) h i ( z ) = n l ( z ) h i ( z ) + n i ( z  ), 2 < i < r  

%+ l(z)=nr+ I(Z) 
~,+i(z )=f f i ( z )  nl(z), 2 < i < r .  

D'apr~s (4.3) on  a pour  tou t  i =  2 . . . . .  r 

d 'o~  

lim )hr+ i(z)l < C O < oo 
~-o [(P2 . . . .  , q)[ [(h2(z) . . . .  , h2,(z)) = 

(4.5) v ( ~ , + i ( z ) ) > ~ + i n f { v ( h i ) ,  i = 2  . . . . .  r}, 2 < i < r ,  

puisqae, par  hypoth~se, 

0t = inf {v(p~), i = 1, . . . ,  r} < fl = v(q). 
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Mais  puisque 
v(~, + ,(z)) = v(p,(z)) + v(n l (z)), 

il resulte de (4.5) que 

2<_i<r, 

v(nl(z))>inf{v(hi(z)) ,  i = 2  . . . . .  r} 
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et, d 'apr6s (4.4), on a 

v(na (z)) > inf {v (n i(z)), i = 2, . . . ,  r}. 

Dans  le l emme pr6c6dent on n ' a  consider6 que des chemins  analyt iques  a(z) 
qui n '6taient  pas  tangents  & Y; dans  le l emme  suivant,  de plus difficile 
d6monst ra t ion ,  on considerera  les chemins  analyt iques  tangents  & Y. 

(4.6) Lemme .  Soit X un sous-ensemble analytique d'un ouvert de Crx~, 
connexe, lisse et avec f ront iHe analytique, soit Y un ouvert de l'espace lin#aire 0 x ~ ,  
tel que Y c X - X ,  et supposons que le couple (X,  Y) v&ifie les conditions de 
Whitney au point OEY Pour tout (k, l)elN 2 il existe un ouvert dense Uk, t de 
l'espace projecti f  IP,_ 1 des hyperplans de ~" x ~ qui contiennent Y, tel que pour 
tout H e Uk, ~ si 

i) a(z) est un chemin analytique sur ~ ' x  ~ ,  avec a (0 )=0 ,  et k f l <  l ~ < k ( f l  
+1),  

ii) H (z) est un chemin analytique sur IP,_ a avec H ( 0 ) = H ,  et 
iii) a(z )eXc~H(z ) ,  pour tout z ~ O  

alors 
Hz# l im Ta(z)X. 

z ~ 0  

D~monstration. On commence  c o m m e  dans le l emme  (4.2) mais  en consid6rant  
dans  r  1 x C x ~ ' -  1 le sous-espace analyt ique 

Z = f ( x 2  . . . . .  x , , y ,  a2 . . . . .  ar)~(~ r-1 X ~ X ~  r - I "  

fa ai x k, x k ' t �9 . . , x , , y l  = 0 , 1 < 2 < p  . 
i = 2  

On doit  p rouve r  c o m m e  dans le cas du l emme  (4.2) que 

v (n 1 (z)) > inf { v (n i(z)), i = 2 . . . .  , r + 1}. 

Supposons  ma in tenan t  que ce soit faux et p renons  sur Z le chemin cont inu 

((p 2 (z)) 1/k . . . . .  (p , (z ) )  l/k, (q(z)) TM, h2(z) . . . . .  h . (z ) )  

et le c h a m p  de vecteurs  n o r m a u x  non nuls h(z)=(h2(z  ) . . . . .  ha,(Z)), od 

k - I  k - 1  

(4.7) f i i ( z )=khi (z ) (~ i ( z ) ) -Fnl (z )+k(Fi (z ) ) -V-n i ( z ) ,  i = 2  . . . . .  r, 

1--1 

'~,+ l(Z) = l ( q ( z ) ) - r -  n ,+  1 (z), 
et 

f i ,+i(z)=~i(z)nt(z),  i = 2  . . . .  , r. 
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C o m m e  dans la preuve de (4.2) on arrive d'apr6s (4.3) 

[~r+~(z)l < Co < + (4.8) lim t,,1/k = 
z ~ O  M~"2 . . . .  , q l / l ) }  }(h2 . . . .  ' n r +  1)1 

pour  tout  i =  2 . . . .  , r. 
Soit main tenant  v(P2) = inf {v(p~), i = 2, . . . ,  r}, puisque par  hypoth6se kfl  < l~ 

o n  a 

t,,1/~ Iql-1/l [qnr + l { 
(4.9) lim WE . . . . .  ql/t)l n~+l [= l im 

z - o  IP2nl[ z-O Ipznx[ " 

Etant  donn6 qu 'on  suppose que v(nO<inf{v(n~),  i = 2  . . . .  , r +  1} on aura 

(4.10) lim t q n r + l l < l i m  ]a(z)l In~+ll lim la(z){ 1((0, 1), n(z)){ 
=~o I p 2 n l l - z - O  IP2nll z~O Ip(z)] 

mais cette derni6re limite est 0 

(4.11) lim la(z){ I((0, 1), n(z)>{ = 0  
~ o  IP(Z)l 

d'apr6s K u o  ([10], Theorem 2). Ainsi ~ part ir  de (4.9), (4.10) et (4.11) on arrive 

, 1/k }ql-1/t i{ (4.12) lim h~ . . . .  ' ql/t)l nr+ - 0  
z~0 {p2 n i l  

et de (4.8) et (4.12) on d6duit que 

[P2nl l  
(4.13) lim 

~ o  Iql/Zl I(,~z, . . . ,  ~,)l 

Soit j, 2 < j  N r, tel que pour  tout  i =  2 . . . .  , r, 

lim Ifii[ < + ~ ,  
=~o lhjl 

alors (4.13) 6quivaut gt 

(4.14) l im  [P2 n l ~ <  q_ cx) 
=+o Iql/q {hi{ 

et, d'apr6s (4.7), (4.14) donne  

, [P2nll 
(4.15) ! im ~ [q,/l[ [p~- ,/k h-)n 1 + p~- l / k , ,  t 

Nous  mont re rons  main tenant  que 

(4.16) v (hi n 1) > v (n~), 

< + o 0 .  

< + ct3. 
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en effet, dans le cas contra i re  on d6duit  de (4.15) que 

et ainsi 

donc  

ou bien 

IP2nll 
lim 
~ 0  Iqlnl IP~- ~/khjnl[ 

< + 0 0  

klv(p2) + k lv(nl)>= kv(q) + l ( k -  1) v(pj) + klv(hj) + klv(n 0 

k l o : > k f l + l ( k -  i) v(pj )+klv(hj )>kf l+ l ( k -  i) o:+kl 

l~=>k(/~+ l), 

ce qui contredi t  l 'hypoth6se du l emme  I~ <k( f l  + 1). 
Ainsi  de (4.15) et (4.16) on arr ive h 

d'ofl 

Ip2nl[ 
lim z~O [ql/ll k 1]k Ip~ n~l 

< + ~  

(4.17) klv(P2) + klv(nl) >=kv(q) + l ( k - 1 )  v(pj) + klv(nj), 

c o m m e  on a suppos6 que 

v(nO<inf{v(ni), i = 2  . . . . .  r +  1} 

on d6duit de (4.17) que 

kl~ + ktv(nl) >= k fl + l ( k -  t) ct + klv(nl) + kl 
d'ofl 

l~ > k(fl + l), 

ce qui contredi t  l 'hypoth6se du l e m m e  l~ < k(fl+ 1), et mon t r e  donc  que 

v(nO>inf{v(ni), i = 2  . . . .  , r +  1}. 

(4.18) Th6or6me. Soit X un sous-ensemble analytique d'un ouvert de C r x C ,  
connexe, Iisse et avec frontidre analytique, soit Y un ouvert de respace lindaire 0 x ~,  
tel que Y ~ X - X ,  et supposons que le couple (X, Y) vdrifie les conditions de 
Whitney au point 0eY. II existe un ouvert de Zariski dense U ti), i= 1, . . . ,  r, de la 
grassmanienne des (i+ 1)-plans de ~ •  C qui contiennent Y, tel que si H e  U (i) il 
existe un voisinage W H de 0 dans ~ • ~, d@endant de H, de manidre que H coupe 
transversalement toute limite d'espaces tangents d X le long des chemins analyti- 
ques rdels contenus dans H e t  convergents vers des points de W H. 

Ddmonstration. On se ram6ne au cas i = r - 1  en consid6rant  un ( i + l ) - p l a n  
c o m m e  l ' intersect ion de r - i  r-plans.  

N o t o n s  ~ ( m ,  r + 1) la g rassmanienne  des m-plans  dans  C" x r  off m = d im X, 
et IP,_ 1 l 'espace project i f  des hyperp lans  de 112" • �9 qui cont iennent  Y. 



214 V. Navarro Aznar 

On consid~re l 'ensemble 

F =  {(x, TxX, H), x e X n H }  c X  x ffJ(m, r+ 1) x lPr_ 1 

et on note que F c X x ~(m,  r + 1) x lPr_ 1 est un sous-ensemble analytique ferm6, 
ainsi l 'ensemble 

V = F n  {(0, T, H), T c H }  c {0} x ~(m,  r + l )  xIP,_ 1 

est un ferm6 de Zariski de {0} x ~(m, r + l )  xIPr_ 1. 
Si n: {0} x G(m, r +  1) x lPr_, -~IP~_, est la projection, on a 6videmment que 

F = n ( V )  

est un ferm6 de Zariski de 1P~_ 1. Nous montrerons que l 'ouvert de Zariski 

U = I P , _ I - F  

n'est pas vide et v6rifie l 'assertion du th6or6me. 
Pour montrer  que U n'est pas vide nous prouverons que si Uk. t, k, l>~ 0, sont 

les ouverts denses.introduits dans les lemmes (4.2) et (4.6), alors 

N u. 
k, l~O 

En effet, soit H e n  Uk, t et supposons que H~F, alors il existera un TEE(m, r + 1) 
tel que 

(0, T, H)e  V 

mais, d'apr6s le lemme de s61ection du chemin il existera un chemin analytique 
r6el 

7(z) = (a(z), T(z), H(z))6X x G(m, r + 1) x IP,_ 1 

tel que 
a(z)EH(z)nX, pour tout z4:0 

a (0 )= 0  et H ( 0 ) = H ,  

T(z)=T,c~)X, pour tout z4:0, et 

lim T(z) = T c H, 
z ~ 0  

mais pour  le chemin a(z) on aura  ou bien ~ < fl, ce qui contredirait que H e  Uo, o, 
ou bien k[3<l~<k([3+ 1) pour k et l appropri6s, ce qui contredirait que HeUk, z. 
Ainsi que HCF. 

Maintenant  nous montrerons que U v6rifie l 'assertion du th6or6me. En effet, 
si on suppose que pour  tout voisinage de 0 on a un point y et un chemin 
analytique r~el b(z) contenu dans H, qui converge vers y, et tel que H contient la 
limite d'espaces tangents h X le long de b(z), alors le lemme de s61ection du 
therein donne un chemin analytique r6el a(z), qui converge vers 0 et tel que H 
contient la limite d'espaces tangents ~ X le long de a(z). Mais dans ce cas 
(0, T, H)~V, c'est-~-dire, HCU. 
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(4.19) Th6or6me. Soit Z un sous-ensemble analytique d'un ouvert de IErx •, de 
dimension m + 1, et qui contient un ouvert Y du sous-espace lin~aire 0 x ff~, et soit Z 
= U X~ une stratification de Whitney de Z telle que la strate qui contient l'origine 

r 
OeffY x ff~ est Y Pour tout i, i = r - m  + 1, ..., r, il existe un ouvert de Zariski dense 
U ~) de la grassmanienne des (i + 1)-plans de fly x C qui contiennent Y, tel que pour 
tout H e  U t~J 

Z n H =  U" (X~nH)  
a e a  

(0~ A est tel que si ~, f leA et ~ fl alors X~nH=~ X a n H )  est une stratification de 
Whitney de Z n H  dans un voisinage W n de 0 qui d~pend de H. 

Dkmonstration. I1 suffit de consid6rer le cas i = r - 1 .  

Soient X I = Y ,  X 2 . . . . .  X t les strates de Z qui contiennent 0 dans leur 
adh6rence et soient U 2, U 3, ..., U~ les ouverts denses qui correspondent 
X 2 . . . .  , X1 suivant le th60r6me ant6rieur; il suffira alors de prendre comme 
U tr-t) l 'intersection U 2 t ~ U 3 f ~ . . . f ~ U I .  En effet, si H e U  C~-~) il existera un 
voisinage W n de 0 d6pendant de H dans lequel les intersections X j n H  sont 
lisses, j = 1 . . . .  , l, et tel que H ne contient aucune limite d'espaces tangents ~t Xj 
le long des chemins analytiques sur X j n H ,  j = 2  . . . . .  l, et convergents vers des 
points de Wn. On verra que t o u s l e s  couples (X~nH, Xkn H ) ,  avec 

X k n H c X j ~ H - X j ~ H ,  v6rifient les conditions de Whitney aux points de 
X ~ n H  n W~. 

Prenons deux chemins analytiques r6els a(z) sur X ~ n H  et b(z) sur X ~ n H  qui 
convergent vers x e X ,  n W n, et tels que 

= lim a(z) b(z) 
z~O 

T =  lim Ta~z~(X j n H  ). 
z ~ 0  

Puisque (Xj, Xk) v6rifie les conditions de Whitney on a 

c lira Ta~) Xj = T~ 
z ~ 0  

et comme d'autre part  ( c H ,  on obtient d c  T~nH. 
Etant donn6 que T c  T~nH il nous suffit de prouver  que dim T = d i m  T~nH, 

pour  obtenir T =  TjnH,  et ainsi ( ~  T. Mais dim T = d i m  T~- 1, et comme H:b  Tj, 
puisque H e  U ~r- i j, on en d6duit que dim T~ n i l =  dim T i -  1, d'ofi le th~or~me. 

5. Les conditions de Whitney impliquent la constance de ia multiplicit~ 

Dans ce paragraphe, comme dans ceux qui suivent, nous utiliserons les r6sultats 
ant6rieurs (4.18) et (4.19) pour montrer  que si une stratification v6rifie les 
conditions de Whitney, elle possbde aussi quelques autres traits int6ressants 
d'6quisingularit~. 

Plus concr6tement, nous pr6senterons dans cette section une nouvelle preuve 
du th6or6me suivant d 'Hironaka:  
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(5.1) Th6or6me ([5], Corollary 6.2). Soit Z un espace analytique complexe r~duit 
et soit Z = U x~ une stratification de Whitney de Z. Si X est une strate de cette 

r 

stratification, alors la multiplicit~ de Z e s t  constante le long de X. 

D~monstration. Si Z~ est une composante irr6ductible de Z, on sait qu'il existe 

une strate X~ telle que X~--Z~, ainsi si ZpnX~-O, en utilisant la propri&6 de 
fronti6re, on voit que X ~Zp.  Donc on peut supposer que, d'apr~s la formule 
d'additivit6 des multiplicit6s, Z e s t  irr6ductible. 

Etant donn6 que ce qui nous int6resse est une question locale, nous pouvons 
localiser la situation et supposer que Z est un sous-ensemble analytique d'un 
ouvert de (E'x ~E s, de dimension m + s, irr6ductible, et que X est un ouvert de 
l'espace lin6aire 0 x tE s, qui contient l'origine. Nous montrerons que la multipli- 
cit6 de Z e s t  constante le long de X au voisinage de 0. 

Pour cela, il suffit de montrer  sa constance au voisinage de 0, le long de tout 
ouvert Y de droite complexe, Y~  X; et puisque dans ce cas les couples (X~, Y) 
v6rifient aussi les conditions de Whitney, on peut supposer dim X = 1 (i.e. s = 1). 

Soient maintenant X~ . . . . .  X t les strates de Z, diff6rentes de X, qui contien- 
nent 0 dans leur a.dh6rence, soient U~ ' - ' )  . . . .  , Ut ~'-") les sous-ensembles r6siduels 
qui leur correspondent suivant (4.18), et soit H~U~' - ' )n . . .nU~ ~'-"). Nous 
montrerons que (Z~H)~ , I=X  au voisinage de 0. En effet, si ( Z n H ) ~ a + X  au 
voisinage de 0, il existerait un chemin analytique r6el a(z), avec a ( z ) ~ X ~ n H -  X 
si z:l:0 et a (0)=0~X,  pour un certain i, 1 <i<_l. Mais dans ce cas on aurait que 
la limite T des espaces tangents /l X~ le long de a(z) contiendrait X par la 
condition (A) de Whitney, et contiendrait aussi la limite des droites a( z ) -  
nx(a(z)), z:~O, par la condition (B), ainsi dim T n H > 2 ,  et, par cons6quent, H 
ne couperait pas transversalement T, ce qui contredirait le choix de H. 

Pour achever la d6monstration du th6or+me, il suffit de faire remarquer que 
H permet de d6finir alors un morphisme h: Z--,~E" • tE tel que h est fini au 
voisinage de 0 et h-~(0 x ~E)=X. On conclut ainsi la preuve comme dans I-5] 
Remark (3.2). 

6. Le type topologique profond 

Dans cette section nous nous proposons d'introduire les types topologiques des 
sections planes g6n~riques d'un germe de sous-ensemble analytique et de 
d6montrer leur invariance analytique. 

(6.1) Lemme. Soit (X, O) un germe de sous-ensemble analytique d'un ouvert de C', 
de dimension m > 0, a!ors pour tout i = r - m  + 1, .. . ,  r, il existe un ouvert de Zariski 
dense Vti) de la grassmanienne ~ ( i - 1 ,  r - 1 )  des i-plans de C" passant par 0, tel 
que si H et H'~V ~i), alors ( X n H ,  O) et ( X n H ' ,  0) ont le m~me type topologique. 

D~monstration. Soit X un repr6sentant du germe et consid6rons dans l'espace 
analytique X x ~ i ( i - 1 ,  r - 1 )  le sous-espace F =  {(x, H); xeH},  de toute 6vidence 
F contient le sous-espace 0 x @ ( i - 1 ,  r - 1 )  et par cons6quent on peut prendre 
une stratification de Whitney de F subordonn6e ~t 0 x @ ( i -  1, r -  1). Soit V ti) la 
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strate de plus grande dimension contenue dans 0 x ~ ( i -  1, r -  1), alors d'apr6s le 
premier lemme d'isotopie de Thom ([17], Corollaire 2.1.2, [12], Proposition 
1.1.1) on aura ( X n H ,  0)-~(XnH ', 0) si H et H' sont dans V (i). 

(6.2) D~finition. Soit (X, 0) un germe de sous-ensemble analytique d'un ouvert 
de C'  de dimension m > 0, on appellera type topologique d'une section /-plane 
g6n6rique de (X, 0), i = r - m + l , . . . , r ,  le type topologique de ( X n H ,  0), off 
H e V  (i), et on le notera (X, 0) ('-i). 

On appellera type topologique profond de (X, 0) la classe d6finie, ~t un 
isomorphisme pr6s, dans la cat6gorie puissance m-i6me de la cat6gorie des 
germes d'espaces topologiques par 

((X, 0) (O), (X,  0) (1) . . . .  , (X,  0) (m- 1)), 

et on le notera (X, 0)*. 

(6.3) Remarque. Soit S~ la sph6re r6elle de dimension ( 2 r -  1) et de rayon e dans 
C r et soit K, l'intersection X nS~. I1 est bien connu que si eo est suffisamment 
petit, K~ est hom6omorphe a K~, si e,e '<eo, et que X est hom6omorphe 
au voisinage de 0 au c6ne sur K~. Cela veut dire que donner (X, 0)* 6quivaut ~t 
donner une suite de varigt6s r6elles compactes (Ko, K1, . . . ,  Kin_l). Un cas qui 
pr6sente un int6r~t particulier est celui dans lequel le germe (X, 0) est /t 
singularit6 isolge, puisque, alors, les germes ( X n  H, 0) sont aussi ~t singularit6 
isol6e et par cons6quent les vari6t6s K i sont des vari6t6s diff6rentiables. 

(6.4) Th~or~me. Soit Z un sous-ensemble analytique d'un ouvert de C ' x  IE s qui 
contient un ouvert Y de 0 x C s e t  qui admet une stratification de Whitney pour 
laquelIe Y est une strate. Soit zt: Z--}0x C s la restriction de la projection C ' x  
{Es--,O x {E S, alors le type topologique profond des fibres rt-l(y), ye  Y, est constant. 

DOmonstration. Nous noterons Xy = n -  ~(y) et supposerons que dim Xr = m, pour 
yeY. 

On prend, pour le moment, s = 1. 
Soit r-m_<i_<r, et (y,) une suite de points de Y tendant vers 0eY. 
I1 existe un ouvert dense Vo de (i + D-plans passant par Y tel que (X o n H, 0) = 

(Xo, 0) ('-~}, pour HeVo. 
Pour tout n~N, il existe un ouvert dense V, de (i + D-plans passant par Y tel 

que (Xr c~H, y,)=(Xrn, y,)(,-i), pour HeV,. 
D'aprds le th6ordme (4.19) il existe un ouvert dense U ~) de (i+l)-plans 

passant par Y, tel que pour tout H~ U (*), il existe un voisinage ouvert W n de 0 
dans lequel Y est une strate d'une stratification de Whitney de Z n i l .  Ainsi, 
pour H~ U Ci), on d6duit du premier lemme d'isotopie de Thorn que (Xrc~H, y) 
est hom6omorphe ~t (X o c~ H, 0) pour tout y~ Wn. 

Prenons alors un (i + 1)-plan 

He  U(i)n Vo n((" ] V.) 
n 

(ce dernier ensemble est dense) et un point y.~ W n, nous obtenons 

(Xr,, y,)('-i) = (Xr, n H, y,) = (X o n H, 0) = (X o, 0) ('- i) 
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Ainsi pour toute suite (y,) de points de Y tendant vers 0, (Xr,, y,)(~-0 est 
constant et 6gal ~t (Xo, 0) ~'-~ d6s que nest  suffisamment grand. Ceci implique que 
le type topologique profond est constant au voisinage de 0, et par cons6quent 
constant sur Y. 

On peut maintenant passer au cas s arbitraire. 
D'apr6s ce qu'on vient de prouver il suffira de montrer  que pour tout point 

yE Y dans un voisinage convexe de 0, la restriction de la stratification de Z a 
l'image inverse par n de la droite ~ qui unit y ~ 0, est une stratification de 
Whitney de cette image inverse dans un voisinage de r qui a r comme une 
strate. Mais ceci est une cons6quence du fait que la restriction de n aux strates 
de Z e s t  submersive au voisinage de Y. 

(6.5) Corollaire. Soit (X, O) un germe de sous-ensemble analytique d'un ouvert de 
C', alors le type topologique profond de (X, O) est un invariant analytique du germe. 

DOmonstration. Supposons qu'au voisinage de 0 

X = {xellY;fa(x)=O, 2 = 1 . . . .  , p}. 

Si (X', 0) est un germe analytiquement 6quivalent/~ (X, 0) on peut construire une 
d6formation 

avec 

Z =  {(x, t )e r  x r  fa(7(z, t)) = O, 2 =  1 . . . .  , p} 

n(x, t) = t, pour tout (x, t)~Z, 

telle que (X, O) et (X', O) soient isomorphes fi (rc-l(O), (0, 0)) et (7~-1(1), (0, 1)), 
respectivement. I1 suffit pour cela de prendre comme 7(z, t) une d6formation de 
l'identit6 de Cr par isomorphismes analytiques telle que y(z, 1) r6alise l'isomor- 
phisme de (X', O) et (X, 0). 

Puisque Z est analytiquement le produit X x C, on peut stratifier Z de 
mani~re que 0 • C soit une strate et que la stratification soit de Whitney. On 
conclut ainsi en utilisant le th6or6me (6.4). 

(6.6) Corollaire. Soit Z un espace analytique complexe r~duit, Y un sous-espace de 
Z qui est une strate d'une stratification de Whitney de Z et soit re: Z ~ Y  une 
rktraction de Z sur Y. Alors le type topologique profond des f ibres (zc- l(y), y), y~ y, 
est constant. 

Ddmonstration. Puisque l'assertion est locale et le type topologique profond est 
un invariant analytique, on peut supposer que Z e s t  un sous-ensemble analy- 
tique d'un ouvert de r  x C ~ et que zr est la projection sur 0 x ~ ,  mais dans ce cas 
nous nous ramenons ~ au th6or6me (6.4). 

7. Les conditions de Whitney impliquent la constance 
dn type topologiqne profond 

On sait d'apr+s Thom et Mather que si on a un espace diff6rentiablement 
stratifi6 Z = ~ X,  qui satisfait les conditions de Whitney, alors le type topolo- 



Conditions de Whitney et sections planes 219 

gique de Z e s t  constant le long de chaque strate; nous montrerons dans (7.3) que 
si on consid6re une stratification analytique complexe qui satisfait les conditions 
de Whitney, alors tout le type topologique profond de Z e s t  constant le long de 
chaque strate. 

(7.1) Lemme. Soit Z un sous-ensemble analytique d'un ouvert de fig ~ et soit Z =  
U X ,  une stratification de Whitney de Z. Si r I et r 2 sont deux rOtractions locales 

ct 

de Z sur X~, au voisinage de zoeX~, alors (r~ l(Zo) , Zo) et (r 2 l(Zo), Zo) ont le mdme 
type topologique profond. 

DOmonstration. Supposons que ~q = ~ r x  02 ~, que X,  est un ouvert de 0 x ~E s e t  
que r 1 est la restriction de la projection C r x (E s- ,  0 x {E ~. 

Si au voisinage de z o =(0, y), Z = {(x, y ) ~ r  x Cs; fa(x, y)=0,  2 =  1 . . . . .  p} on 
consid6re l'ensemble analytique 

= {(x, y, t)~0~ r x {E ~ x C; fz(7(x, y, t))=0, 2 = 1 . . . . .  p} 

oit 7(x,y , t )  est une d6formation de l'identit6 dans C q par isomorphismes 
analytiques telle que 

~:(x, y, 1)=(x, p(x, y)), pour tout (x, y)~tE ~ 

off p e s t  tel que r2(x,p(x,y))=y,  dans un voisinage de .z o. Puisque 2 est 
analytiquement le produit Z x C, on peut stratifier 2 de mani6re que X,  x C soit 
une strate et que la stratification soit de Whitney. Si 7r: Z ~ C ~ x ~  est la 
restriction de la projection ~ x  ~ x  C - , C ~ x  �9 on aura, d'apr6s le th6or6me 
(6.4), que (Tr-l(yo,0), (0, yo,0)) et (Tr-l(yo, 1), (0, yo, 1)) ont le m~me type 
topologique profond, mais (Tr-l(yo, 0), (0, Yo, 0)) est isomorphe ~t (r 1- l(yo), (0, Yo)) 
et (Tr-l(yo, 1), (0, y o, 1)) est isomorphe ~t (r2-1(yo), (0, yo)), ce qui finit la 
d6monstration. 

D'apr6s (6.6) et (7.1) nous pouvons donner la definition suivante: 

(7.2) D~finition. Soit Z un espace analytique complexe r6duit et soit Z = U X~ 
~t 

une stratification de Whitney de Z. Nous appellerons type topologique profond 
de la fibre locale de Z sur la strate X,,  que nous noterons (F~, 0)*, le type 
topologique profond (r-~(y),y) *, off y e X ,  et r e s t  une r6traction de Z sur X,  
dans un voisinage de y, r et y 6tant arbitraires. 

On a alors le r6sultat suivant: 

(7.3) Th6or6me. Soit Z un espace analytique complexe r~duit et soit Z = ~ X~ 
~t 

une stratification de Whitney de Z. Si X ,  est une strate de cette stratification de 
dimension s e t  telle que la dimension de Z aux points de X ,  est s + m, alors le type 
topologique profond de Z aux points de X ,  est donn~ par 

((F, x r 0), (F, x 02 ~- 1, 0), ..., (F~ x ~,  0), (F,, 0), (f , ,  0) ix) . . . . .  (F,, 0) (m- 1)). 

Ainsi, le type topologique profond de Z est constant le long de chaque strate. 
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D~monstration. Soit yeX~, puisque le type topologique profond est un invariant 
analytique on peut supposer qu'on a un plongement de Z au voisinage de y dans 
IE r x C ~ tel que X~ est un ouvert de 0 x C ~ et que y = (0, 0). 

Prenons maintenant un /-plan g6n6rique H, r - m < i < r + s ,  de ~rX C ~ qui 
contient l'origine, et tel que (Z n H, 0) donne le type topologique d'une section i- 
plane g6n6rique de (Z, 0), i.e. (Z, 0) (~+~-I). 

Si i>r, H coupe transversalement 0 x C ~, c'est-~t-dire qu'on aura comme 
intersection un espace lin6aire de dimension i - r .  Dans ce cas, on voit 
imm6diatement que ~ (X, n H )  est une stratification de Z n H au voisinage de 

l'origine, qui admet comme strate X ~ n H ,  donc par le lemme d'isotopie de 
Thorn le type topologique de (Z n H, 0) est celui de (F, x (X, n H), 0), qui est aussi 
celui de (F~ x ~i-~, 0). 

Si i<r, H continue ~ couper g6n6riquement 0 x ~  ~, mais dans ce cas ceci 
signifie que l'intersection doit 6tre uniquement l'origine. On prend un r-espace E 
qui contient H et qui est compl6mentaire de 0 x ~ dans CrX r alors Z n E  
n'est autre que F, et Z n H est F~ n H. Comme H est g6n6rique entre les/-plans 
de tE'x IE" qui passent par 0, il sera aussi g6n6rique entre les /-plans de E qui 
passent par 0, et,. par cons6quent, (F, n H, 0) sera (F,, 0) (~- i). 

8. Les conditions de Whitney impliquent/~ constant 

Soit (X, O) un germe d'intersection compl6te ~t singularit6 isol6e et de dimension 
m, d6fini dans un voisinage U de 0 e r  r par les fonctions f l ,  ...,fp~(9, et notons f :  
~ '~ IEP  l'application f = ( f ~  . . . .  ,fp). Si e > 0  est suffisamment petit et y e C  p, 
0 <  lYl ~e, est une valeur r6guli6re de f, on sait d'apr6s Milnor et Hamm ([13, 4]) 
que f - l ( y ) n B ~  a l e  type d 'homotopie d'un bouquet de sph6res m- 
dimensionelles. On d6montre que le nombre de sph6res de ce bouquet est une 
invariante analytique du germe (X, 0) et on l'appelle nombre de Milnor de 
(X, 0), ~(X, 0). 

(8.1) Th6or~me. Soit Z un espace analytique, et soit c~: Z ~ Y une d~formation 
d'un germe d'intersection complbte d singularit~ isol~e (X, 0), de base Y lisse et 
connexe, munie d'une section a: Y-oZ telle que Z - a ( Y )  est lisse sur Y Si le couple 
( Z - a ( Y ) ,  a(Y)) v~rifie les conditions de Whitney alors p((~b-l(y), a(y)) est 
constant. 

D~monstration. En utilisant la K-d6termination de Mather ([11], Theorems (3.5) 
et (9.2)) on peut supposer que 

X = {zeCr; fl(z) = . . .  =fp(z) = 0} 

off les f~ sont des polyn6mes en z e ~ ' ,  i = 1 . . . .  , p. De plus, d'apr6s le th6or6me de 
transversalit6 param6trique ([8], Theorem 3.2.7) nous pouvons 6galement sup- 
poser que les f~ sont tels que si on les homog6n6ise en ajoutant une nouvelle 
variable, ~t un degr~ d assez haut (>~ + 1, voir plus bas), la vari6t6 Vo qu'ils 
definissent en IP, est une intersection compl&e dont la seule singularit6 est 
[1, 0, ..., 0]. 
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Soit maintenant n: T-*S la d6formation semiuniverselle de (X, 0) ([18], 
Theorem 8.1; [9], Theorem), on salt que si {Pi(z), 1 <j<z}  est une base de T~(X) 
(qui peut d'ailleurs atre choisie polynomiale et de degr6 <z, od z = d i m  Ta(X)), 
alors T admet comme 6quations en IV r x IE~: 

fi(z)+ ~ sjPj(i)(z)=O, l <=i<=p, 
)=1 

od p(il est la composante i-i6me de P~. Comme S on peut prendre l'espace tlY et 
comme rc la restriction/l T de la projection fly x IET--* IE ~. 

D'apr6s la versalit6 de re, il existera un morphisme g: Y--~S tel que la 
d6formation ~: Z ~ Y s'obtient par changement de base/ t  partir de r~, mais cela 
signifie que Z admet comme 6quations en q;r x Y: 

Gi(z , y) =f/(z) + ~, gj(y)pj(i)(z) = 0, 1 <=i<=p, 

off les g~-(y) sont les composantes de g. En d6finitive, on voit que les G~(z, y) sont 
des potyn6rnes en z qui ont pour coefficients des fonctions analytiques de y. 

Si maintenant nous homog6nbisons les Gi(z, y) en relation avec les z au degr6 
d ant6rieurement choisi, nous obtenons, en r6tr6cissant Y si n6cessaire, une 
famille V ~  Y d'intersections compl6tes Vy de degr6s 6gaux en l~,, sans autre 
singularit6 que [1, a(y)]. C'est-/t-dire que nous obtenons une. application propre 
V ~  Y, munie d'une section a: Y-,  V telle que V -a (Y )  est lisse sur Y et le couple 
(V-a(Y) ,  a(Y)) v6rifie les conditions de Whitney. Ainsi, d'apr6s le premier 
lemme d'isotopie de Thorn, on 6tablit que Vy est hom6omorphe h V o, pour 
n'importe quel yE Y, donc que x(V~)=)~(Vo). I1 suffira de voir que 

z(Vy) = x(d; r - p )  + ( -  1)'- P+ 1/u(Vr, a(y)) 

pour tout ye  Y,, off )~(d; r -p )  est ind6pendant de y pour conclure que/ t (Vr ,  a(y)) 
est constant. 

Pour obtenir z(Vy) consid6rons les 6quations de Vy au voisinage de a(y) darts 
C ~ 

Gi(z , y) =f/(z) + ~ gj(y) P~(i)(z)---O, 1 <__i<__p, 

(notons que maintenant y est constant) et soient 

Gi(z, y)=ti, l <=i<p, 

les 6quations de la fb re  de Milnor de X r. Si on prend t = (t t . . . .  , tp) suffisamment 
petit, la vari6t6 projective Vy,t que l'on obtient en homog6n6isant les 6quations 
ant6rieures au degr6 d sera une vari6t6 lisse qui en dehors d'une petite boule B, 
dans ~;r autour de a(y) sera diff6omorphe ~t Vy. 

Comme les vari6t6s Vy c~ S~ et Vy, t ca S~ sont des vari6t6s diff6rentiables orien- 
tables, compactes et de dimension impaire, on a 
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et ainsi les expressions 

x(Vy) = x(Vy - Vy~B~)+z(Vyc~B~)-Z(VyC~S~) 

)~(Vr, t)=z(Vr,, - Vr,,c~B~)+ x(V~,,~B~)-x(Vr,,c~S~) 

donnent 
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z(Vy)=z(Vr, t)+ z(Vyc~B~)-z(Vy, tc~B~). 

Mais d'apr6s le lemme de structure cOnique 

x ( V , ~ B 3 =  1 
et comme 

z(Vy, t c~ B~) = 1 + ( -  1)~-v#(Vy, a(y)) 
o n  a 

z(v~) = x(v,. ,)  + ( - 1) r - "+  ' ~ (v , ,  o (y)). 

On note pour finir que Vy, t est une intersection compl6te lisse dans lP~ de 
degrOs (d, d . . . .  , d) pour tout y~Y, et donc que z(Vy, t) est indOpendant de y. 

9. Pr6sentation topologique de la suite/~* 

On introduit dans de paragraphe, en s'inspirant d'une idle de B. Tessier ([14], I. 
w 1), une suite de nombres de Milnor qui correspond aux hombres de Milnor des 
sections /-planes g6n6riques du germe. M. Giusti et J.P. Henry donnent une 
autre pr6sentation, alg6brique cette fois, de la m~me suite dans [3]. 

(9.1) Lemme. Soit (X, 0)c(C ' ,  0) un germe d'intersection compldte d singularit~ 
isol~e et de dimension m. Pour tout i, r -m<i<=r,  il existe un ouvert de Zariski 
dense V ") de la grassmanienne ~ ( i - 1 ,  r - 1 )  des i-plans de ~r passant par 0, tel 
que 

a) si H e V  ti}, ( X n H ,  O) est un germe d'intersection complete d singularit~ 
isol~e ; 

b) si H et H '~V  ti~, l t ( X n H ,  0 ) = P ( X n H  ', 0). 

D~monstration. L'existence d'un ouvert dense V~ ~ pour lequel a) est vrai est bien 
connu ([14], Lemme 1.1). I1 nous reste ~t prouver qu'il existe un autre ouvert de 
Zariski dense Vb ") pour lequel b) est vrai. 

On consid6re F =  {(z, H ) e X  x Vf); z eH}  et le morphisme n: F ~  V~ i), restric- 
tion de ta projection correspondante. En appliquant le th6or6me de Whitney 
([20], Theorem 19.2), on d6duit l'existence d'un sous-ensemble analytique ferm6 
propre A de Vf  ) tel que si F o = 0 x V~ i) le couple (F - n -  1 (A), F o - n -  1 (A)) v6rifie 
les conditions de Whitney. I1 suffit alors d'appliquer le th6or6me (8.1) ~t la 
d6formation n: F - n - I ( A ) ~  V f  ) - A  pour en d6duire le lemme. 

(9.2) Ddfinition. Soit (X, 0 ) c ( C  *, 0) un germe d'intersection compl6te h singula- 
ritz isol6e et de dimension m. On appellera nombre de Milnor d'une section i- 
plane g6n6rique de (X,0) r - m < i < _ r ,  le nombre de Milnor de (XnH,0) ,  off 
H ~ V  t~ et on le notera #t ' -~ 0). On notera aussi 

~ * ( x ,  O)=(~(~ o), t~(~(x, o) . . . .  , ~ ( ' - ' ( x ,  0)). 



Conditions de Whitney et sections planes 223 

10. Les conditions de Whitney impliquent p* constant 

Le r6sultat suivant g6n6ralise au cas des intersections compl6tes un r6sultat 
ant6rieur de Brianqon-Speder 6tabli pour les hypersurfaces ([1], Th6or6me 2). 

(10.1) Th6or6me. Soit Z un sous-ensemble analytique d'un ouvert de IE r x IE ~ qui 
contient un ouvert Y de 0 x ~ et tel que le couple ( Z -  Y, Y) vdrifie les conditions 
de Whitney. Soit zr: Z ~ Y la restriction de la projection IF." x C~ ~O x (E s, et suppo- 
sons que Z -  Y soit lisse sur Y e t  que lr soit une dkformation du germe d'intersec- 
tion compldte d singularitd isolde (re- 1(0), 0), alors It*(n- l(y), y) est constant. 

Dkmonstration. On laisse la preuve au lecteur, puisque, une fois qu'on a le 
th6or~me (8.1), elle diffbre ~ peine de celle de (6.4). 

(10.2) Corollaire. Soit (X, O)~((E ~, O) un germe d'intersection compldte d singula- 
ritd isolde, alors la suite #*(X, O) est un invariant analytique du germe. 

Ddmonstration. Supposons qu'au voisinage de 0 

X={xell2";fz(x)=O, 2=1  . . . . .  p} 

si (X', 0) est un germe analytiquement 6quivalent ~t (X, 0) on peut construire une 
d6formation 

re: Z ~ I E  

avec 
z =  {(x, t ) e r  r • r  f~(y(x, t))= 0, ;t= 1, . . . ,p} 

7r(x, t) = t, pour tout (x, t)eZ,  

telle que (X, 0) et (X', 0) soient isomorphes/~ (re- 1(0), (0, 0)) et ~t (rr- 1(1), (0, 1)), 
respectivement, et telle qu'on puisse stratifier Z de mani6re que 0 x ~E soit une 
strate et que la stratification soit de Whitney (voir la d6monstration du corol- 
laire (6.5)). D'apr6s le th6or~me (10.1) on conclut maintenant que 

~*(X, 0)= ~*(X', 0). 

(10.3) Corollaire. Soit Z un espace analytique, soit qb: Z ~ Y  une ddformation 
d'un germe d'intersection compldte d singularitd isol~e (X, 0), de base Y lisse et 
connexe, munie d'une section a: Y ~ Z telle que Z - a ( Y )  est lisse sur Y. Alors si le 
couple ( Z - a ( Y ) ,  a(Y)) vdrifie les conditions de Whitney, #*(qS-l(y), a(y)) est 
constant. 

D~monstration. Puisque l'assertion est locale et la suite #* est un invariant 
analytique d'apr~s (10.2), on peut supposer que Z e s t  un sous-ensemble analy- 
tique d'un ouvert de (E r x C s, que Y est on ouvert de 0 • Cs et que ~b: Z ~ Y est la 
restriction de la projection sur le deuxi~me facteur. Ainsi d'apr~s (10.1) on 
conclut que lx*(~b-l(y), a(y)) est constant. 

11. Sur le cas r6el 

Bien que l'intention premi6re de ce travail 6tait d'6tudier le comportement des 
conditions de Whitney par rapport aux sections planes dans le cas complexe, ~t 
la suite d'une remarque de D. Trotman sur la condition (W) de Verdier, je me suis 
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aperqu que certains des r6sultats pr6sent6s dans les paragraphes ant6rieurs sont 
aussi valables dans le cas r6el et qu'ils ont un int6r& propre. 

Concr6tement, pour le paragraphe 4 on n'utilise des pr6c6dents que le 
corollaire (3.2), et on peut obtenir ce corollaire dans le cas r6el avec la m6me 
preuve qu'ici, en utilisant le th6or6me (2.2) de [19], au lieu de nos r6sultats (2.3) 
et (3.1). Ainsi, on peut d6montrer les r6sultats (4.2), (4.6), (4.18) et (4.19) avec des 
d6monstrations analogues ~t celles du w 4. De fait le seul point qu'il faille sp6cifier 
est que dans le lemme (4.6) on doit prendre les nombres k et l impairs. Nous 
6nonqons ~t la suite ce qu'on obtient au lieu de (4.19). 

(11.1) Th~or~me. Soit Z un sous-ensemble analytique r~el d'un ouvert de IR"x IR; 
de dimension m + 1, et qui contient un ouvert Y du sous-espace lindaire 0 x IR, et 
soit Z =  u X~ une stratification de Whitney telle que la strate qui contient 

CL 

l'origine 0 est Y. Pour tout i, i = r -  m + 1 . . . . .  r, il existe un ouvert dense U ti) de la 
grassmanienne des ( i+ l)-plans de N " x  IR qui contiennent Y,, tel que pour tout 

. H e  U ~ 

ac~A 

(off A est tel q'ue si c~, flEA et a=l=f alors X ~ n H  ~ = X p n H )  est une stratification 
de Whitney de Z n H dans un voisinage W n de 0 qui d~pend de H. 

En ce qui concerne les r6sultats des w et 7, bien qu'on puisse aussi 
introduire le concept de type topologique profond dans le cas r6el, ce type 
topologique profond, en g6n6ral, n'est pas constant le long d'une strate dans une 
stratification de Whitney, et on arrive seulement ~t montrer un r6sultat de 
semicontinuit6 du type topologique profond. 

Nous concluerons avec un exemple qui montre qu'on peut ne pas avoir de 
type topologique profond constant le long d'une strate dans le cas r6el, et qui 
peut illustrer le r6sultat de semicontinuit6 dont nous avons parl6 ci-dessus. 

On consid6re dans IR 3 x IR le sous-ensemble analytique r6el Z d6fini par 

t2(X 2 + y2) + (1 - -  t 2) (X z + y2)2 = (1 - t 2) z 2 + t 2 z 4 

on v6rifie alors que, si Y= 0 • ~ est l'axe des t, X = Z - Y est la partie r6guli6re 
de Z et que le couple (X, Y) v6rifie les conditions de Whitney. Mais pour t=O, 
X o est 

(X2 + yZ)Z : Z 2, 

et n 'a  comme section g6n6rique qu'un paire de droites topologiques; pour t =  1, 
X 1 est 

X 2 .at_ y2 = Z 4  

et n'a comme section g6n6rique qu'un point; et c'est seulement la fibre 
g6n6rique, par exemple, X~v, ~ 

X2 --}- y2 = z 2, 

qui a comme section g6n6rique soit une paire de droites, soit un point. 
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