Inventiones math. 52, 95—104 (1979) IﬂveanOneS

mathematicae
© by Springer-Verlag 1979

Uber eine Spezialschar von Modulformen zweiten Grades

Hans Maal
Hirtenaue 50, D-6900 Heidelberg, Bundesrepublik Deutschland

Einleitung

Gegenstand der vorliegenden Note ist der lineare Raum £, der Modulformen

zweiten Grades ¢ zum Gewicht k=0 (mod 2), deren Fourierkoeffizienten a(T)
den Relationen

1 R

2d n Lt
T)= gt T=( 2 ) 1
a(T) d/,.,zm,, a coam I LY om (1)
d>0 b 5
2d  d*

geniigen. Dabei durchlaufe T alle halbganzen semidefiniten von Null verschiede-
nen Matrizen. Es liegt auf der Hand, daB die Relation (1) fiir die Berechnung
von Fourierkoeffizienten besondere Bedeutung hat {vgl. [4]). Die Eisensteinreihe
o, ist zwar die einzige nachweislich in £, liegende Form (s. [3]); die umfangrei-
chen Koeffiziententabellen von Resnikoff und Saldafia [7] sowie Kurokawa [2]
lassen jedoch vermuten, daB weitere Formen in £, liegen. Jedenfalls stellt sich
damit die Frage nach der Dimension von £,. Auf Grund der Eigenschaften der
Jacobischen Formen @, in der Entwicklung

(P(Z)= i @m(zl,z)eZnimzZ, 7= (21 z ) (2)
m=0

z  zZ,
wird im folgendem die Abschédtzung

1§dim2k§[%] fir k=0(mod2), k24 3)

bewiesen. £, ist demnach im linearen Raum (I, k) aller Formen zur Siegelschen
Modulgruppe I, und zum Gewicht k nur schwach vertreten; denn es ist
dim (I, k)~27%.373.5-1.k3 fir k—co. Jedenfalls ist dim &, <dim ([}, k) fir k
=12 und k=16 (s. auch [2]).
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Bezeichnet &, den Teilraum der Spitzenformen in £,, so ist

k—4
2,=C¢,®S, also dimS,< [T] fiir k24, @)

k—4
Eine einfache Abzidhlung zeigt, dal [T] mit der Anzahl der Spitzenformen

Y10@%0h bzw. yy, 0Gebe(ly, k) (5)

ibereinstimmt, wobei a, b=0, 4a+6b=k—10 bzw. k—12 und y,,, 1, die von
J. Igusa eingefithrten Spitzenformen sind. Die Formen (5) liegen jedoch im
allgemeinen nicht in S,. Aus y,,040¢, X1,05€S,, wiirde beispielsweise folgen,
daf} dim &,,=2 ist. Andererseits ist S,, Unterraum des lincaren Raumes aller

2

2 1
Spitzenformen, deren Fourierkoeffizienten der Relation (1) nur fir T= ( 1 ),
2 0 2 . . 1 .
( ), (3 2) geniigen. Dieser Raum ist ebenfalls zweidimensional, wire also
2

0 2 3
mit &,, identisch, und besitzt die Basis

Y1205+138240053,,  x100496—2903040%7,, (6)

woraus y1,eS,, folgen wiirde, was nicht zutrifft. Man vergleiche hierzu den
k+2
s |
Der Beweis von (3) beruht auf der Tatsache, daB jede Form ¢eQ, durch die
erste Jacobische Form @, bereits eindeutig bestimmt ist. Wie Eichler [1] gezeigt
hat, ist

Anhang. Einer Vermutung Kurokawas zufolge ist sogar dim £, = [

O,e0)= T o 9(cu ) o
mit
Suh= 3 e 2D .

. . ¢

Der durch @, eindeutig bestimmte Vektor ¢= (CO
1

Modulform zur Modulgruppe ersten Grades I'=1I; und zum Gewicht k—3 in
folgendem Sinne anzusprechen: Mit gewissen nicht ausgearteten zweireihigen

) ist als ganze vektorielle

Matrizen C(M) fiir M = (j Z)el" ist
| M(7):=c(M(t))(ct+d)* ¥ = C(M) (7). 9)

Bezeichnet €, _, den linearen Raum der ganzen, durch (9) gekennzeichneten
vektoriellen Formen, so ist also zu zeigen, daB3 die angegebene Abbildung
£, —€,_, injektiv ist. Das geschieht in §1, wihrend die Dimensionsformel
. k+2
dim,_, [
Grenzkreisgruppen” in §2 bewiesen wird.

] im Rahmen der Peterssonschen “analytischen Theorie der
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Es sei noch bemerkt, daB} Eichler in [1] die Abschidtzung
=6 ’
hm Edlm(ik ;=1 fir k=0 (modk,) (10

k— o

mit Hilfe von rein algebraischen Methoden erhalten hat. Dabei bezeichnet k,
eine gewisse, nicht ndher angegebene natiirliche Zahl.

§ 1. Die Injektivitiit der Abbildung £, €, ,

In der eingangs festgelegten Bezeichnung sei

@(Z)= 3 a(T)e*™ " T2e(I}, k) (11)

T20

mit 6(TZ)=nz, +mz,+tz eine gegebene Modulform. Wir vereinbaren a{(T)=0
zu setzen, wenn T nicht halbganz oder nicht semidefinit ist. Wir entwickeln ¢
auf Grund der Darstellung (11) in eine Reihe nach Potenzen von z:

2riz)t & i
( TtlZ) z gvAv(q);n’m)elm(nz1+mzz)_ (12)

Dabei sei g,=1, ¢,=2 fiir v>0 und

e, A, (p;n m)*Za(n %t)t" (13)
Aemm=g e ml"

Wegen k=0 (mod2) ist ¢ eine gerade Funktion von z; diec Summen (13)
verschwinden daher fiir ungerade v. Ein Vergleich mit

0

0(2)= ) 0,(z,,z)e*""*? (14)
m=0
ergibt
27.”2) 2rinz
0,(z,,2)= Z Z A (p;n,m)e ' (13)

V=

Gemil Definition ist

n 0O
fir v=0,
A,(p;m,0)= olg o) M
0 fur v>0
und daher

Oz, 2)= ia (g 0) 2" = |d(z)), (16)

wobei ¢ den Siegelschen Operator bezeichnet.
Die folgenden Rechnungen beschrinken sich auf die Formen ¢e@,; d.h. wir
setzen (1) voraus, wobei entweder n>0 oder m> 0 ist. Insbesondere ist also
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n 0y /10 1 .
a(o 0)—a(0 O)d/n§>0d fiir n>0. 17)

Bis auf einen konstanten Faktor sind dies die Fourierkoeffizienten der Eisen-
steinreihe ersten Grades ¢,|¢. Mit geeignetem ceC ist daher (¢ —cop,)|¢ eine
konstante Modulform, die wegen k>0 notwendig Null ist, woraus ¢ —c¢, S,
erhellt. Die Zerlegung £, =C ¢, ® S, ist damit bewiesen.

Im Fall m>0 ergibt sich

t
Y
g, A, (p;n,m= dla tY
tgid/n,zm,l _t_ n_”i
2d d?
t
)
— dk+v—1a tv
téd/nz,m E n_nl
2 42
= Y A, (oL 5F), (18)
d/n.m d

eine Formel, die auf einen Zusammenhang mit den Heckeschen Operatoren
hinweist. a b
Fiir reelle Matrizen M = ( d) mit positiver Determinante werde

C

0,|M(z,,2)=80, (M(zl), ViM] Z) (czl+d)"‘e"2"iczclz+d
cz,+d

gesetzt. Allgemein ist dann @, |(MS)=(©,|M)|S. Wie Eichler [1] ausgefiihrt hat,
geniigt @, der Transformationsformel ®,|M =0, fiir MeI'. Mit den Reprisen-
tanten S, der disjunkten Zerlegung

(cd
c d
definieren wir zu gegebener natiirlicher Zahl m den Operator T(m) in herkdmm-
licher Weise durch

a,b,c,deZ,ad—bc=m}= o TS,
y=1

0| T(m)y=m"~* Z 6,lS,. (19)

v=1

Da T(m) von der Auswahl der Représentanten S, nicht abhédngt, konnen wir mit
folgendem System

{S,,5,, ...,s,}={(g Z)

ad=m, d>0, bmodd}
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rechnen:

0,|Tm)(z,)=m=" ¥ ¥ Zl(szmz)
d/m,d> 0 bmodd v ()v

. azi+b

Y e 4, (@;n 1)
n=20

d—k

1 /2 v @
= - — : z s S@; dn, 1) e?minez
a1 n ]/m 2

ajm,a>0 v=0V
v

=1 42 ® .

EI G DTS (—)}
v=0"" m n=0 la/n,m a

g | (Zntz)‘ it z )

\’:ZOV' 1// Z ﬁ .

Hier wurde von der Symmetrie von A (¢;n,m) in n,m Gebrauch gemacht.

Zusammenfassend stellen wir fest:

Afginmen =6, (20)

P(Z2)=0l¢p(z)+ ¥ 0,|Tm)(z,, Ymz) e "= fir peg,. 21

m=1

Die Injektivitit der Abbildung £, — €, _, ist damit bewiesen. Wenn nimlich die
eingangs definierte vektorielle Form ¢=0 oder, damit gleichwertig, @, =0 ist, so
ist auch ¢ =0.

§2. Die Dimension des Raumes €, _,

Der Funktionszweig (ct+d)” in der oberen t-Halbebene sei fiir reelle
(¢, d)%(0,0) durch —n<arg(ct+d)=<n festgelegt. Ferner sei

11 0 1 0 1
U‘(o 1)’ T—(—l 0)’ V”TU‘(—l —1)'

Dann ist V?*=E, wenn E die Einheitsmatrix bezeichnet. Da die Modulgruppe I
von U und T erzeugt wird, so sind die Matrizen C(M) in (9) durch C(U) und
C(T) eindeutig bestimmt. Nach [1], S.284, Formel (11) und (13) — letztere
bedarf einer Korrektur — ist

C(U)=((l) _?), C(T}:e"%%(i _;) 22)

Multipliziert man ¢ mit der dritten Potenz der elliptischen #-Funktion, so ergibt
sich eine vektorielle Form
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zu ganzzahligem Gewicht h=k+1. Da #*|M =v,(M)n? fiir Mel mit gewissen
Multiplikatoren v,(M) ist, so treten mit D{M)=v,(M)C(M) die Transforma-
tionsformeln

gIM=D(M)g, D(MS)=D(M)D(S) fir M,Serl (24)

i 3ni
an Stelle von (9) und mit v,(U)=e4, v,(T)=e4 wird

e%f 0 i /1 1
DU)y= 1, D(My=— . 25
) (0 ﬁ) (7) 1/2(1 ;) (25)

e 4
Wie Petersson [6] ausgefiihrt hat, erzeugen die parabolischen Transformationen
R,=U, R,=TU*T"', R,=(TU*T)U(TU *T)~! (26)

die Kongruenzgruppe I;[4] =I'. Der Index bezeichnet jeweils den Fixpunkt der
betreffenden Transformation. Zwischen den Erzeugenden besteht genau eine
Relation; sie lautet R R,R, = —E. Eine kurze Rechnung ergibt

Y
2

D(R,)~ (“ O) D(R)=—E, D(Ry)= (e ' 0> @7)
0 e« 0 e4

v(M) 0

0 v*(M))

abelsche Charaktere von I3[4] bezeichnen. Verstehen wir unter ([}, k,,0,) den

linearen Raum der ganzen Formen zu einer Untergruppe [, < I, zum Gewicht

k, und zum Multiplikatorsystem v, so ist nun

damit allgemein D(M)= ( fiir MeI,[4], wobei v und v* gewisse

ge(lp[4].h,v) und g*e(ly[4] h,v*) (28)

bewiesen.
Das System der Transformationsformeln (24) wird offenbar durch

glU=eag, g¥|U=e ag*

| , »
g1T=%(g+g*), g*1T=1—’/2-(g—g*) (29)

vollstindig beschrieben.

Es bezeichne F einen Fundamentalbereich von I,[4] mit den indquivalenten
parabolischen Spitzen oo, 0, §. Da die Spitzenbreiten in F entsprechend 1, 4, 1
sind, so sind o, 0, 3 Nullstellen von #* der Ordnungen i, 1, L. Die Nullstellen-
ordnungen ganzer Formen g, g*, die den Transformationsformeln (24) geniigen,
sind in den Spitzen oo, 0, 4 entsprechend mindestens %, 3, . Das geht aus (27)
unmittelbar hervor. g=c¢#n? ist also genau dann ganz, wenn ¢ ganz ist.

Wir definieren nun g* durch die erste Gleichung in der zweiten Zeile von
(29). Fiir g ergibt sich dann nur eine zusétzliche Bedingung; sie lautet
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O=g*{U—e s g*=—i1/2g|V—glU+i}/2e 3g|T+e ¢ g
= —i)/2@IV+glV " +g)=—iy2e(V + V' +E),

so daB der lineare Raum &, (h=k+1) aller ganzen Formen g, die zu einer
Losung g von (24) fiihren, wegen V*=E auch durch

Fugelo[41,hv),  gl(VP+V+E)=0 (30)

gekennzeichnet werden kann. Da die lineare Abbildung €, , —»§, . ,, definiert
durch ¢ —»g — g, bijektiv, also dim€, ,=dim &, , ist, so braucht nur noch die
Dimension von §, bestimmt zu werden.

Die Verzweigungsordnungen von v in den Spitzen oo, 0, 4 im Sinne der
Peterssonschen Theorie [5] sind k=4, k=73, k;, =¢. Die Ordnung des Divisors

. . h
(g,) einer von Null verschiedenen Form g,e &, hat den Wert ord(gh)zg; denn

24 —-48h

8 N
=48h ord(n)=12 h gilt. Es gibt also ein System von Punkten t eF (v= L2,..,
h—3

T)’ so daB

ist eine invariante Funktion zur Gruppe I,[4], so daB 24 ord(g,)

(g0 =(0)* O (3)* (z)(z) ... (typn3) fir g,€&, 8 +0. (1)

Im folgenden seien g; und g, von Null verschieden fest gewdhlt. Eine solche
Wahl ist wegen 1<dim€, ,=dim, , sicher mdglich. g sei eine beliebige
Form e{,. Entwickelt man die Determinante

gs g7 g
gsIT g,IT g|T|=0
gs g7 g

nach der letzten Zeile, so ergibt sich

Jog=r18s+/287, (32)

wobei f, (v=0, 1, 2), vom Vorzeichen abgesehen, die zweireihigen Unterdetermi-
nanten der Matrix

s g7 g
Q:( ) (33)
gsIT g,|T gIT

sind. Da alle Formen in der ersten Zeile in Q von U—¢4 E, V+E+V 1, also

auch V+E —e™ 4 T annulliert werden, so folgt

01 ez_i 0
QT (_1 O)Q, QU ( -ﬂ) :

-1 e 4
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mithin f,|T=f,|U=f, fir v=0,1,2. D.h. f,, f}, f, sind Modulformen zu den
Gewichten 12, h+7, h+5. Alle drei Formen verschwinden in oo in mindestens
erster Ordnung. Die Form f,=g,|T-gs—g5|T-g, kann nicht verschwinden;
denn sonst wire

v=%7, (34)
gs

g7
gs

g8 &
gs’ gs

T:

also g./g5 eine meromorphe Form zur Modulgruppe I und zum Gewicht 2, die
im Fundamentalbereich F der Gruppe [3[4) nach (31) hochstens einen Pol
erster Ordnung hat. Ein solcher Pol kann aber nicht auftreten, da g,/g; wegen
der Formeninvarianz beziiglich I" sonst mindestens zwei verschiedene Pole in F
hitte. Mithin wire g,/g, eine ganze von Null verschiedene Form in (I, 2, 1).
Eine solche Form gibt es jedoch nicht. Demnach ist f,=cA4, wobei 4 die
Diskriminante der elliptischen Funktionen und ¢ eine von Null verschiedene
Konstante bezeichnet. Die Nullstelle von 4 kiirzt sich aus den Quotienten g,

=f,/fo und q,_,=1,/f, heraus; d.h. es ist
g=qn_s85st4qy_+87, q,€(a,1) fir a=h-5,h-T7.

DaBl umgekehrt jede solche Form in §, liegt, ist evident. Die Darstellung ist im
tibrigen eindeutig, da sonst wieder (34) gelten wiirde, was nicht moglich ist.
Damit ist

&=gs(I,h—=5)®g,(I,h—T7,1) (35)

bewiesen. Die bekannte Formel fir dim(I, k, 1) ergibt schlieBlich

17 k42
dim%hz[h%]z[—:g—], ged.

Die der Eisensteinreihe ¢, zum Gewicht ke{4, 6,8} entsprechende vektorielle
Modulform ¢ 148t sich explizit wie folgt bestimmen. Entwickelt man @ ,(t,u)
gemil der Darstellung (7) in eine Potenzreihe nach u, so ergibt ein Vergleich der
Koeffizienten mit denen in der Entwicklung (15), in der z,, z durch 7, 4 zu
ersetzen ist,

el 1
Z Aolo,; l’n)eZn:iniz Z (1) 94 (1),
n=0

h=0

e}

1 1
ZA ((Pkyl n 27”"1:_? Z 1)9/(1)

n=0

mit den Thetanullwerten 3,(z)=9(z,0,h), h=0,1. Nach Satz 1 in [4] folgt dann

a(l)

codot+c 9 1=a,DE,, coF+c, I = T

’
—E,
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wobei

o0

E ()= @l d(r)= Z a,(n)e*min

n=0

die Eisensteinreihe ersten Grades bezeichnet. Beachtet man 3,9, — %, 9, =nin®,
so ergibt sich schlieBlich

=l (O -%91) (E)
ik ~9 18, \E )

Anhang

1

t
Im folgenden werden die Fourierkoeffizienten a <1nt in) einer Form ¢ abkiir-
2
zend mit a(n,m, t; @) bezeichnet. Fir o =4y,,0,0¢, 12y,,02, 481, und (n, m, t)
=(1,1,1),(1,1,0),(2 2, 2),(2,2,0), (1, 3,0), (3, 3, 3), (1, 7, 1) hat Kurokawa in
[2] die Koeffizienten a(n, m, t; @) bestimmt. Seine Tabellen werden ergdnzt
durch

a(l, 4, 0; g)= — 5590464, 2679360, 0,

wobei entsprechend @ =4y,,0,04, 12),,03, 1632, ist. Mit unbestimmten x, y,
z setzen wir

1=12),02 - x+4y,00,0s ¥y +16)7-2, |=-1036800x+725760y +z.
Es ergibt sich

a2,2,0; y)—a(l, 4,0; y)—2"%a(1, 1, 0; y)=61
und, wie schon Kurokawa festgestellt hat,

a2, 2,2; 9—a(1,3,0; n—2"%a1, 1, 1; x)=1,

a(3, 3, 3; ) —a(l, 7, 1; x)—3%a(1, 1, 1; ) =6721.

Fiir /=0 oder z=1036800x~—725760y erhalten wir den zweidimensionalen
Raum der Spitzenformen

xX= 12(%12%2; +1 382400)(%0)3“"4()(10(/’4906 - 2903040)(%0))’

mit der Basis (6).
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