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Einleitung 

Gegenstand der vorliegenden Note ist der lineare Raum ~k der Modulformen 
zweiten Grades q~ zum Gewicht k=-0 (mod2), deren Fourierkoeffizienten a(T) 
den Relationen 

1 ~ n 
a(T)= Z dk-la T= 

d/ . . . .  t t nm I ' �89 
d>o 2d 

(1) 

geniigen. Dabei durchlaufe T alle halbganzen semidefiniten yon Null verschiede- 
nen Matrizen. Es liegt auf der Hand, dab die Relation (1) f'tir die Berechnung 
von Fourierkoeffizienten besondere Bedeutung hat (vgl. [4]). Die Eisensteinreihe 
q)k ist zwar die einzige nachweislich in t~ k liegende Form (s. [3]); die umfangrei- 
chen Koeffiziententabellen yon Resnikoff und Saldafia [7] sowie Kurokawa [2] 
lassen jedoch vermuten, dab weitere Formen in t2 k liegen. Jedenfalls stellt sich 
damit die Frage nach der Dimension yon !~ k. Auf Grund der Eigenschaften der 
Jacobischen Formen O m in der Entwicklung 

t a t ,  ,~,,2~i,,z2 z =  (Z; z )  q~(Z) = v, .  w 1,-,~ , (2) 
m=O Z2 

wird im folgendem die Absch~itzung 

l <d im ~k< [ ~  ] fiir k -O(mod2) ,  k > 4  (3) 

bewiesen, t/k ist demnach im linearen Raum (F2, k) aller Formen zur Siegelschen 
Modulgruppe F z und zum Gewicht k nur schwach vertreten; denn es ist 
dim (F z, k) ~ 2-  6 . 3 -  3 .5 -1 .  k3 far k --+ ~ .  Jedenfalls ist dim !~ k < dim (F2, k) f'tir k 
=12 und k>16  (s. auch [2]). 
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Bezeichnet ~k den Teilraum der Spitzenformen in ~k, SO ist 

~ k = l ~ q ) k ( ~ k ,  also d i m ~ k _ < [ ~  4] ftir k>__4. (4) 

Eine einfache Abz~ihlung zeigt, dab [ ~ - ~ ]  mit der Anzahl der Spitzenformen 

a b ZlO(p4q~6 bzw. Z12fP,~(pb6e(F2,k) (5) 

tibereinstimmt, wobei a, b>=O, 4a+6b=k-10 bzw. k - 1 2  und Zlo, Z~2 die von 
J. Igusa eingeftihrten Spitzenformen sind. Die Formen (5) liegen jedoch im 
allgemeinen nicht in G k. Aus X 1 o ~04 ~o 6, Z a 2 ~ ~ ~ G 2 o wiirde beispielsweise folgen, 
dab dim G2o=2 ist. Andererseits ist G2o Unterraum des linearen Raumes aller 

Spitzenformen, deren Fourierkoeffizienten der Relation (1)nur fiir T = (~ ~), 

, ~ gentigen. Dieser Raum ist ebenfalls zweidimensional, w~ire also 

mit G2o identisch, und besitzt die Basis 

Z12~o~+ 1382400Z~o, )~1o ~o4~o6 - 2903040Z~o, (6) 

woraus X~oeG2o folgen wiirde, was nicht zutrifft. Man vergleiche hierzu den 

Anhang. Einer Vermutung Kurokawas zufolge ist sogar dim k; 

Der Beweis von (3) beruht auf der Tatsache, dab jede Form qos~ k durch die 
erste Jacobische Form O~ bereits eindeutig bestimmt ist. Wie Eichler [1] gezeigt 
hat, ist 

01(z,u)= ~ Ch(V)O(z,u,h) (7) 
h m o d 2  

mit 
oo 21ri(z(n+h]Z+ 2(n+h]u~ 

oa(z,u,h)= ~ e - -  2" - 2,-.  (8) 

Der durch O 1 eindeutig bestimmte Vektor c= ist als ganze vektorielle 
Cl  

Modulform zur Modulgruppe ersten Grades F=F~ und zum Gewicht k - � 8 9  in 
folgendem Sinne anzusprechen: Mit gewissen nicht ausgearteten zweireihigen 

Matrizen C(M) fdr M= (~ bd)~F ist 

c lM(v): --- c (M(v))(c z + d) ~- k = C (M) c(z). (9) 

Bezeichnet ~k-�89 den linearen Raum der ganzen, durch (9) gekennzeichneten 
vektoriellen Formen, so ist also zu zeigen, dab die angegebene Abbildung 
P.k~gk_+ injektiv ist. Das geschieht in w w/ihrend die Dimensionsformel 

dim~k_,=jk__~zjr . . , .  im Rahmen der Peterssonschen "analytischen Theorie der 

Grenzkreisgruppen" in w 2 bewiesen wird. 
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Es sei noch bemerkt, dab Eichler in [1] die Absch~itzung 

6 
lira ~dimtgk_+< 1 ftir k - 0  (modko) (10) 

mit Hilfe von rein algebraischen Methoden erhalten hat. Dabei bezeichnet k o 
eine gewisse, nicht ngher angegebene natiirliche Zahl. 

w 1. Die  Injektivit~it der Abbildung ~2 k -~ ~k -~  

In der eingangs festgelegten Bezeichnung sei 

q~(Z) = ~ a(T) e2~i"(wz)6(F2, k) (1 l) 
T > 0  

mit a(TZ)=nz a +mz 2 + tz eine gegebene Modulform. Wir vereinbaren a (T)=0  
zu setzen, wenn T nicht halbganz oder nicht semidefinit ist. Wir entwickeln ~p 
auf Grund der Darstellung (11) in eine Reihe nach Potenzen yon z: 

,~., ~ (2~iz) ~ 
q ~ ) =  2., vi '--" ~:~A~(q0;n,m)e 2~/(nz'+'nz2). (12) 

V= 0 " re,n= 0 

Dabei sei eo = 1, e,~ = 2 ffir v > 0 und 

e,,A,,(~o;n,m)= ~ a (13) 
t eZ  t 

Wegen k = 0  (mod2) ist cp eine gerade Funktion von z; die Summen (13) 
verschwinden daher fiir ungerade v. Ein Vergleich mit 

( p ( Z ) =  ~ vrny'l~ Iv" , "J~'ri~ (14) 
m = O  

ergibt 

O,,(Zl,Z)= ~ (2nizy ~ e,A~(qo;n,m)e2~i,z,. (15) 
v = O  V! n = O  

Gem~il3 Definition ist 

und daher 

Oo(zl, z)= ~ a ( ;  00) e2~i . . . .  qo]qS(z,), (16) 
n = O  

wobei ~b den Siegelschen Operator bezeichnet. 
Die folgenden Rechnungen beschr~inken sich auf die Formen ~OE~k; d.h. wir 

setzen (1) voraus, wobei entweder n > 0 oder m >0  ist. Insbesondere ist also 
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a (~ ~ ) = a  (~ 00) d/,~>o dk-1 for n>0.  (17) 

Bis auf einen konstanten Faktor sind dies die Fourierkoeffizienten der Eisen- 
steinreihe ersten Grades (&[~b. Mit geeignetem ceC ist daher ((p-c~o0l~b eine 
konstante Modulform, die wegen k >0  notwendig Null ist, woraus q ) -c (&e~  k 
erhellt. Die Zerlegung !~ k = IE q0 k @ ~k ist damit bewiesen. 

Im Fall m > 0 ergibt sich 

evA,(tP;n,m)=E Z dk-la ~ t~ 
nm ts~ r d /n ,m,  t 

Y 

t EZ d/n, m Fl m 

U 
( nm) = ~ dk+~-le~A~ q~;1,~- 5- , (18) 

d/n,m 

eine Formel, die auf einen Zusammenhang mit den Heckeschen Operatoren 
hinweist. 

Ftir reelle Matrizen M = (~ bd) mit positiver Determinante werde 

01lM(Zl,  Z)=O 1 (M(zO, ] f~ l  d)(CZl +d) k e-2~ti cz~+dcz~ 
czl + 

gesetzt. Allgemein ist dann O 11 (MS) = (0 11M)IS. Wie Eichler [1 ] ausgefiihrt hat, 
gentigt O 1 der Transformationsformel O l l M =  O 1 Rir M~F. Mit den Repr~isen- 
tanten S v der disjunkten Zerlegung 

{(~ bd) a'b'c'de7l'ad-bc=m}=OFS~v=l 

definieren wir zu gegebener natiirlicher Zahl m den Operator T(m) in herk6mm- 
licher Weise durch 

01[T(m)=m k-1 ~ 011S ~. (19) 
"r  

Da T(m) vonder  Auswahl der Repr~isentanten S, nicht abh~ingt, k6nnen wir mit 
folgendem System 

,sis2 ..... {(0 :)ad md 0 modd} 
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rechnen: 

d/m,d>Ob d r =  �9 

�9 ~, e~A~(q~;n, 1)e2~i"azld+bd-k 
n = 0  

= ~ a k _ l ~ _ _  2~ci mzV ~ _ ) 2 ~:~A'(q);dn'l)e2"i ....  
a/m.a>O v~=O V! n = 0  

= ~=o~ vT ] / / ~ - -  - -  ,=oZ ,/,,m)" a -a~A~ q ~ ; ~ ,  1 e 2reinz* 

~176 1 [2rtiz\" ~ " ( ~mm) = , , ~ 0 ~  [ ~ ) , ~ = o  e~A~(tp;n'm)e2 . . . . . .  0,,  z,, . (20) 

Hier wurde von der Symmetrie yon A~(ep;n,m) in n,m Gebrauch gemacht. 
Zusammenfassend stellen wir lest" 

(P(Z)=cPlq~(z,)+ ~ OtlT(m)(zl, l~mz)e 2~i"~ 
m = l  

for q o ~  k. (21) 

Die Injektivit~it der Abbildung !~ k-~ tg k ~ ist damit bewiesen. Wenn n~imlich die 
eingangs definierte vektorielle Form c = 0 oder, damit gleichwertig, O 1 = 0 ist, so 
ist auch q)= 0. 

w 2. Die Dimension des Raumes ff~_~ 

Der Funktionszweig (c r+d)  r in der oberen z-Halbebene sei fiir reelle 
(c, d)+(0,0) durch - z t<a rg (c~+d)<7~  festgelegt. Ferner sei 

1 0 
~--(; ,), ~--(_~ ;), ~=~--(_, _~1t 

Dann ist V3= E, wenn E die Einheitsmatrix bezeichnet. Da die Modulgruppe F 
von U und T erzeugt wird, so sind die Matrizen C(M) in (9) durch C(U) und 
C(T) eindeutig bestimmt. Nach [1], S. 284, Formel (11) und (13) - letztere 
bedarf einer Korrektur - ist 

~ 1 1 ~,--('o 2). ~,--~ ~(1  _~). ~, 
Multipliziert man cmit  der dritten Potenz der elliptischen r/-Funktion, so ergibt 
sich eine vektorielle Form 

~=(;) =c~3 123, 
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zu ganzzahligem Gewicht h = k + l .  Da q3tM--=uI(M)r/3 f'tir M6F mit gewissen 
Multiplikatoren vl(M ) ist, so treten mit D(M)=vl(M)C(M ) die Transforma- 
tionsformeln 

glM=D(M)g, D(MS)=D(M)D(S) fiir M, S e r  (24) 

~zi 3rci 

an Stelle yon (9) und mit Vl(U)=e~- , v l (T)=e~-  wird 

o(g)= - 0 D ( T )  i 1 (25) 
. i  , = i f  2 1 " e - T  

Wie Petersson [6] ausgeftihrt hat, erzeugen die parabolischen Transformationen 

R~=U,  R o = T U 4 T  -1, Rt=(TU-2T)  U(TU-2T)-I  (26) 

die Kongruenzgruppe F o [4] c F. Der Index bezeichnet jeweils den Fixpunkt der 
betreffenden Transformation. Zwischen den Erzeugenden besteht genau eine 
Relation; sie lautet R~ R oR ~ = -E .  Eine k urze Rechnung ergibt 

- -  - - - -  0 

D(R~) = 0~, , D(Ro) = - E, D(RI) = ~, , (27) 
e - Y  eT 

damit allgemein D(M)=(v(M) 0 ) v*(M) far MeFo[4 ], wobei v und v* gewisse 

abelsche Charaktere yon Fo[4] bezeichnen. Verstehen wir unter (Fo,ko, %) den 
linearen Raum der ganzen Formen zu einer Untergruppe F o c F ,  zum Gewicht 
k o und zum Multiplikatorsystem %, so ist nun 

ge(Fo[4],h,v ) und g* ~(Fo [4], h, v* ) (28) 

bewiesen. 
Das System der Transformationsformeln (24) wird offenbar durch 

r~i rri 
g] U = eYg, g*lU = e-Tg* 

i i , (29) 
glT=-~(g+g*) ,  g * l T = ~ ( g - g  ) 

vollst/indig beschrieben. 
Es bezeichne F einen Fundamentalbereich yon F o [4] mit den in~iquivalenten 

parabolischen Spitzen Go, 0, �89 Da die Spitzenbreiten in F entsprechend 1, 4, 1 
sind, so sind oe, 0, 1 Nullstellen yon r/3 der Ordnungen I ,  1 1. 3, Die Nullstellen- 
ordnungen ganzer Formen g, g*, die den Transformationsformeln (24) gentigen, 
sind in den Spitzen 0% 0, �89 entsprechend mindestens I,  �89 1. Das geht aus (27) 
unmittelbar hervor, g =  or/3 ist also genau dann ganz, wenn c ganz ist. 

Wit definieren nun g* durch die erste GIeichung in der zweiten Zeile yon 
(29). Ftir g ergibt sich dann nur eine zus~itzliche Bedingung; sie lautet 
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O = g * [ U - e - T g * = - i ~ 2 g [ V - g l U + i V ~ e - u  ~g 

-- -il/2(gl V +gl V -1 + g ) =  - i l f 2 g l ( V +  V -1 + E), 

so dab der lineare Raum ~h ( h = k + l )  aller ganzen Formen g, die zu einer 
L6sung g von (24) ffihren, wegen V3=E auch durch 

~h:ge(FoE4],h,v), gI(VZ+V+E)=O (30) 

gekennzeichnet werden kann. Da die lineare Abbildung ( s  definiert 
durch c ~ g  ~ g ,  bijektiv, also dim(s k ~=dim ~k+l ist, so braucht nur noch die 
Dimension yon ~h bestimmt zu werden. 

Die Verzweigungsordnungen yon v in den Spitzen ~ ,  0, 1 im Sinne der 
Peterssonschen Theorie E5] sind K~-~,- 1 ~0" -~,- 1 K~-~.- v Die Ordnung des Divisors 

h 
(gh) einer yon Null verschiedenen Form g h ~ h  hat denWert ord(gh)=~; denn 

gZ~-r/-48h ist eine invariante Funktion zur Gruppe F014 ], so dab 24ord(gh) 

=48h ord(r/)= 12h gilt. Es gibt also ein System yon Punkten z~eF iv= 1, 2 
d 

h - 3 )  
\ 

2 , so dab 

(gh)=(OO)k(0)�89 " ' '  (2"�89 3)) f'tir ghr163 gh:~=0. (31) 

Im folgenden seien g5 und g7 von Null verschieden fest gew~ihlt. Eine solche 
Wahl ist wegen l<d im($  k ~=dim~k+l  sicher m6glich, g sei eine beliebige 
Form e~h' Entwickelt man die Determinante 

ggSs, T g7 g =0 gTlT glT 

g5 g~ g 

nach der letzten Zeile, so ergibt sich 

fog =fig5 +f2g~, (32) 

wobei f~ (v = O, 1, 2), vorn Vorzeichen abgesehen, die zweireihigen Unterdetermi- 
nanten der Matrix 

t?= (g5 g7 g ) (33) 
gsJT gTlT glT 

sind. Da alle Formen in der ersten Zeile in t2 yon U-eTE ,  V+E + V-1, also 
r~i 

auch V+ E - e-2- T annulliert werden, so folgt 

1 e 4 /  
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mithin fvlT=fvlU=fv ftir v=0,1,2.  D.h. fo, f~, f2 sind Modulformen zu den 
Gewichten 12, h+7 ,  h+5.  Alle drei Formen verschwinden in oo in mindestens 
erster Ordnung. Die Form fo=gvlT, gs-gsIT.g7 kann nicht verschwinden; 
denn sonst ware 

g7 T g7, g7 U -gT, (34) 
g5 g5 g5 g5 

also g7/g5 eine meromorphe Form zur Modulgruppe F u n d  zum Gewicht 2, die 
im Fundamentalbereich F der Gruppe F014 ] nach (31) hiSchstens einen Pol 
erster Ordnung hat. Ein solcher Pol kann abet nicht auftreten, da g7/g5 wegen 
der Formeninvarianz beztiglich F sonst mindestens zwei verschiedene Pole in F 
h~itte. Mithin ware gv/g5 eine ganze von Null verschiedene Form in (F, 2, 1). 
Eine solche Form gibt es jedoch nicht. Demnach ist fo=cA, wobei A die 
Diskriminante der elliptischen Funktionen und c eine von Null verschiedene 
Konstante bezeichnet. Die Nullstelle von A kiirzt sich aus den Quotienten qh-5 
=fl/fo und qh_v=fz/fo heraus; d.h. es ist 

g=qh_sgs+qh_vg7, q,~(F,a, 1) f'tir a=h-5 ,  h -7 .  

DaB umgekehrt jede solche Form in ~h liegt, ist evident. Die Darstellung ist im 
iibrigen eindeutig, da sonst wieder (34) gelten wtirde, was nicht m6glich ist. 
Damit ist 

~h=gs(F,h-5, 1)@gT(F, h -  7 , 1) (35) 

bewiesen. Die bekannte Formel ftir dim(F, k, 1) ergibt schlieBlich 

qed 

Die der Eisensteinreihe ~0 k zum Gewicht k~{4,6,8} entsprechende vektorielle 
Modulform c l~igt sich explizit wie folgt bestimmen. Entwickelt man 01(~,u ) 
gem~iB der Darstellung (7) in eine Potenzreihe nach u, so ergibt ein Vergleich der 
Koeffizienten mit denen in der Entwicklung (15), in der z~, z durch r, u zu 
ersetzen ist, 

1 

Ao(~Ok; 1, n) e2~i"*= Z Ch(Z) Oh(Z)' 
n=O h = 0  

Az(~Ok;1, n)e z'~i"~= l. ~ Ch(Z)'9'h(Z) 
n = O  7~l h = o  

mit den Thetanullwerten Oqh('C)=O(z,O,h), h=0, 1. Nach Satz 1 in [4] folgt dann 

CoO o + c 101 = ak(1)Ek, CoO'o +c, O~ =a~2(~ ~'~, 
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wobei 

Ek(Z)= (Pkl~b('c)= ~ ak(n)e 2~in~ 
n = O  

die Eisensteinreihe ersten Grades  bezeichnet. Beachtet man ~,o~'t-oa~ 9~ = To it/6, 
so ergibt sich schlieBlich 

a (1) 

Anhang 

Im folgenden werden die Fourierkoeffizienten a einer F o r m  q9 abkiir- 
t 

zend mit a(n,m, t; q)) bezeichnet. Ftir (p =4Zlo~%tp6 , 12Z12(P42, 48,(~o und (n, m, t) 
=(1, 1, 1), (1, 1, 0), (2, 2, 2), (2, 2, 0), (1, 3, 0), (3, 3, 3), (1, 7, 1) hat Kurokawa  in 
[2] die Koeffizienten a(n, m, t; ~p) bestimmt. Seine Tabellen werden erg~inzt 
durch 

a(1, 4, 0; q))= - 5 5 9 0 4 6 4 ,  2679360, 0, 

wobei entsprechend (p=4Xlo(p4fp6 , 12Z~2~0~, 16ZxZo ist. Mit unbest immten x, y, 
z setzen wir 

g=12zlzq)],x+4Zloq),qo6.y+16Z~o.Z, I =  - 1036800x + 725760y +z .  

Es ergibt sich 

a(2, 2, 0; x ) - a ( 1 ,  4, 0; X)-219a(1,  1, O; Z)=6I  

und, wie schon Kurokawa  festgestellt hat, 

a(2, 2, 2; x ) - a ( 1 ,  3, 0; Z)-2~9a(1 ,  1, 1; Z)=/,  

a(3, 3, 3; z ) - a ( 1 ,  7, 1; Z) -319a(1 ,  1, 1; Z)=672l .  

Ftir / = 0  oder  z = l O 3 6 8 0 0 x - 7 2 5 7 6 0 y  erhalten wit den zweidimensionalen 
Raum der Spitzenformen 

Z = 12(Z ~ 2 r + 1 382400Z2o)X + 4(X1 o q~4 q)6 - 2903 040Z2o)y 

mit der Basis (6). 

Literatur 

1. Eichler, M.: 13ber die Anzahl der linear unabh~ingigen Siegelschen Modulformen yon gegebenem 
Gewicht. Math. Ann. 213, 281-291 (1975) 

2. Kurokawa, N.: Examples of eigenvalues of Hecke operators on Siegel cusp forms of degree two. 
Inv. Math. 49, 149-165 (1978) 



104 H. Maa[3 

3. Maal3, H.: Ober die Fourierkoeffizienten der Eisensteinreihen zweiten Grades. Mat. Fys. Medd. 
Dan. Vid. Selsk. 38, no. 14 (1972) 

4. Maag, H.: Lineare Relationen ffir die Fourierkoeffizienten einiger Modulformen zweiten Grades. 
Math. Ann. 232, 163-175 (1978) 

5. Petersson, H.: Zur analytischen Theorie der Grenzkreisgruppen II. Math. Ann. 115, 175 204 
(1938) 

6. Petersson, H.: fJber die Kongruenzgruppen der Stufe 4.J.f.d. reine und angew. Math. 212, 63-72 
(1963) 

7. Resnikoff, H.L., Saldafia, R.L.: Some properties of Fourier coefficients of Eisenstein series of 
degree two. J.f.d. reine und angew. Math. 265, 90-109 (1974) 

Eingegangen am 26. Januar 1979 


