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Une d6monstration alg6brique 
d'un th6or6me de Bott 

MICHEL DEMAZURE (Orsay) 

Le r6sultat de Bott dont il est question est la d6termination des 
repr6sentations d'un groupe semi-simple complexe G dans les espaces 
vectoriels de cohomologie H"(G/B, .cp) ofJ B est un groupe de Borel 
de G e t  Sa un G/B-module localement libre de rang 1 (voir [2]). La 
dbmonstration propos6e iciest,  je le pense, nouvelle; elle offre/l mon 
avis plusieurs avantages: a) elle est tr6s simple, b) elle n'utilise pas le 
<<vanishing theorem>~ de Kodaira et c) elle donne des isomorphismes 
explicites, 1/t o6 les d6monstrations classiques se contenent d'identifier 
des poids dominants. Elle en donne mSme trop, ce qui semble dans 
la nature des choses (voir remarque/t  la fin de rarticle). 

1. Soit f :  X--->Y un morphisme de sch6mas. Nous dirons que f 
(ou X) est une forme localement triviale de la droite projective s'il existe 
un recouvrement (Y~) de Y par des sous-sch6mas ouverts tels que 
f-i(y~) soit Y/-isomorphe/t la droite projective Pr~ pour chaque i. Notons 
Top(Y,Z) le groupe des applications localement constantes de l'espace 
topotogique Y dans Z. 

Proposition. Si f :  X---} Y est une forme localement triviale de la droite 
projective, il existe un homomorphisme a: HI(X,(9*r)---~Top(Y,Z) et un 
seul, ayant les deux propri~tbs suivantes: 

(i) la suite 

0--} Bt(Y,, (9*) f*-+ Hi(X,  (9*) " > Top(Y, Z) 
est exacte, 

(ii) on a a(g2xir)= - 2 .  

(On note 12x/r le X-module des 1-diff6rentielles de X par rapport 
/t Y; c'est un module inversible dont la classe dans HI(X,  (9~) est 6gale- 
ment notbe I2xlr.) 

En effet, f *  est injectif, car (gr~f.((gx);  l'unicit6 de a est claire. 
L'existence se prouve alors localement sur Yet on peut supposer X = Pr i, 
ou plus g6n6ralement X = P ( 8 ) ,  ofl ~ est un Y-module localement 
libre de rang 2. Si Sao est le X-module inversible canonique, et si S a 
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est un X-module inversible quelconque, il existe une partition 

Y= U Y~, 
tl~Z 

uniquement d6termin6e par L#, telle que &alf-l(Y~) soit isomorphe 
un module de la forme f * ( J r  | &ao~" (confer [-5] dans le cas o~ Y est 

localement noeth6rien); on pose alors a(Z~')(y)=n pour yeY~. I1 est 
connu que t2x/r est isomorphe ~t f*(A28)Q&%| on a donc 
a( f2x / r )=-2  comme annonc6. L'assertion (i) est imm6diate. 

L'6nonc6 pr6c6dent signifie que le sch6ma de Picard relatif Picx/r 
est canoniquement isomorphe A Zr,  la classe de f2x/r 6tant ( -2 ) .  

Remarquons 6galement que si X = P ( r  off 8 est un Y-module 
localement libre de rang 2, et si Z# est le X-module inversible canonique, 
on a a(&a)= 1 et f,(&'~) s'identifie canoniquement"~ r ([-6]); r6ciproque- 
ment si &a est un X-module inversible tel que a ( ~ ) =  1, f ,  (L#) est locale- 
ment libre de rang 2, et l'application rationnelle X---, P(f,(LP)) d6finie 
par Sr est un isomorphisme. 

2. Proposition. 1) Soient Y un Q-schema et f :  X-~  Y une forme 
localement triviale de la droite projective. Soit ~ un X-module inversible. 
Alors ~li f , ( ~ )  est un Y-module localement libre, nul pour i+O, 1, de 
rang s u p ( O , a ( ~ - ) + l ) p o u r  i - 0  et s u p ( O , - a ( ~ ) - l )  pour i=1.  En 
particulier, si a ( ~ ) > -  1, ~ i  f , ( :~)  est nul pour i~-O et 

~ i  f , (  :j;: | t')| ,ox/r x)) est nul pour i4= 1. 

2) On peut d~finir pour tout Q-schkma X, route forme localement 
triviale de la droite projective f :  X - ~ Y  et tout X-module inversible 
tel que a ( o ~ ) > -  1, un isomorphisme 

qg(X, Y, ~-): ~ o  f . ( f f )  ~. ~ l ~ f , ( ~ | 1 7 4  a~X/u ! 

de faqon que : si 
X r g' ~ X 

y'  g , y  

est un diagramme cart~sien de schemas, off Y e t  f (donc aussi Y' et f ' )  
satisfont aux conditions pr~c~dentes, et si ~ est un X-module inversible 
tel que a(~)>__- 1, le diagramme suivant soit commutatif ( ~ '  ddsigne 
g '*(~) ,  et on pose n = a ( ~ ) = a ( ~ ' ) )  

g , ( ~ o  f , (~-))  g*(r . g,(~ll f , ( ~ |  ~'x/r~174 

.... 1 ? .  
~ o f , ( ~ , )  .... ~cx'.r'.~') , ~ l f , ( ~ , |  ~2x~I},+x)). 
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NatureUement, si n~Top(Y,Z), on note O ~  le X-module qui 
coincide avec f2~ '  au-dessus de l'ouvert de Y sur lequel nes t  constant 
de valeur m. Les assertions ~ d6montrer sont locales sur Y, ceUes de 
1) de mani6re 6vidente, celle de 2) parce que l'assertion de fonctorialit6 
qui y est contenue implique qu'il suffit de d6finir q~(f-l(Z), Z, ~1 Z) 
pour les ouverts Z d'un recouvrement de Y, et de v6rifier la fonctorialit6 
pour les changements de base Z'---~ Z. On peut donc supposer que 
a ( ~ )  est constant de valeur n, et que X peut s'6crire P(8), c'est-/l-dire 
qu'il existe un X-module inversible .~ tel que a(L,r 1. I1 existe alors 
un Y-module inversible f# et un isomorphisme 

u: ~--~ f * ( ~ ) | 1 7 4  

comme fr est localement libre, u d6finit canoniquement un isomorphisme 

v: ~ i  f ,  (~)  _~ f~ | ~ i  f .  (~ |  

les assertions de 1) sont alors des consequences imm6diates de [6]. 

D6montrons 2). Posons n = a ( ~ )  > - 1 et f2 = Ox/r. D'apr6s le 
th6or6me de dualit6 de Serre ([6]), le cup-produit 

~to f , ( ~ ( - i )  | O|174 f,(,~ | g2*("+ i))--~ ~l f,(O), 

combin6 avec l'isomorphisme de ~ l f , ( f2 )  sur Or donn6 par la th6orie 
des r6sidus, induit une dualit6 entre 

~ l f , ( f f | 174  et f , ( f f | 174174  

Pour d6montrer 2), il suffit donc de d6finir une dualit6 

f,(~)|162 f ,  ( if |  1) | f2| ~r,  

((invariante par changement de base)) (au sens 6vident du terme, confer 
6nonc6 de 2). 

Supposons d'abord a(~,~)=l, et notons # -=L~ et g=f,(oL, e) pour 
retomber dans les notations ant6rieures; il s'agit de d6finir un homo- 
morphisme 

az: f , (Sa ) |  f , ( c f | 1 7 4  f2| Or. 

Pour ce faire, utilisons l'isomorphisme f2 | ~ |  2 =, f ,  (A z 8), dont nous 
sommes d6j~ servi au n~  (indiquons en passant qu'il correspond ~t 
la formule classique x~d(x2/xi)=xldx2-x2dxi); -W|174174 
s'identifie donc ~t ~b | 6r)| son image directe s'identifie alors 
~t 8* | (A 2 8*) |  1) et l'accouplement # | (o ~ | (A 2 d') |  1)) ~ ~ r  est d6duit 
de l 'homomorphisme 6vident ~" | 6 ~ --, A 2 o ~. 

Prenons maintenant ~,~ quelconque, et choisissons f f  tel que 
a(,W)=l. I1 existe un isomorphisme u: ~ - ~ f * ( f # ) | 1 7 4  qui induit 
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des isomorphismes 
u': .~'=~ f*(~)|174174 

off 
~,=~|174 0| ' ~,=~|174 ~| 

v: f,( .~)_~ fC|174 v': f,(.~-,)~fC|174174 

D'apr6s [6], les homomorphismes d'alg6bres canoniques 

s f . (~ ) - - ,  I_[ f,(,~| 

induisent des isomorphismes 

w: S"f,(~q~)~ f,(~| 

et S f , ( ~ ' ) - ~  H f , ( ~ ' |  
m ~ N  

w': s" f , (~ ' )=,  f ,(~'|  

Or l'~iccouplement a~: f .  (.L#) | f .  (.gv,)__~ Or se prolonge en un accouple- 
ment aft: S"f,(~)|  Snf , (~ ' )~ (0r (he pas oublier que Y est un Q- 
sch6ma), d'ofi enfin l'accouplement cherch& 

a~,~, = aTo(w -1 @ w'-')o(v @ v): f , ( ~ ) |  f ,  ( y ) -  coy. 

II ne reste plus qu'~l d6montrer que as~,~ est ind6pendant du choix 
de Lr (il e st clair en effet qu'un changement de base f -o  y transformant 

en .L~ et J~ en ~.~ transforme a~, ~ en a~, ~). Soit donc ~e, tel que 
a('~1)=1; montrons d'abord que a~e,=az,.~,. Prenant .#=L#~ dans 
la construction pr6c6dente, cela revient h v6rifier que, si ~e~ = f *  ( j / )  @ ~ ,  
la suite d'isomorphismes canoniques 

f ,  (ogVl) | f ,  (5r (- 1) | Q| (- 1) ) 

-~ ( f ,  (~)  | Me) | ( f ,  (~a| | t2| ~)) | M/- '  ) 

=~ f ,  (~)  | f ,  (.L,v| n | O| 1)) 

transforme az en a,,,  ce qui r6sulte de la d6finition (non donn6e) de 
l'isomorphisme t / |  ~ |  2 =~ f ,  (A2 f ,  (K~')). 

Cette v6rification 6tant faite (resp. escamot~e), montrons que a~. ~ = 
a.~,.~; il sufiit manifestement de le faire lorsque .~ = ~ " ,  le passage 
de ~ ~ ~ - |  &ant trivial. Or cela r6sulte du cas n= I, et du fait 
que le diagramme suivant est commutatif 

S"f,(~ | f*(~g))-~ S"(f,(.~C)| S'f,(-9~)|174 f ,  (~q'|174 | 
II II 

$" f ,  (.C:',) ~ ,  f ,  (~CP~') ~ ,  f ,  ( ~  | | f *  (MI | ~ ,  f ,  (.L# | | ~r174 

car c'est la composante de degr6 n d'un diagramme d'alg6bres dont 
la composante de degr6 1 est commutative. Ceci ach~ve la d6monstra- 
tion. 
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Remarques. 1) Ce qui pr6c6de, ainsi que le n o 4 suivant, reste valable 
lorsque f :  X ~ Y  est un Y-sch6ma de Severi-Brauer de rang 1, non 
n6cessairement localement trivial; les d6monstrations sont identiques, 
on raisonne localement pour la topologie plate. 

2) Ces assertions restent 6galement valables si on ne suppose plus 
n6cessairement que Y est un Q-sch6ma, mais seulement que tout entier 
> 0 inf6rieur ~ une des valeurs de a (~-) est inversible sur Y. Cela s'applique 
en particulier en caract6ristique p~:0, lorsque a(~-)<p.  

3) L'op6ration ~ ~ ' =  ~ |  1) | f2x~(r-n) induit un automorphisme 
du groupe H*(X, 0"), qui laisse fixe la classe de f2x/r, et dont le carr6 
est l'identit6; sa nature profonde, ainsi que celle de la dualit6 entre 
f . (~ - )  et f ,  (~-'), reste pour moi myst6rieuse. 

3. Soient X, Y et ~- comme dans la partie 1) de la proposition 2. 
Soit d'autre part G u n  Q-sch6ma en groupes op6rant de mani6re com- 
patible sur X, Y et ~ ;  l 'isomorphisme ~o(X, Y, ~ )  est compatible avec 
les op6rations de G sur les deux membres. En effet, l 'op6ration de G 
se traduit par un diagramme cart6sien 

G x X  ~x~ X 

'dG• I t f 
G x Y  ~Y~ Y 

et par un homomorphisme rc~(~)-+ p r * ( ~ )  satisfaisant ~ certaines 
conditions; appliquant la partie2) de la proposition au diagramme 
cart6sien pr6c6dent, on en d6duit sans difficult6s l'assertion annonc6e. 

4. Corollaire. Soient Y un Q-schbma, f:  X-+ Y une forme localement 
triviale de la droite projective, ~ un X-module inversible tel que a (.~-) > - 1, 
et Gun Q-schema en groupes operant sur X, Yet ~ de mani~re compatible. 
On a alors pour tout neZ un isomorphisme de G-modules: 

(On(x, y, .~): H,(X, .~)_~ H~+~(X, ~ C)| ~. ~,~ aaX/Y y. 
En effet, on a des isomorphismes canoniques de G-modules 

H"(X, ~ ) ~ ,  H"(Y, ~1 ~ f.( .~)),  

H "+ l (X ,  o | ~ H"(Y, ~11 c~ c)|  | --x/Y , ~ f ,  ( ~ , ~ ,  oox/y , .  

5. Soit G u n  O-groupe semi-simple dbployJ simplement connexe, 
B (resp. T) son groupe de Borel (resp. tore maximal) canonique, X(T) 
le groupe des caract~res de T, ~ , . . . , ~ , e X ( T )  les racines simples, 
s~ . . . . .  s, les sym6tries par rapport ~ ces racines et a~' . . . . .  a* les coracines 
correspondantes; on a donc 

s~(~)= ~ -  <~,  ;~> ~ 
pour zeX(T) .  
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Pour chaque x~X(T), consid6rons le (9am-module inversible La(Z ) 
d6fini par le fibr6 vectoriel de rang 1 associ6 par le caract~re 3~ de B 

la fibration G ~ G/B. On obtient ainsi un homomorphisme 

ze: X(T)~  HI(G/B, Og~,,), 

dont on sail ([4]) qu'il est bijectif; si .Lai= d~m(Di), off D iest le diviseur 
d6fini par l'adh6rence de la cellule de codimension 1 correspondant/~ 
si, on a L,a(X)= | .LPi | de sorte que .,q~(Z) est positif si et seulement 
si ;t~X(T)+, off 

X(T)+ = {z~X(T)I (0t*, g) > 0  pour i=  1 . . . .  , n} 
(cf. [4]). 

6. Soil P/le sous-groupe parabolique de G engendr6 par B et par 
le centralisateur Z i de Kerai .  On sail ([1]) que la fibration G--,, G/P~ 
est localement triviale et que Pi/B est isomorphe /~ ZJZic~B~,  P~; 
il en r6sulte que la projection canonique fi: G/B--* G/Pi est une forme 
localement triviale de la droite projective. Consid6rons donc l'applica- 
lion ai: Hi(G/B, ~/n)---~Z introduite dans 1. 

Lemme. (i) On a g2(o/n)/(~/e~) ~--.~(- cti). 
(ii) ai(~(Z)) = ( ~ ,  Z) pour x~X(T).  

On a une suite exacte de G/B-modules: 

0 --, f f l  (t2~ojr,)/o) ---, Q~G/B~/0 ~ f2~o/B~/~o/e,) ---' 0, 

et T op~re sur les fibres de ces modules au point marqu6 de G/B. Les 
poids de T dans la premiere (resp. la seconde) de ces fibres sont les 
racines n6gatives 4=-  ai (resp. les racines n6gatives). La troisi~me fibre 
est donc un T-module simple de poids - ~ ,  d'ofl (i). Prouvons (ii); si 
)~eX(T) et ( a * , Z ) = 0 ,  X s'annule sur TnD(Zi) ,  donc se prolonge 
en un caract6re de D (Z~)B = P~; par construction de La(Z ), cela entraine 
que -~(Z) provient d'un G/Pi-module, donc que a/(L,e(Z))=0. I1 existe 
donc un entier n tel que a~(.~(Z))=n. (a*,g) pour zeX(T);  prenant 
2~ = - ai, on trouve - 2 = n (a*, - 0t~) = - 2 n, d'ofl n = 1. 

Appliquant 4, on en d6duit: 

Proposition. Si ~eX(T),  si (~ t* ,Z)>-1 ,  et si n~Z, les G-modules 
H"(G/B,-~q'(Z)) et H "+ ~(G/B, L~a(Z- ((a*, ~()+ 1)cq)) sont isomorphes. 

7. Soil p la demi-somme des racines positives; on a ( a * , p ) = l  
pour i=  1, ..., n. Soil W le groupe de Weyl de G el, pour weW, soil 
n(w) la longueur de w (c'est le plus petit entier n tel que w s'6crive comme 
produit de n sym6tries fondamentales). 

Ths Soient ~ X ( T ) ,  w~W et n~Z. Si X+p~X(T)+,  les G- 
modules H"(G/B, &a(Z)) et H"+"~W)(G/B, ~q'(w(z + p)-p)) sont isomorphes. 
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Si w=sl, on a 

w(x+p)-p=z+p--<o~*,X+p>oq-p=z (< ~,3(>+1)~q, 

et le th6or~me r~sulte de la proposition prec6dente. Dans le cas g6n6ral 
raisonnons par r6currence sur n(w) et 6crivons w=siw' ofa n(w')= 
n (w)- 1. Si on pose Z' = w'(z + p ) -  p, il suffit de prouver que (~*, Z') > - 1. 
Mais cela s'6crit (~*,w'(Z+p))>O, ou encore (w ' - l (~ i )* ,Z+p)>0 ,  et 
r6sulte du fait que Z+peX(T)+ et que w'-~(~) est une racine positive 
([31). 

8. Corollaire. Soit zEX(T). 
(i) S'il existe i tel que (~*,X+p)=O (c'est-h-dire (~*,Z)=-1),  

H"(G/B,~(Z))=O pour tout n. 
(ii) Si zeX(T)+, alors H"(G/B, Sfl()O)=O pour n>0.  

(i) En cffet, d'apr6s la proposition6, H"{G/B,s et H"+I(G/B, 
~cP(Z) ) sont isomorphes pour tout neZ, done nuls. 

(ii) Si w~W est la sym~trie, on a n (w) -d im G/B, d'ofl 

H"(G/B,+~q~(Z)J~-H"+dim~Im(G/B,.LP(w(z+p)-p))=-O pour n > 0 .  

9. Si Z+P est rkgulier, e'est-~-dire si ( c t * , Z + p ) + 0  pour tout i, 
il existe woeW et ZoeX(T)+, uniques, tels que Z=wo(Zo+p)-p ([3]). 
D'aprds 7 et 8, on a done H"(G/B, Le(Z))= 0 pour n4n(Wo) et H"tw~ 
s est un G-module isomorphe A H~ ~(Xo)) (el done absolument 
simple, [4]). 

10. Remarque. Choisissons pour chaque racine simple ~ un iso- 
morphisme de t2~/n)/~Gle,) sur s ce qui revient ft. << 6pingler )> le 
groupe d6ptoy6 G. Soient zeX(T)+, weWet Z'=w(z+p)-p.  A chaque 
d6composition r6duite s: w=s~, ... s~.~w~, nous avons donc associ6 un 
isomorphisme de G-modules bien d6termin6 

f(s, Z): H~ (G/B, ~g~ H "~ =.~(;Z')). 

Or H~ Sf(Z)) est un G-module absolument simple; s i s '  est une 
autre d6eomposition r6duite de W, il existe done 2(s,s',DeQ avec 

f(s, Z)= 2(s, s', Z) f(s', Z). 

I1 n'est done pas possible, a priori, de definir canoniquement un iso- 
morphisme H~ ~(Z))--* H"~ ~(Z')). Cela explique pourquoi 
les d6monstrations classiques ne donnent pas d'isomorphismes explicites. 

Naturellement, il se pourrait que l'on ait toujours 2(s, s', Z ) = _  1, 
ce qui permettrait de definir canoniquement un isomorphisme au signe 
pr6s, mais cela est peu vraisemblable. 
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11. Problkme.  Calculer les 2 (s , s ' , z ) .  Vu la structure connue  du 
groupe  de Weyl, le pas essentiel est d '6tudier le cas off s---(si, s i, si, s t . . . .  ) 
et s '=(s~,si ,s~ . . . .  ), w 6tant la sym6trie dans le groupe  de r a n g 2  cor- 
respondant  h ~i et aj. 
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