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En mémoire de G.N. Turina

Un des résultats principaux de cet article est la démonstration d’une formule
liant le nombre de Milnor (d’un point singulier isolé d’'un germe d’une fonction
analytique de plusieurs variables) avec certaines caractéristiques géométriques
du polyedre de Newton (de cette fonction). En dimension deux, cette formule
affirme que si les extrémités de la frontiére de Newton de la fonction f se trouvent
sur les axes de coordonnées aux points (g, 0) et (0, b), et cette frontiére, avec les
segments des axes des coordonnées, limite un polygone d’aire S, alors le nombre
de Milnor du point singulier 0 de la fonction f est supérieur ou égala 25§ —a—b+1
et, pour presque toutes les fonctions ayant la méme frontiére de Newton, le
nombre de Milnor est égal 4 2S—a—b+1.

L’article contient également la solution compléte du probléme suivant.

Soit M un sous-ensemble quelconque de I'ensemble N* (ou N=1{0,1,2,...}).
Existe-t-il une fonction analytique de la forme

Sy, x)= ) a,x™ 0w XM=xP. ... X (1
me. #
pour laquelle Torigine des coordonnées est un point singulier isolé? Si une telle
fonction existe, quelle est la valeur minimale du nombre de Milnor du point singulier
0 sur Fensemble de toutes les fonctions de la forme (1)?

La réponse aux questions posées est donnée ci-dessous en termes de certaines
caractéristiques géométriques du polyédre de Newton de I'ensemble .#.

En outre, pour chaque fonction f de la forme (1), nous construisons sa partie
principale. Si cette partie principale satisfait & une certaine condition de non-
dégénerescence, le nombre de Milnor du point singulier 0 de la fonction f est
minimal dans la classe des fonctions de la forme (1).

Des résultats analogues sont également obtenus dans cet article pour la somme
des nombres de Milnor de tous les points singuliers d’'un polynéme (ou d’un
polynome de Laurent) de plusieurs variables. Supposons, par exemple, que pour
un polynome f de deux variables, 'enveloppe convexe de 'ensemble constitué
par O et par les puissances de tous les mondmes qui figurent dans f avec des
coefficiens non-nuls, coupe les axes des coordonnées en des segments de longueur
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az1, b=1 et posséde une aire égale a S. Alors, le nombre de Milnor des points
singuliers isolés de f est inférieur ou égal a 2S—a—b+1 et en général, tous les
points singuliers du polynéme f sont isolés et la somme de leurs nombres de
Milnor est égale 4 2S—a—b+1.

Une des étapes principales de la démonstration des assertions indiquées ci-
dessus concernant les points singuliers d'une fonction analytique (polynéme ou
polynéme de Laurent) est la démonstration d’assertions analogues concernant le
nombre de solutions d’un systéme de k équations en k variables.

La plus grande partie des démonstrations du présent article sont de caractére
purement algébrique. L’idée principale est la construction dans Panneau des
séries formelles (des polynémes et des polyndmes de Laurent) d’une filtration que
nous appelons filtration de Newton, et I'étude de I'anneau gradu¢ associé.

§ 1. Enoncé des resultats

1.1. On appelle multiplicité ou nombre de Milnor d’un point singulier isolé 0e C*
du germe f: (C* 0)—>(C,0) le degré de la restriction de lapplication gradient
X— = sur upe sphére |x;|?+ - +|x,/>=r* de rayon suffisamment petit [1].
11 est connu (voir [2]), que le nombre de Milnor u(f) du point singulier 0 de la
fonction f peut étre calculé suivant la formule
. of of

ﬂ(f):chm,r(lj[[xl,...,xk]]/(é—x?...,a). (2)

Pour le polyndme f: C*— €, désignons par Ji(f) la somme des nombres de
Milnor de tous les points singuliers de f. Il découle de (2) que 'on a

.

g ey AT
0x,

o, . of

) =dime Clx oo %/ (55 3
0x,

Les formules (2) et (3) permettent de se servir des nombres de Milnor d’une

maniére purement algébrique.

1.2. Fixons une fois pour toutes le corps de base €. Désignons par € la ferme-
ture algébrique de ¥. Désignons respectivement par Z, N et R 'ensemble des
nombres entiers, entiers non-négatifs et réels non-négatifs et identifions N avec
son inclusion naturelle dans Z et dans R . Le nombre des variables est générale-
ment désigné par k. '

Les chiffres romains I, II, III indiquent que 'on a affaire aux anneaux des
séries formelles €[[x,, ..., x,]], des polynédmes €[x,, ..., x,] et des polynémes
de Laurent €[x, x; ', ..., x,, x; '] respectivement. Les notations pour les cas
H et III différent de celles du cas I par P'emploi des signes « ~» et «*» respective-
ment. Le lecteur qui s’intéresse seulement a la situation locale peut laisser de
cOté tout ce qui est indiqué par les chiffres II et ITI et les signes « ~» et «x». A la
place de (xq, ..., x,) nous écrirons parfois simplement x. L’idéal engendré par
les éléments f;, ..., f, d’un certain anneau sera désigné par (f}, ..., f,). A la place
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d % . . (0 .
de < J . Oﬁf) nous écrirons parfois (—GL) Pour un semi-groupe P nous
ox;” 7 0x, 0x

désignerons par €[ P] 'anneau de semi-groupe de P sur €.

1.3. Définition. I Pour fe®[[x]] posons u(f)=dim, G[[x]] / (g—) Nous

appelerons u(f) nombre de Milnor de la série formelle f. (Une des valeurs possibles
de u(f) est ovo. Dans le cas complexe analytique, ceci correspond a un point
singulier 0 non-isolé de la fonction f.)

II. Pour fe%[x] posons ji(f)=dimy (g[x]/ (aéf—

11I. Pour fe%[x, x '] posons ﬂ*(f)zdim‘é(g[x’x_l]/(%)' =

1.4. Définition. Soit f= ) a,x", ot X"=x]" - --- - xj*. Posons

nelZk
supp f={neZ*: a,+0}.
Puisque IN*< Z*, cette définition est applicable aux trois cas I-III.  []

Nous définirons maintenant dans chacun des cas I—III la classe de séries
(polynomes) « commodes ». Le théoréme I s’énoncera pour des séries quelconques,
mais sera démontré par réduction a un théoréme analogue pour les séries com-
modes. Dans I'énoncé des théorémes Il et IIL nous nous limiterons, pour simpli-
fier, aux cas des polynémes (polynémes de Laurent) commodes.

1.5. Définition. 1. II. Nous appelerons la série (le polyndme) f= 3 a,x"
nelNk
commode, si pour chaque i de 1 a k le mondéme x7 (n; = 1) figure dans f avec un

coefficient non-nul.

IIL. Le polynéme de Laurent f= ) a, x" s’appelle commode, si le point 0 de

neZk

I'espace R* n’appartient & aucun plan des faces de dimension i (1i<k—1) du
polyédre qui est 'enveloppe convexe de 'ensemble (supp f ~ 0) dans R

Nous définirons maintenant dans chacun des cas I, IL I la frontiére de
Newton et la partie principale newtonienne.

1.6. Définition. L Soit f= Z a,x"e€[[xy, ..., x;]]. Posons I', (f)=(enveloppe

nelNk

convexe dans R¥ de I'ensemble ( J(n+IR* ), o nesupp f X 0).

Appelons frontiére de Newton de la série f a Porigine le polyédre I'(f)=(réu-
nion des faces fermées compactes du polyedre I, ( f)).

Appelons partie principale newtonienne de la série f a Porigine le polynome

fo= Y, a,x". Posons I'_(f)=(réunion de tous les segments d’origine 0 et d’extré-
nel(f) :
mités sur I'( ).

IL Soit f= ) a,x"€%[xy, ..., x,] un polyndme commode. Posons r(H=

nelNk

(enveloppe convexe de 'ensemble (0 U supp f) dans R¥).
Appelons frontiére de Newton du polynome far mﬁm le polyédre suivant:
I'(f)=(réunion des faces fermées qui ne passent pas par 0 du polyedre I" (f).
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Appelons partie principale newtonienne du polyndme f a Plinfini le polyndme
suivant

fo= 2 anx
nel(f)
IIL Soit f= ) a,x"€¥[x,, x{% ..., X, X; '] un polyndme de Laurent com-

neZk
mode. Posons:

I'*(f)=(enveloppe convexe dans IR* de I'ensemble (supp f . 0)). Appelons
frontiére de Newton du polynéme de Laurent f le polyédre

r*(f)=orx(f).
Appelons partie principale newtonienne de f le polyndme de Laurent

5= Z a,x". [
nel*(f)

Nous introduirons maintenant dans les cas I, II, III une caractéristique
géomeétrique importante de la frontiére de Newton — le nombre de Newton. Nos
théorémes principaux affirment qu’en régle générale le nombre de Milnor de la
série f est égal au nombre de Newton (cas I), et que la somme des nombres de
Milnor de f est égale au nombre de Newton (cas I et III) (si le corps € est de
caractéristique nulle).

1.7. Définition. 1, IL Soit S un polyédre compact de R¥ . Définissons le nombre
de Newton v(S) du polyédre S par la formule

VS) =k Vy— (k=) Ve 4o+ (= DLV +(— 1)

ot ¥, est le volume de dimension k du polyédre S et, pour 1<g=<k—1, V, est la
somme des volumes de dimension g des intersections de S avec tous les plans de
coordonnées de dimension ¢. (Sur chaque plan de coordonnées L de dimension g
dans RY, il exists un élément volume unique, normé par la condition que le
volume du parallélipéde de base de semi-groupe L~ IN* est égal 4 1.)

II. Soit S un polyédre compact de R*. Posons
VS =k!V(S). O

1.8. Définition. Soit f une série commode, un polynéme ou un polynéme de
Laurent. Définissons le nombre de Newton de f de la maniére suivante:

I. Pour fe%[[x]] posons v(f)=v(I_(f)).

IL Pour fe%[x] posons ¥(f)=v(I"_(f)).

IIL. Pour fe%[x, x~'] posons v*(f)=v*(I'*(f)). O

1.9. Définition. Soit fe €[[x,, ..., x,]] une série formelle non-commode dans
laquelle on ne rencontre pas de mondmes contenant une seule des variables

X1, ..., X4, mais on rencontre de tels mondmes pour les variables Xgits-ees Xgo
Posons

v(f)=sug V(f + X7+ X,



Polyédres de Newton et nombres de Milnor 5

(Une méthode plus constructive pour calculer le nombre de Newton dune série
non-commode sera donnée aprés 'énoncé du théoréme 1) [

Les théorémes I, II, III formulés ci-dessous donnent des formules exactes
pour les nombres y, i et u* dans le cas ou la partie principale newtonienne
satisfait 4 une condition de non-dégénérescence, indiquée plus loin (cf. 1.19).

1.10. Théoréme L. (i) Le nombre de Milnor dune série formelle f est supérieur
ou égal au nombre de Newton:

w()zv(f) (et ona pu(f)=o0 siv(f)=o0).

(i) Le nombre de Milnor d'une série formelle commode f est égal au nombre
de Newton, si la partie principale f, de la série f a lorigine est non-dégénérée dans
le sens 1.19 (Ainsi, le nombre de Milnor d'une série commode f avec une partie
principale newtonienne non-dégénérée a lorigine s’obtient par la formule

HO=k V= (k=D Vg 4 + L=V (- 1) (4)

ou V, est le volume de dimension k du polyédre I'(f) et, pour 1=q=k—1, V, est
la somme des volumes de dimension q des intersections du polyédre I _(f) avec les
plans des coordonnées de dimension q.) Si char € =0, le nombre de Milnor est égal
au nombre de Newton pour toute série formelle a partie principale newtonienne
non-dégénérée d lorigine.

(iii) Si char ¥ =0, l'ensemble des parties principales dégénérées est une sous-
variété algébrique propre dans la variété de toutes les parties principales qui cor-
respondent a la frontiére de Newton donnée.

1.11. Définition. Pour fe¥[[x,, ..., x,]], posons

d(f)=max |n|, o n=(ny,...,nJeN*et |n|=n+---+n,. [I
nel(f)

1.12. Proposition. Soit fe€[[x;, ..., x, 1] une série non-commode ne contenant
pas de mondmes de la forme x* pour i=1, ..., q et contenant des monémes de cette
Jforme pour les autres variables. Alors

(i) soit v(f)=o00, soit v(f)=v(I_(f)),

(if) si dim I'(f)=k—1, alors on a v(f)=0c0 si, et seulement si
q
(£ Zator ) > -1,
i=1

(iii) si u(f) <o et f appartient au cube de I'idéal maximal, alors dim I'(f)=k—1.

1.13. Remarques. (i) Le théoréme I donne une solution compléte du probléme
posé¢ dans lintroduction. En effet, soit .# un sous-ensemble quelconque de
ensemble N Posons v(.#)=v(g), ou g est une séric formelle quelconque qui
satisfait a la condition supp g=.#. Alors, il existe une fonction analytique f de
la forme (1) pour laquelle I'origine des coordonnées est un point singulier isolé
si, et seulement si v(.#)<co et la valeur minimale du nombre de Milnor du point
singulier 0 est égale 4 v(.#).
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(i1} Il existe une autre méthode, purement combinatoire, pour vérifier la con-
dition v(.#)<co. Sans perte de généralité, on peut admettre que .# ne contient
pas de points dont toutes les coordonnées sont nulles, sauf une seule, qui est
égale a 1. Posons #,={(ny,...,n)eN*:(n,,...,n;+1,..., n)e.#}. On déduit
facilement des résultats du §6 que v(.#) < oo si et seulement si on a la condition
suivante:

pour chaque ¢ (1=g<k) et tous les i, <i,<-:-<i, au moins k—gq ensembles
de la forme {(n,, ..., n)e.d;: n; =--- =n;, =0} sont non-vides (1 5j k).

(iii) Soit f: (€", 0) > (C, 0} le germe d’une fonction analytique. Désignons par
x(f) la caractéristique de Euler de la fibre de 1a fibration de Milnor. On sait que
si p(f)<oo alors u(f)=(—1¥x(f)—1). Posons maintenant la question suivante:

Trouver la valeur minimale du nombre (— 1*(x(f)—1) sur Pensemble de tous les
germes analytiques de la forme (1). Nous proposons sous forme dhypothése la
réponse suivante: v(I_(g)), ot g est une série formelle quelconque qui satisfait d la
conditionsuppg=.4. [

Avant d’énoncer les théorémes II et 11, clarifions la signification géométrique
des nombres Ji et z* dans le cas ou le corps % est algébriquement clos.

1.14. Propesitions. Supposons que le corps € est algébriquement clos. Alors

IL i(f)<oo si, et seulement si le nombre des points singuliers de [ sur €* est
fini et dans ce cas i f) est égal a lu somme des nombres de Milnor des points singu-
liers de f sur €*.

L #*(f)< oo si et seulement si le nombre des points singuliers de f sur (€~ 0)F
est fini et dans ce cas p*(f) est égal a la somme des nombres de Milnor des points
singuliers de f sur (€~ 0).

La démonstration se déduit facilement du fait quun anncau de Artin se
décompose en un produit direct d’anneaux locaux de Artin ou simplement du
théoréme de Hilbert sur les zéros. [

1.15. Théoréme I Soit fe4[x,, ..., x,] un polynéme commode. Alors

(i) Si le corps € est algébriguement clos et de caractéristique nulle, alors la
somme des nombres de Milnor des points singuliers isolés de f est inférieur ou égal
a ¥ f). En particulier, si i f) < oo, alors

IS

(i) Si la partie principale newtonienne du polynéme f est non-dégénérée a
Pinfini (dans le sens de 1.19), on a

B(fY=3(f) (en particulier i( f)<o0).

(i) Si char ¥ =0, alors l'ensemble des parties principales dégénérées est une
sous-variété algébrique propre de la variété de toutes les parties principales qui
correspondent d la frontiére de Newton donnée.

1.16. Théoréme III. Soit fe®@[x,, x;% ..., X, x;' '] un polynéme de Laurent
commode. Alors les assertions (i)—(ii1) du théoréme 1l reste vraies si Pon remplace
K~ par «x»,
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Une des étapes de la démonstration des théorémes I —HI est en fait la démon-
stration des formules pour le calcul du nombre de solutions d’un systéme d’équa-
tions polynomiales et le calcul de la multiplicité d’une solution isolée d’un systéme
de k équations a k inconnues. Limitons-nous au cas III.

1.17. Définition. Supposons que le corps ¥ est algébriquement clos et

Sis s i€G[xy, x4 o, x, x ]

Posons

supp (fis --., fi)=supp fi U - usupp f;,
I'*(fy, ..., fd=(enveloppe convexe dans R* de I'ensemble supp (fi, .... ),
F*(fiarfk):arjk(fi5afk)i V*(.fh-naf;c):k! I/k’

ou I, est le volume de dimension k du polyédre I'*(f,, ..., f,).

1.18. Théoréme III'. (i) Le nombre des solutions isolées du systéme
fi=-=f=0 ()

sur Pensemble (6~ 0) (les multiplicités étant prises en considération) est inférieur
ou égal a v*(f, ..., fo)

(i) Si fi, ..., f, sont non-dégénérés dans le sens de 1.19, alors toutes les solutions
du systéme (5) sont isolées et leur nombre (les multiplicités étant prises en con-
sidération ) est égal a v*(f;, ..., fi)-

(iii) « En régle générale» f,, ..., f; sont non-dégénérés. [

Enongons maintenant la condition de non-dégénérescence dans les cas L, 11,
111, HII'.

1.19. Définition. Soient g= ) a,x" et A-un sous-espace compact de R

i
Posons: g,= Y a,x" neZ
neAnZk .
L II, III. Nous dirons que la partie principale newtonienne d’une série (d’un

polynéme ou d’un polyndme de Laurent) f est non-dégénéré, si pour chaque face
fermée 4 de la frontiére de Newton des polyndmes de Laurent

ne s’annullent pas en méme temps sur (€ ~ 0)~.

IIT". Nous dirons que f;, ..., f; sont non-dégénérés, si pour chaque face fermée
4 du polyédre I'*(f,, ..., f,) les polynémes de Laurent (f,),, ..., (fi), ne s’annu-
lent pas en méme temps sur (€~ 0).

1.20. Formulation équivalente des conditions de non-dégénérescence. Soit 4
un polyédre compact convexe de dimension q dans R¥, dont les sommets ap-
partiennent a Z* (0<g<k—1). Supposons que 4 n'est pas situé dans un sous-
espace linéaire de dimension g. Désignons par Cone (4) le cone convexe de som-
met O et de base 4, i.e. la réunion de toutes les demi-droites de IR d’origine 0 qui
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passent par 4. Posons P(4)=2Z* Cone(4). Tl est évident que P(4) est un sous-
semi-groupe du (semi) groupe Z*. Considérons 'ensemble

def

€[P(4)] = {feb[x, x ] supp f < P(4)}.

Cest évidement un sous anneau unitaire de I'annean ¥[x, x ™17, 1l est évident que
les dérivations

a 8

xi"‘““‘ cre xk_-
Oxy” T T ax,

de l'anneau %[ x, x ] appliquent le sous-anneau €[ P(4)] en lui-méme.

1M1 Nous dirons que le polynéme de Laurent g est non-dégénéré sur A, si
les éléments

og og
bz, (),
de I'anneau €[P(4)] engendrent dans ¥[P(4)] un idéal de codimension finie.

Nous dirons que la partie principale newtonienne est non-dégénérée si elle est
non-dégénérée sur chaque face de la frontiere newtonienne. [

1.21. Remargue. Une série commode fe%[[x]] peut étre dégénérée dans le
sens de 1.19, mais posséder tout de méme un nombre de Milnor égal au nombre
de Newton. Exemple le plus simple: f=(x, +x,)%> +x; x3+x3. [

Des théorémes de L& et de Ramanujam [3] on déduit facilement.

1.22. Corollaire. Soit f:(C* 0)— (T, 0) le germe dune application analytique,
qui posséde & Torigine un point critique isolé, la partie principale newtonienne f,
du germe f etant non-dégénérée dans le sens de 1.19. Alors (pour k+3) le type
topologique du niveau nul de f et le type tapologique de la fibration de Milnor sont
déterminés par la frontiére de Newton I'(f). ]

1.23. Probléme. Exprimer les propriétés topologiques du germe f en termes
de la frontiére de Newton. Quelles propriétés analytiques du germe f peuvent
étre exprimées en termes de la frontiére de Newton (ou en termes des fonctions

1.24. V.1. Arnold a découvert expérimentalement une formule pour le nombre
des modules des fonctions de deux variables avec une partie principale newtonienne
non-dégénérée a Torigine [4, 9.9]. Cette formule sera démontrée dans le para-
graphe 7 & Paide de 1a filtration de Newton et de la formule (4. [

Rappelons que le polyndme f s’appelle quasi-homogéne de type a=(a, ..., &)
et de degré 1 si pour chaque mondme x" & coefficient non-nul dans f nous avons
oy + -+ =1 (nous supposons que les nombres o; sont rationnels et po-
sitifs). On peut déduire du théoréme 1 une condition nécessaire et suffisante pour
Pexistence d’un polyndme quasi-homogéne de type « et de degré 1 avec points
critiques isolés (dans le cas d’un corps de caractéristique nulle).
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1.25. Théoréme. Supposons char €=0, €=%. Une fonction quasi-homogéne
de type a et de degré 1 a point critique isolé existe si et seulement si on a I'égalité

I (i_1) (X e+ xT)

i=1 i

ou h est la somme de tous les monémes quasi-homogénes de type o et de degré 1 et

1
m=k- (max (partie entiére (~+1))) ]

1<igk O

1.26. Pour démontrer les théorémes I—1III, nous nous servirons du résultat
principal du travail de M. Hohster [5]. Ce méme résultat a ét¢ démontré plus tard
par Mumford et ses collaborateurs dans [6]. Il peut étre également démontré par
les méthodes du présent travail (voir § 5).

Les anneaux de la forme #[P(4)] qui figurent dans la définition de la non-
dégénérescence 1.20 se rencontrent chez plusieurs auteurs. Dans les travaux de
A.D.Bruno[7, 8] de tels anneaux apparaissent en relation aux polyédres de
Newton. Dans le livre [6], de tels anneaux sont étudiés systématiquement. [

1.27. Pendant que V.I. Arnold travaillait le texte de I'article [4], il m’a com-
muniqué hypothése de I'indépendance des nombres de Milnor (d’une fonction
de dimension deux «typique» a frontiére de Newton fixe) des variations des
coefficients des mondmes situés au-dessus de la frontiére de Newton et indiqua
un exemple d’une fonction «non-typique». V.I. Arnold supposa également que,
pour certaines conditions de non-dégénérescence, cette hypothése doit rester
vraie dans le cas de dimension supérieure. Le théoréme I démontre cette hypothése
pour les fonctions commodes satisfaisant aux conditions de non-dégénérescence
1.19'. Je suis reconnaissant & V.IL.Arnold pour lattention constante qu’il a
manifesté pour le présent travail.

Aprés que jeus exposé le théoréme I & O.V. Liachko celui-ci m’a montré
des exemples de calcul de la somme de nombres de Milnor pour des représentants
polynomiaux des germes de singularités unimodales en dimension deux; ce fait,
ainsi que Pintérét manifesté par Arnold, m’a amené a trouver les expressions pour
ft et u*. Je suis reconnaissant & A. M. Gabrielov, O.V. Liachko et D.B.Fuks pour
des discussions utiles. []

1.28. Les principaux résultats de cet article ont ét¢ annoncés dans [9]. Les
résultats qui se rapportent aux systémes d’équations ont ét¢ annonces das [10].

Aprés que le présent article fut préparé pour publication, D.N.Bernstein
trouva une généralisation encourageante du théoréme IIT':

1.29. Théoréme. Soient I, ..., I des polyédres compacts convexes dans R*
avec des sommets aux coordonnées entiéres. Alors, pour presque toutes les familles
de polynémes de Laurent sur le corps € fi,...,f, qui satisfont & la condition

' 11 y a quelques mois cette hypothése a été demontrée également (de maniére topologique) par
0. A. Gelfond.
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suppfi=I;, le nombre de solutions du systéme déquations fi==f=0 sur
(6~ 0) est égal au volume mixte de Minkouvski des polyédres I, ..., I, multipliés
par k! (char € =0).

Rappelons que les ensembles compacts convexes de I'espace R* forment un
semi-groupe pour I'opération d’addition: X; + X, ={x, +x,: x;€X;, x,€X,} et
que I'on appelle volume mixte de Minkovski lapplication symétrique k-linéaire de
ce semi-groupe dans IR si cette application coincide avec le volume usuel sur la
diagonale.

La démonstration de D.N.Bernstein est basée sur la considération d’une
famille de systémes d’équations 4 un paramétre et sur I'étude des propriétés
assymptotiques des solutions a l'aide des séries de Puiseux. La démonstration du
théoréme 1.29 peut également étre obtenue par réduction au théoréme III'.

D’autres démonstrations du théoréme 1.29 ont été données par A. G. Hovanski
et Pauteur. Ces démonstrations sont basées sur le plongement de la variété affine
Spec@[x;, xi %, ..., X4, X '] dans une T-variété (dans le sense de [6]), construit
a Taide de polyédres I3, ..., I}, et sur I'application du théoréme de Besout sur
cette variété.

§ 2. Début de la démonstration du théoréme I

2.1. Désignons plus briévement 'anneau €[[x,...,x,]] par &/. Fixons une
série formelle commode fe.of. Désignons la frontiére de Newton I(f) de la série
S par I'. Construisons a l'aide de I une filtration décroissante .o/ = .o/ (> .o/ >---
de I'anneau /. Pour cela, construisons tout d’abord une application homogéne
de degré 1 h: R, —» R, qui satisfait 4 la condition h(I')=1. On voit facilement

I 1
qu’il existe un nombre naturel M >0 tel que h(]N")cMN Prenons le nombre M

minimal qui satisfait & cette condition et définissons I'application ¢: N*—N
par I'égalité ¢ =M (h|IN¥*). Posons maintenant pour tout ge N

A,={ged suppgc ¢ '(q+N)}.

On voit facilement que Papplication ¢ est «convexe»: ¢(a+b)=d(a)+ p(b),
d’ou l'on peut déduire que .o, - .o/, .o/, ,,, ie. la filtration construite est bien
une filtration d’anneaux. Il est clair que ﬁ «/,=0 et que pour chaque neN il

20
existe un tel g=q(n)e N que M" < .«7,, ot quest le seul idéal maximal de 'anneau .«/.
Nous appelerons la filtration construite de anneau o fittration de Newton.
Clairement, fe.o)~\ oy, et la classe de f dans o/y/o/), | ne dépend que
de la partie principale f;, de la série f a I'origine. Les dérivées de la série f sont fort

s . . of 0
mal liées a la filtration de Newton dans le cas général. Les séries x;, g—fv, ey Xy %
o : 4 oX X
sont bien mieux liées a cette filtration: chaque série x; —— se trouve dans .7,,,
, o o " ,
tandis que sa forme initiale, i.e. la classe de xiw—]: dans o/ oy .4, dépend
seulement de f;. 0X;
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2.2. Théoréme AL Si fe¥€[[xy,...,x est une série formelle commode a
1 k
partie principale newtonienne non-dégénérée a lorigine, alors

. 2 2
dim, %[[x,, ...,xk]]/(xléxi, ...,xka){) —k!V,
i

k

ou V, est le volume de dimension k du polyédre I'_(f).

L’assertion (ii) du théoréme 1 pour les séries commodes se déduit facilement
du théoréme AT par recurrence sur le nombre des variables (voir § 3). La démon-
stration du théoréme AI emploie essentiellement la fitration de Newton et se
décompose en deux parties totalement différentes: le théoréme B1 et le théoréme CL

Théoréme BI. Sous les conditions du théoréme Al la codimension de lidéal
engendré dans anneau gradué associé A=gr.o/ = @D (A,/, ) par les formes

of of 920
initiales des séries x, ——, ..., X, =— est égale a k! V.
0x, 0x,

Théoréme CL. Sous les conditions du théoréme A1, la codimension de idéal par
%)
les séries x; — X
e X
Yax,” " R ox,

les formes initiales de ces séries dans l'anneau gradué associé A=gr.of.

dans o/ est égale a la codimension de l'idéal engendré par

La démonstration du théoréme CI se déduit des résultats obtenus en démon-
trant le théoréme BI et des résultats du §4, tandis que la démonstration du
théoréme BI est la difficulté majeure; cette démonstration est basée sur I'étude
de 'anneau gradué associ¢ 4 =gr.«/.

Décrivons cet anneau (plus exactement, cette #-algébre) en plus de détails
(section 2.3—2.6).

2.3. Désignons la forme initiale du mondme x"e o/ par 4§,
(0 = X"+ ALy 1€ Ly Do 41 = Apim))

et appelons I’¢lément J, de 'anneau A mondme de A. Considérée comme espace
vectoriel, la #-algébre A est isomorphe a I'anneau des polynomes en x,, ..., X,
car elle est engendrée par les monoémes. Pour décrire la multiplication dans A4,
il suffit d’'indiquer le produit des monoémes. Rappelons que dans 1.20 nous avons
lié¢ a chaque face 4 de la frontiére de Newton I' un semi-groupe P(4). De la dé-
finition de la filtration de Newton et de la définition de la multiplication dans
Panneau gradé associé on déduit facilement la formule

5 .5 _{5,,1+,,2, s’il existe une face A<= telle que n, € P(4), n,e P(4), ©)

0, sinon.

Démonstration de la formule (6). Si 'on a n, e P(4), n,eP(4), alors ¢(n, +n,)=
¢(n,)+@(n,) et donc

) S S | N P —
5n1 5nz“x x2"“‘5%<i)(rl1)+<l>(nz)+l‘x1 2'*_‘5%<I>(m+nz)+1_5

nm+nz*
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Si 1a face indiquée n’existe pas, on a ¢(n; +n,)> d(n;)+ ¢(n,) et, par conséquent,
6n1 ’ (Snz =x".x" +‘Q{¢(m)+¢(nz)+1 =0+‘5%¢(m)+¢(nz)+1 -0

Pour chaque face 4 de la frontiére de Newton I" désignons I'anneau €[ P(4)]
défini dans 1.20 par A4,. Il est évident que 4, peut étre identifié & un sous-anneau
de A, et donc A, posséde une graduation induite.

2.4. Proposition. Pour chaque face AT il existe un épimorphisme qui respecte
la graduation des € algébres mw,: A— A, et pour chaque paire A, < A il existe un
homomorphisme de €-algébres my 4: A,— Ay, qui respecte la graduation et pour
lequel ona my =m, 4 omy,.

Démonstration. Posons J,= & 4-6,. Il découle de (6) que J, est un idéal
n¢ P(4)
de A. Il est clair que le quotient 4/J, est isomorphe & A ,. Désignons la projection
naturelle A — A/J,~ A, par 7 . Il est clair que 7, respecte la graduation. D’une
maniére analogue on construit les épimorphismes n, , . Laformule n, =mn, 4 on,
est évidente. [

. L L. 0 0
2.5. Désignons par F,, ..., F, les formes initiales des séries xl—f, e ki
of 0x, 0x,

respectivement (E=xia—+&/M +1eAM). La condition de non-dégénérescence
X

1.20 est équivalente a la condition suivante: pour chaque face 4<T les éléments
homogénes 7, F,, ..., n,F, de I'anneau gradué A, engendrent dans A4, un idéal de
codimension finie. L’existence d’une structure de A-module sur 4, nous permet
detravailleraveclesanneaux A , a la place de Panneau A. Désignons par I 'ensemble
des faces de plus grande dimension de la frontiére de Newton I'. La formule (6)
nous indique que 'anneau A4 doit étre trés resemblant a la somme directe P A4,,.
En effet, application del

D ma
A Ael @AA

Ael

est injective (puisque | ) P(4)=IN*). La proposition suivante met en évidence le
Ael
peu qui manque a cette application, que nous désignerons par d,, pour é&tre un

isomorphisme.

2.6. Proposition. Il existe une suite exacte d’homomorphismes de A-module
gradués (qui respecte les graduations )

04— @ Ay~ Cyy— = C;— Co 0 (7)

del

ou, pour 0=q=<k—1, nous désignons par C, la somme directe des A-module A, sur
toutes les faces de dimension q de la frontiére de Newton I non situées dans la réunion
des plans des coordonnées.

La démonstration sera donnée dans 2.11.
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2.7. Pour calculer 'anneau-quotient A/(F,, ..., F,), il est naturel d’écrire la
suite exacte

A2 45 A(F, ..., F)—0

ou 7 est la projection naturelle, tandis que d,(qq,...,a)=a; F+---+a, F,.
Etendons cette suite exacte 4 une suite semi-exacte obtenue du complexe de
Koszul des éléments F, ..., F, de anneau A4 en ajoutant I'épimorphisme «:

OHA(’i),a_k,AGAL,..._,A('z‘) o, D) o,y = > A/(F). (8)

De 1a définition du complexe de Koszul (voir, par exemple, [11]), on peut déduire
que tous les homomorphismes augmentent la graduation de M.

2.8. Théoréme. Dans les conditions du théoréme Al le complexe de Koszul des
éléments F,, ..., F, de Panneau A est acyclique en dimensions positives (et la suite (8)
est donc exacte).

Le théoréme 2.8 sera démontré ci-dessous dans 2.12 a 'aide de la proposition
2.6 et du théoréme de M. Hohster (voir 5.6), qui affirme que les anneaux A4, sont
des anneaux de Cohen-Macaulay. Maintenant, nous déduirons le théoréme BI
du théoréme 2.8 et de la proposition 2.6.

Désignons par p,(t) la série de Poincaré du #-module gradué A: p,(t)=

@€

(dimg A ) - t et par p 4, () la série de Poincaré du ¢-module gradué A4,.
g=0

2.9. Lemme. (i) p, (1) est une fonction rationnelle en t et le point t=1 est un
péle dordre dim A+ 1.

(i) Si dim A=k—1, alors p, ()(1 —t™,_ =k V,, ou V,, est le k-volume de
la pyramide de sommet O et de base A.

Ce lemme sera ¢galement démontré plus loin dans 2.13.
2.10. Il découle de I'exactitude de la suite (8) que
Pajr, .., o) = PO (1 — ")~
Par conséquent,
dimg A/R, ..., F)=p.(0)(1 =t"),_,.
La série de Poincaré du ¥-module A s’obtient de (7):
pat)= ElpAd(t) +R(1)
ot R(r) est somme alternée des séries de Poincaré des modules 4, ou dim 4 <k—2.

D’aprés 2.9(i), R(t) est une fonction rationnelle en ¢t avec pdle dordre <k—1 au
point t=1. On a donc R(t)(1 —tM)¥,_, =0 et, par conséquent

dimg AAF,, ..., B)=p, () (1 —t")4,_, = ZIPAA(t)(l — M,y
de

D’aprés 2.9(ii), cette derniére somme est égale a k! Z Via=k!V, ce qui termine
la démonstration du théoréme BI. [ del



14 A. G. Kouchnirenko

2.11. Démonstration de la proposition 2.6. Construisons une suite d’applications
de A-modules gradués qui respectent les graduations

dx

0—A-TC %0 ¢, %22 5 005 G0 )

de la maniére suivante. Désignons par I, 'ensemble des faces de I" de dimension
g non-situées dans la réunion des plans des coordonnées. Pour connaitre d,, il
suffit de se donner pour tous les del,, 4,e€l,_; un homomorphisme d 4:
Ay— A, . Nous poserons dy 4, =a{4, A))n, 4, ou o(d, 4))=+1 si 4,4 et
a(4, 4,)=0 dans le cas contraire. Le signe « + » ou « — » est choisi de la maniére
suivante. Prenons une certaine orientation de I, les orientations induites sur les
faces A<T et des orientations quelconques sur les autres faces. Si del,, 4,¢€l,
A, =34 posons {4, 4,)=1 lorsque l'orientation induite sur 4, coincide avec
Porientation de 4, et o{4, 4,)= —1 dans le cas contraire. Il découle de la propo-
sition 2.4 que d, est un homomorphisme de 4-modules gradués qui respecte la
graduation. Oublions maintenant la structure de 4-module sur C, et démontrons
que la suite de ¥-modules (9) est exacte. Pour chaque me N* posons A(m)=%¢
et pour 4c I’ posons

€, si meP(4),
A (m)=
alm) {0, dans le cas contraire.

11 est évident que A= (B A(m) et A,= (D A,(m). Ainsi, nous avons introduit
me Nk me Nk
une IN*-graduation sur les modules 4 et 4. Nous obtenons de cette maniére une

graduation sur C;: C,= ® C,(m). On voit facilement que tous les homo-
melNk
morphismes d, respectent cette IN*-graduation. Pour démontrer I'exactitude de (9),

il suffit donc de montrer que pour chaque meIN* la suite
0= A(m)—0 Cy_y (m) * C_y(m) = -+ — Cym) =" Co(m)— 0 (10)

est exacte. Posons X (m)= U A. Considérons la décomposition cellulaire de la
P(d)am
variété topologique I' en celules correspondantes aux faces et la décomposition

induite des espaces X(m). On voit facilement que la suite (10) (sans le membre A(m))
est isomorphe au complexe des chaines cellulaires de la paire (X(m), ¢ X{(m)} a
coeflicients dans %. Il découle de la convecité de I" que la paire (X (m), ¢ X (m)) est
homotopiquement équivalente & la paire (disque, frontiére du disque), et donc
seules les homologies de dimension maximale sont non-nulles, et elles sont iso-
morphes a4 € = A(m). Ainsi, la suite (10), et donc la suite (9), est exacte. []

2.12. Démonstration du théoréme 2.8. Construisons les complexes de Koszul
des éléments F, ..., F, de anneau A a4 coefficients dans les A-modules de la
résolvante (9). Nous obtenons le diagramme suivant
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0 —=A "_’Ck*‘l__’“ck-Q_"... —C —= O

dans lequel toutes les lignes sont exactes (la premiére ligne est la résolvante de (9),
. . k .
la deuxiéme ligne est la somme de (1) exemplaire de la résolvante de (9), etc. Ce

diagramme est commutatif, puisque les homomorphismes de la résolvante de (9)
sont des homomorphismes de 4-modules. Si nous montrons que les colonnes
sont exactes dans tous les termes situés plus bas que la ligne pointillée, alors une
étude du diagramme, laissée au lecteur, donne I'exactitude de la colonne extréme
gauche dans tous ses termes, ce qu’il fallait démontrer. Le complexe de Koszul des
éléments F, ..., F, de 'anneau A4 4 coefficient dans le 4-module C, est isomorphe
a la somme directe des complexes de Koszul 4 coefficient dans 4, ou 4 1,. Chacun
de ces complexes est 4 son tour isomorphe (comme complexe de ¥-modules) au
complexe de Koszul des éléments n F, ..., n F, de anneau A,, puisque A,
est une A4-algébre.

Commengons par le cas d’'une face 4 de dimension maximale del=1,_,.
Dans ce cas, 'anneau A, est de dimension k et les éléments n F, ..., n, F, engen-
drent dans A, un idéal de codimension finie (d’aprés Ia condition de non-dégéné-
rescence). Puisque, selon le théoréme de M. Hohster [S] (voir 5.6), l'anneau A,
est un anneau de Cohen-Macaulay, la suite = F, ..., n F, est réguliére d’aprés
une propriété bien connue des anneaux de Cohen-Macaulay (voir, par exemple,
[11]). On sait que le complexe de Koszul d’éléments qui forment une suite réguliére
est acyclique dans les dimensions positives (voir, par exemple, [11]). On a donc
démontré que la deuxiéme colonne a partir de la gauche est acyclique.

Dans le cas del, 0=g=<k—2 nous remarquerons d’abord que parmi les
éléments n, F, ..., n4 F il ne peut y avoir plus de dim 4, qui sont linéairement

indépendants sur 4. En effet, parmi les restrictions des dérivations x; i sur
I'anneau ¥[P(4)] pas plus de dim Cone (4) sont linéairement indépendantes.
Supposons que 7, Fy, ..., my F,,, sont déja linéairement indépendantes. Puisque
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leur nombre est égal & dim A4, et elles engendrent un idéal de codimension finie
d’aprés la condition de non-dégénérescence, le théoréme de M. Hohster implique
que le complexe de Koszul des éléments 74 F;, ..., m4 F, ., est acyclique en dimen-
sions positives. La suite exacte de la paire nous montre que si le complexe de
Koszul des éléments g,, ..., g; d’un certain anneau est acyclique en dimensions
plus grandes que j, alors pour chaque g;,, le complexe de Koszul des éléments
21, -+ &i» &1 €St acyclique en dimensions plus grandes que j+ 1. Appliquant
successivement cette assertion k—g+1 fois, nous voyons que le complexe de
Koszul des éléments n, F,, ..., m, F est acyclique en dimensions plus grandes que
k—q+ 1, ce qui restait a démontrer. [

2.13. Démonstration du lemme 2.9. L’assertion (i) est évidente, puisque I'anneau
A, est noetherien (voir 4.4). Si le cone Cone(4) est représenté sous forme de
réunion de deux c6nes convexes Cone (4)=K,u K, qui se coupent par un cone
de plus petite dimension K, ,, alors

Pa, ()= DPyrpa(t) + Pgp1(t) — Pep, (1),
ou
B=N‘nK,, B=N'nK,, BR,=N'nK,,.
Il découle de 2.9 (i) que
P O =™ = (P pg(O) + Pep (L=t ;-

11 est facile de décomposer la face A en simplexes dont les sommets sont les som-
mets de 4. Décomposons le cone Cone (4) dans les cones correspondants. D’aprés
la formule précédente, il suffit de démontrer (i) pour chacun de ces cones simpli-
ciaux, i.e. on peut supposer que la face 4 est un simplexe. Soient my, ..., m, les
sommets de ce simplexe. On a évidemment

P, (O =¥,
k
= (nombre de points dans I'ensemble P(4)~ { ) (m,+ P(A)))
g=1
=(nombre de points dans le groupe quotient

Z*/(sous-groupe engendré par my, ..., my))
=|det(m,, ..., m)|=k! V,,. O

§ 3. Démonstration des assertions (i) et (ii) du théoréme I

3.1. Proposition. Le théoréme AY implique lassertion (ii) du théoréme 1 pour les
séries commodes d parties principales newtoniennes non-dégénérée a lorigine, i.e.
implique la formule (4).

Démontrons d’abord deux lemmes.

3.2. Lemme. Sig', g", 2,5, ..., g€¥[[x(, ..., x 1] et g, =g - ¢, alors

dimg €[[xy, ..., x,1)Agi, 83, .., g =dimg €[ [x, -, %, J]Ag’, 825 ---» &4)
+dim‘€(g[[‘x1’ LIRS ] xk]]/(g”’ g2> sy gk)



Polyédres de Newton et nombres de Milnor 17

Démonstration. L'index d’intersection des diviseurs sur une variété algébrique
non singuliére est additif (voir, par exemple, [12] chapitre 2, §1). [

Appliquant succissivement ce lemme, nous voyons que le nombre

dim, €[[x,, .., xk]]/ xl@ X, 5f)

ey Xy 7%,
est égal 2 une somme de 2 termes. Pour exprimer cette somme, introduisons les
notations suivantes. Soit I un sous-ensemble propre de I'ensemble {1, 2, ..., k}.
Désignons par |I| le nombre d’éléments dans I. Posons

R, ={(, ..., tk)E]Rk+l Vaelt,=0}

et N;=IN*~R . Pour f= ) a,x"posons f;= ) a,x"et considérons f;-comme
nelNk nelNy
étant une série formelle de k—|I| variables. Désignons le nombre de Milnor de

la série f; par y;. Posons py=p(f) et p, =1 Avec ces notations

. 0 0
dimg €[[x1, -..s 1] / (x {; % ai )= T (1)

3.3 Lemme. Soit fe€[[x,, ..., X, ]] une série formelle commode a partie princi-
pale newtonienne non-dégénérée a Torigine. Soit I un sous-ensemble propre de
Pensemble {1, ..., k}. Alors

(i) la série f; est une série formelle commode a partie principale newtonienne
non dégénérée a lorigine,

@) I (f)=I_(f)nR,,.

La démonstration est évidente. []

3.4. Démonstration de la proposition 3.1. Soit I un sous-ensemble propre de
I'ensemble {1, ..., k}. Désignons par w; le volume de dimension (k—|I|) du
polyedre I'_(f;) multipli¢ par (k—|I|)! Posonsw,; =1, wy=k!V, ou ¥, est le
volume de dimension k de I'_(f). Soit f une sériec commode a partie principale
non-dégénérée a lorigine. D’aprés 3.3 (i), on peut appliquer le théoréme AT a
chacune des séries f;. En se servant de la formule (11) pour f; nous obtenons

wi=Y u,, ou I<l ={l,...,k} (12)
Draprés 3.3(ii), la formule (4) qu’il s’agit de démontrer peut étre réécrite sous la

forme suivante

w(NH=Y(=D"w,, ou Ie2t8 (13)
Calculons le deuxiéme membre de (13) en se servant de (12).

YD =Y (=" Y a= Y (X (=), (14)

T T Fene{l,. ..,k nLe{l,... kIS

Le coefficient de p, dans le deuxi¢me membre de (14) est égal 4 1, tandis que le
coefficient de y;, (pour I, 4:‘55) est égal a

(oéélhl(_ 1y (II;I)) =0. 0
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Passons a la démonstration de 'assertion {11) du théoréme I pour les séries
non-commodes. Nous devrons nous servir des deux propositions suivantes.
Désignons par m l'idéal maximal de 'anneau €[[x,, ..., x,]]=%[[x]].

3.5. Lemme (voir [13]). Soit J un idéal de l'anneau €[[x]] qui satisfait pour un
certain entier 1 >0 d la condition

dimg €[[x]/J +m' ") <1
Alors Jom!. J

3.6. Proposition. Soient f, f;c€[[X,, ..., x 1], u(f)=I< o et soit f; —fem'*2,
Alors p( f1)=p(f)-
Démonstration. Désignons par J t'idéal

(35 a)

e
0x; 0%,

et par J, I'idéal

ox;” U ax,

D’aprés le lemme 3.5 Jom'*!. Donc l=pu(f)=dim, €[[x]]AJ +m'*!). Puisque
a
ox;
Jo=d 4w (=L O

3.7. Théoréme. Soit fe¥[[x,, ..., x,|] une série non-commode ne contenant
pas de mondme de la forme X pour i=1, ..., q et contenant des monémes de cette
Jorme pour les autres variables. Supposons que char € =0. Désignons par g=g, .,
.4
la série f+ ) o, xT (o;€%). Alors

i=1

(fi=flem* onaJ+m' 1 =J, +m'*L. Par conséquent, d’aprés le lemme 3.5,

(i) il existe un my tel que pour m=my et a,+0 la partie principale newtonienne

g
8o de la série g a Poriging est égale d f,+ Z o, X7, tout en étant non-dégénérée pour
presque tous les o, i=1

(ii) si dim I'(f)=k~ 1, alors dans (i) on peut prendre le nombre (d(f))*+1 dans
le réle de my (voir 1.11), ,

(ii1) il existe un polynéme p(m) dont le terme de degré nul est égal a v(I_(f)),
tel que pour un nombre infini de valeurs de m on a v(g,_,)=p(m).

Démonstration. La premiére partie de 'assertion (i) s’obtient par des con-
sidérations géométriques trés simples. La non-dégénérescence de g se démontre
par les mémes raisonnements que P'assertion (iii) du théoréme I (voir §6). Lasser-
tion (ii} découle du fait que les hyperplans des faces de dimension k—1 de la
frontiére I'(f) coupent les axes en des points situés a une distance de l'origine
inférieure ou égale a (d(f))* (définition de d(f)+régle de Kramer). L’assertion
(iii) se démontre de la maniére suivante. Il découle de (i) que pour m=m, la
frontiére I'(g) posséde un nombre de sommets constant. Il n’existe qu'un nombre
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fini de types combinatoires distincts de frontiére a nombre de sommets donné.
Pour un type de I(g) fixe, le nombre v(I(g)) est un polynéme dépendant des
coordonnées des sommets de I(g), i.e. un polynéme en m. Pour chaque m=m,
le nombre v(I'(g,, ,)) s'obtient par une des formules d’une liste finie, et donc pour
un nombre infini de valeurs de m le nombre v(I(g, ,)) s'obtient par une de ces
formules, mettons p(m). 1l est évident géométriquement que le terme constant de
ce polyndéme p(m) est égal a v(I' (f)). O

3.8. Démonstration de ' assertion (ii) du théoréme 1 et de la proposition 1.12.

Supposons que, dans les conditions du théoréme 3.7, on a v(f)<oco. Alors,
d’aprés 3.7(i), la définition de v(f) et la formule (4), on a u(g)=v(g)=v(f) pour
des m suffisamment grands. Puisque g, ,—fem™, en supposant en ouire que
mzv(f)+2, nous pouvons appliquer 3.6 pour obtenir u(f)=p(g, m)=V(gs m)=
v(f). Supposons maintenant que v(f)=o00 et réduisons a I'absurde I’hypothése
u(f)<oo. Si p(f)<oo, alors, d’aprés 3.6, on a u(g, .=u(f) pour tous les m
suffisamment grands. Mais Ia série g, , est commode et non-dégénérée d’apres
3.7(i); donc, d’aprés la formule (4), (g, ) =v(g,. ) €t par conséquent, v(f)=

sup ¥(g,, ) <oco. Démontrons maintenant 1.12(i). Considérons le polynéme p(m)
melN

dont lexistence est affirmée par 3.7(iii). Si p(m) n’est pas une constante, on a
v(f)=o0. Par contre, si p(m)=v(I"_(f)), on peut trouver un m=v(I _(f))+2 tel
que v(g, ) =pm=v(I (f)) et donc pu(g,,)=v(I_(f)); et enfin, d’aprés 3.6,
u(f) = (g ) =v(I (/).

Démontrons maintenant 1.12(ii). Si 'on a u(f)<oo alors, d’aprés 3.6 pour
un m suffisamment grand, on a

() =18z, m) =V(gs, m)

=v (partie principale newtonienne de g, ,,)
q q
= (fot L) =n (fo+ X ut)-
i=1 i=1

D’aprés 3.6, ce dernier nombre est égal a u(f,). La série f, est un polynéme de
degré d(f). On sait que le nombre de Milnor d’un point isolé singulier d’'un
polynéme de degré d en k variables est inféricur ou égal a (d —1)* («théoréme de
Bésout»). Ainsi, u( f)=pu(fo) <(d(f)—1)*. Par conséquent, d’aprés 3.6,

p(f)=p (f+ iai xﬁ»‘“f”"“) =v (f+ iai xgd(f))kﬂ)

i=1 i=1
et donc

q
(4 oxsor ) -1y,
i=1

Supposons maintenant que

vOfiwm“ﬁ§Wﬂ—m

i=1
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alors
{1+ S o) stan -1y

et puisque (d(f )+ 12(d(f)—1)*+2 on a, d’aprés 3.6 u(f)<co. [

3.9. Démonstration de l'assertion (i) du théoréme 1. Soit char ¥ =0. Etant donné
une série formelle f, on peut, d’aprés I(iii) trouver une approximation de f con-
sistant d’'une famille de séries non-dégénérées & un paramétre, avec la méme
frontiére de Newton I'=I'(f) pour chaque série. D’aprés I(ii), le nombre de
Milnor de chacune de ces séries est égal au nombre de Newton et il suffit donc
d’appliquer la semi-continuité des nombre de Milnor. Considérons maintenant
le cas char € +0.

Il découle de I'assertion (i) du théoréme I pour le cas de caractéristique nulle
et de la proposition 3.6 qu’il nous suffit de démontrer pour chaque sous-ensemble
M = N* et pour chaque v naturel I'inégalité suivante:

inf dimg, ¥[[x]] / + m(g
Je4IxT]

supp f = M

= inf dime C[[x]] / + m¢
geCl[x]]
suppg< M
(ou my, et mg sont des idéaux maximaux des anneaux %' [[x]] et C[[x]] respective-

ment). Posons = Y u, x™, g= ) v, x™ Désignons par H un des corps € et T,
me. M me. M
par h une des fonctions f et g. Le nombre

dlmHH[[x]]/ +mH)

se calcule a l'aide du rang de P'application linéaire des espaces vectoriels sur H:

(HI[x]Y/mp)* — H[[x])/my

oh
a, +njy, ..., my)—ay — -+ +a — +my;.
(a H k 1) 1, ko, "

Ecrivons la matrice de cette application dans la base monémiale. Dans le cas
H =C, h=gles coefficients de la matrice obtenue sont des polynémes d’un nombre
fini de variables v,, a coefficients entiers. Pour obtenir un élément de cette matrice
dans le cas H=%, h={ il faut, dans I'élément correspondant de la matrice précé-
dente, remplacer v,, par u,, et les coefficients entiers par leurs valeurs modulo
char €; (15) est démontre. [

§ 4. Démonstration du théoréme C1

Dans ce paragraphe, le mot filtration signifie Z-filtration décroissante. Rappelons
qu’une application 0: & — % de ¥-modules filtrés s’appelle stricte si VgeZ on a
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0%, =0% Nn%,. Soit o/ une ¥-algébre filtrée qui satisfait a la condition o = | ) o,.
Désignons gr of = @ o4,/ ,, par A= A,. Soit fie A, 12

qeZ qeZ
E:.fi-f-dd;%—IEAd,- (lélék)
4.1. Théoréme. Supposons que le complexe de Koszul des éléments F,, ..., F,
de la €-algébre A est acyclique en dimension 1; alors:
(i) on a lisomorphisme de €-modules

gL/ fy, - SN=ANR, ..., B) (16)

(ii) le morphisme 0,: /*— of qui envoie (g, ..., g) dans g, fi+---+g, f est
strict pour le choix suivant de la filtration dans of*:

la filtration de (0, ..., g;, ..., 0) dans o/* est égale a la filtration de g; dans o/
moins d;.

4.2. Déduisons le théoréme CI de 4.1(i). Posons

of

Si=x; s —edy
0x;
pour 1 <i<k Des conditions du théoréme CI, compte tenu du théoréme 2.8, on
peut déduire que le complexe de Koszul des éléments F, ..., F, est acyclique en

dimensions positives. Ainsi, les conditions du théoréme 4.1 sont satisfaites et on a
donc (16). 11 reste a démontrer que dimg gr (AN f, ..., fi))=dimg LA /1, ..., f)
Deésignons I'idéal (1, ..., f}) par.#, of/ 4 par & et gr & par X. D’aprés le théoréme
BL dim, X <o et il existe donc un relN tel que %,=%,,,=---ie. S+, =F+
&, ., =---. Il découle de la définition de la filtration de Newton (voir 2.1), qu'il
existe de telles n,leIN que n>retl'ona

A,omom Tl oy,

Puisque # + .7, = 4 +.9/,,ona .# + m'c £ +m' *1. D’aprés le lemme de Nakayama
Fom'o.ef, on a donc %, =0. Ainsi, Z = %,/%, et donc

n—1 n—1
dim, &= ) dimg (%,/%, +1) = z dimg X, =dim, X .
=0

q q="0

La démonstration du théoréme 4.1 est basée sur deux lemmes.

4.3. Lemme. Soit
AN N

un complexe de €-modules filtrés, 0, et 0, respectant la filtration. Désignons gr A,
gra, grod, gro,, gro, par K, B, A, d,, d, respectivement. Supposons que B=
\J 8, et la suite

qel

K

dy dy

—»>B—— A4 (17

est exacte. Alors, VqeZ on a 0,(#) N od;=0,(B,), Cest-d-dire que le morphisme
0, est strict.
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Démonstration de 4.3. Soit 0, b=ae.<,. Posons q, =max {n: n<q,acdi(%,)}.

Puisque #= | ) %, I'ensemble entre les crochets est non-vide et g, est correc-
eZ

tement déﬁniq Montrons que g, =¢. Supposons que ¢; <q. On peut trouver un
b, e %, pourlequel 0, b, =a. Donc, 0,(b; + B, ,,)Sa+4, ., =4, . Delexactitude
de (17) on déduit I'existence d'un tel xe#; que d,(x+ Ay )b, + %, . Par
conséquent, b, —0,xe4, ., et 0,(b;—0, x)z@lb1 =g ce qui contredit & la
définition de ¢,. [

4.4. Lemme. Soit ¢: # — .o/ un morphisme strict de €-modules filtrés, i.e.
VgeZ O(B)nA,=0(%,).

On a alors Tisomorphisme de €-modules
gt (//0(B))= gr o [gr(0)(gr B).

4.5. La démonstration s’obtient facilement du fait que (of /0(%#)); = o£,/0(B;). [

4.6. Démonstration du théoréme 4.1. Considérons un morceau du complexe
de Koszul des éléments f,, ...,f €/

ORI

ou la ﬁ]tratlon dans ,sa/(Z) est introduite de la méme maniére que la filtration
dans ,9/( tdans le théoréme 4.1. Il est clair que la suite de gr-objets correspondants

A(z)_“Z_,A(J;,A

est un morceau du complexe de Koszul des éléments F, ..., F, de 'anneau A =gr.o/.
D’apres le lemme 4.3, le morphisme ¢, est strict, ce qui démontre (ii). Puisque
(fi, - f)=Im(¢,) et (F, ..., k)=1m(d,) d’aprés le lemme 4.4, (ii) implique (i). ]

4.7. Remarque. Les résultats de ce paragraphe donnent une certaine informa-
tion sur 'anneau local de la fonction f et sur les déformations de f qui ne changent
pas la frontiére de Newton. Nous avons calculé la série de Poincaré de I'anneau

0 of
ar (Jz/ / (xla—i, ...,xk‘f)> ce qui s’avére utile pour le calcul de la série de
X, 0x,

. of
Poincaré sur 'anneau gr (&{ / (%)) En répétant les raisonnements de V.I.
X

Arnold [4, 7.2], on peut démontrer (en se servant du fait que 0, est strict) que
chaque série commode f a partie principale newtonienne non-dégénérée f, est
équivalente 4 la série fo+ )  J;e; oul ¢; sont des représentants d’une base quelconque
de 'espace de dimension finie @ ASNA,N (R, ..., R)) et ,e€. (Voit aussi § 7.)

q>
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§ 5. Semi-groupes coniques et anneaux coniques. Filtration de Newton
d’un anneau conique. Sur la démonstration des théorémes I1, 111

Considérons le group Z* et un ensemble fini I dhomomorphismes ¢: Z*—Z.
Considérons I'ensemble

P={meZ*: VY pel p(m)=0}. (18)
T est évident que P est un semi-groupe.

5.1. Définition. Appelons un tel P semi-groupe quasi conigue. Nous dirons
que P est de dimension d si P engendre dans Z* un groupe de rang d, ou, ce qui
est équivalent, le groupe de Grothendieck du semi-groupe P est isomorphe a Z°.
Un semi-groupe quasi conique P sera appelé conique si P ne contient pas de sous-
groupe isomorphe a Z.

Considérons les injections naturelles Z*— R Z-—IR et prolongeons par
linéarité chaque homomorphisme qui définit le semi-groupe P a un homomorphis-
me ¢ R*—R. L'ensemble

P ={teR": Yoel ¢'()20}
est évidemment un céne convexe de dimension d dans R* et on a P=P' nZ~

5.2. Définition. Le sous-semi-groupe B, d’un semi-groupe conique sera appelé
sous-semi-groupe frontiére, s'il existe un sous ensemble I| </ tel que

B={meP:Voel,opm=0}. [

Chaque sous-semi-groupe frontiére d’'un semi-groupe conique est lui-méme
un semi-groupe conique et la relation: «A4 est un sous-semi-groupe frontiére
dans B» est transitive dans un sens évident. Du point de vue géomeétrique, chaque
sous-semi-groupe frontiére de P peut étre décrit comme étant lintersection de P
P avec une face de dimension g du céne P'.

Soit P un semi-groupe, f: P-»% une fonction sur P & valeurs dans €. Posons
suppf={neP: f(n)+0}. La fonction f Sappelle finie, si 'ensemble suppf est
fini. Désignons par %[ P] 'anneau de semi-groupe (la ¢-algébre) du semi-groupe P,
1.e. la ¥-algeébre de toutes les fonctions finies sur P a valeurs dans %, avec les opéra-
tions d’addition, de convolution et de multiplication par les éléments de €. Si dans
le semi-groupe P I’équation m=Xx + y pour chaque me P ne posséde qu’'un nombre
fini de solutions, on peut définir la convolution de deux fonctions quelconques
sur P a valeurs dans ¥. Dans ce cas, toutes les fonctions sur P a valeurs dans %
forment une %-algebre que nous désignerons par €[[P]]. On voit facilement
qu'une telle %-algébre est définie pour chaque semi-groupe conique.

5.3. Définition. Les anneaux #[P], ou P est un semi-groupe quasi conique,
et ¥[[P1], ot P est un semi-groupe conique, seront appelés anneaux coniques du
semi-groupe P (sur le corps %).

5.4. Proposition. Les anneaux coniques sont Noetheriens.

Démonstration. On voit facilement qu'un semi-groupe quasi-conique posséde
un nombre fini de générateurs. Par conséquent, 'anneau conique est un anneau
quotient soit de I'anneau des polyndmes, soit de I'anneau des séries formelles
sur d’'un nombre fini de variables. [
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5.5. Remarque. Evidemment, si le semi-groupe P est donné par la formule
(18), alors on a

E[P]={feC[x, x "}, ....,x, x N suppfc P}. O

5.6. Théoréme (M. Hohster [57]). Les anneaux coniques sont des anneaux de
Cohen-Macaulay.

Limitons-nous aux anneaux de la forme % [ P] ot P est un semi-groupe conique.
Soit y: P—N un homomorphisme non-trivial. Prenons dans I'anneau € [P] une
IN-graduation en posant

(¢[P1),={fe€[P]:suppf<=¥~"(q)}.

Draprés des théorémes bien connus d’algébre locale (voir, par exemple, [11]), la
démonstration de 5.6 découle de I’assertion suivante

5.7. Théoréme. Il existe k=dimP éléments homogénes f,,...,f, de 'anneau
€[ P] de degrés dhomogéneité positifs, dont le complexe de Koszul est acyclique
en dimensions positives.

La définition de la filtration de Newton ci-dessus, qui contient, comme cas
particulier, la définition donnée dans le § 2, nous permet d’employer (avec des
modifications peu importantes), la démonstration du théoréme AI pour obtenir
celle des théorémes II et 111 et celle du théoréme 5.7.

Soit P un semi-groupe quasi-conique, I, un nombre fini d’homomorphismes
Y: P—Z. Définissons l'application ¢: P—Z par I'égalité.

¢tm)=min o(m)  (meP). (19)

Supposons que &/ est un anneau conique du semi-groupe P sur le corps € i.e.
soit I'anneau € [P], soit 'anneau ¥ [[ P]].

5.8. Définition. (Comparer a [4, 9.1]/.) Définissons la filtration de Newton
oyl ... (qe Z) de 'anneau conique .o/ (correspondante a I'application ¢)
par la formule

Ay={fesd:supp ¢~ (qg+N)}. O

Les trois exemples de filtrations de Newton ci-dessous serviront a la démon-
stration des théorémes II et III et du théoréme 5.7.

5.9. Construisons la filtration de Newton de 'anneau %[x,, ..., x,] liée 4 la
frontiére de Newton d’'un polynéme commode fe#[x,, ..., x,]. Construisons
d’abord une application h: R¥ —R homogéne au degré 1 qui satisfait 4 la con-
dition h(I'(f))= —1. On voit facilement qu’il existe un entier naturel M >0 tel

que h(IN¥) v Z. Prenons un M minimal qui satisfait a cette condition et définissons

I'application ¢: IN*—(ensemble des entiers non-positifs) par I'égalité ¢ = M (h|IN¥).
Il est clair que ¢ peut s’écrire sous la forme (19). Notons que dans cet exemple
M>0, fedt_y, Adyp=%. [
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5.10. Soit fe®[x;, x; ', ..., Xk, xi ' ]1=%[Z*] un polynéme de Laurent qui
satisfait a la condition Oe(intérieur de I'*(f)). En commencant par une application
homogene h: R* IR qui satisfait 4 la condition h(I'*(f))= —1, nous pouvons
construire une filtration de Newton de 'anneau % [Z*] d’une maniére tout a fait
analogue a 5.9.

5.11. Soit P un semi-groupe conique de dimension k détermine par la formule
(18). Supposons que le cone correspondant P’ IR* n’est pas simplicial, c’est-a-
dire que P’ posséde plus que k arétes de dimension 1. Il existe alors une aréte,
mettons y, qui n’est pas contenue dans au moins deux faces de dimension k—1
du cone P'. Désignons I'ensemble de toutes ces faces par I;. Soit m un certain
point de (yn P)~0. Pour chaque face Ael, il existe une application linéaire
unique h,: P’ — IR satisfaisant & la condition h(4)=0, h,(m)=1. Posons h=

1
min h,. On voit facilement qu’il existe un entier M >0 tel que h(P)c — IN. Prenons
delp

le M minimal qui satisfait a cette condition et posons ¢ =M (hIP), Remarquons
que contrairement au cas précédent, ¢~*(0)%0 et dimg.of/f =00. [

Si o/ est un anneau conique muni d’une filtration de Newton dans le sens
de 5.8, alors 'anneau gradué associé posséde essentiellement toutes les propriétés
décrites dans le § 2 pour le cas particulier o/ =% [[x;,..., x,]]- Par conséquent, la
démonstration du théoréme II répéte presque mot par mot la démonstration
du théoréme I (le théoréme analogue a Al dans le cas II doit étre démontré a
I'aide de la filtration 5.9). La méme remarque se rapporte au théoréme III dans le
cas ou Oe(intérieur de I'*(f)). Lorsque 0¢I'*(f) le théoréme III se démontre de
la maniére suivante. Trouvons un semi-groupe quasi conique minimal P contenant
I'ensemble Z* ~ I'*(f). 1l découle de la condition 0¢ I'*(f) que le semi-groupe P
sera conique. Désignons par P’ I'enveloppe convexe de P dans R¥. Supposons que
geG[[P]] se définit par I'égalité g=f|P et que ge¥[P] se définit par I'égalité
g=f|P. Toutes les définitions et les énoncés du § 1 qui se rapportent au cas I et 11
se raménent facilement au cas du semi-groupe P. (Par exemple, I, (g) =(enveloppe
convexe dans P’ de I'ensemble{ J(n+ P’) oil nesupp g) etc.)

De la commodité de f et de la condition de non-dégénérescence on obtient:

aka

et les analogues des théorémes I et II pour le semi-groupe P affirment que la der-
niére différence est égale a v*(f).

g 0
w () =dim 6071 (v 2 n ) —dimeerren/ (s, 75 oK)

5.12. Esquisse de la démonstration du théoréme 5.7. Si le nombre des arétes de
dimension un du céne P’ est égal a k, alors pour f; (1<i<k) on peut choisir une
fonction qui différe de 0 seulement dans un point de l'aréte de numéro i Par
conséquent, le théoréme peut étre démontré par une double recurrence sur la
dimension et le nombre d’arétes de dimension un du c¢6éne P. Supposons que le
cone P’'n’est pas simplicial et soit m un élément défini dans 5.11. Cherchons une
suite f,...,f, qui satisfait a4 la conclusion du théoréme 5.7 et pour laquelle
supp f; =m. Introduisons dans I'anneau €[ P] la filtration de Newton décrite dans
5.11 et passons a l'anneau gradué associé A. L’anneau A est une «amalgame»
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des anneaux des semi-groupes coniques contenant moins d’'arétes ou étant de
plus petites dimensions. Ces anneaux sont des anneaux de Cohen-Macaulay
par hypothése de recurence. Dans chacun de ces anneaux coniques les images
des formes initiales des éléments f|, ....f, engendrent un idéal de codimension
finie pour presque tous les f;, ..., fy_y, ce qui permet d’appliquer les raisonnements
du§2. [

§ 6. Démonstration du fait que ’ensemble des parties principales non-dégénérées
est dense (pour la topologie de Zariski)

Sans perte de généralité, on peut supposer que le corps ¢ est algébriquement clos.
Nous nous servirons ci-dessous des notations de 1.19 et de 1.20. Soit S un sous-
ensemble compact de R*. Posons ¢[S]={fc%¥[Z"]: suppf< S}.

Les assertions I(iii), T¥(iii) et TTI(i1i), ainsi que I'équivalence des définitions 1.19
et 1.20 découlent directement des deux théorémes suivants.

6.1. Théoréme. Supposons que char € =0. Pour chaque polyédre Ac R* qui
satisfait aux hypothéses de 1.20, il existe un sous-ensemble de l'espace €[ A] ouvert
et dense pour la topologie de Zariski, qui consiste de tous les polyniémes de Laurent

5
Je€[4] tels que les polynémes de Laurent x15g‘

meme temps sur (€~ 0). X1

., X, —— he Sannulent pas en

0x;

6.2. Théoréme. Pour chaque polyédre A< R* qui satisfait aux hypothéses de
1.20 et pour chaque f\, ...,[,e€[4], les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) les éléments f,,....f, de Tanneau €[P(A4)] engendrent dans €[P(A4)] un
idéal de codimension finie,

(i1) pour chaque face A; < A du polyédre A les polyndmes de Laurent f, 4, ..., f; 4,
ne sannulent pas en méme temps sur (€~ 0

6.3. Démonstration de 6.1. On voit facilement que pour chaque fe%[Z¥]

I'idéal ( f A cees ng) ne dépend pas du choix de la base dans Z* En choisis-
e 1

Yox,’

sant, au cas échéant, une nouvelle base dans ZF, on peut supposer que pour un
certain i>0 on a A<= {reR*: t,=i}. En remplagant x, par x? (i<k—1) pour un
deN convenable on peut supposer que pour un fe¥[47 on a supp f3(0, ..., 0, i).
Alors

S, o X)) =x8(x 5 o0 X )
ol g(xy, ..., X;_,) est un polynéme de Laurent en x,, ..., x,_;. En méme temps,

si xige®[4], alors pour chaque x€% on a xi(g—a)e%[4]. En calculant les
dérivées on voit que si

x‘@ (xi(g—0)), .. xka (xi(g—)

s'annuient en méme temps sur (9” ~. 0}, alors « est une valeur critique du polynéme
de Laurent g(x,, ..., X, ;). Mais, d’aprés le théoréme de Sard-Bertini, g ne posséde
quun nombre fini de valeurs critiques. Ainsi, pour chaque fe¥[4] et pour
presque tous les xe¥ les polyni‘)mes

xxa x(j axy), .. xka (f —oxp)
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ne peuvent s'annuler en méme temps sur (¥~0) Puisque pour chaque ae%
et chaque fe%[4], on a f—axie@[A] la phrase précédente implique 6.1. [

6.4. Démonstration de 6.2. Posons m, ={fe€[P(4)]: O¢suppf} et J=
[ E[P(A)]+ -+ [, E[P(A)]. 11 découle des propriétés de 4 que Jom, et qu'il
existe une graduation de l'anneau ¥ [P(4)] relativement a laquelle fi,...,f;
sont homogénes de degré positif. Puisque (i) équivaut au fait que m_ est I'unique
idéal maximal de I'anncau % [P(4)] contenant J (d’apreés le théoréme de Hilbert
sur les zéros). Supposons que (i) n’est pas satisfait, c’est-a-dire qu'il existe un idéal
maximal m de 'anneau € [ P(4)] différent de m_ et contenant J. Construisons a
l'aide de I'ideal m un homomorphisme ¥: P(4)— {0, 1}, ou {0, 1} est un semi-
groupe pour 'opération de multiplication:

0, si x"em,
w(n)—{l, si x"¢m,
L’ensemble ¥ ~*(1) est évidemment un sous semi-groupe de P(4). Il est facile de
démontrer que ce semigroupe est un sous semi-groupe frontiére de P(4). Si ce
sous semi-groupe consiste seulement de I'élément zéro, alors m=m_. Ainsi,
on peut trouver une face 4, =4 du polyédre A telle que ¥ ~'(1)=P(4,). Pour
chaque neP(4,) on a x"¢m. Posons ¢, (n)=x"+me@[P(4)]/m=%. Nous
obtenons I'application ¢, : P(4,)—-%~ 0. Il est facile de prolonger cette application
4 un homomorphisme de groupes ¢: Z*¥ >%~0 (groupe ¥~ 0 multiplicatif).
Construisons a l'aide de ¢ un homomorphisme d’anneaux n,: ¢[Z]—% en
posant Y a,x"-—Y a,p(n)e®. Puisque f,,...,frem on a pour n'importe quel
choix de ¢ la relation f| 4, ..., fy 4 €kerm, ie. les f; 4, ..., fx 4, Sannulent au point
de (6~ 0)* qui correspond a l'idéal kern,. La démonstration de (i) = (ii) est
analogue. []

6.5. Nous dirons que la série (le polynéme, le polyndme de Laurent) est
non-dégénéré sur la face A de la frontiére de Newton, si les polynomes de Laurent
o
Yox, " R ax,
nombre de points de 'ensemble supp f, est égal a ¢ + 1, alors la face 4 est un simplexe
et f est la somme des monomes (a coefficients non-nuls) qui correspondent au
sommet de ce simplexe, et cette somme est non-dégénérée sur 4 pour des valeurs
quelconques non-nulles des coefficients de f. Nous écrirons maintenant explicite-
ment la condition de non-dégénérescence dans le cas ou dim A=gq et le nombre de
points de I'ensemble supp f, est égal d q+2.

Soit fy=agx™ +---+a,,; X™ "1 Sans perte de généralité on peut admettre
que dimAd=g=k—1. Ainsi, fy=0x"+ - +ou,x™ oG og,..., €%, Mmg,...,
m,eZ*. 1l existe une suite (d, ..., d,) de nombres entiers sans diviseur commun,
unique au signe pres, qui satisfait au systéme de k équations a k+1 variables
domgy+ -+ +d,m,=0. Posons: zo=x™, ..., z,=x" Alors évidemment

ne s'annulent pas en meme temps sur (£~ 0)%. Si dim A=q et le

%[209261’ vy Zgs Zk_l]/(l _Z%O' et sz)g(g[xlaxl_la --~5xk’xk_1]'
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Par conséquent, / posséde un point critique sur (¢~ 0)* si, et seulement si les re-
strictions d’une fonction agzo+ -+, z, sur la variété différentiable {ze%***:
L=z%..... 2} posséde un point critique. Ecrivons la fonction de Lagrange

Lz, ) =0gzo+ - +oy 2z + A1 —z%- ... . z{¥). La fonction f, est dégénérée sur 4
oL oL . . .
si, et seulement st le systéme — P 11 5—;-—-0 posséde une solution. Ectivons ce
systéme, -
BoZo=Adg,
o Zy = A dy, (20
2zt

Le systéme n’a pas de solution, si au moins un des nombres d; est nul, Le si
Mg, ..., M Ne sont pas en position générale, Mais lorsque tous les d; sont non-nuls,
alors, pour que le systéme (20) posséde une solution, il faut et il suffit que on ait

%) (f;k) -1 0 (21)

6.6. Du point de vue pratique, il est utile de savoir que la condition de non-
dégénérescence est un invariant affine dans le sens suivant. Soit 4 une face de
dimension g de la frontiére de Newton d’une série (d'un polyndme, d’un polyndme
de Laurent) f. On peut se représenter le polynéme de Laurent f, comme une appli-
cation finie de I'ensemble du polyédre convexe 4<R* dans % (qui envoie tout
le polyédre, sauf un ensemble fini dans zéro). On voit facilement que la dégénére-
scence ou la non-dégénérescence de f sur 4 se déterminé par le type réel affine
de cette application. [

§ 7. Formule pour la modalité d’ane fonction de deux variables
a partie principale non-dégénérée a Porigine

7.1 Soit fe@®[[x, y]] une séric commode & partie principale newtonienne non-
dégénérée a l'origine. Désignons C[[x, y]] par /. Introduisons dans .o/ une
filtration de Newton {voir § 2) et désignons gr.o/ par 4; nous supposerons que

fesby~ . Désignons I'tdéal ( of 6{) par J.

V.1 Arnold appelle base correcte de Fanneau o/ /J une telle suite déléments
e, ..., ¢, de 'anneau s, que pour chaque n=0 les images des éléments de I'en-
semble {e,, ..., e} N(,~ ;) forment une base de /(AN J)+o,, )
(£{J),. V.1 Arnold appelle modalité intérieure de la série f le nombre d’éléments
d’une base correcte situées dans o,. La définition de la modalité d'une série f est
la démonstration du fait que la modalité de f est égale a la dimension diminuée
de 1 du strate p=const dans la déformation miniverselle de f peuvent étre trouvés
dans [14].

Nous démontrerons dans ce paragraphe la proposition suivante trouvée
expérimentalement par V.L Arnold ([4, 9.9).
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7.2. Proposition. Construisons deux demi-droites isues du point (2,2)eR%
parallément aux axes de coordonnées et designons par D le polygone fermé limité
par ses segments et par un morceau de la frontiére de Newton. Désignons par m(D)
le nombre de points de N? intérieurs de D ou situés sur la frontiére de D. Alors ona:
(modalité de f)=(modalité intérieure de f)=m(D).

Démonstration. Comme m’a indiqué A. Vartchenko, chaque série proche def
et possédant le méme nombre de Milnor est difféomorphe 4 une série avec la méme
frontiére de Newton que f. Cette assertion découle de I'invariance des coefficients
de Puiseau le long du strate g =const (L& [15]); on en déduit, a I'aide du théoréme
I, que la modalité de f est égale a la modalité intérieure. Démontrons maintenant
que la modalité intérieure est égale a m(D).

Désignons par u, le nombre d’éléments d une base correcte qui n’appartiennent
pas a .o/,. La modalité intérieure de f est par définition égale 4 u(f)—py, et il
suffit donc de démontrer que y, +m(D)=pu(f).

Calculons g, . On a clairement y, =dime o/ /(A +J). Posons:

.. .0
k= (mlmmum de tous les ie N tels que y'%e ,sz/M),

. )
| = (mmlmum de tous les ie N tels que x‘—fe&/M).

ay
0 0
Désignons par VI'espace linéaire engendré par les vecteurs 6f ¥ 6£ oo y"‘l—a—{c-;
0
f , X —— of s, xiTl—— / dans le ¥-module .. Puisque x—— of ey, V=— of €Ay,
3y’ dy dy ox dy

on a u, =dimeg.f//(.o,+ V). De la convexité de la frontiére de Newton on déduit
facilement que I'application naturelle V— .of/.o#,, est injective. En effet, supposons
que la frontiére de Newton a pour extrémités les points (a, 0), (0, b) et contient des
cotes d’extrémités (a, 0), (a,, b,) et d’extrémités (a,, b,), (0, b). Alors le mondéme

. .. ) ) .
de filtration minimale qui figure dans y'—=— est x*2~!y*2*% et le mondme de
q g y Ax y

. . . 0 )
filtration minimale qui figure dans xJEJ: est x -1 Pour i=0,...,k—1,
y

j=0,...,1—1, les mondmes indiques différent deux a deux et n’appartiennent
pas a .o/ et donc les «images» dans gr(.o//.o,) des vecteurs qui engendrent V' sont
linéairement indépendantes. Ainsi, u, =dimg(of/ o)) —dime V =dime(of/ ) —
k—1. Remarquons que k est le nombre de points entiers de la forme (a, —1, b, +1)
situés en-dessous de la frontiére de Newton (pour 1>0) le nombre [ peut étre
décrit d’une maniére analogue.

Calculons maintenant m(D). Désignons par k, le nombre de points entiers de
la forme (1, 1+1), ou i=0, non-situés au dessus de la frontiére de Newton, et
par l; le nombre de points entiers de la forme (1+j, 1), ou j=0, non-situés au-
dessus de la frontiére de Newton. On a clairement

m(D) =dime(st/ by ;) —(@+1)—(b+1)+1—k —1, +1
=dime(st/ oy ;) —a—b—k, ~1,.
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Ainsi,

w +m(D)=dimg(of [ otyy) + dime( /oty ) —a—b—(k+ k) —(+1)).
Un calcul direct des points entiers nous montre que

ou S est la surface en-dessous de la frontiére de Newton. D’aprés le théoréme I(ii),
u(f)=28—a—b+1. Ainsi

u(f) —py —m(Dy=(k+k, —b)+(I+1, —a).
Des définitions de k, k,, [, [, on voit clairement que k+k; =bet [+], =a. [
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Regu le 20 Juin 1975

Janvier 1976. J'ai déduit du théoréme IHI le résultat suivant:

Théoréme IV. Pour presque tous les polynémes de Laurent f (CN0 -,

qui satisfont a la condition supp f<TI, la caractéristique d’Euler y(f~'(0)) est
égal a (— 1"tk V().
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En méme temps D.N.Bernstein et A.G.Hovanski ont demontré la formule
la plus générale pour x(fi H(0)n - N f;; 1(0)), o f,e C[Z"] et supp f;= 1}, 1Sigm.

En utilisant la formule pour x(f~(0)) A.N. Vartchenko a demontré la formule
pour la {-fonction de la monodromie d’une fonction analytique & polyédre de
Newton donné. Ce résultat donne une réponse partielle au probléme 1.23.
A.N.Vartchenko a demontré également la hypothése 1.13(iii).

Jai déduit aussi du théoréme 1Y le résultat suivant:

Théoréme V. Soit f: €*— € un polynéme commode, la partie principale new-
tonienne f, de polynéme f étant non-dégénérée dans le sens de 1.19. Soit A une valeur
réguliere de f. Alors la variété f~*(%) a le type d’homotopie d'un bouquet de (f)
sphéres de dimension k—1.

Je suis trés reconnaissant a A.B.Sossinsky pour la traduction de larticle
présent.
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