
Inventiones math. 32, 1 - 31 (1976) Inventione$ 
matbematicae 
�9 by Springer-Verlag 1976 

Poly~dres de Newton et nombres de Milnor 
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Un des rOsultats principaux de cet article est la d6monstration d'une formule 
liant le nombre de Milnor (d'un point singulier isol6 d'un germe d'une fonction 
analytique de plusieurs variables) avec certaines caract6ristiques g6om6triques 
du poly6dre de Newton (de cette fonction). En dimension deux, cette formule 
affirme que si les extr6mit6s de la fronti6re de Newton de la fonction f se trouvent 
sur les axes de coordonn6es aux points (a, 0) et (0, b), et cette fronti6re, avec les 
segments des axes des coordonn6es, limite un polygone d'aire S, alors le nombre 
de Milnor du point singulier 0 de la fonction f est sup6rieur ou 6gal/l 2 S -  a - b + 1 
et, pour presque toutes les fonctions ayant la m6me fronti6re de Newton, le 
nombre de Milnor est 6gal/l 2 S - a -  b + 1. 

L'article contient 6galement la solution compl6te du probl6me suivant. 
Soit ~ un sous-ensemble quelconque de I'ensemble N k (off N={0 ,  1, 2 . . . .  }). 

Existe-t-il une fonction analytique de la forme 

f (Xl ,  ..., Xk)= ~, am xm O~l xrn=x~ . . . . . .  XTk (1) 
??I ~ , /r 

pour laquelle l'origine des coordonn~es est un point singulier isolO ? Si une telle 
fonction existe, quelle est la valeur minimale du nombre de Milnor du point singulier 
0 sur rensemble de routes lesfonctions de laforme (1)? 

La r6ponse aux questions pos6es est donn6e ci-dessous en termes de certaines 
caract6ristiques g6om6triques du poly6dre de Newton de l'ensemble J L  

En outre, pour chaque fonction f de la forme (1), nous construisons sa partie 
principale. Si cette partie principale satisfait /t une certaine condition de non- 
d6g6nerescence, le nombre de Milnor du point singulier 0 de la fonction f est 
minimal dans la classe des fonctions de la forme (1). 

Des r6sultats analogues sont 6galement obtenus dans cet article pour la somme 
des nombres de Milnor de tous les  points singuliers d'un polyn6me (ou d'un 
polynome de Laurent) de plusieurs variables. Supposons, par exemple, que pour 
un polynome f de deux variables, l'enveloppe convexe de l'ensemble constitu6 
par 0 et par les puissances de tousles  mon6mes qui figurent dans f avec des 
coefficiens non-nuls, coupe les axes des coordonn6es en des segments de longueur 
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a > 1, b>  1 et poss6de une aire 6gale fi S. Alors, le nombre de Milnor des points 
singuliers isolbs de f est inf6rieur ou 6gal fi 2 S -  a -  b + 1 et en g6ndral, tousles  
points singuliers du polyn6me f sont isolds et la somme de leurs nombres de 
Milnor est 6gale ~ 2 S -  a - b + 1. 

Une des &apes principales de la ddmonstration des assertions indiqudes ci- 
dessus concernant les points singuliers d'une fonction analytique (polyn6me ou 
polyn6me de Laurent) est la d6monstration d'assertions analogues concernant le 
nombre de solutions d'un syst6me de k 6quations en k variables. 

La plus grande partie des d6monstrations du present article sont de caract6re 
purement alg6brique. L'id6e principale est la construction dans l'anneau des 
sdries formelles (des polyn6mes et des polyn6mes de Laurent) d'une filtration que 
nous appelons filtration de Newton, et l'6tude de l'anneau gradu6 associ6. 

w 1. Enonc~ des r6sultats 

1.1. On appelle multiplicit~ ou nombre de Milnor d'un point singulier isol6 0~C k 
du germe f: (~k, 0 ) ~ ( C ,  0) le degr6 de la restriction de l'application gradient 

0f 
x--~ 0~  sur une sphere Ix l l2+. . .+[xk[2=r 2 de rayon suffisamment petit [1]. 

I1 est connu (voir [2]), que le nombre de Milnor/~(f) du point singulier 0 de la 
fonction f peut ~tre calcul6 suivant la formule 

/l(f) = dimeC [Ix1 . . . . .  Xk]] C5~Xl ..... OxJ" (2) 

Pour le polyn6me f :  tl~ k-~ rE, d6signons par ~(.)c) la somme des nombres de 
Milnor de tous les points singuliers de f I1 d6coule de (2) que l'on a 

~t(j') = dim~: C [ x  1 . . . . .  Xk]/(c~.f Of) 
\cx 1 . . . .  ; ~ . (3) 

Les formules (2) et (3) permettent de se servir des nombres de Milnor d'une 
mani6re purement algdbrique. 

1.2. Fixons une fois pour toutes le corps de base cg. D6signons par c~ la ferme- 
ture alg6brique de cg. Ddsignons respectivement par Z, N et IR+ l'ensemble des 
nombres entiers, entiers non-n6gatifs et r6els non-ndgatifs et identifions N avec 
son inclusion naturelle dans 7/et dans N+. Le nombre des variables est g6n6rale- 
merit d6sign6 par k. 

Les chiffres romains I, II, IlI indiquent que l'on a affaire aux anneaux des 
s6ries formelles cg[[x~ . . . . .  Xk]], des polyn6mes Cg[x I . . . . .  XR] et des polyn6mes 
de Laurent Cg[xl, xi -1 . . . . .  Xk, X~ -1] respectivement. Les notations pour les cas 
II et IlI diff6rent de celles du cas I par l'emploi des signes ~< .-~ >) et <<, >> respective- 
ment. Le lecteur qui s'int6resse seulement fi la situation locale peut laisser de 
c6t6 tout ce qui est indiqu6 par les chiffres lI et III et les signes ~ ~ )~ et ~ ,  )~. A la 
place de (x~ ..... xO nous 6crirons parfois simplement x. L'id6al engendr6 par 
les 616ments f l  . . . . .  fk d'un certain anneau sera d6sign6 par (fl . . . . .  fk)" A la place 
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. . . . .  CXk] nous 6crirons parfois \~x}" Pour un semi-groupe P nous 

d6signerons par c~[p] l'anneau de semi-groupe de P sur cg. 

 osons Nous  
/ . v -  - 

appelerons/~(f) nombre de Milnor de la s&ie formelle f. (Une des valeurs possibles 
de /t(f) est oo. Dans le cas complexe analytique, ceci correspond /~ un point 
singulier 0 non-isol6 de la fonction f.) 

|H. Pour f~[x , x -X]posons l~* ( f )=d im~f~[x , x -a] / (~ f x ) .  [] 

1.4. DOfinition. S o i t f =  ~ a, x", off x"=x'l . . . . . .  x~ k. Posons 
n E Z  k 

s u p p f =  {n~7Zk: a , +  0}. 

Puisque Nkc7/k, cette d6finition est applicable aux trois cas I - I I I .  [] 

Nous ddfinirons maintenant dans chacun des cas I - I I I  la classe de s&ies 
(polyn6mes) ((commodes >>. Le th6or6me I s'dnoncera pour des s6ries quelconques, 
mais sera ddmontr6 par rdduction/l un thdor6me analogue pour les sdries com- 
modes. Dans l'6nonc6 des th6or6mes II et III, nous nous limiterons, pour simpli- 
fier, aux cas des polyn6mes (polyn6mes de Laurent) commodes. 

1.5. Dkfinition. I. II. Nous appelerons la sdrie (le polyn6me) f =  ~ a, x" 
neN k 

commode, si pour cbaque i de 1/l k le mon6me x~ '~ (ni> 1)figure dans f avec on 
coefficient non-nul. 

III. Le polyn6me de Laurent f =  ~ a, x" s'appelle commode, si le point 0 de 
n e ~  k 

l'espace 1R k n'appartient /t aucun plan des faces de dimension i (1 < i_< k - 1 )  du 
poly6dre qui est l'enveloppe convexe de rensemble (supp f "-. 0) dans IRk. 

Nous ddfinirons maintenant dans chacun des cas I, II, IlI la fronti&e de 
Newton et la partie principale newtonienne. 

1.6. D~finition. I. S o i t f =  ~ a, x"~Cg[[xl, ..., Xk]]. Posons F+(f)=(enveloppe 
h e n  k 

convexe dans irk+ de l'ensemble ~ (n + irk+), off ne supp/-- .  0). 
Appelons fronti&e de Newton de la s6rie f fi l'origine le poly6dre F(f) = (r6u- 

nion des faces fermdes compactes du poly6dre F+(f)). 
Appelons partie principale newtonienne de la s6rie f d I'origine le polyn6me 

fo = ~ a,x". Posons F ( f ) = ( r 6 u n i o n  de tousles segments d'origine 0 et d'extrd- 
n ~ F ( f )  

mit6s sur F(f)). 

II. Soit f =  ~ a,x"6Cf[xl . . . .  , x~] un polyn6me commode. Posons ~ ( f ) =  
n~lq  k 

(enveloppe convexe de l'ensemble (0 w suppf )  dans IRk+). 
Appelons fronti&e de Newton du polyn6me f cl l'infini le poly6dre suivant: 
/~(f)=(r6union des faces ferm6es qui ne passent pas par 0 du poly6dre ~ ( f ) .  
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Appelons partie principale newtonienne du polyn6me f ~ rinfini le polyn6me 
suivant 

o ~ ~ an X n. 
nEE(f) 

IIL Soit f =  ~ a,x"~(g[xl ,  x ;  1 . . . . .  x k, x~ 1] un polyn6me de Laurent com- 
n~Z k 

mode. Posons: 
F_*(f)=(enveloppe convexe dans Rk de rensemble ( s u p p f  \0)) .  Appelons 

frontiOre de Newton du polyn6me de Laurent f le poly6dre 

F*(f)=Ol"_*(f). 

Appelons partie principale newtonienne de f le polyn6me de Laurent 

f ~ =  ~ a,x". U] 
n~F*(f) 

Nous introduirons maintenant dans les cas L II, III une caract6ristique 
g6om6trique importante de la fronti6re de Newton - le nombre de Newton. Nos 
th6or6mes principaux affirment qu'en r6gle g6n6rale le nombre de Milnor de la 
s6rie f est 6gal au nombre de Newton (cas |), et que la somme des nombres de 
Milnor de f est 6gale au nombre de Newton (cas II et III) (si le corps cg est de 
caract6ristique nulle). 

1.7. D~finition. I, II. Soit S u n  poly6dre compact de Rk+. D6finissons le nombre 
de Newton v(S) du polykdre S par la formule 

v(S)=k! Vk -- (k --1) ! Vk_l + . - .  + ( - -  1) k-1 1! Vx + ( -  1) k 

off Vk est le volume de dimension k du poly6dre Set ,  pour 1 =< q < k - 1 ,  Vq est la 
somme des volumes de dimension q des intersections de S avec tousles plans de 
coordonn6es de dimension q. (Sur chaque plan de coordonn6es L de dimension q 
dans Rk ,  il exists un 616ment volume unique, norm6 par la condition que le 
volume du parall61ip6de de base de semi-groupe L c~ ]Nk est 6gal ~ 1.) 

III. Soit S u n  polySdre compact de IR k. Posons 

v*(S)=k! V~(S). [] 

1.8. DOfinition. Soit f une s6rie commode, un polyn6me ou un polyn6me de 
Laurent. D6finissons le nombre de Newton de f de la mani6re suivante: 

L Pour fEcg[ [x] ]  posons i~(f) = v(F( f ) ) .  

II. Pour f~Cg[x] posons ~(f ) - -  v(F_(f)). 

Ill. Pou r f eCg[x ,x  -1] posons v*(f)=v*(F_*(f)). [] 

1.9. D~finition. Soit fEcg[[xl  . . . . .  Xk]] une s6rie formelle non-commode dans 
laquelle on ne rencontre pas de mon6mes contenant une seule des variables 
x x . . . . .  Xq, mais on rencontre de tels mon6mes pour les variables Xq+ 1 . . . . .  x k. 
Posons 

v( f )  = sup v ( f  + xT +.. .  + x'~). 
mc-lq 
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(Une m6thode plus constructive pour calculer le nombre de Newton d'une s&ie 
non-commode sera donn6e apr6s l'6nonc6 du th6or6me I.) []  

Les th6or6mes I, lI, III formul6s ci-dessous donnent des formules exactes 
pour les hombres #, fi et p* dans le cas o6 la partie principale newtonienne 
satisfait ~t une condition de non-d6g6n&escence, indiqu6e plus loin (cf. 1.19). 

1.10. Th~or~me I. (i) Le hombre de Milnor dune s&ie formelle f est sup&ieur 
ou Ogal au nombre de Newton: 

# ( f ) > v ( f )  ( e t o n a p ( f ) = o v  s i v ( f ) = ~ ) .  

(ii) Le nombre de Milnor d'une s~rie formelle commode f est ~gal au nombre 
de Newton, si la partie principale fo de la s&ie f d l'origine est non-dOg~nOr& dans 
le sens 1.19 (Ainsi, le nombre de Milnor d'une s&ie commode f avec une partie 
principale newtonienne non-dOg~n&Oe d l'origine s'obtient par la formule 

p ( f ) = k !  Vk--(k--1)! Vk_~ + ' "  +1!(- -1)  k-~ 1/1+(--1) k, (4) 

off Vk est le volume de dimension k du poly~dre F_(f) et, pour l < q < k - 1 ,  Vq est 
la somme des volumes de dimension q des intersections du polyddre F_(f) avec les 
plans des coordonndes de dimension q.) Si char ~ = O, le nombre de Milnor est dgal 
au nombre de Newton pour toute s&ie formelle d partie principale newtonienne 
non-d~gdn&ke d l'origine. 

(iii) Si char oK=O, l'ensemble des parties principales ddgOn&~es est une sous- 
variktO algObrique propre dans la variOt~ de routes les parties principales qui cor- 
respondent d la frontidre de Newton donn~e. 

1.11. Dkfinition. Pour f ~ [ [ x  1 . . . . .  Xk]], posons 

d(f)=ma~)lnl ,  off n=(nl . . . . .  nk)eNket  Inl=nl + . . .+nk  . [] 

1.12. Proposition. Soit fec~[ [x i ,  . . . ,  Xk']" ] lane s&ie non-commode ne contenant 
pas de mon6mes de la forme x7 ~ pour i= 1 . . . . .  q et contenant des mon6mes de cette 
forme pour les autres variables. Alors 

(i) soit v ( f ) =  ~ ,  soit v( f )=v(F_(f ) ) ,  

(ii) si dim F ( f )  = k - 1, alors on a v( f )  = oo si, et seulement si 

v + ~ xl a(I))'+' > ( d ( f ) -  1) k, 
\ i = 1  ! 

(iii) si p( f ) < oo et f appartient au cube de l'id~al maximal, alors dim F( f ) = k -  1. 

1.13. Remarques. (i) Le th6or6me I donne une solution compl6te du probl6me 
pos6 dans l'introduction. En effet, soit J /  un sous-ensemble quelconque de 
l'ensemble N k. Posons v(Jg)= v(g), off g est une s6rie formelle quelconque qui 
satisfait ~ la condition supp g-- J//. Alors, il existe une fonction analytique f de 
la forme (1) pour laquelle l'origine des coordonn6es est un point singulier isol6 
si, et seulement si v(~/ )< oo et la valeur minimale du nombre de Milnor du point 
singulier 0 est 6gale/t v(J/). 
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(ii) II existe une autre m6thode, purement combinatoire, pour v6rifier la con- 
dition v(J t )< oe. Sans perte de gdn6ralit6, on peut admettre que o//g ne contient 
pas de points dont toutes les coordonn6es sont nulles, sauf une seule, qui est 
6gale ~t 1. Posons J/gi={(n 1 . . . .  , nk)eNk: (nl . . . . .  ni+l ,  ..., n k ) ~ } .  On ddduit 
facilement des r6sultats du w que v(,A')<oo si et seulement si on a la condition 
suivante: 

pour chaque q (1 < q  < k) et tousles  il < i2 < " "  < iq au moins k - q  ensembles 
de la forme {(n I . . . . .  n~)~.///j : ni, = . . . .  n~q=0} sont non-vides (1 <j<k).  

(iii) Soit f :  (~", t3) --~ ((U, 0) le germe d'une fonction anatytique. D6signons par 
;((f) la caract&istique de Euler de la fibre de la fibration de Milnor. On sait que 
si # ( f ) <  oo alors/~(f)  = ( -  1)k(x(f)-1).  Posons maintenant la question suivante: 

Trouver la valeur minimale du hombre ( - 1)k(;~(f)- 1) sur rensembte de tousles 
germes analytiques de la forme (1). Nous proposons sous forme d'hypoth~se la 
r@onse suivante: v(F (g)), off g est une sOrie formelle quelconque qui satisfait ~ la 
condition supp g = Jg. [] 

Avant d'6noncer les thdor6mes II et III, clarifions la signification g6om6trique 
des nombres fi et kt* dans le cas off le corps cg est alg6briquement clos. 

1.14. Propositions. Supposons que le corps cg est alg~briquement ctos. Alors 

IL f i ( f )  < oo si, et seulement si le hombre des points singutiers de f stir cgk est 
f ini et dam ce cas [J(f) est ~gal & la somme des hombres de Milnor des points singu- 
Iiers de f sur c4~k. 

lIl. p* ( f ) <  oo si et seuIement si le hombre des points singuliers de f sur (~ \ O) k 
est fini et dans ce cas g*(f)  est dgal fi la somme des nombres de Milnor des points 
singuliers de f sur ( ~ \  O) k. 

La d6monstration se d6duit facilement du fait qu'un anneau de Artin se 
d6compose en un produit direct d'anneaux locaux de Artin ou simplement du 
th6or6me de Hilbert sur les z6ros. []  

1.15. Th6or6me II. Soit f ~ c~ Ix1 . . . . .  x J  un polyndme commode. Ators 

(i) S i t e  corps ~' est algObriquement c loset  de caract&istique nulle, alors la 
somme des nombres de Mitnor des points singutiers isolds de f est inf&iet#" ou dgat 
& ~(f). En particulier, si [z(f) < ~ ,  alors 

~t(f)<~(f) .  

(ii) Si la partie principale newtonienne du poIyn6me f est non-d~g~n4r~e d 
l'infini (dans le sens de 1.19), on a 

~(f )  = ~(f) (en particulier i t ( f )  < ~) .  

(iii) Si char ~ = 0 ,  alors l'ensemble des parties principales dOgdndr~es est une 
sous-vari~tk alg~brique propre de la vari~tO de toutes les parties principales qui 
correspondent f la frontiOre de Newton donnke. 

1.16. Th~or6rne III. Soit f ECg[xl, xi - l  . . . . .  x k, x f  ~] un polyndme de Laurent 
commode. Alors Ies assertions (i)-(iii) du th4orOme II reste vraies si ron remplace 
<< ,,~ )> par ~< , )). 
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Une des 6tapes de la d6monstration des th6or6mes I - I l I  est en fait la d6mon- 
stration des formules pour le calcul du nombre de solutions d'un syst6me d'6qua- 
tions polynomiales et le calcul de la multiplicit6 d'une solution isol6e d'un syst6me 
de k 6quations/l k inconnues. Limitons-nous au cas III. 

1.17. D~finition. Supposons que le corps ~f est alg6briquement c loset  

A . . . . .  L e ~ [ x l ,  x ;  ~ . . . . .  xk, x~ l] .  

Posons 

supp (fl . . . . .  Jk) = supp fl W'-" U supp fk, 

F-*(fl . . . . . .  [k) = (enveloppe convexe dans IR k de rensemble supp (fl . . . . .  fk)), 

r*(f~ . . . . .  fk)=01Z(f~ . . . . . .  )Ok) , v*(f~ . . . . .  fk)=k!  V k, 

off Vk est le volume de dimension k du poly6dre F_*(fl . . . . .  f~). 

1.18. Th6or6me IlI'. (i) Le nombre des solutions isolOes du systOme 

j'; . . . . .  L = 0  (5) 

sur l'ensemble (~g \ O) k (les multiplicitOs Otant prises en considOration) est infOrieur 
ou Ogal ?t v*(fl ,  . . . ,  fk). 

(ii) Si f l  . . . . .  fk sont non-d~gOnOrOs dans le sens de 1.19, a lots toutes les solutions 
du systOme (5) sont isolOes et leur nombre (les multiplicitOs &ant prises en con- 
sidOration) est Ogal fi v*(.~, . . . ,  fk)" 

(iii) ((En rdgle gdnOrale )) f l  . . . . .  fk sont non-ddgOnOrOs. [] 

Enonqons maintenant la condition de non-d6g6n6rescence dans les cas I, II, 
IlI, III'. 

1.19. Ddfinition. Soient g =  ~ a , x "  et A-un sous-espace compact de IRk. 
Posons :g~=  ~ anx n. neZk 

n~AnTgk 

I, II, |II. Nous dirons que la partie principale newtonienne d'une s6rie (d'un 
polyn6me ou d'un polyn6me de Lauren t ) f  est non-dOgOn~rO, si pour chaque face 
ferm6e A de la fronti&e de Newton des polyn6mes de Laurent 

ne s'annullent pas en m~me temps sur (@\  0) k. 
III'. Nous dirons que f l ,  ..., fk sont non-ddgknOrOs, si pour chaque face ferm6e 

A du poly6dre F*(fl  . . . . .  fk) les polyn6mes de Laurent (fx)~ . . . . .  (fk)a ne s'annu- 
lent pas en mame temps sur (cg \ 0)k. 

1.20. Formulation Oquivalente des conditions de non-d~g~n~rescence. Soit A 
un poly4dre compact convexe de dimension q dans IRk, dont les sommets ap- 
partiennent ~t Z a ( 0 < q < k - 1 ) .  Supposons que A n'est pas situ6 dans un sous- 
espace lin6aire de dimension q. Ddsignons par C6ne (A) le c6ne convexe de som- 
met 0 et de base A, i.e. la rhunion de toutes les demi-droites de IRk d'origine 0 qui 
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passent par A. Posons P(A)=TZkc~ C6ne(A). I1 est 6vident que P(A) est un sous- 
semi-groupe du (semi) groupe Z k. Consid&ons l'ensemble 

cg[P(A)] ~ {feCg[x, x-~]: suppfcP(A)} .  

C'est 6videment un sous anneau unitaire de ranneau Cs x-~]. I1 est ~vident que 
les d&ivations 

xl ~x~ Xk OX k 

de l'anneau Cs x -1] appliquent le sous-anneau cg[P(A)] en lui-m~me. 

I - I I I .  Nous dirons que le polyn6me de Laurent g est non-&!g~ndr~ sur A, si 
les 616merits 

de ranneau c#[P(A)] engendrent dans ~, [P(A)] un id6al de codimension finie. 
Nous dirons que la partie principale newtonienne est non-ddgOn&& si elle est 
non-d6g6n&be sur chaque face de ta frontiere newtonienne. [] 

1.21. Reng~rque. Une s&ie commode f~c.#[[x]] peut atre d~g~n&6e darts le 
sens de 1.19, mais poss~der tout de m~me un nombre de Milnor ~gal au nombre 
de Newton. Exemple le plus simple:f  =(xt +xz) 2 + x  1 x 3 +x~. []  

Des th6or6mes de L~ et de Ramanujam [3] on d6duit facilement. 

1.22. Corollaire. Soit f: (~k, O)-, (I12, O) le germe cgune application analytique, 
qui poss~de fi l'origine un point critique isol~, la partie principale newtonienne fo 
du germe f etant non-d~g~n&de dans le sens de t.19. Alors (pour k#:3) le type 
topotogique du niveau nul de f e t  le type topologique de la fibration de Milnor sont 
d~termin~s par Ia fronti&e de Newton F(f). [] 

1.23. ProbtSme. Exprimer les propri6t6s topologiques du germe f e n  termes 
de la fronti&e de Newton. Quelles proprihtbs analytiques du germe f peuvent 
8tre exprim6es en termes de la fronti6re de Newton (ou en termes des fonctions 
L ,  A oF(f))?  [] 

1.24. V. I. Arnold a d6couvert exp&imentalement une formule pour le nombre 
des modules des fonctions de deux variables avec une partie principale newtonienne 
non-d6g6n&6e ~t l'origine [4, 9.9]. Cette formule sera d6montr6e darts te para- 
graphe 7 & raide de la filtration de Newton et de la formute (4). [] 

Rappelons que le polyn6me f s'appelle quasi-homog6ne de type ~ =(~ .. . .  , ~k) 
et de degr6 1 si pour chaque mon6me x"/~ coefficient non-nul dans f nous avons 
~inl + . - .+~knk=l  (nous supposons que les nombres ~ sont rationnels et po- 
sitifs). On peut d&tuire du th6or6me 1 une condition n6cessaire et suffisante pour 
l'existence d'un polynSme quasi-homog6ne de type ~ et de degr6 1 avec points 
critiques isol6s (dans le cas d'un corps de caract&istique nutle). 
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1.25. Th6or6me. Supposons char C~=0, ~=cK. Une fonction quasi-homogdne 
de type ~ et de degrd i d point critique isold existe si et seulement si on a l'dgalitd 

i = 1  

oi~ h est la somme de tousles mon6mes quasi-homog~nes de type ~ et de degrO 1 et 

m = k ' ( m a x k ( p a r t i e e n t i & e ( l + l ) )  ). [] 

1.26. Pour d6montrer les th6or6mes I - I I I ,  nous nous servirons du r6sultat 
principal du travail de M. Hohster [5]. Ce m6me r6sultat a 6t6 d6montr6 plus tard 
par Mumford et ses collaborateurs dans [6]. I1 peut 6tre 6galement d6montr6 par 
les m6thodes du pr6sent travail (voir w 5). 

Les anneaux de la forme c~[p(A)] qui figurent dans la d6finition de la non- 
d6g6n6rescence 1.20 se rencontrent chez plusieurs auteurs. Dans les travaux de 
A. D.Bruno [7, 8] de tels anneaux apparaissent en relation aux poly6dres de 
Newton. Dans le livre [6], de tels anneaux sont 6tudi6s syst6matiquement. [] 

1.27. Pendant que V. I. Arnold travaillait le texte de l'article I-4], il m'a com- 
muniqu6 l'hypoth6se de l'ind6pendance des nombres de Milnor (d'une fonction 
de dimension deux t~typique)) h fronti&e de Newton fixe) des variations des 
coefficients des mon6mes situ6s au-dessus de la fronti&e de Newton et indiqua 
un exemple d'une fonction ~non-typique)). V. I. Arnold supposa 6galement que, 
pour certaines conditions de non-d6g6n6rescence, cette hypoth6se doit rester 
vraie dans le cas de dimension sup6rieure. Le th6or6me | d6montre cette hypoth6se 
pour les fonctions commodes satisfaisant aux conditions de non-d6g6n6rescence 
1.191. Je suis reconnaissant h V.I.Arnold pour l'attention constante qu'il a 
manifest6 pour le pr6sent travail. 

Apr~s que j'eus expos6 le th6or6me I ~ O.V. Liachko celui-ci m'a montr6 
des exemples de calcul de la somme de nombres de Milnor pour des repr6sentants 
polynomiaux des germes de singularit6s unimodales en dimension deux; ce fait, 
ainsi que Pint&& manifest6 par Arnold, m'a amen6 ~t trouver les expressions pour 

et p*. Je suis reconnaissant fi A. M. Gabrielov, O. V. Liachko et D. B. Fuks pour 
des discussions utiles. [] 

1.28. Les principaux r6sultats de cet article ont 6t6 annonc6s dans [9]. Les 
r6sultats qui se rapportent aux syst6mes d'6quations ont 6t6 annonces das [10]. 

Apr~s que le pr6sent article fut pr6par6 pour publication, D.N.Bernstein 
trouva une g6n&alisation encourageante du th6or6me III': 

1.29. Th6or6me. Soient F~ . . . . .  Fk des poly~dres compacts convexes dans ~k 
avec des sommets aux coordonn~es enti~res. Alors, pour presque toutes les familles 
de polyn6mes de Laurent sur le corps cg f l ,  ... ,fk qui satisfont d la condition 

1 I1 y a quelques mois cette hypoth6se a 6t6 demontr6e 6galement (de mani6re topologique) par 
O. A. Gelfond. 
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suppf /cF/ ,  le nombre de solutions du systOme d'kquations fx . . . . .  Jk=0 sur 
(c~ \ o)k est kgal au volume mixte de Minkovski des polykdres Fa,..., Fk multipli& 
par k ! (char cg = 0). 

Rappelons que les ensembles compacts convexes de l'espace IR k forment un 
semi-groupe pour l 'op6ration d'addition: Xt + X2 = {x~ +x2:  x~ e X  1, xzeX2} et 
que l'on appelle volume mixte de Minkovski l'application sym6trique k-lin6aire de 
ce semi-groupe dans IR si cette application coincide avec le volume usuel sur la 
diagonale. 

La d6monstration de D.N.Bernstein est bas6e sur la consid6ration d'une 
famille de syst6mes d'bquations ~t un param6tre et sur l'6tude des propri6t6s 
assymptotiques des solutions h l'aide des s6ries de Puiseux. La d6monstration du 
th6oreme 1.29 peut 6galement ~tre obtenue par r6duction au th6oreme III'. 

D'autres d6monstrations du th6or6me 1.29 ont 6t6 donn6es par A. G. Hovanski 
et l'auteur. Ces dbmonstrations sont bas6es sur le plongement de la vari6t6 affine 
SpecCg[x~, xi -1 . . . . .  Xk, Xk 1] dans une T-vari6t6 (dans le sense de [6]), construit 
~t l'aide de poly~dres F~ . . . . .  Fk, et sur l'application du th6or6me de Besout sur 
cette vari6t6. 

w 2. D6but de la d6monstration du th6or6me I 

2.1. D6signons plus bri6vement l'anneau cg[[xl, . . . ,Xk]]par~vr Fixons une 
s6rie formelle commode f e d .  Ddsignons ta fronti6re de Newton F(J) de la sdrie 
f par F. Construisons ~t l'aide de F une filtration d6croissante d = d o D d l  ~- . .  
de l'anneau d .  Pour cela, construisons tout d 'abord une application homog6ne 
de degr6 1 h: IRk-+IR+ qui satisfait ~ la condition h(F)= 1. On voit facilement 

qu'il existe un nombre naturel M > 0 tel que h(N k) c ~- N. Prenons le nombre M 

minimal qui satisfait ~ cette condition et d6finissons l'application qS: N k ~ N  
par l'6galit6 q5 = M (hi Nk). Posons maintenant pour tout q ~ N 

0~/q = { g e d :  supp g ~  q~-'(q + IN)}. 

On voit facilernent que l'application q5 est ~<convexe~: (a(a+b)>49(a)+(a(b), 
d'o/t l'on peut d6duire que dql-dq2 c dq, +g~ i.e. la filtration construite est bien 
une filtration d'anneaux. I1 est clair que (~ .~r et que pour chaque nclN il 

q>O 
existe un tel q = q(n) ~ 1N que 9~" c dq, ofa ~ est le seul id6al maximal de l'anneau d .  
Nous appelerons la filtration construite de ranneau ag fi(g~c~&'6~e de ,~ee, cgoee. 

Clairement, f ~ d M \  dM+l et la classe de f dans dM/dM+~ ne d6pend que 
de la partie principale fo de la s6rie f / t  l'origine. Les d6riv6es de la s6rie f sont fort 

~f U mal li6es ~t la filtration de Newton dans le cas g6n6ral. Les s6ries x~ , .. x k 
~f ~x~ "' ~xk 

sont bien mieux li6es h cette filtration: chaque s6rie x~ se trouve dans aCta, 

0f tandis que sa forme initiale, i.e. la classe de x~zT- dans dM/o~t~+~, d6pend 
seulement defo. c xi 
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2.2. Th6or6me AI. Si f e ~ [ [ x  I . . . . .  Xk] ] est une s~rie formelle commode 
partie principale newtonienne non-dOg~n~rOe d l'origine, alors 

dim~ cg[[Xl . . . . .  Xk]] Xl ~Xl . . . . .  Xk CXk! 

Off V k est le volume de dimension k du polyOdre F_ 00. 

L'assertion (ii) du th6or6me ! pour les s6ries commodes se d6duit facilement 
du thSor6me AI par recurrence sur le nombre des variables (voir w 3). La d6mon- 
stration du th6or6me A I emploie essentiellement la titration de Newton et se 
d6compose en deux parties totalement diff6rentes: le th6or6me BI et le th6or6me C I. 

Th6or+me BI. Sous les conditions du thOor~me A I l a  codimension de l'idOal 
engendr~ dans l'anneau graduO associO A = g r ~ / =  (~(~/~r par les formes 

Of ~ f  ~ o  
, .. X k - -  est ~gale ~ k! Vk. initiales des sOries x 10x 1 ., Ox k 

Th6or~me C I. Sous les conditions du thdor~me A I, la codimension de l'idOal par 

les sOries X 1 ~ ' f  Of , .. X k - -  darts d est Ogale fi la codimension de l'idOal engendrO par 
OX 1 "' ~ X  k 

les formes initiales de ces sOries dans I'anneau graduO associ~ A = gr d .  

La d6monstration du th6or6me C I se d6duit des r6sultats obtenus en d6mon- 
trant le th6orSme BI et des r6sultats du w tandis que la d6monstration du 
th6or6me B I e s t  la difficult6 majeure; cette d6monstration est bas6e sur l'6tude 
de l'anneau gradu5 associ6 A = gr ~4. 

D6crivons cet anneau (plus exactement, cette W-algebre) en plus de d6tails 
(section 2 . 3 -  2.6). 

2.3. D6signons la forme initiale du mon6me x"e~4 par 5, 

( (S n = xn -~ "r + 1 ~ ~ld?(n)/ d~b(n) + 1 -~ AO(,)) 

et appelons l'616ment 6, de l'anneau A mon6me de A. Consid6r6e comme espace 
vectoriel, la ~-algSbre A est isomorphe fi l 'anneau des polynomes en x 1 . . . .  , x k, 
car elle est engendr6e par les mon6mes. Pour d6crire la multiplication dans A, 
il suffit d'indiquer le produit des mon6mes. Rappelons que dans 1.20 nous avons 
li6 fi chaque face A de la fronti6re de Newton F u n  semi-groupe P(A). De la d6- 
tinition de la filtration de Newton et de la d6finition de la multiplication dans 
l'anneau grad6 associ6 on d6duit facilement la formule 

s'il existe une face A c F telle que nl EP(A), n2 ~P(A),  (6) 
5711 " 8?12 = {(~0:1 + ?12 ' sinon. 

DOmonstration de laJormule (6). Si l'on a nleP(A) ,  n2EP(A), alors ~b(nl +hE)= 
~b(nl) + ~b(n2) et done 

(~?11" (~"2 --~" x?11* X?12 -~ e~/[/~(?11) +q*)(712) + 1 = Xnl .+n2 ..{_ ~/q~(711 .}.}.712) + 1 = (~711 -}-712 " 
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Si la face indiquhe n'existe pas, on a qS(nl + nz)>q~(nl)+~b(n2) et, par cons6quent, 

Onl" (~n2=X n'' X n2 --{- d~qS(n,} +qS(n2) + 1 =O-}- Sffdp(ni)+q~(nz)+l . [ ]  

Pour chaque face A de la frontiere de Newton F d6signons l'anneau c# [P(A)] 
d6fini dans 1.20 par A d. I1 est 6vident que Aa peut etre identifi6 A un sous-anneau 
de A, et donc Aa poss6de une graduation induite. 

2.4. Proposition. Pour chaque faee A ~ F il existe un Opimorphisme qui respecte 
la graduation des cg algObres ha: A - ~ A  A et pour chaque paire A 1 c A il existe un 
homomorphisme de ~-alg~bres hA, 4, : Aa---*Aal qui respecte la graduation et pour 
lequel on a n~, = ha, ~, o hA. 

D~monstration. Posons J~ = (~) c~. 6,. I1 dhcoule de (6) que Ja est un idhal 
nee(A) 

de A. I1 est clair que le quotient A/J~ est isomorphe h A A. D6signons la projection 
naturelle A--* A/J~ ~ A~ par nd. I1 est clair que re d respecte la graduation. D'une 
mani6re analogue on construit les 6pimorphismes ha, A,. La formule n~, = n~, ~, o n d 
est 6vidente. []  

~ f  ~ f  2.5. D6signons par F1 . . . . .  Fk les formes initiales des s6ries X~x~  . . . . .  Xk~xk 

respectivement (F i 0 f  = xi~xi + S4M + 1 e AM]. La condition de non-d6g6n&escence 

1.20 est ~quivalente A la condition suivante: pour chaque face A c F  les 616ments 
homog~nes n~ F 1 . . . . .  n~ Fk de l 'anneau gradu6 A~ engendrent dans A~ un id6al de 
codimension finie. L'existence d'une structure de A-module sur AA nous permet 
de travailler avec les anneauxA d/~ la place de l'anneau A. D6signons par I l'ensemble 
des faces de plus grande dimension de la fronti~re de Newton F. La formule (6) 
nous indique que l'anneau A doit ~tre tr~s resemblant A la somme directe @ A~. 
En effet, l 'application ~ 

rtA 
A ~ ~  , ~ ) A ~  

AeI 

est injective (puisque U P(A)=Nk)" La proposition suivante met en 6vidence le 
A~I 

peu qui manque h cette application, que nous d6signerons par d k, pour 6tre un 
isomorphisme. 

2.6. Proposition. II existe une suite exacte d'homomorphismes de A-module 
graduOs ( qui respecte les graduations) 

O--~ A dk , ( ~  ALI--~ Ck_ 2---~ ...--+ C1--,, Co---~O (7) 
AeI 

off, pour 0 < q < k -  1, nous dOsignons par Cq la somme directe des A-module A A sur 
toutes les faces de dimension q de la frontidre de Newton F non situ~es dans la rOunion 
des plans des coordonnkes. 

La d6monstration sera donn6e dans 2.11. 
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2.7. Pour calculer lhnneau-quotient A / ( F  a . . . . .  Fk) , il est naturel d'6crire la 
suite exacte 

A k ~ L ,  A ~ A/(F,  . . . . .  Fk) --~ 0 

off ~ est la projection naturelle, tandis que O~(a~ . . . . .  ak )=a l  F ~ + ' " + a k F k .  
Etendons cette suite exacte ~ une suite semi-exacte obtenue du complexe de 
Koszul des 616ments F~ . . . . .  Fk de ranneau A en ajoutant l'6pimorphisme zr: 

0--~ A ( ~ ) ~  A (~-1)~--~ ... __~ A(~) ~ , A(~) ~, ~ A " ~ A/ (F) .  (8) 

De la d6finition du complexe de Koszul (voir, par exemple, [11]), on peut d6duire 
que tousles homomorphismes augmentent la graduation de M. 

2.8. Th6or6me. Dans les condit ions du th~ordme A I, le complexe  de K o s z u l  des 
dl~ments 1:1 . . . . .  F k de l 'anneau A est  acycl ique en dimensions posi t ives  (et la suite (8) 
est donc exacte) .  

Le th6or6me 2.8 sera d6montr6 ci-dessous dans 2.12 fi l'aide de la proposition 
2.6 et du thbor6me de M. Hohster (voir 5.6), qui affirme que les anneaux A~ sont 
des anneaux de Cohen-Macaulay. Maintenant, nous d6duirons le th6or6me BI  
du th6or6me 2.8 et de la proposition 2.6. 

D6signons par pA(t) la s6rie de Poincar6 du Cd-module gradu6 A: pA( t )= 

~ (dimeAq). t q et par PAa(t) la s6rie de Poincar6 du Cg-module gradu6 A~. 
q=O 

2.9. Lemme. (i) pAd(t) est une fonc t ion  rationnelle en t et le point  t =  1 est un 
p6le cFordre dim A + 1. 

(ii) Si dim A = k - 1 ,  alors pA~(t)(1--tM)k[t=l = k !  Vk~ off Vka est  le k-volume de 
la pyramide  de sommet  0 et de base A. 

Ce lemme sera 6galement d6montr6 plus loin dans 2.13. 

2.10. II d6coule de l'exactitude de la suite (8) que 

PA/(F ...... F~) (t) = PA (t) ( 1 -- tM) k. 

Par cons6quent, 

dime A/(1 ~] . . . . .  Fk) = p A( t) (1 -- t ~t)klt =1" 

La s6rie de Poincar6 du (6-module A s'obtient de (7): 

pA(t )= ~, pA~( t )+R( t )  
AEI 

off R(t)  est somme altern6e des s6ries de Poincar6 des modules A~ off dim A < k - 2 .  
D'apr~s 2.9(i), R(t)  est une fonction rationnelle en t avec p61e d'ordre < k - 1  au 
point t-- 1. On a donc R(t)(1 --tM)k]t=l =0  et, par cons6quent 

dim~ A/(F~ . . . . .  F,) = PA(t) (1 -- tM)k], = ~ = ~ PAd(t) (1 -- tM)k[,= 1" 

D'apr~s 2.9(ii), cette derni6re somme est 6gale/~ k! ~ Vkd=k! Vk, Ce qui termine 
la d6monstration du th6or6me BI. [] d~i 



14 A.G.  Kouchnirenko 

2.11. D~monstration de la proposition 2.6. Construisons une suite d'applications 
de A-modules gradu6s qui respectent les graduations 

O--~A d~ a~-, d~-2 .. d2.,~C1 a~ ~Co-~O (9) Ck_ 1 ........... ), Ck_ 2 , . . . . .  

de la mani~re suivante. D6signons par Iq l'ensemble des faces de F de dimension 
q non-situ6es dans la r6union des plans des coordonn6es. Pour connaitre d~, il 
suffit de se donner pour tous les A~Iq, A~Iq_~ un homomorphisme da,~,: 
A4-~AA,. Nous poserons dA.n,=a(A, AOz~,~,, off a(A, AO=+_I si A ~ A  et 
a(A, Ax)=0 dans le cas contraire. Le signe <~ + >> ou (< - >> est choisi de la mani6re 
suivante. Prenons une certaine orientation de F, les orientations induites sur les 
faces A c F et des orientations quelconques sur les autres faces. Si A ~I~, A~ r 
A 1 =OA posons a(A, A1)=I lorsque l'orientation induite sur A1 coincide avec 
l 'orientation de Ai et a(A, A 0 = - 1 darts le cas contraire. I1 d6coule de la propo- 
sition 2.4 que dq est un homomorphisme de A-modules gradu0s qui respecte la 
graduation. Oublions maintenant la structure de A-module sur Cq et d6montrons 
que la suite de Cg-modules (9) est exacte. Pour chaque m e n  k posons A (m )=~  
et pour A ~ F posons 

cg, si m~P(A), 
An(m) = 0, dans le cas contraire. 

I1 est 6vident que A = @ A(m) et A,j = @ A~(m). Ainsi, nous avons introduit 
m~N k rn~N~ 

une INk-graduation sur les modules A et A~. Nous obtenons de cette mani6re une 
graduation sur Cq: Cq= @ Cq(m). On voit facilement que tous les homo- 

m~N k 
morphismes dq respectent cette Nk-graduation. Pour d6montrer l'exactitude de (9), 
il suffit doric de montrer que pour chaque m~]N k la suite 

O-~A(m) d~(,,~ Ck_l(tn) dk-,(m) Ck_2(m)___~....__+ C l ( m  ) afire)_+ Co(m)--~O (10) 

est exacte. Posons X(m)= U A. Consid6rons la d6composition cellulaire de la 
P(d)~m 

vari6t~ topologique F e n  celules correspondantes aux faces et la d6composition 
induite des espaces X(m). On voit facilement que la suite (10) (sans le membre A(m)) 
est isomorphe au complexe des chaines cellulaires de la paire (X(m), ~ X(m)) it 
coefficients dans cg. I1 d6coule de la convecit6 de F que la paire (X(m), OX(m)) est 
homotopiquement 6quivatente it la paire (disque, fronti6re du disque), et donc 
seules les homologies de dimension maximale sont non-nulles, et elles sont iso- 
morphes it Cg=A(m). Ainsi, la suite (10), et done la suite (9), est exacte. []  

2.12. Ddmonstration du thdor~me 2.8. Construisons tes complexes de Koszul 
des 616ments F~,..., Fk de l'anneau A it coefficients dans les A-modules de la 
r6solvante (9). Nous obtenons le diagramme suivant 
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dans lequel toutes les lignes sont exactes (la premi6re ligne est la r6solvante de (9), 

la deuxi6me ligne est la somme de (~) exemplaire de la r~solvante de (9), etc. Ce 

diagramme est commutatif, puisque les hornomorphismes de la r6solvante de (9) 
sont des homomorphismes de A-modules. Si nous montrons que les colonnes 
sont exactes dans tous les termes situ6s plus basque la ligne pointill6e, alors une 
6tude du diagramme, laiss6e au lecteur, donne l'exactitude de la colonne extr6me 
gauche dans tous ses termes, ce qu'il fallait d6montrer. Le complexe de Koszul des 
616ments F~ . . . . .  F k de l'anneau A & coefficient darts le A-module Cq est isomorphe 

la somme directe des complexes de Koszul/l coefficient dans A~ off A elq. Chacun 
de ces complexes est/t  son tour isomorphe (comme complexe de C#-modules) au 
complexe de Koszul des 616merits rcaF~ . . . . .  rcd F k de l'anneau A~, puisque A A 

est une A-alg6bre. 
Commen~ons par le cas d'une face A de dimension maximale AeI=Ik_ 1. 

Dans ce cas, Fanneau A~ est de dimension k et les 616ments r~ F~ . . . .  , r~ Fk engen- 
drent dans A~ un id6al de codimension finie (d'apr6s la condition de non-d6g6n6- 
rescence). Puisque, selon le th6or6me de M. Hohster [5] (voir 5.6), l'anneau A~ 
est un anneau de Cohen-Macaulay, la suite r~aF~ . . . . .  r~F  k est r6guli6re d'apr6s 
une propri6t6 bien connue des anneaux de Cohen-Macaulay (voir, par exemple, 
[! 1]). On sait que le complexe de Koszul d'616ments qui forment une suite r6guli6re 
est acyclique dans les dimensions positives (voir, par exemple, [1 1]). On a donc 
d6montr6 que la deuxi6me colonne ~ partir de la gauche est acyclique. 

Dans le cas AEIq O<q<k-2, nous remarquerons d'abord que parmi les 
616ments r~ F~ . . . . .  rca F k il ne peut y avoir plus de dim A d qui sont lin6airement 

ind6pendants sur cg. En effet, parmi les restrictions des d6rivations Xi~x~ sur 

l'anneau cg[P(A)] pas plus de dim C6ne(A) sont lin6airement ind@endantes. 
Supposons que ~% F~ . . . . .  rca Fq+l sont d6j& lin6airement ind6pendantes. Puisque 
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leur nombre est 6gal/l dim An, et elles engendrent un id6al de codimension finie 
d'apr6s la condition de non-d6g6n6rescence, le th6or6me de M. Hohster implique 
que le complexe de Koszul des 616ments nd F1 . . . . .  ~ Fq+I est acyclique en dimen- 
sions positives. La suite exacte de la paire nous montre que si le complexe de 
Koszul des 616ments g~ . . . . .  gl d'un certain anneau est acyclique en dimensions 
plus grandes que j, alors pour chaque gi+~ le complexe de Koszul des 616ments 
g~, ..., gi, g~+~ est acyclique en dimensions plus grandes que j +  1. Appliquant 
successivement cette assertion k - q  + 1 fois, nous voyons que le complexe de 
Koszul des 616ments r~n F~ . . . . .  na F k est acyclique en dimensions plus grandes que 
k -  q + 1, ce qui restait/t d6montrer. [] 

2.13. D~monstration du lemme 2.9. L'assertion (i) est 6vidente, puisque l 'anneau 
A nes t  noetherien (voir 4.4). Si le c6ne C6ne (A) est repr6sent6 sous forme de 
r6union de deux c6nes convexes C6ne (A)= K 1 u K 2 qui se coupent par un c6ne 
de plus petite dimension K~z, alors 

PAA (t) = Pe [Pt](t) -I" Pe [Pal( t ) - -  P~ [Px 2l(t) ' 

off 

Pll = ]Nk ~ K 1 ,  Pa = ]Nk cs K 2 , P12 = l N k ~  K12" 

I1 d6coule de 2.9 (i) que 

Pad (t)(1 - tM) k]t = 1 = (Pe Le~l(t) + Pe teal(t))( 1 -- tM)k] t = 1" 

I1 est facile de d6composer la face A en simplexes dont les sommets sont les som- 
mets de A. D6composons le c6ne C6ne (A) dans les c6nes correspondants. D'apr6s 
la formule pr6c6dente, il suffit de d6montrer (ii) pour chacun de ces c6nes simpli- 
ciaux, i.e. on peut supposer que la face A est un simplexe. Soient m~ . . . . .  mk les 
sommets de ce simplexe. On a 6videmment 

pAd(t)(1 -tM)~l,=~ 
/ k \ 

= ( n o m b r e  de points dans l'ensemble P ( A ) \  ~ (m, + P(A)) ) 
\ q=l  / 

=(nombre  de points dans le groupe quotient 

7Zk/(sous-groupe engendr6 par m 1 . . . . .  rag) ) 

=[det(ml . . . . .  mk)[=k! Vka. [] 

w 3. D6monstration des assertions (i) et (ii) du th6or~me I 

3.1. Proposition. Le th~or~me AI implique rassertion (ii) du th~or~me I pour les 
sdries commodes ~ parties principales newtoniennes non-d~g~n~r~e ~ l'origine, i.e. 
implique la formule (4). 

D6montrons d'abord deux lemmes. 

3.2. Lemme. Si g', g", g2 . . . . .  gke~[[Xl . . . . .  Xk]] et gl =g '"  g", alors 

dime ~f[[xl . . . . .  Xk]]/(gl, g2 . . . . .  gk) =d ime  ~s "",  Xk]]/(g', g2 . . . . .  gk) 

+d ime  ~f[[Xl . . . . .  Xk]]/(g", g2, "",  gk)" 
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D~monstration. L'index d'intersection des diviseurs sur une variete algebrique 
non singuli&e est additif (voir, par exemple, [12] chapitre 2, w 1). [] 

Appliquant succissivement ce lemme, nous voyons que le nombre 

dim~ rg[[x 1 . . . . .  XR] ] Xl ~? X~ . . . . .  Xk 

est 6gal/t une somme de 2 k termes. Pour exprimer cette somme, introduisons les 
notations suivantes. Soit I un sous-ensemble propre de l'ensemble {1, 2, ..., k}. 
Designons par [I[ le nombre d'61ements dans I. Posons 

IR+I= {(t 1 . . . . .  tk) e IRk+ �9 V~el t~=0}  

et N ~ = N k ~  IR+r Pour f =  ~ a. x" posons f l - -  ~ a, x" et consid&ons f r c o m m e  
n~N k n ~ 1  

6tant une s&ie formelle de k - I l l  variables. D6signons le nombre de Milnor de 
la s&ie f~ par #~. Posons/~0 = # ( f )  et/~1 ..... k/----1. Avec ces notations 

dim~rg[[xl . . . .  ' Xk]] Xl OX~ .... Xk = I~2",.,~ ~l#t" (11) 

3.3 Lemme. Soit f erg[[x~ . . . . .  Xk] ] une sdrie formellecommode d partie princi- 
pale newtonienne non-ddg~ndr~e d l'origine. Soit I un sous-ensemble propre de 
rensemble {1 . . . . .  k}. Alors 

(i) la sdrie f l  estune sdrie formelle commode d partie principale newtonienne 
non dOgdn~rde d rorigine, 

(ii) F ( f l ) = F  ( f )  c~ N+I.  

La demonstration est 6vidente. []  

3.4. D~monstration de la proposition 3.1. Soit I un sous-ensemble propre de 
l'ensemble {1 . . . .  , k}. Designons par Wl le volume de dimension (k- I / I )  du 
polyedre Y-(f3 multipli6 par (k- I / I ) !  Posonsw{1 ..... k}= 1, w0=kl  ~ off V~ est le 
volume de dimension k de F ( f ) .  Soit f une s&ie commode/ l  partie principale 
non-deg6neree /t l'origine. D'apres 3.3 (i), on peut appliquer le theoreme A I / l  
chacune des series f~. En se servant de la formule (11) pour f~ nous obtenons 

w , = ~ p , , ,  off I ~ I , ~ { 1  . . . . .  k}. (12) 

D'apres 3.3(ii), la formule (4) qu'il s'agit de demontrer peut ~tre r66crite sous la 
forme suivante 

# ( f ) = ~ ( - 1 ) l l l w , ,  off I~2  ~1 ..... *~ (13) 

Calculons le deuxieme membre de (13) en se servant de (12). 

~ ( - 1 )  I'1 w t - - E ( -  1)1'1 ~ p h =  ~ ( ~ (-- 1)1'1)# h. (14) 
I I l ~ - - l l G { 1 , . . . , k }  ltC-{1 . . . . .  k} IC-It 

Le coefficient de #o dans le deuxieme membre de (14) est 6gal ~ 1, tandis que le 
coefficient de #h (pour I~ + ~ est 6gal 

(o<__~,lO(-1)i ([Ii~[) )=O. [] 
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Passons/t  la d6monstration de l'assertion (ii) du th6or6me I pour les s6ries 
non-commodes. Nous devrons nous servir des deux propositions suivantes. 
D6signons par m l'id6al maximal de l'anneau c,,g[[x 1 . . . .  , xk] ] = ~ [[x]]. 

3.5. Lemme (voir [13]). Soit J un idOal de l'anneau cg[[x]] qui satiffait pour un 
certain entier l > 0 fi la condition 

dim~ cg[[x]]/(J + m ~ +1) < I. 

Ators J ~ rn t. [] 

3.6. Proposition. Soient L f l  ~cg[[xl . . . . .  xk]], p ( f )  = I < oo et soit J~ - f  ~ nt l + 2. 

AIors #(f~)=/~(f). 

DOmonstration. D6signons par J l'iddal 

et par J~ Fid6al 

D'apr~s le lemme 3.5 J ~ m l+x. Donc 1 =/~(f) = dim~ e ~ [ [ x ] ] / ( J  + m t +1). Puisque 
(? 

_ _  (j~ _ f )  e m t + 1 on a J + m ~ + i =.]1 +mt + 1 Par cons6quent, d'apres le lemme 3.5, 
c? x i 
J1 =Jl~-ll l '+l , / /( . /])=/- [] 

3.7. Th~or~me. Soit f e c g [ [ x  1 . . . . .  xk] ] u n e  Mrie non-commode ne contenant 
pas de mondme de la forme x 7' pour i = 1 . . . . .  q et contenant des mon6mes de cette 
forme pour les autres variables. Supposons que char cg=0. DOsignons par g=g~,,, 

�9 q 

la sdrie f + ~ ei x~ (eiecg). Alors 
i = 1  

(i) it existe un m o tel que pour m>=mo et eq 4:0 Ia partie principale newtonienne 
q 

go de Ia sdrie g d t" origine est dgale dt fo + ~ ~i x'f, tout en dtant non-dOgOnOrde pour 
presque tousles ~, ~= 

(ii) si dim F ( f )  = k -  1, alors dans (i) on peut prendre le hombre (d( f ) )  k + 1 dans 
le rdle de m o (voir 1.11), 

(iii) il existe un potyndme p(m) dont le terme de degrO nut est dgal gl v(F ( f)) ,  
tel que pour un nombre in.fini de valeurs de m on a v(g~.m)=p(m). 

DOmonstration. La premi6re pattie de l'assertion (i) s'obtient par des con- 
sid6rations gdom6triques tr6s simples. La non-d6gdn6rescence de g se d6montre 
par les m~mes raisonnements que l'assertion (iii) du th6or6me I (voir w Uasser- 
tion (ii) d6coule du fair que les hyperplans des faces de dimension k - 1  de l a  

fronti&e F ( f ) c o u p e n t  les axes en des points situ6s /~ une distance de l'origine 
inf6rieure ou 6gale/t (d( f ) )  ~ (d6finition de d ( f ) +  r6gle de Kramer). L'assertion 
(iii) se d6montre de ta mani6re suivante. II d6coule de (i) que pour m > m  o la 
fronti~re F(g) poss6de un nombre de sommets constant. II n'existe qu'un nombre 
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fini de types combinatoires distincts de fronti&e ~ nombre de sommets donn6. 
Pour un type de F(g) fixe, le nombre v(F(g)) est un polyn6me d6pendant des 
coordonn6es des sommets de F(g), i.e. un polyn6me en m. Pour  chaque m > m  0 
le nombre v(F(g~, ~)) s'obtient par une des formules d'une liste finie, et donc pour 
un nombre infini de valeurs de m le nombre v(F(g,,,,)) s'obtient par une de ces 
formules, mettons p(m). I1 est 6vident g6om6triquement que le terme constant de 
ce polyn6me p(m) est ~gal ~ v(F (f)). [] 

3.8. DOmonstration de l'assertion (ii) du th~or~me Iet de la proposition 1.12. 

Supposons que, dans les conditions du th6or6me 3.7, on a v ( f ) <  Go. Alors, 
d'apr6s 3.70), la d6finition de v(f) et la formule (4), on a l~(g)=v(g)=v(f) pour 
des m suffisamment grands. Puisque g ~ , , , - f E m  m, en supposant en outre que 
m>v(f)+2, nous pouvons apphquer 3.6 pour obtenir I~(f)=l~(g~,m)=V(g~,,,)= 
v(f). Supposons maintenant que v ( f ) = o o  et r6duisons /l l 'absurde l'hypoth6se 
/~(f)<oo. Si /~(f)<oo, alors, d'apr6s 3.6, on a /~(g~,,,)=#(f) pour tous le s  m 
suffisamment grands. Mais la s6rie g~,,, est commode et non-d6g6n6r6e d'apr6s 
3.7(0; donc, d'apr6s la formule (4), #(g~,~)=v(g~,,,) et, par consdquent~ v ( f ) =  
sup v(g~,m)< oo. Ddmontrons maintenant 1.12(i). Consid6rons le polyn6me p(m) 
mEN 

dont l'existence est affirmde par 3.7(iii). Si p(m) n'est pas une constante, on a 
v(f) - -oo.  Par contre, si p(m)--v(F(f)), on peut trouver un m>v(F(f))+2 tel 
que v(g~,m)=p(m)=v(F(f)) et donc. I~(g~,,,)=v(F_(f)); et enfin, d'apr6s 3.6, 
p ( f )  =p(g,, , , )=v(F( f ) ) .  

D6montrons maintenant 1.12(ii). Si l'on a ~ t ( f )<m alors, d'apr6s 3.6 pour 
u n m  suffisamment grand, on a 

, u ( f )  = #(g~,, m) = v(g~, ,,,) 
= v (partie principale newtonienne de g~, m) 

=V (fo +i~lX~)=# (,lO +i~ X~ )" 

D'apr6s 3.6, ce dernier nombre est 6gal ~ #(Jo). La s6rie Jo est un polyn6me de 
degr6 d(f). On sait que le nombre de Milnor d'un point isol6 singulier d'un 
polyn6me de degr6 d e n  k variables est inf&ieur ou 6gal/~ ( d - 1 )  k (<~th6or6me de 
B6sout )0. Ainsi,/~(f) =/~(f0) --< (d(f) - 1) k. Par consdquent, d'apr6s 3.6, 

q 

et donc 

v f +  cx i x~ d(1))'+1 d ( f ) -  I )  k. 
. =  l I 

Supposons maintenant que 

v (f+ ~, x~d(I"k+l)<(d(f) - 1) k, 
/ = 1  
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alors 

q (d( f ) )k+l  P f +  ~,xi ~<=(d(f)- l)  k 
i = 1  ] 

et puisque (d(f)) k + 1 >(d(f)  - 1) k + 2 on a, d'apr6s 3.6 p( f )  < oe. [] 

3.9. DOmonstration de rassertion (i) du th~orOme I. Soit char ~g=0. Etant donn6 
une s6rie formelle f, on peut, d'apr6s I(iii) trouver une approximation de f con- 
sistant d'une famille de s6ries non-d6g6n6r6es /l un param&re, avec la m6me 
fronti6re de Newton F = F ( f )  pour chaque s6rie. D'apr6s I(ii), le hombre de 
Milnor de chacune de ces s6ries est 6gal au nombre de Newton et il suffit donc 
d'appliquer la semi-continuit6 des nombre de Milnor. Consid6rons maintenant 
le cas char cgo e 0. 

I1 d6coule de rassertion (i) du th6ordme I pour le cas de caract6ristique nulle 
et de la proposition 3.6 qu'il nous suffit de d6montrer pour chaque sous-ensemble 
J g =  N k et pour chaque v naturel l'in6galit6 suivante: 

supp  f = ~r 

> ~r d i m r  
supp  g ~ J// 

(off n~  et m~ sont des id6aux maximaux des anneaux ~ [ [ x ] ]  et C [ [x ] ]  respective- 
ment). Posons f = ~ u m x m, g = ~ v m x '~. D6signons par H un des corps ~ et ~, 

m e ~ '  m E ~ '  

par h une des fonctions f et g. Le nombre 

dimn H [ [ x ] ] /  ( ( t~h ~ + l 

se calcule/l l'aide du rang de rapplication lin6aire des espaces vectoriels sur H: 

(/4 [[x]]/mh) k - . / 4  [[x]]/mh 

t?h 0h 
(ax + m h  . . . . .  ak + mb) --~ al ~xl + "" + ak ~?Xk--+ mh. 

Ecrivons la matrice de cette application dans la base mon6miale. Dans le cas 
H = I~, h =g  les coefficients de la matrice obtenue sont des polyn6mes d'un nombre 
fini de variables v,, ~ coefficients entiers. Pour obtenir un 616ment de cette matrice 
dans le cas H = cg, h = f  il faut, dans r616ment correspondant de la matrice pr6c6- 
dente, remplacer v,, par u m, et les coefficients entiers par leurs valeurs modulo 
char cg; (15) est d6montr6. []  

w 4. D6monstration du th6or~me C I 

Dans ce paragraphe, le mot filtration signifie Z-filtration d6croissante. Rappelons 
qu'une application 0:5(-- ,  ~ de W-modules filtr6s s'appelle stricte si V q e Z  on a 
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OY'q = O ~ n  Y/q. Soit d une Cg-alg6bre filtr& qui satisfait ~t la condition d = U dq. 
D6signons gr sr = @S~Cq/SCq+ 1 par A = @Aq. Soitf~EAd,, q~Z 

q~Z q~Z 

F/ = f /+  da,+l ~ An, (1 =<i=<k). 

4.1. Th6or6me. Supposons que le complexe de Koszul des ~l~ments F 1 . . . . .  Fk 
de la ~-alg~bre A est acyclique en dimension 1; alors: 

(i) on a risomorphisme de ~-modules 

gr ( d / ( f l ,  ..., fk)) = A/(F1 . . . . .  Fk) (16) 

(ii) le morphisme 01: ~r  qui envoie (gl, ..., gk) dans gl f l  + ' " + g k f k  est 
strict pour le choix suivant de la filtration dans d k :  

la filtration de (0, ..., gi . . . . .  O) dans d k est ~gale d la filtration de gi dans 
moins di. 

4.2. D~duisons le thkorkme CI de 4.1(i). Posons 

J i=x l  ~ e ~ C M  

pour 1 < i<  k. Des conditions du th6or~me CI, compte tenu du th6or~me 2.8, on 
peut d6duire que le complexe de Koszul des 616ments/=1 . . . . .  Fk est acyclique en 
dimensions positives. Ainsi, les conditions du th6or~me 4.1 sont satisfaites et on a 
donc (16). I1 reste fi d~montrer que dim~ gr (sOl(f1 . . . . .  fk)) = dim~ d / ( f l ,  ..., fk). 
D6signons l'id6al (f~ . . . . .  fk) par J ,  d / J  par 5f et gr 5f par X. D'apr& le th6or6me 
BI, dim~e X < o e  et il existe donc un r ~ N  tel que 5f, =Y',+~ . . . .  i.e. J + d , = J +  
d , §  . . . .  . I1 d6coule de la d6finition de la filtration de Newton (voir 2.1), qu'il 
existe de telles n, l~ N que n > r et l 'on a 

d , ~ m t  ~ m  l+1 ~ d . .  

Puisque or + sJ~ = or + d , ,  on a J + m ~ c J + m ~ +~. D'apr& le lemme de Nakayama 
J ~ m z ~ d , ,  on a donc Ar~ =0. Ainsi, 3f =Sf0/~ . et donc 

n-1 n--1 

dimmer= 2 d i m ~ ( ~ / ~ q + 0 =  ~ d im~Xq=dim~X.  
q=O q=O 

La d6monstration du th6or6me 4.1 est bas& sur deux lemmes. 

4.3. Lemme. Soit 

un complexe de ~-modules filtr~s, 0~ et 02 respectant la filtration. D~signons g r ~  r, 
g r~ ,  g r ~ ,  gr02, gr0~ par K, B, A, d2, d~ respectivement. Supposons que ~ =  

~q et la suite 

K -  ~ >B  d~ ~A (17) 

est exacte. Alors, V q ~  on a O ~ ( ~ ) c ~ = O x ( ~ ) ,  c'est-d-dire que le morphisme 
0~ est strict. 
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DOmonstration de 4.3. Soit ~lb = a e d q .  Posons qa =max {n: n<q, a67(~,)}. 
Puisque ~ =  U Mq l'ensemble entre les crochets est non-vide et ql est correc- 

q~Z 

tement d6fini. Montrons que q~ =q. Supposons que ql <q. On peut trouver un 
bl ~ ~q, pour lequel 0~ b~ = a. Donc, ~31 (ba + ~q, + ~) _ a + ~r +~ _c ~r De l'exactitude 
de (17), on d6duit l'existence d'un tel XeYq, que Oz(x+3ffq,+O~_bl +Mq,+l. Par 
cons6quent, bl-t~zX~q~+l et 01(bl-t32x)=Olb~=a ce qui contredit h la 
d6finition de q~. [] 

4.4. Lemme. Soit ~: ~ ~ 1  un morphisme strict de Cs j)'ltrks, i.e. 

Vq~TZ ,~(.~) n ,d~ =,~(~,,). 

On a alors risomorphisme de C~-modules 

gr (,~r (~)) = gr ~r (t3)(gr ~) .  

4.5. La d6monstration s'obtient facilement du fait que (~'/c3(~)))~ =~r [] 
4.6. DOmonstration du thkorkme 4.1. Consid6rons un morceau du complexe 

de Koszul des 616ments J~ . . . .  , f ~ r  

off la filtration dans ~d (k) est introduite de la m~me mani&e que la filtration 
dans ~d(k)dans le th6or6me 4.1. II est clair que la suite de gr-objets correspondants 

A (k) d~ > A ( k ) ~ A  

est un morceau du complexe de Koszul des 616ments F~ . . . .  , F k de l'anneau A = gr ~'. 
D'apr6s le lemme 4.3, le morphisme c~ I e s t  strict, ce qui d6montre (ii). Puisque 
CI1, . . - , fk)=Im(00 et (F1 . . . . .  Fk)=Im(d 0 d'apr6s le lemme 4.4, (ii) implique (i). [] 

4.7. Remarque. Les r6sultats de ce paragraphe donnent une certaine informa- 
tion sur l'anneau local de la fonction f etsur les d6formations de f qui ne changent 
pas la fronti&e de Newton. Nous avons calcul6 la s6rie de Poincar6 de l'anneau 

gr Xloxl . . . . .  x k ce qui s'av&e utile pour le calcul de la s&ie de 

Poincar6 sur l'anneau g r ( ~ ( ~ J x )  }. En r6p6tant les raisonnements de V.I. 

Arnold [4, 7.2], on peut d6montrer (en se servant du fait que ~?~ est strict) que 
chaque s&ie commode f / t  partie principale newtonienne non-d6g6n&~e fo est 
6quivalente ~i la s&ie fo + ~ 2i ei off ei sont des repr6sentants d'une base quelconque 
de l'espace de dimension finie @ Aq/(Aq~(F l . . . .  , Fk)) et 2iecK. (Voit aussi w 7.) 

q>M 
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w 5. Semi-groupes coniques et anneaux coniques. Filtration de Newton 
d'un anneau conique. Sur la d6monstration des th6or6mes II, III 

Consid6rons le group 7~ k et un ensemble fini I d'homomorphismes ~o: 7/k~Z. 
Consid6rons l'ensemble 

P = {m~Zk: V ~oEI q~(m)>=0}. (18) 

I1 est 6vident que Pes t  un semi-groupe. 

5.i. Ddfinition. Appelons un tel P semi-groupe quasi conique. Nous dirons 
que P est de dimension d si P engendre dans lk  un groupe de rang d, ou, ce qui 
est 6quivalent, le groupe de Grothendieck du semi-groupe Pes t  isomorphe ~t Z ~. 
Un semi-groupe quasi conique P sera appel6 conique si P ne contient pas de sous- 
groupe isomorphe ~ ~. 

Consid6rons les injections naturelles Z k ~ I R  k, Z-~IR et prolongeons par 
linharit6 chaque homomorphisme qui d6finit le semi-groupe P ~un homomorphis- 
me ~o': IRk~IR. L'ensemble 

P'={t~IRk: Vq~I  ~'(t)>=0} 

est 6videmment un c6ne convexe de dimension d dans IRk et on a P = P' r Z k. 

5.2. Dffinition. Le sous-semi-groupe P1 d'un semi-groupe conique sera appel6 
sous-semi-groupefrontiOre, s'il existe un sous ensemble 11 c I tel que 

Pt ={m~P:  Vcp~Ilq~(m)=0 }. [] 

Chaque sous-semi-groupe fronti6re d'un semi-groupe conique est lui-m~me 
un semi-groupe conique et ta relation: <<A est un sous-semi-groupe fronti6re 
darts B>> est transitive darts un sens 6videnC Du point de rue g6om+trique, chaque 
sous-semi-groupe fronti6re de P peut 8tre d6crit comme 6tant l'intersection de P 
P avec une face de dimension q du c6ne P'. 

Soit P un semi-groupe, f:  P - - ~ '  une fonction sur P/~ valeurs dans cg. Posons 
s u p p f =  {neP:f(n)+O}. La fonction f s'appelle finie, si l'ensemble suppf  est 
fini. D6signons par cg [p] l'anneau de semi-groupe (la <g-alg6bre) du semi-groupe P, 
i.e. la ~-alg6bre de toutes les fonctions finies sur P h valeurs dans cg, avec les op6ra- 
tions d'addition, de convolution et de multiplication par les 616ments de <g. Si darts 
le semi-groupe P l'6quation m=x +y pour chaque rneP ne poss6de qu'un nombre 
fini de solutions, on peut d6finir la convolution de deux fonctions quelconques 
sur P ~ valeurs dans cr Dans ce cas, toutes les fonctions sur P ~. valeurs dans 
forment une qY-alg6bre que nous d6signerons par cg[[p]]. On voit facilement 
qu'une telle ~-algSbre est d6finie pour chaque semi-groupe conique. 

5.3. Dffinition. Les anneaux ~[P] ,  ot~ P est un semi-groupe quasi conique, 
et <g[[P]], o~ P est un semi-groupe conique, seront appel6s anneatrx coniques du 
semi-groupe P (sur te corps cg). 

5.4. Proposition. Les anneaux coniques sont Noetheriens. 

Ddmonstration. On voit facilement qu'un semi-groupe quasi-conique poss6de 
un nombre fini de g6n6rateurs. Par cons6quent, l 'anneau conique est un anneau 
quotient soit de l 'anneau des polyn6mes, soit de l 'anneau des s6ries formelles 
sur d'un nombre fini de variables. [] 
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5.5. Remarque. Evidemment, si le semi-groupe P est donn6 par la formule 
(18), alors on a 

cg[p] ~ {fe Cg[Xa, xi- 1, ..., xk ' Xk- 1] : supp f  c P}. [] 

5.6. Th6or4me (M. Hohster [5]). Les anneaux coniques sont des anneaux de 
Cohen-Macaulay. 

Limitons-nous aux anneaux de la forme cg [p] off Pest  un semi-groupe conique. 
Soit 0: P ~ N  un homomorphisme non-trivial. Prenons dans l'anneau cg [p] une 
N-graduation en posant 

(c0o [ p ] ) q  = {f~c~[p]: suppf  = ~k-I (q)}. 

D'apr6s des th6or6mes bien connus d'alg6bre locale (voir, par exemple, [11]), la 
d6monstration de 5.6 d6coule de rassertion suivante 

5.7. Th6or4me. I1 existe k = d i m P  OlOments homogOnes fl ,  ...,fk de ranneau 
cg[p] de degr~s d'homogOneit~ positifs, dont le complexe de Koszul est acyclique 
en dimensions positives. 

La dhfinition de la filtration de Newton ci-dessus, qui contient, comme cas 
particulier, la dhfinition donnde dans le w 2, nous permet d'employer (avec des 
modifications peu importantes), la dhmonstration du th6or6me AI pour obtenir 
celle des th6orhmes II et I l l  et celle du thhor6me 5.7. 

Soit P u n  semi-groupe quasi-conique, I o un nombre fini d'homomorphismes 
~k: P--~Z. Dhfinissons l'application q~: p - , 7 l  par rhgalit6. 

~b(m) = min ~0(m) (meP). (19) 
(pelo 

Supposons que d est un anneau conique du semi-groupe P sur le corps ~ i.e. 
soit ranneau cg [p], soit ranneau cg[[p]]. 

5.8. Ddfinition. (Comparer ~t [4,9.1].) D6finissons la filtration de Newton 
�9 " 4  D ~r +1 D... (qeZ) de ranneau conique a/(correspondante/ t  rapplication ~b) 
par la formule 

~ = { f ~ d :  suppfcq~-a (q+N)} .  [] 

Les trois exemples de filtrations de Newton ci-dessous serviront/t la ddmon- 
stration des th6orhmes II et IlI et du thhor6me 5.7. 

5.9. Construisons la filtration de Newton de l'anneau ~ [ x  1 . . . . .  x,] lihe ~t la 
frontihre de Newton d'un polyn6me commode feCg[Xx . . . . .  x~]. Construisons 
d'abord une application h: IRk--,IR homog6ne au degr6 1 qui satisfait ~t la con- 
dition h ( F ( f ) ) = - 1 .  On voit facilement qu'il existe un entier naturel M > 0  tel 

que h (N k) c M ~g" Prenons un M minimal qui satisfait fi cette condition et dhfinissons 

rapplication 4~: N k---, (ensemble des entiers non-positifs) par l'6galit6 ~b = M (hi Na). 
I1 est clair que ~b peut s'6crire sous la forme (19). Notons que dans cet exemple 
M > 0, fe~g_M, a/o =~ .  [] 
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5.10. Soit fe (g[x l ,  X11  . . . . .  XIr , XZ1]~(g[7/k] un polyn6me de Laurent qui 
satisfait/~ la condition 0e(int6rieur de F*(f)). En commencant par une application 
homog6ne h: IRk--IR qui satisfait /t la condition h ( F * ( f ) ) = - 1 ,  nous pouvons 
construire une filtration de Newton de l'anneau (r [Z k] d'une mani6re tout fi fair 
analogue/t  5.9. 

5.11. Soit P un semi-groupe conique de dimension k d6termine par la formule 
(18). Supposons que le c6ne correspondant P ' c  IR ~ n'est pas simplicial, c'est-/~- 
dire que P' poss6de plus que k ar6tes de dimension 1. I1 existe alors une ar6te, 
mettons 7, qui n'est pas contenue dans au moins deux faces de dimension k - 1  
du c6ne P'. D6signons rensemble de routes ces faces par Io. Soit m un certain 
point de ( T r i P ) \ 0 .  Pour chaque face Aelo il existe une application lin6aire 
unique ha: P ' ~ I R  satisfaisant ~ la condition ha(A)=0, ha(m)=1. Posons h =  

min ha. On volt facilement qu'il existe un entier M > 0 tel que h(P) c , ~  N. Prenons 
A~Io M 

le M minimal qui satisfait A cette condition et posons $=M(h]P). Remarquons 
que contrairement au cas pr6c6dent, $-1(0)4:0 et d im,  d o / d r  =oo. []  

S i d  est un anneau conique muni d'une filtration de Newton dans le sens 
de 5.8, alors l 'anneau gradu~ associ6 poss~de essentiellement toutes les propri6t6s 
d~crites dans le w 2 pour le cas particulier • =c~[[x  I ..... xk]]. Par cons6quent, la 
d~monstration du th6or~me II r6p6te presque mot par mot la d6monstration 
du th6or6me I (le th6or~me analogue/ l  AI dans le cas It doit ~tre d6montr6/ l  
l'aide de la filtration 5.9). La m~me remarque se rapporte au th6or~me III dans le 
cas off 0~(int&ieur de F*(f)). Lorsque 0r le th6or~me IH se d6montre de 
la mani&e suivante. Trouvons un semi-groupe quasi conique minimal P contenant 
l'ensemble Z~nF*( f ) .  I1 d6coule de la condition 0r clue le semi-groupe P 
sera conique. D6signons par P' l 'enveloppe convexe de P dans lRk. Supposons que 
g ~ [ [ P ] ]  se d6finit par l'6galit6 g=fJP et que ~ec~[P] se d6finit par l'6galit6 

= f l  P. Toutes les d6finitions et les 6nonc6s du w 1 qui se rapportent au cas I e t  II 
se ram6nent facilement au cas du semi-groupe P. (Par exemple, F+(g)=(enveloppe 
convexe dans P' de l'ensemble U(n + P') ot~ n ~ supp g) etc.) 

De la commodit6 de f et de la condition de non-d6g6n6rescence on obtient: 

.... x ~ g ] - d i m ~ [ [ - P ] ]  x ~ - - ,  # * ( f ) = d i m ~ ( g [ P ]  xl , ~x~ ] Ox~ ..., x~ 

et les analogues des th6or6mes I et II pour le semi-groupe P affirment que la der- 
ni6re diff6rence est 6gale ~ v* (f), 

5.12. Esquisse de la d~monstration du thOor~me 5.7. Si le nombre des ar~tes de 
dimension un du c6ne P' est 6gal/~ k, alors p o u r f  ( l < / = k )  on peut choisir une 
fonction qui diff6re de 0 seulement dans un point de l'ar&e de num6ro i. Par 
cons6quent, le th6or6me peut &re d6montr6 par une double recurrence sur la 
dimension et le nombre d'ar6tes de dimension un du c6ne P~ Supposons que le 
cSne P' n'est pas simplicial et soit m un 616ment d6fini dans 5.11. Cherchons une 
suite f l  . . . . .  f~ qui satisfait /t la conclusion du th6or6me 5.7 et pour laquelle 
suppf~ = m. Introduisons dans l 'anneau cg[p] la filtration de Newton d6crite dans 
5.11 et passons/~ l 'anneau gradu6 associ6 A. L'anneau A est une ~amalgame,  



26 A.G. Kouchnirenko 

des anneaux des semi-groupes coniques contenant moins d'aretes ou etant de 
plus petites dimension~ Ces anneaux sont des anneaux de Cohen-Macaulay 
par hypoth6se de recurence. Dans chacun de ces anneaux coniques les images 
des formes initiales des 616ments f~ . . . . .  j~, engendrent un id6al de codimension 
finie pour presque tous les.l~ . . . . . .  (k-*, ce qui permet d'appliquer les raisonnements 
d u w  [] 

w 6. D~monstration du fait que l'ensemble des parties principales non-d~g~n6r6es 
est dense (pour la topologie dc Zariski) 
Sans perte de g~n6ralit6, on peut supposer que le corps cg est alg6briquement clos. 
Nous nous servironsci-dessous des notations de 1.19 et de t.20. Soit S u n  sous- 
ensemble compact de IRk. Posons cg[S] = {J'ECg[Tgk]: s u p p l e  S}. 

Les assertions I(iii), II(iii) et III(iii), ainsi que l'6quivalence des ddfinitions 1.19 
et 1.20 d6coulent directement des deux th6or6mes suivants. 

6.1. Th~or~me. Supposons que char cg=0. Pour chaque polyOdre A c IRk qui 
satisfait aux hypoth&es de 1.20, il existe un sous-ensemble de l'espace cg'[A] ouvert 
et dense pour la topotogie de Zariski, qui consiste de tousles potyn6mes de Laurent 

~U of 
, . . . , x k - -  ne s'annulent pas en f ~Cg[A] tels que les polyn6mes de Laurent x 1 ~x 1 ~x k 

meme temps sur (cg., o)k. 

6.2. Th~or~me. Pour chaque polyOdre A c IR k qui satisfait aux hypoth&es de 
1.20 et pour chaque fl . . . . . .  fk~Cg[A], les conditions suivantes sont Oquivalentes: 

(i) les Ol~ments fl  . . . . . .  fk de l'anneau cg[P(A)] engendrent dans cg[P(A)] un 
iddal de codimension finie, 

(ii) pour chaqueJace A 1 c A du poly~dre Ales polyndmes de Laurent f 1 a~ . . . . .  fkA, 
ne ~r pas en m~me temps sur (cg'..o)k. 

6.3. Ddmonstration de 6.1. On voit facilement que pour chaque f~Cg[Zk] 

l'id~al (xl ~Jl ,  . . . , X k ~ )  ne d~pend pas du choix de la base dans Zk. En choisis- 

sant, au cas 6ch6ant, une nouvelle base dans ig k, on peut supposer que pour un 
d ( i N k - 1 )  pour un certain i > 0  on a A ~ {teIRk: tk=i }. En remplaqant x~ par x~ 

d e n  convenable on peut supposer que pour un f s ~ [ A ]  on a suppf~(0 . . . .  ,0, i). 
Alors 

. f (x l  . . . . .  xO =x~g(x, . . . . .  xk_0 

off g(x 1 . . . . .  Xk_a) est un polyn6me de Laurent en x, . . . . .  xk_ ~. En m6me temps, 
si xj, geCg[A], alors pour chaque ~ c g  on a x~(g-~)E~[a]. En calculant les 
d6riv6es on voit que si 

x~ j~x .(x~(g-~)) . . . . .  Xko-~k(x~(g--~)) 

s'annulent en meme temps sur (g  \ 0) k, alors e est une valeur critique du polyn6me 
de Laurent g(x 1 . . . . .  xk_ O. Mais, d'apres le th6or6me de Sard-Bertini, g ne possede 
qu'un nombre fini de valeurs critiques. Ainsi, pour chaque feCg[A] et pour 
presque tous les  e~cg les polyn6mes 

x ,  ~_ ( f -ax~) ,  ..., x k ( f - ~ x ~ )  
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ne peuvent s'annuler en m6me temps sur ((~9~o)k. Puisque pour chaque ctE~ 
et chaque feW[A],  on a f -~x~erg[A]  la phrase pr6c6dente implique 6.1. [ ]  

6.4. D~monstration de 6.2. Posons m+={fEcg[P(A)]:OCsuppf} et J =  
f~cg[P(A)] +.. .  +fkcg[P(A)]. I1 d6coule des propri6t6s de A que J = m +  et qu'il 
existe une graduation de l 'anneau cg[P(A)] relativement /t laquelle f~ . . . . .  fk 
sont homog6nes de degr6 positif. Puisque (i) 6quivaut au fait que m+ est l'unique 
id6al maximal de l 'anneau (g [P(A)] contenant J (d'apr6s le th6or6me de Hilbert 
sur les z6ros). Supposons que (i) n'est pas satisfait, c'est-/i-dire qu'il existe un id6al 
maximal m de l'anneau cg [P(A)] diff6rent de m+ et contenant J. Construisons ~t 
l'aide de l'ideal m un homomorphisme ~O: P(A)-*{0, l}, off {0, 1} est un semi- 
groupe pour l 'op6ration de multiplication: 

qJ(n) ={~', si x"em,  
si x"r 

L'ensemble ~,-1(1) est 6videmment un sous semi-groupe de P(A). I1 est facile de 
d6montrer que ce semigroupe est un sous semi-groupe fronti6re de P(A). Si ce 
sous semi-groupe consiste seulement de l'616ment z6ro, alors r e = m + .  Ainsi, 
on peut trouver une face A I___A du poly6dre A telle que ~O-I(1)=P(A0. Pour 
chaque neP(A 0 on a x"r Posons (pl(n)=x"+meCg[P(A)]/m~Cg. Nous 
obtenons l'application % : P(A 1) ~ cg \ O. I1 est facile de prolonger cette application 
~t un homomorphisme de groupes ~o: 2gk---~cg\0 (groupe oK-,0 multiplicatit). 
Construisons /t l'aide de ~0 un homomorphisme d'anneaux no: c~[7/k]--.cg en 
posant ~a,,x"-+~a,,~o(n)e~. Puisque fl . . . . .  fkem, on a pour n'importe quel 
choix de q~ la relation f~ A . . . . .  ,fk ale ker rc~o i.e. les f~ a . . . . . .  fk A, s'annulent au point 
de (cg\0)k qui correspond /t l'id6al kerrc~. La d6monstration de (i)=~(ii) est 
analogue. []  

6.5. Nous dirons que la s6rie (le polyn6me, le polyn6me de Laurent) est 
non-dkgOn&O sur laface A de la fronti6re de Newton, si les polynomes de Laurent 

af~ af~ x x - - ,  .... x k ne s'annulent pas en meme temps sur (r \ O) k. Si dim A = q et le 
# X  1 # X  k 

nombre de points de l'ensemble suppfa est 6gal ~t q + l, alors la face A est un simplexe 
et f e s t  la somme des mon6mes (~ coefficients non-nuls) qui correspondent au 
sommet de ce simplexe, et cette somme est non-d6g6n6r6e sur A pour des valeurs 
quelconques non-nulles des coefficients de f Nous &rirons maintenant explicite- 
ment la condition de non-d~g~n&escence dans le cas off dim A =q et le nombre de 
points de rensemble suppfa est Ogal d q + 2. 

Soit fa=~oX"~ Sans perte de g6n6ralit6 on  peut admettre 
que dim A = q = k - 1 .  Ainsi, fa=~OXm~ Of~ ~O,--. ,~ke~, mo,. . . ,  
mke7l k. I1 existe une suite (d o . . . .  , dR) de nombres entiers sans diviseur commun, 
unique au signe pr6s, qui satisfait au syst6me de k 6quations ~t k +  1 variables 
do mo + ' "  § dk mk = 0. Posons: Zo = X"~ .... Z k = x "~. Alors 6videmment 

(~VZ0, ZO 1 . . . . .  Z k ,  zU']/(1 --zdo o . . . . .  zd~)~C~ [Xx, X 1  1 . . . . .  X k ,  Xkl ' ]  . 
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Par consbquent, f possbde un point critique sur (cg \ 0)k si, et seulement si les re- 
strictions d'une fonction ~ozo+-'-+~kZk sur la varibt6 diffbrentiable {zeC~'k+~: 
1 = ~  ~ . . . . .  z~ ~} possbde un point critique. Ecrivons la fonction de Lagrange 
L(z, 2)=~oZo+...+~kzk+2(1--zao ~ . . . . .  ~ ) .  La fonction f~ est dbgbnbrbe sur A 

0L OL 
si, et seulement s i te  systbme (-~S=0, ~ - = 0  possbde une solution. Ectivons ce 
syst~me. 

~oZo=~.do, 

c~k zk = 2 d k , (20) 

. . . . .  = 1 .  

Le syst~me n'a pas de solution, si au moins un des hombres d~ est nul, i.e. si 
mo . . . . .  mk ne sont pas en position gbnbrale. Mais lorsque tousles d~ sont non-nuls, 
alor~ pour que te systbme (20) possbde une solution, il faut et il suffit que l'on ait 

.o;O 
do! "'" \d~] = t .  []  (21) 

6.6, Du point de vue pratique, il est utile de savoir que ta condition de non- 
dbgbnbrescence est un invariant affine dans le sens suivant. Soit A une hce  de 
dimension q de la frontibre de Newton d'une sbrie (d'un polynbme, d'un polynbme 
de Laurent)f  On peut se reprbsenter le polynbme de Laurent f~ comme une appli- 
cation finie de l'ensemble du polybdre convexe zi ~ IR ~ dans ~ (qui envoie tout 
le polyMre, sauf un ensemble fini dans z~ro). On voit facilement que la dbgbnbre- 
scence ou la non-dbgbnbrescence de f sur A se dbtermin6 par te type rbel affine 
de cette application. [ ]  

w 7. Formule pour la modalit~ d'une fonction de deux variables 
pattie prineipale non-d~g~n~r~e ~ rorigine 

7.1. Soit f ~ C  [[x, y]] une sbrie commode A partie principale newtonienne non- 
dbgbnbrbe A l'origine. Dbsignons r  y]] par d .  Introduisons dans d une 
filtration de Newton (voir w 2) et dbsignons g r d  par A; nous supposerons que 

feWu"-dM+,. D~signons l'id~al '( ~S ~f ) 0 x '  0y pa r J .  

V. I. Arnold appelle base correcte de ranneau d / J  une telle suite d'616ments 
el . . . . .  eq de ranneau d ,  que pour chaque n > 0  les images des 616ments de ren- 
semble {el, e ~ } n ( d . ' - . d , + 0  forment une base de d. / ( (W,n ) + d . + 0 =  
(d/J) , .  V. I. Arnold appelle modalit~ int~rieure de ta sbrie f le hombre d'616ments 
d'une base correcte situbes dans d u .  La dbfinition de /a  modalit~ d'une sbrie f est 
la dbmonstration du fait que la modatit6 d e f e s t  6gale A la dimension diminube 
de 1 du strate # _  const dans la dbformation miniverselle de f peuvent ~tre trouvbs 
dans [14]. 

Nous dbmontrerons dans ce paragraphe la proposition suivante trouvbe 
expbrimentalement par V. L Arnold ([4, 9.9]). 
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7.2. Proposition. Construisons deux demi-droites isues du point (2,2)61R2+ 
parallOment aux axes de coordonn~es et designons par Dle  polygone fermO limitO 
par ses segments et par un morceau de la frontiOre de Newton. DOsignons par m(D) 
le nombre de points de IN 2 int~rieurs de D ou situks sur la frontidre de D. Alors on a: 
(modalit6 de f )=(modal i t6  int6rieure de f ) =  re(D). 

Dkmonstration. Comme m'a indiqu6 A. Vartchenko, chaque s6rie proche def  
et poss6dant le m~me nombre de Milnor est diff6omorphe ~t une s6rie avec la m~me 
fronti6re de Newton quef. Cette assertion d6coule de l'invariance des coefficients 
de Puiseau le long du strate #---const (L6 [ 15]); on en d6duit, ~ l'aide du th6or6me 
I, que la modalit6 de f est 6gale h la modalit6 int6rieure. D6montrons maintenant 
que la modalit6 int6rieure est 6gale ~t m(D). 

D6signons par #~ le nombre d'616ments d'une base correcte qui n'appartiennent 
pas ~t ~r La modalit6 int6rieure de f est par d6finition 6gale fi p ( f ) - /~ l  et il 
suffit donc de d6montrer que Pl +m(D)=#(f) .  

Calculons #1. On a clairement/~1 = dimr + J). Posons: 

i c 3 f  ~ k=  minimum de tousles i~lN tels que y ~ e ~ C M ] ,  

iO f \ 1 = minimum de tousles i~lN tels que x ~ S ] M ) .  

Of Of .... y*-i Of .  
D6signons par Vl'espace lin6aire engendr6 par les vecteurs ~-x' y ~-x'  a x '  

~ f  0 f  xl_ x ~ f  ~ f  ~ f  a ~  ' x  a y ' " "  ~yy dans le C~-module d .  Puisque X ~ e S g M ,  y ~ y e d u ,  

on a p~ =dimr + V). De la convexit6 de la fronti6re de Newton on ddduit 
facilement que l'application naturelle V ~  d/~CM est injective. En effet, supposons 
que la fronti~re de Newton a pour extr6mit~s les points (a, 0), (0, b) et contient des 
c6tes d'extr6mit6s (a, 0), (a 1, bl) et d'extr6mit6s (a2, b2), (0, b). Alors le mon6me 

i Of xa2_ l ybz+ i  de filtration minimale qui figure dans y ~ x  est et le mon6me de 

filtration minimale qui figure dans xJ--d~v est xa'+Jy b'-l. Pour i = 0  . . . . .  k - l ,  
- j 

j = 0  . . . . .  l - l ,  les mon6mes indiques different deux h deux et n'appartiennent 
pas ~ ~r et donc les ~ images >~ dans gr (~r162 des vecteurs qui engendrent V sont 
lin6airement ind6pendantes. Ainsi, #1 =dimd~C/~CM)-dimcV=dimds~/~M) - 
k - l. Remarquons que k est le nombre de points entiers de la forme (a 2 - 1, b2 + i) 
situ6s en-dessous de la fronti6re de Newton (pour i>0); le nombre l peut ~tre 
d6crit d'une mani~re analogue. 

Calculons maintenant m(D). D6signons par k 1 le nombre de points entiers de 
la forme (1, 1 +i), off i>0,  non-situ6s au dessus de la fronti~re de Newton, et 
par 11 le nombre de points entiers de la forme (1 +j,  1), off j > 0 ,  non-situ6s au- 
dessus de la fronti~re de Newton. On a clairement 

re(D) = d imr  + 1) - -  ( a  + 1) -- (b + 1) + 1 -- k~ - I~ + 1 

= d imr  +1) -- a -- b - kl - 11. 
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Ains i ,  

#1 + re(D) = dimr + d i m r  + 1) - a - b - (k + kl) - (l + 11). 

U n  ca lcul  d i rec t  des  po in t s  en t ie rs  n o u s  m o n t r e  q u e  

d i m e  ( d / d M )  + d i m e  (d / sCM + 1) = 2 S + a + b + 1, 

off S est la sur face  en -des sous  de  la f ront i6re  de N e w t o n .  D ' a p r 6 s  le t h 6 o r 6 m e  I (ii), 

~ ( J ) = 2 S - a - b +  1. A ins i  

# ( f ) - t ~  1 - m ( D )  = ( k  + k 1 - b) + ( l +  11 - a ) .  

Des  d6f in i t ions  de  k, kl ,  l, 11 on vo i t  c l a i r e m e n t  que  k + k~ = b e t  l +  11 = a .  [ ]  
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qui satisfont d la condition s u p p f c F ,  la caract~ristique d'Euler ) ( ( f - t (0 ) )  est 
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En m~me temps D.N. Bernstein et A.G. Hovanski ont demontrr la formule 
la plus g6n6rale pour Z (fl- 1 (0) c~... c~f, T 1 (0)), off f/~ ff~ [2~ k] et supp f~ c ~, 1 -< i < m. 

En utilisant la formule pour Z (f-1(0)) A. N. Vartchenko a demontr6 la formule 
pour la ~-fonction de la monodromie d'une fonction analytique ~ poly6dre de 
Newton donn6. Ce r6sultat donne une r6ponse partielle au probl6me 1.23. 
A. N. Vartchenko a demontr6 6galement la hypoth6se 1.13 (iii). 

J'ai d6duit aussi du th6or6me II le r6sultat suivant: 

Th~or~me V. Soit f: ~ k ~  C u n  polyn6me commode, la partie principale new- 
tonienne fo de poIyn6me f Otant non-dkg~nkr~e dans le sens de 1.19. Soit 2 une valeur 
rOguliOre de f Alors ta variOtk f -1(2)  ale  type d'homotopie d'un bouquet de ~(f) 
sphdres de dimension k - 1 .  

Je suis tr6s reconnaissant h A.B.Sossinsky pour la traduction de l'article 
pr6sent. 
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