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Fehlerabschitzungen
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Error Estimates for Nonsymmetric Gaussian Quadrature Formulae

Summary. We consider Gaussian quadrature formulae @Q,, nelN, appro-
1

ximating the integral I(f):= | w(x) f(x)dx, where w is a weight function.
1

In certain spaces of analytic functions the error functional R,:=I1-Q, is
continuous. Previously one of the authors deduced estimates for |R,| for
symmetric Gaussian quadrature formulae. In this paper we extend these
results to nonsymmetric Gaussian formulae using a recent result of Gautschi
concerning the sign of R,(q.), 4.(x):=x*, for a wide class of weight

functions including the Jacobi weights.
Subject Classifications: AMS(MOS) 65D30; CRG14.

1. Einleitung

In dieser Arbeit wird das Integral I,

1

I(f)= fl w(x) f(x)dx,

durch die GauB-Quadraturformel Q,,

n

0.N= Z w; f(x),

=1
approximiert. Fiir die Gewichtsfunktion w, w20, ||w[|, >0 gelte

w(s) < w(t)

(=9 =wi=1) fir s<t.

(1.1)
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Fiir das Fehlerfunktional R,:=1—0, gilt bekanntlich

1
R,(f) A (91 (1.2)

feC1,1) Ee(—1,1) T2l

siche etwa [5; S. 75]. Dabei ist «,>0 der Hochstkoeffizient desjenigen Poly-
1

noms p, n-ten Grades, welches beziiglich (-,),, (f,g):= § w(x) f(x)g(x)dx,

—1
normiert ist und orthogonal auf P,_,, dem Raum der Polynome vom Hochst-
grad n—1, steht. Aus (1.2) ergibt sich die Abschidtzung

|

T (13)

IR, (N =

Diese Abschitzung ist in vielen Fillen unbefriedigend, da sie die Berechnung

hoher Ableitungen erfordert und iiberdies fiir wachsende Stiitzstellenzahl neu

berechnet werden muB. Fiir die obengenannte Klasse von Gewichtsfunktionen

leiten wir ableitungsfreie Fehlerabschitzungen her (fiir Gewichtsfunktionen w

w(s) w(t)

1 2

w(—s) " w(-1t)

Sei g (x):=x*, keN,, r>1 und K,:={zeC: |z|]<r}. Fiir eine in K, holo-
morphe Funktion f mit

fiir s<t siche SchluBbemerkung 1).

f@a=73 af 2, zeK,, (1.4
k=0
sei
Ifl,:=sup{laf|r: keN, und R,(gq,)%0}. (1.5)

Auf dem Raum
X,:={f: f holomorph in K, und |f], < oo}

ist |+|, eine Seminorm, beziiglich der das Fehlerfunktional R, stetig ist,
IR (NIZNIR,f1,- Fiir die durch |-|, induzierte Norm von R, gilt

IRJ=Y 'R—r@ (1.6)

K=

Die Seminorm |-], wurde erstmals von Himmerlin verwendet, um Fehlerab-
schiitzungen fiir die Gewichtsfunktion w(x)=1 herzuleiten. Die Beziehung (1.6)
wird fiir spezielle Gewichtsfunktionen in [8] und [2], und allgemein in [1]
bewiesen.

Nach Gautschi [6] gilt fir Gewichtsfunktionen, die (1.1) erfiillen, R, (g,)=0,
keN,. Damit erhilt man aus (1.6)

IRJ= Y B8 _p (5 &),

K
x=0 r k=0 T

also
IR =rR(p) mit @(x):=1/r—x), (L7)
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(vgl. [2]). Aus (1.7) folgt auch eine Integraldarstellung fiir die Norm des
Fehlerfunktionals

b T
Rl =67 3,705 5

dx mit H,,(x)==li[(x——x,.), (L.8)
i=1

siche [2].

Bemerkung. Fiir eine gerade Gewichtsfunktion 148t sich |f|, auch in der Form
|f],=sup{lo},|r**} schreiben (siehe [2]). Ist w(:)/w(— ) streng monoton, so

KZn
gilt | f],= sup {laf|r*}, da R,(g,)*0 fiir k2 2n gilt (siche [6]).

xz2n

In [2] wurden fiir gerade Gewichtsfunktionen Abschidtzungen fiir ||R,|
angegeben. In dieser Arbeit leiten wir aus den Darstellungen (1.7), (1.8) fiir die
durch (1.1) bestimmte, umfassendere Klasse von Gewichtsfunktionen analoge
Schranken her. Hierzu gehdren auch die GauB-Jacobi-Quadraturformeln zu
den Gewichtsfunktionen w(x)=(1—x)*(1 +x)® mit fzo. Im Fall f=—a=3
berechnen wir zusitzlich einen einfachen, geschlossenen Ausdruck fiir | R, |.

2. Abschiitzung von ||R,|| mit Hilfe des Minimalabstandes der Funktion ¢ von
F,Zn—l

Der Minimalabstand der Funktion ¢ von P,,_, wird in Rivlin [9] angegeben.
Es giit

Lemma (siche [9]). Seien a,beC, —1<c<1, ueN, velN,,. f besitze die Entwick-
lung

f=b+a ¥ OT,,, in (C[-1L1%]"|.) @1
=0

nach Tichebyscheff-Polynomen erster Art. Dann gilt

_b(14+c¢*)=2bcT,+aT,—acT
- 1+c2—2cT,

sl (2.2)
Ist g*eP, die beste Tschebyscheff-Approximierende an f und px+v<Sd<p(x+1)
+v, so gilt fiir den Minimalabstand

Ef):=1f—a}l.=lallel* /(1 —c?). (2.3)

Sei 1:=r—)/r?—1, r>1. Mit ¢:=7 und p:=1, v:=0, a:=47/(1-7%) und
b:= —q/2 ergibt sich aus (2.2) f(x)=1/r—x), also f=¢. Aus dem Lemma
folgt nun mit d=x=2n-1

Eju_y(@)=47"" 11 =12 (2.4)
Wegen R, (p)=0 fiir peP,,_, und (1.7) gilt
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IRl =rR,(¢—Pp)

gr{ J w0t -pldx+ Y wilq)(xi)—p(xi)l}

—~1 i

=2r|wly @ —pl o

also auch
IR £2rfiwll, Ey,_1(@)
und schlieBlich
IR S2r(jwll, 2"~ H(r? = 1)=: a7 (r). (2:5)

3. Abschiitzung von ||R,| durch Entwicklung von ¢ nach Orthogonalpolynomen

In diesem Abschnitt leiten wir aus der Darstellung (1.7) Schranken fiir ||R,]
her, indem wir ¢ nach Tschebyscheff-Polynomen und nach den Jacobi-Polyno-
men P{~#% und P}~ ¥ entwickeln.

Aus dem Lemma erhilt man (mit t=r—7/r*—1)

2 A& N B _
‘/’=1/7"—_”1(§To+j;fﬂ> in (C[-1,11, I H)- (3.1)

R, ist stetig in (C[ —1,1], | * || ,) und verschwindet auf P,,_,. Damit ergibt sich
aus (1.7) und (3.1)
2 .
L 3 RT). (3.2)

Vri—1 ;52

Durch Berechnung von R,(T,,) und R,(T,, ) und Abschitzung von R,(T)) fiir
j=2n+2 gewinnen wir im folgenden aus (3.2) Schranken fiir |R,|. Aus (1.2)
und T(x)=2k"1 xk~k2%=3 xk=24 | kelN,, (siche [5; S. 28]) folgt

IR, [l =

R(T,,)=2*""1/a2. (3.3)

Zur Bestimmung von R,(T;,, ,) berechnen wir zunichst R (g, ,), analog zum
Vorgehen in [3; S. 157]. Seien p,, keN,, )

()= X+ B x* 1+ ., >0,

die Orthonormalpolynome zum Skalarprodukt (-,-),. Unter Beachtung von
R, (P, 1p,)=0 ergibt sich

Rn(q2n+ 1)= Cn Rn(an) mit Cn: = —'ﬁn/an_ﬂn+ 1/an+ 1-
Aus R(T,,, )=2""R,(d2,, 1)=2%" C,R,(¢,,) erhilt man somit
R,(Ty,, 1)=27"C,/a. (34

Mit (3.3), 3.4) und [R(T)I=2|wll,, j22n+2, ergibt sich dann aus (3.2) die
Abschitzung
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2n 22n—1 2
IR, < { 120G+ ||w|} o7 (r). (3.5)

1/_

Aus der Entwicklung der Funktion ¢ nach Tschebyscheff-Polynomen zweiter
Art, d.h. aus

p=2t ) WU, (3.6)

ji=0
erhilt man analog mit |R,(U)|<2(+1)||wl,, j=2n+2, die Abschidtzung

g2 2n+3)—(2n+2
IIR,,||§2r12”“{?|1+2‘CCH|+|IWI|1r( nt )r_(l'“’ )T}=:af’](r). (3.7)

Fiir die Jacobi-Polynome P{~%% giit

@) T+ T, ,(x)

BP0 T T

J

(vgl. [10; S. 58f7]). Damit ergibt sich
@ 221(]1)2 } I+x T(x)+ T, ,(x) 1 dxcb potd
o L =2 _1I/ 1—x 1+x F—x J ’

r+1 > 2% ip—t 1 - .
o= r—_l——l) TS R (€L 6

M

also

125\ . 12 .
(vgl. [10; S. 237ff] und [2]). Mit P+ P(x)= 21(?))& 21(1__1)x1~1+,__

und ||P-8 P (J+ ) j=2n+2, erhilt man analog zur Herleitung von (3.5)
J

2n
IR, _r(]/ézi—l) r{za @Cc,— 1

Entsprechend erhilt man durch Entwicklung der Funktion ¢ nach den Jacobi-
Polynomen P ~% die Abschitzung

-1 22n
IR < r(1- r——)r“{az [1+72C,+1)

r+1
+__2('|1“i‘|;)§2 [(4n+5)—(4n+3) r]} =+ 30, (3.10)

Im Spezialfall der GauB-Jacobi-Quadraturformeln, also fiir w(x)=(1—x)"
(14+x)!, p=a> —1, gilt in den Abschdtzungen (3.5), (3.7), (3.9) und (3.10)
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1 22n+a+B+1r(n+a+1)F(n+ﬁ+l)r(n+0!+ﬂ+1)n!
o? In+o+p+1)I2n+at+p+2)

n+l n
Co=(f=2) (2n+a+ﬁ+2+2n+rx+ﬂ)

und
Fa+ ) F(B+1)

_no+f+1
iy =2 T+ f+2)

Unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB die GauB}-Formeln zu den Ge-
] /1 ] /1—
wichtsfunktionen ihx und il zueinander symmetrisch sind und
1—x 1+x
P& "*H(x)=( _ 1)1‘ 1.?(—7‘.1 %)( —x)

gilt, schreibt sich ein Ergebnis von Chawla [4] als

Y, J=Qn+1)m oder j=2n+l)m—1, m=13, ..
R(P¥M)=1—y,  j=Q2n+1)m oder j=Qn+l)ym—1, m=2,4,..

0 sonst
] /1 2i)! . o
fiir w(x)= 1: mit yjzz%. Damit ergibt sich aus (1.7) und (3.8)
2 2n 1
IR =1r(1 +1° r7 fir w(x)= +x 1)

1—x"

/““—rz_l 1+,[2n+1

4. Asymptotisches Verhalten von [[R, | fiir r— 14

Da die Knoten der GauB-Quadraturformel im Inneren des Integrationsinter-
valls liegen, ergibt sich aus (1.7)

1
IR~ | YO e i ro 14 4.1
" Fr—x

-1

1 1
dh. lim ||R,,H/j de=5,,=1=0. Falls j S )dx fir ¥ —>14 nicht be-
r—x

r—14 —-1
1

schriankt bleibt, gilt sogar genauer R, [ =

-1
1
lim an/ ;%2 x=1.

W“U dh.

r—1+4
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Im folgenden wird dieses Verhalten fiir Jacobi-Gewichtsfunktionen weiter
untersucht. Im Fall fZza>0 leiten wir eine Abschdtzung her, die fiir r—1+
asymptotisch gleich ||R,[| ist.

Stiitzstellen der GauB-Formel @, zur Gewichtsfunktion w(x)=(1 —x)*
(14+x)’, B=a> —1, sind die Nullstellen des Jacobi-Polynoms B*#. In diesem
Fall hat also (1.8) die Form

r 1 (a B)( )

f a-xra +x)”

“Rn”=W E

4.2)

Mit der Jacobi-Funktion zweiter Art Q@®#,

1 (a, B)
P*P(x) dx

QUP) =3 =1+ 170 | (1= (1 +xy B

. r—x
(siehe [10; S. 73ff]), schreibt sich (4.2) als

IR =2r (= P+ 1P Q8 PCYE=P(). (43)
Fiir r—- 1+ gilt (siehe [10; S. 77])

~ —[In(r—1)]/2 fiir =0
r@rn+e+1)

@h() et O BTET L g .

Q,"(r) Tt 2at]) ir >0

~1 fiir a<0

Damit ergibt sich wegen B*P(1)= ("+ “)
n

—2%In(r—-1) fiir a=0
L (e)]* n! :
~ atf oy LN T f
R, y=2 al’(n+2a+1) iur >0 4.4)
~(Fr—1) fiir a<0

firr—-1+.

Bemerkung. Fiir o>0 strebt |R,| flir r—1+ gegen einen endlichen Wert. Das
bedeutet, dafl das Fehlerfunktional einer GauB-Jacobi-Formel fiir fz0>0 auf
(X,, |],) stetig ist. Dabei ist |f],:=sup{la|: R,(q)*0} und X := {f: f
holomorph in K, und |f|;<o}. Insbesondere gilt fir r=1 |[R,]
= Z Rn(QK)

K=2n

Aus (4.4) und obiger Bemerkung folgt nun fiir >0

S Ry(g) =2 o[T(@)]* nl/Tn+2a+1).

Wegen

R ( ) R (QZn) ol Rn(Qx)
(1_—) r2nt! +x §+1 re

w©

Ry [, 1y, 1
é . 2qn2 ) (1 )+r2n+ 1 Rn(qx)

r Kk=2n
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ergibt sich damit

1 1\ 2**a[l(]?n! 1
< {1-= =:¢¢
IR, “alrn (1 r) I'n+2a+1) r2r+t e (43)

Bemerkung Stiitzstellen der GauB-Quadraturformel Q, zur Gewichtsfunktion

T,
w(x)= I/ smd die Nullstellen von W,, W, (x): ﬁ)—;h"—-:’—l(—)

gilt also

Nach (1.8)
rir+1) f 14+x T,(x)+T,, ,(x) 1
T)+T,, () -y I/ 1—x 14+x F—x

Hieraus ergibt sich nochmals (3.11), vgl. {2].

IR, = dx.

© 2\ Kk
Beispiel. Sei f(x)= 3 (i) mit der holomorphen Erginzung f (z)=—£~2~,
= \4 4(4—2%)

feX, fir re(1,2). Der exakte Fehler bei der Approximation des Integrals
1
[ (1+x) f(x) dx mit der GauB-Quadraturformel Q, zur Gewichtsfunktion w(x)=

-1
1+x st 9.78-10-3. Die herkdmmliche Abschitzung (1.3) liefert als Fehler-
schranke 1.07-10-1,

1fl,, re(1,2) 1dBt sich durch

1/ nr zi-r 4y/16—r*

und durch max |f(z)]=r*/(16 —4r?) abschitzen (siche [8]).

|zl=r

Aus |R,(f)|< inf ([R,]If],) erhdlt man folgende Fehlerschranken (das

1<r<2
Minimum wird jeweils fiir r=r, angenommen), wenn |R,|| durch ¢%, o7, %,

o3 oder 32 und |f|, durch || f [|,,, oder max|f(z)| abgeschitzt wird.

A P

z|=r
Tabelle 1
Ifl,< R,z o3 a3 oy a3’ o3
Ifl 5.16-10-2 1.95-1072 2.99-10-2 5.67-1072 367-1072
r,=199 r,=1.99 r,=199 ro=1.99 r,=1.99
(B P 9.31-1072 4.03-1072 6.67-10°2 1.39-10-* 821.1072
r,=1.67 r,=174 ro=1.77 r,=1.80 ro=1.77
max|f(z)| 1.93-10-* 9.32-10-2 1.63-10°! 3.71-10* 201-107*
lel=r ro=1.50 ry=1.58 7o=162 ro=167 7,=1.61
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Schlulbemerkungen

wis) _ wl)
w(—s)"w(—t)
w(— -) die Bedingung (1.1). Die GauB-Formeln Q, und ¢, zu w bzw. w(— *) sind
symmetrisch zueinander. Folglich gilt fiir die entsprechenden Restfunktionale
R,(q.)=(—1)*R,(g,), und damit nach (1.6) ||Ii,,|} =|R,|l. Unsere Ergebnisse gel-
ten also auch fiir solche Gewichtsfunktionen, insbesondere fiir w(x)=(1 —x)*
(1+x)* mit a> B.

2. Fir r>o0 ist o asymptotisch proportional zu |R,||, alle anderen
Schranken sind asymptotisch gleich ||R,|. Fir r—1+ ist 62 asymptotisch
gleich ||R,|, oJ* asymptotisch proportional zu (r—1)"32, ¢4, ¢7, ¢V und o2
verhalten sich wie 1/(r—1).

3. Fiir gerade Gewichtsfunktionen sind die entsprechenden Abschitzungen
in [2] genauer. Dort wurde ndmlich beriicksichtigt, da} die ungeraden Funk-
tionen in diesem Fall durch die Quadraturformel exakt integriert werden.

1. Fiir die Gewichtsfunktion w gelte fir s<t. Dann erfiillt

1—-x
14+x

4. Gautschi und Varga zeigen in [7] fiir w(x)=

§ IRa_ mr 407

3 e /7'2—1 1+,L.2n+1 ‘
Implizit ist also (3.11) in [7] enthalten.
5. Die Abschitzung (3.4) in [7], d.h.

IR ZIR,] sup [f(2)I;

lzl=r

folgt unmittelbar aus |R,(f)|<|R,IIf],, da |f], < sup |f(2) gilt.

lzl=r
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