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Error Estimates for Nonsymmetric Gaussian Quadrature Formulae 

Summary. We consider Gaussian quadrature formulae Q,, neN, appro- 
1 

ximating the integral I ( f ) ,=  ~ w(x)f(x)dx,  where w is a weight function. 
- 1  

In certain spaces of analytic functions the error functional R... = I -Qn  is 
continuous. Previously one of the authors deduced estimates for IIR.II for 
symmetric Gaussian quadrature formulae. In this paper we extend these 
results to nonsymmetric Gaussian formulae using a recent result of Gautschi 
concerning the sign of R,(q~), q~(x):=x ~, for a wide class of weight 
functions including the Jacobi weights. 

Subject Classifications: AMS(MOS) 65D30; CR G1.4. 

1. Einleitung 

In dieser Arbeit wird das Integral I, 

1 

I ( f ) =  I w(x)f (x)dx,  
- 1  

durch die Gaul3-Quadraturformel Q., 

O,(f )= ~ wif(xi), 
i=1 

approximiert. Fiir die Gewichtsfunktion w, w>0, [Iw[ll>0 gelte 

w(s) < w(t___~) fiir s<t.  (1.1) 
w ( -  s) = w(  - t) 

* Neue Anschrift: University of Crete, Department of Mathematics, Iraklion Crete, P.O. Box 470, 
Greece 
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FiJr das Fehlerfunktional R . : =  I - Q .  gilt bekanntlich 

1 
A V (2.) (1.2) R , , ( f ) = ~ f  (~), 

f ~ C 2 n [  - 1, 1] ~ ( - -  1, 1) 

siehe etwa [5; S. 75]. Dabei ist a . > 0  der H6chstkoeffizient desjenigen Poly- 
1 

noms p. n-ten Grades, welches beziiglich (',')w, (f,g)w := ~ w(x)f(x)g(x)dx, 
1 

normiert ist und orthogonal auf P._ ~, dem Raum der Polynome vom H6chst- 
grad n - 1 ,  steht. Aus (1.2) ergibt sich die Absch~itzung 

1 
[R.(f)[ < ~  II f~2.)It | (1.3) 

Diese Absch~itzung ist in vielen Fallen unbefriedigend, da sic die Berechnung 
hoher Ableitungen erfordert und iiberdies fiir wachsende StiJtzstellenzahl neu 
berechnet werden mull  Ffir die obengenannte Klasse yon Gewichtsfunktionen 
leiten wir ableitungsfreie Fehlerabsch~tzungen her (ftir Gewichtsfunktionen w 

mit w(s) w(t) > f'fir s < t siehe SchluBbemerkung 1). 
w(-s)=w(-t) 

Sei q,,(x):=x", x ~ N  o, r > l  und K#---{zOE: Dt<r}. FiJr eine in K~ holo- 
morphe Funktion f mit 

sei 

f ( z ) =  ~ ~{z", zeKr, (1.4) 
I r  

Ifl~.'=sup{l~lr~: x~N o und R,(q~)~0}. (1.5) 

Auf dem Raum 
Xr,={f:fholomorph in K rund  If It< ~ }  

ist I'lr eine Seminorm, beziJglich der das Fehlerfunktional R, stetig ist, 
]R,(f)l < iIR, I] Ifl,. Ftir die dutch ]. Ir induzierte Norm yon R, gilt 

s IR.(q~)[ (1.6) 
I]R.I[ = r~ 

Die Seminorm I" [r wurde erstmals von H~immerlin verwendet, um Fehlerab- 
schhtzungen f'tir die Gewichtsfunktion w(x)= 1 herzuleiten. Die Beziehung (1.6) 
wird f'tir spezielle Gewichtsfunktionen in [8] und [2], und allgemein in [1] 
bewiesen. 

Nach Gautschi 1-6] gilt f'tir Gewichtsfunktionen, die (1.1) erRillen, R,(q,,)>= 0, 
xeNo.  Damit erh~ilt man aus (1.6) 

also 

IIR.II = r-----T~=R. , 
K=O K 

Ile.ll =re.(~o) mit q3(x):=l / ( r-x) ,  (1.7) 
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(vgl. [2]). Aus (1.7) folgt auch eine Integraldarstellung f'tir die Norm des 
Fehlerfunktionals 

r 1 H,(x) VI 
IlR, t l -H,(r  ) -xS w(x) r - x  dx mit /-/,(x):=i=ltt (x-xi) ,  (1.8) 

siehe [2]. 

Bemerkung. Ftir eine gerade Gewichtsfunktion l~if3t sich Ifl~ auch in der Form 
[f],=sup{Ic~Js 2~} schreiben (siehe [2]). Ist w ( . ) / w ( - . )  streng monoton,  so 

~>n 
gilt I f  Jr = sup {IC~{I rK}, da R,(q~)40 fiir x > 2 n  gilt (siehe [6]). 

~c~2n 

In [2] wurden ftir gerade Gewichtsfunktionen Abschatzungen ftir [IR, II 
angegeben. In dieser Arbeit leiten wir aus den Darstellungen (1.7), (1.8) ftir die 
durch (1.1) bestimmte, umfassendere Klasse von Gewichtsfunktionen analoge 
Schranken her. Hierzu geh6ren auch die GauB-Jacobi-Quadraturformeln zu 
den Gewichtsfunktionen w(x)=(1-x)~(l+x) ~ mit /?>a.  Im Fall f l = - c o = � 8 9  
berechnen wir zus~itzlich einen einfachen, geschlossenen Ausdruck ffir tIR, II. 

2. Abschiitzung von IIR.[I mit Hilfe des Minimalabstandes der Funktion ~p yon 

D2n_ 

Der  Minimalabstand der Funkt ion rp von P2,-1 wird in Rivlin [9] angegeben. 
Es gilt 

Lemma  (siehe [9]). Seien a, bell2, - 1  < c < 1, # e N ,  veNo.  f besitze die Entwick- 
lung 

f = b + a  ~ cJTu~+v in (C[ -1 ,1 ] , l l ' / l~o)  (2.1) 
j=o  

nach Tschebyscheff-Polynomen erster Art. Dann gilt 

b(1 + c 2) - 2bcT u + aT, - acTlu_~l 
f =  l +c2-2cTu 

(2.2) 

1st q* e Pd die beste Tschebyscheff-Approximierende an f und # x + v < d < #(~c + 1) 
+ v, so gilt fiir den Minimalabstand 

Ea(f): = II f -q~ ' l l  ~ = lal Icl ~+ ~/(1 -c2) .  (2.3) 

Sei z , = r - r  r > l .  Mit c:=z und # : = 1 ,  v :=0,  a:=4z / (1 - z  2) und 
b . ' = - a / 2  ergibt sich aus ( 2 . 2 ) f ( x ) = l / ( r - x ) ,  also f=~0.  Aus dem Lemma 
folgt nun mit d = x = 2n - 1 

E2,_ l(q~) = 4z 2" + a/(1 - z2) 2. (2.4) 

Wegen R , (p )=0  fiir peP2,_ ~ und (1.7) gilt 
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also auch 

und schlieBlich 

I] R,I{ = r R . (  q~ -- p) 

< r  w(x) l~o(x) -p(x) l  dx  + wilq~(xi)-p(xi)  I 
1 i = l  

< 2r l lw l l  l II~o-plloo, 

ItR.I[ ~2rllwll 1Ez._ 1(~o) 

IIR, II ~2rljwlll z 2"- 1 / ( r 2  - -  1)=: a~(r). (2.5) 

3. AbscMitzung von IIRnJl durch Entwicklung von q~ nach Orthogonaipolynomen 

In diesem Abschnitt leiten wir aus der Darstellung (1.7) Schranken t'fir LIRA 
her, indem wir q~ nach Tschebyscheff-Polynomen und nach den Jacobi-Polyno- 
men P}-t, t) und P~ ' - t )  entwickeln. 

Aus dem Lemma erh~lt man (mit z = r - l / / ~ - Z 1 )  

q ~ = ~  T~ ~ ~JTj in (C[-1,1],l].}l~o). (3.1) 

R, ist stetig in ( C [ - 1 ,  1], J[ " lifo) und verschwindet auf Pa,-1. Damit ergibt sich 
aus (1.7) und (3.1) 

2r ~ z~ R.(T~). (3.2) IIR.II ~ ~=2. 

Durch Berechnung von R.(T2. ) und R.(T2. + 1) und Absch~itzung von R.(Ti) fiJr 
j > 2 n + 2  gewinnen wir im folgenden aus (3.2) Schranken f'fir []R.II. Aus (1.21 
und Tk(X)=2 k-1 x k - - k 2  k-a  X k - 2 +  . . . .  kSNo, (siehe [5; S. 28]) folgt 

2n-1  2 R,(T2,)=2 /~.. (3.3) 

Zur Bestimmung von R, (T2 ,  + 1) berechnen wir zun~ichst R,(q2,+ 1), analog zum 
Vorgehen in [3; S. 157]. Seien Pk, keNo, 

Pk(X) = O~k x k  q-  f lk  Xk  - 1 -b  . . . .  O~ k > 0, 

die Orthonormalpolynome zum Skalarprodukt (., ')w. Unter Beachtung von 
R.(p.+ 1 p.)=0 ergibt sich 

Rn(q2 .+ l )=CnR. (q2n )  mit C . : = - f l . / ~ . - f l . + l / o ~ . +  1. 

Aus R.(T2. + 1)=22"R.(q2.+ 1)=22" C.R. (q2 . )  erNilt man somit 

R. (T2 .  + 1)=22" C./.2. .  (3.4t 

Mit (3.3), (3.4) und ]R.(Tj)I<2[IwlI1, j > 2 n + 2 ,  ergibt sich dann aus (3.2) die 
Absch~itzung 



Fehlerabschiitzungen f'tir nichtsymmetrische GauB-Quadraturformeln 539 

2rz2" (22"-1 + 2++ 11w'113=" 1---~T ~ IIR, II < ~ l ~ - 2  I1 +2~ C,l ~rr(r). (3.5) 

Aus der Entwicklung der Funktion ~o nach Tschebyscheff-Polynomen zweiter 
Art, d.h. aus 

qg=2z ~ z~Uj, (3.6) 
j=o  

erh/ilt man analog mit IR,(Uj)I < 2(] + 1)II wll 1, J > 2n + 2, die Abschatzung 

f2 2" (2n + 3)_-(2n + 2) z~ 
IIR"ll<2rz2"+l~, 11+2vC"l+llwlllz r-1 j =." or(r). (3.7) 

Fiir die Jacobi-Polynome P]-+'+) gilt 

P]-+'+)(x)- ~2j)t Ti(x)+Tj+I(x ) 
- 2  ~(]l) 2 l + x  

(vgl. [10; S. 58q). Damit ergibt sich 

= + ? o t ~  -1 - +  t + x  r - x  ' 
also 

[ ] / - r ~ - - 1 ]  ~ 22J(]!)2zJP)-+'+) in ( C [ -  I, I], II " [I +) 
q)= \]/ r - 1  ] j=o (2j)t 

(3.8) 

(vgl. [10; 

(j+l  
und IIP]-~'+)II = 2 , j > 2 n + 2 ,  erhiilt man analog zur Herleitung von (3.5) 

+o \ J ] 

< r / ] / ~ i - _  1~ z2+ (22+~ ItR.l+_- ~I/ r -1  ] ++q+l++C2C.-t)l 

211wll'v2 } + (TS_~f [ (4n+5) - (4n+3)z ]  =." g~J~(r). (3.9) 

Entsprechend erhiilt man durch Entwicklung der Funktion ~o nach den Jacobi- 
Polynomen P]�89 +) die Abschiitzung 

r - 1  z2,)__[1 +z(2C,+  1) [ Ile.]l < r I- ira2 

2 II wll 1 z2 } -~ (1 - z )  ~ [(4n+5)-(4n+3)z]_ =: a~J2(r). (3.10) 

Im Spezialfall der Gaul3-Jacobi-Quadraturformeln, also ftir w(x)=(1-x) ~ 
(1 +x) ~, /~>e> -1 ,  gilt in den Abschatzungen (3.5), (3.7), (3.9) und (3.10) 

1 ( ? )  + 1 / 2 j - l \  
S. 237ff] und [21). Mit P]-~'+)(x)--~ x~-~7~j_lJX~-~+... 
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und 

1 22"+'+a+~F(n+c~+l)r(n+fl+l)C(n+c~+fl+l)n! 
2 Y(2n+a+fl+l)C(2n+a+fl+2) O~ n 

[ n + l  n 
C.=(fl-a) ~2n+~Sk-fl+ 2 + 2 n - ~ + f i )  

Ilwll x =2~+a+ 1 F ( ~ +  1)r(/~ + 1) 
r(~+/~+2) 

Unter Beriicksichtigung 

wichtsfunktionen ]//11 +X_x 

der Tatsache, dab die GauB-Formeln zu den Ge- 

1/I und zueinander symmetrisch sind und 
+ x  

P(�89 - ~)(x) = ( - 1) j Pj(- �89 �89 - x) 

gilt, schreibt sich ein Ergebnis von Chawla [4] als 

j=(2n+l)m oder j=(2n+l)m-1, r e = l , 3  ....  
j=(2n+l)m oder j=(2n+l)m-1, m=2,4  .... 
sonst 

Rir w(x)=] / l l  +X_x n(2j)! Damit ergibt sich aus (1.7) und (3.8) mit ?j'.=2zJ(j!):. 

7t(1 +z) 2 rz 2" = ] / l + x  (3.11) 
IIR, I I = ~  l+z2n+ 1 ffir w(x) V l - x "  

4. Asymptotisches Verhalten yon IIR~ll fiir r-* I + 

Da die Knoten der GauB-Quadraturformel im Inneren des Integrationsinter- 
vails liegen, ergibt sich aus (1.7) 

IIR,II ~ i w(X)dx flit r ~ l + ,  (4.1) 
- 1  r - - x  

d.h. lim ]]RnH/~ w(x)dx=On=i=O. Falls iw(X) dx ftir r ~ l +  nicht be- 
ry l+  /._~1 r - - x  - 1  r - - x  

1 W(X) 
schriinkt bleibt, gilt sogar genauer IIR, II--- ~ dx, d.h. 

- 1  r - - x  

lim ]]Rnl]/~ w(X)dx=a. 
r ~ l +  1 r - - x  
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Im folgenden wird dieses Verhalten fiir Jacobi-Gewichtsfunktionen weiter 
untersucht. Im Fall /3>e>0  leiten wir eine Absch~itzung her, die fiir r ~  1 + 
asymptotisch gleich ]]R,I] ist. 

Sttitzstellen der GauB-Formel Q. zur Gewichtsfunktion w(x)=(1-x )  ~ 
(1 +x) ~, f l > e >  -1 ,  sind die NullsteUen des Jacobi-Polynoms P~'~). In diesem 
Fall hat also (1.8) die Form 

- i (1 -x )~(1  + x )  t~ P.(~'~)(x) dx. (4.2) 

Mit der Jacobi-Funktion zweiter Art Q(."~), 

i . ,, P,~' P'(x) Q~'t~)(r)." = ( r -  1)-~(r + 1) -a ( l -x ) ' ( 1  +x]  dx 
-I r--X 

(saehe [10; S. 73ff]), schreibt sich (4.2) als 

II R. ]l = 2r (r - 1) ~ (r + 1) ~ O~' ~)(r)/P. ~' ~)(r). (4.3) 

Fiir r ~  1 + gilt (siehe [10; S. 77]) 

[~ - [ l n ( r -  1)]/2 
. ~ I ~ 1 F(cOF(n+a+l) 

Q~'~'(F)/~21 ~ )  

Damit ergibt sick wegen P,(',P)(1) = (n +n ~ ) 

[ ~ - f f l n ( r - 1 )  
~+t~ [r(e)]2 n! 

IIR, II 1=2 ~ r(n+2c~+ lj 

[ ~ ( r -  1s 
ftir r - ,1  + .  

f'fir ~=0  

Fdr c~>O. 

ftir ~<0  

fiir a=O 

t'tir a>O 

f'fir a < 0  

( 4 . 4 )  

[[R.l[ - R"(q2") (1--~) ' R"(q2") + =2.+ + r 2--2~r-+ ~ ~ R~(q~)r ~ 

--r] r2~g;-f.~_2.R"(q~) 

Wegen 

n ,  , 2~+t~[F(ct)]Zn!/F(n+2~+l). N.tq~J = 
~ = 2 n  

Bemerkung. Fiir c~>O strebt ][R.[[ fiir r--* 1 + gegen einen endlichen Wert. Das 
bedeutet, dab das Fehlerfunktional einer GauB-Jacobi-Formel ftir/3 > ct>0 auf 
(21, ['[1) stetig ist. Dabei ist [fll.'=sup{[~{[: R.(q~)~0} und 2 1 , =  {f: f 
holomorph in K 1 und Ifll < oo}. Insbesondere gilt for r =  1 IIR.tl 

= ~ R.(q~). 
~c=2n 

Aus (4.4) und obiger Bemerkung folgt nun ftir c~ > 0 
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ergibt sich damit 

< 1 ( ~ )  2~+~[F(c0]2n! 1 
I[R.II = ~  1 -  q =-' ae.(r). (4.5) 

cr F ( n + 2 ~ +  1) r z"+x 

Bemerkung. Stiitzstellen der GauB-Quadraturformel Q, zur Gewichtsfunktion 

w ( x ) = V l + x  sind die Nullstellen von W., W,(x):= T"(x)+T"+l(x). Nach (1.8) 
g 

- x  l + x  
gilt also 

r ( r + l )  i ~ ] + x  T,(x)+T,+l(x) 1 dx. 
IIe.II- T,(r)+ T.+ l(r ) -1 - x  l + x  r - x  

Hieraus ergibt sich nochmals (3.11), vgl. [2]. 

Beispiel. Sei f(x) = ~=z mit der holomorphen Erg~inzung f ( z ) -  4(4-22)  ' 

f e X ,  ftir re(l,2). Der exakte Fehler bei der Approximation des Integrals 
1 

S (1 + x) f(x) dx mit der GauB-Quadraturformel Q2 zur Gewichtsfunktion w(x) = 
- 1  

l + x  ist 9.78.10 -3. Die herkiSmmliche Absch~itzung (1.3) liefert als Fehler- 
schranke 1.07.10-1 

Ifl,, re(l ,2) l~igt sich durch 

,,fll=.= ~-~r(,.~ If(z)l=ldz')'==[~ (r']~l'Z- "~ 
' 1// = = \ 1 6 !  J 4 ~ / ~ - r  4 

und durch max If(z)l=r4/(16-4r 2) abschatzen (siehe [8]). 
I z l = r  

Aus IRz(f)l < inf ([IREl[Ifl,) erh~ilt man folgende Fehlerschranken (das 
1 < , < 2  

Minimum wird jeweils ftir r=r o angenommen), wenn IIR2] 1 durch aa2, a r, a v, 
a~' oder as 2 und Ifl, dutch Ilfllz,, oder maxlf(z)[ abgeschatzt wird. 

I z l = r  

Tabel le  1 

If[, 

Ilflh., 

max I f  (z)l 
Izl=, 

5 . 1 6 . 1 0 -  2 

r o = 1.99 

9 . 3 1 . 1 0  - 2  

t o =  1.67 

1 . 9 3 . 1 0 - 1  

r o = 1 .50 

1 . 9 5 . 1 0 -  2 

r o = 1.99 

4 . 0 3 . 1 0 -  2 

r o = 1 .74 

9 . 3 2 . 1 0 -  2 

r o =  1.58 

2 . 9 9 . 1 0  - 2  

r o = 1.99 

6 . 6 7 . 1 0 -  2 

t o =  1.77 

1 . 6 3 . 1 0 - 1  

r o = 1.62 

5 . 6 7 -  1 0 -  2 

r o = 1.99 

1 . 3 9 . 1 0 - 1  

r o = 1.80 

3 . 7 1 . 1 0  - 1  

r o = 1.67 

~9 

3 . 6 7 . 1 0  - 2  

r o = 1 .99 

8 . 2 1 . 1 0 -  2 

r o = 1.77 

2 . 0 1 . 1 0  - 1  

t o =  1.61 
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SchluBbemerkungen 

w(s) w(t) 
1. F i i r  die G e w i c h t s f u n k t i o n  w gelte > ffir s < t .  D a n n  erffillt  

w(-s) = w ( - t )  
w ( -  ") die B e d i n g u n g  (1.1). D ie  G a u B - F o r m e l n  Qn u n d  (~n zu w bzw.  w ( -  ") s ind 
s y m m e t r i s c h  zue inander .  Fo lg l i ch  gilt  fiir die e n t s p r e c h e n d e n  R e s t f u n k t i o n a l e  
Rn(q~)=(-1)KRn(q~), u n d  d a m i t  nach  (1.6) II/~ll = IIRnll. U n s e r e  Ergebn i s se  gel-  
ten a l so  auch  fiir so lche  Gewich t s funk t ionen ,  i n s b e s o n d e r e  fiir w ( x ) = ( 1 - x )  ~ 
(1 + x) a mi t  a > ft. 

a a s y m p t o t i s c h  p r o p o r t i o n a l  zu IlRnlt, a l le  a n d e r e n  2. F i i r  r - * o c  ist  ~.  
S c h r a n k e n  s ind  a s y m p t o t i s c h  gleich LLR.IL. F i i r  r ~ l +  ist a~ a s y m p t o t i s c h  

A r V und  ~r~ = J1 a s y m p t o t i s c h  p r o p o r t i o n a l  zu ( r - l )  -3/2, a , ,  a , ,  a n gleich IIR~ll, a~ 
ve rha l t en  sich wie 1 / ( r - 1 ) .  

3. F i i r  g e r a d e  G e w i c h t s f u n k t i o n e n  s ind die  e n t s p r e c h e n d e n  Absch~i tzungen  
i1~ [2 ]  genauer .  D o r t  wurde  n~imlich bef i icks icht ig t ,  d a b  die  u n g e r a d e n  F u n k -  
t ionen  in d i e sem Fa l l  du rch  die Q u a d r a t u r f o r m e l  exak t  in tegr ie r t  werden.  

4. G a u t s c h i  und  V a r g a  zeigen in [7]  fiir w ( x ) =  1 - x  

]Rn(%)[_ nr Z2n(1 + / ) 2  

r r _ +17 2n+l " ~=2~ l / ~  1 1 

Imp l i z i t  ist a l so  (3.11) in [7]  en tha l ten .  
5. Die  Absch~i tzung (3.4) in [-7], d.h. 

Ie.(f)l < lIRA sup [f(z)l, 
tz~=, 

folgt u n m i t t e l b a r  aus  [R,( f ) l  _-< IIR~ll I f  It, da l / I t <  sup If(z)l gilt.  
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