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Introduction

Soit X un schéma propre et lisse sur un corps k. La cohomologie de de Rham de
X/k, Hpp(X/k): = H¥(X, Q% ), est I'aboutissement de la suite spectrale de Hodge

©.1) E=HI(X, Q) = H5(X/k).

On sait que, si k est de caractéristique zéro, (0.1) dégénére en E;: pour X
projectif, cela résulte de la théorie de Hodge, et le cas propre se raméne au cas
projectif par le lemme de Chow et la résolution des singularités (cf. [5, 5.5]).

La premiére démonstration de ce fait n’utilisant pas la théorie de Hodge a été
donnée par Faltings [8], comme application de son théoréme d’existence d’une
décomposition de Hodge-Tate pour la cohomologie étale p-adique des variétés
propres et lisses sur les corps locaux d’inégale caractéristique.

Si k est de caractéristique p> 0, il peut arriver que (0.1) ne dégénére pasen E (cf.
Mumford [22] et 2.5(i)). Toutefois, Kato a montré récemment [14] que, pour k
parfait de caractéristique p >0 et X projectif et lisse sur k, si 'on suppose que X est
de dimension < p et se reléve sur "anneau W(k) des vecteurs de Witt de k, alors ce
phénoméne «pathologique» ne se produit pas. Fontaine et Messing [10] ont
¢tendu ce résultat au cas propre, et déduit, par un argument standard, la
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dégénérescence de (0.1) en caractéristique zéro. Cette seconde démonstration
utilise des techniques cristallines.

Nous donnons ici une démonstration €lémentaire d’un résultat plus précis que
celui de Kato et Fontaine-Messing, et qui est le suivant. Supposons k parfait, de
caractéristique p >0, et soit X un k-schéma lisse (de dimension quelconque, et non
nécessairement propre). Soient X’ déduit de X par I'extension des scalaires k—k,
A A%, et F:X—>X' le Frobenius relatif (1.1). Nour prouvons que chaque
relévement lisse X de X sur 'anneau W,(k) des vecteurs de Witt de longueur 2
détermine un isomorphisme

0.2) @ Qi il — 1157 F o Qi

dans la catégorie dérivée D(X’, O). 1 en résulte, par un comptage de dimensions,
que si X admet un relévement lisse X sur W,(k), et est de plus supposé propre et de
dimension <p, la suite spectrale (0.1) dégénére en E,.

Voici le principe de la construction de ¢ =¢x. Soient ¢: W,(k)-> Wy(k) le
relévement (Ao, 4,)— (48, A%) de 'automorphisme i A? de k et X' déduit de X par
extension des scalaires o. Si F se reléeve en F:X—X’, 'homomorphisme
F*: Q}(/Wz(k)af «2% w,a fournit, apres division par p, un morphisme de complexes

v Q)lf’/k[_ 1] —F Qv

induisant sur #' isomorphisme de Cartier C~* (1.2) (cette idée, qui remonte a
Iarticle de Mazur [20], a déja été trés largement exploitée). Si F, et F, sont deux
relévements, leur «différence» est un homomorphisme de QX " dans F,0y. Elle
fournit une homotopie entre les fléches f, et f, associées a F, et F,. Ces
homotopies vérifient une condition de transitivité. Ceci permet de globaliser la
construction a I'aide d’'un recouvrement de X par des ouverts ou F se reléve. On
obtient ainsi la composante ¢! de . On définit la composante ¢° comme la fléche
induite par F*, et on déduit les ¢’ de ¢° et ! grice a la structure multiplicative du
complexe de de Rham (c’est ici qu'intervient la restriction i< p).

Cette construction est expliquée au n° 2, aprés un bref rappel, au n° 1, sur la
définition du Frobenius relatif et 'isomorphisme de Cartier. Nous donnons
également, au n° 2, largument «standard» permettant de déduire de (0.2) la
dégénérescence de (0.1) en caractéristique nulle. Pour X de dimension <p,
relevable sur W,(k), (0.2) fournit une décomposition dans D(X’, )

0.3) @QSK’/k[-‘i];F*‘Q;{/k'

Nous montrons qu’on a encore une telle décomposition pour X de dimension p.
Enfin, nous déduisons de (0.2) un théoréme d’annulation de type Kodaira en
caractéristique p: si X est un k-schéma projectif et lisse, équidimensionnel,
relevable sur W,(k), et si L est un faisceau inversible ample sur X, alors

HI(X, 94, ®L"")=0 pour i+j<inf(p,dimX).

Ce résultat et sa démonstration sont dus a Michel Raynaud. Le théoréme classique
de Kodaira-Akizuki-Nakano en caractéristique zéro en découle par argument
habituel.
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L’obstruction a I'existence d’une décomposition de type (0.2) et la dépendance
de g par rapport a X sont étudiées au n° 3, ou la construction de ¢ est reprise sur
une base S de caractéristique p> 0. Nous montrons notamment le résultat suivant:
si S admet un relévement S plat sur Z/p?, si X est un S-schéma lisse et X' est son
image inverse par le Frobenius absolu de S, alors X’ admet un relévement lisse sur
S si et seulement ’il existe une fleche QL. sL—1]1-F Q% s dans D(X’, 0) induisant
I'isomorphisme de Cartier C ™! sur ##'. Une application a la dégénérescence de la
suite spectrale de Hodge relative est donnée au n° 4, ou nous traitons aussi
briévement la variante des résultats précédents pour le complexe de de Rham a
pdles logarithmiques de long d’un diviseur a croisements normaux.

1. Notations et rappels

Soit p un nombre premier

1.1. Si S est un schéma de caractéristique p, on note Fg I'endomorphisme de
Frobenius de S (donné par I'identité sur I'espace topologique sous-jacent et ar—a?

sur @g). Si u: X — S est un morphisme de schémas, avec S de caractéristique p,on a
un diagramme commutatif

ou le carré est cartésien; le morphisme Fy s est par définition le morphisme de
Frobenius relatif de X/S; on le notera simplement F quand il n’en pourra résulter
de confusion. Pour x section locale de Oy, d'image x®1 dans Oy., on a F§,5(x®1)
= F§(x)=x*. Exemple: si X est défini par des équations f,=} a, ,,T™ dans I'espace
affine S[ T3, ..., T,] =A% X’ est défini par les équations f{”=Y a? , T™ dans A}, et
Fys est donné par T;— T

Soit Q4,5 le complexe de de Rham de X/S. Nous utiliserons systématiquement
des complexes de de Rham relatifs et, par la suite, abrégerons parfois 5 en Qy,
voire " Le complexe F,Qy;s (ou F=Fy) est un complexe de Uy~modules, a
différentielle linéaire. Si X est lisse sur S, les ¢ y-modules £y s sont localement libres
de type fini (ainsi que les Ox.-modules 2% 5), et il en est de méme des O ~modules
F & s, car F est fini localement libre (de rang p” si X est de dimension relative r sur
S). De plus, on a le résultat fondamental suivant, dd a Cartier [4]:

Théoréme 1.2 (Cartier). Soit X —S un morphisme lisse, avec S de caractéristique p. 11
existe un unique homomorphisme de Oy.~algébres graduées

C L PRy s~ DA, Qi s

tel que C~'d(x®1) = classe de x?~1dx pour toute section locale x de Oy., et C™ ! est
un isomorphisme.
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(L’existence et 'unicité de C~! sont faciles, et I'on vérifie que C™ ! est un
isomorphisme par réduction au cas de la droite affine, et un calcul direct: cf. Katz
15,7.2])

1.3. Si k est un corps parfait de caractéristique p, on note W(k) Yanneau des
vecteurs de Witt de k, et W, (k)= W(k)/p". L’anneau W (k) est plat sur Z/p", muni
d’un isomorphisme W,(k)/pW,(k)->k, et est caractérisé a isomorphisme unique pres
par ces propriétés; on a W(k)=lim W,(k). L’automorphisme de Frobenius de k
induit, par fonctorialité, un automorphlsme o de W(k) (resp. W,(k)), donné par
J(aOsals . ) (a()’ala )

1.4. Soit 4 une catégorie abélienne. Pour ne Z, le tronqué 7 ., L d’'un complexe L
de 4 est le sous-complexe de L de composantes L pouri<n, Ker(d) pouri=n,et 0
pouri>n.OnaH' r<,,L H'L(resp.0)sii<n(resp.i>n).Onpose 7. ,L: =Tgn- L.
On définit dualement t,,L, un quotient de L avec H't, L= H'L (resp. 0) si i=n
(resp. i<n).

Le décalé L[n] est le complexe de composantes L[n]'=L*" et de différentielle
dpm=(—1)"d.. Pour M un objet de 4, on note encore M le complexe réduit a M
placé en degré 0; M[n] est alors le complexe réduit & M placé en degré —n.

1.5. Si X est un schéma, on note D(X):=D(X,0) la catégorie dérivée de la
catégorie des Oy-modules.

1.6. Soient S un schéma et S un sous-schéma fermé défini par un idéal de carré nul.
Si X est un S-schéma plat, on dit que X est relevable sur §'si X admet un relévement
sur §,i.e. un S-schéma plat X muni d’un isomorphisme X x 3§ X;si X est lisse sur
S, X est automatiquement lisse sur S.

2. Décomposition du complexe de de Rham et applications
(cas d’un corps parfait)

Théoréme 2.1. Soient k un corps parfait de caractéristique p>0, S=Spec(k),
S=Spec(W,(k)) (1.3), et soit X un S-schéma lisse. A tout S-schéma lisse X relevant X
est associé canoniquement un isomorphisme

Px: @Qx /s[—l]—*'5<pF QX/S

i<p
de D(X"), tel que #'p3=C"* (1.2) pour i<p.
La démonstration va se faire en quatre €tapes.

(a) Réduction a la définition de @3- La donnée de @y €quivaut & la donnée, pour
i<p, d’'une fléche @%: Qi [ —i]—F Qx5 dans D(X) telle que #'p3=C" 1 La
fléche % est nécessairement la composée

(ol 1
Oy —— H°F Q3505 F Q5.
Supposons définie @} telle que #*p%=C~*. Pour i2 1, considérons 'application

produit L @i i
(Qx)® =5, 0,®...QU—WA... AWy
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pour i< p, celle-ci admet la section «antisymétrisation» a, donnée par

alwy A ... Aw)=(1/i!) 2 sgn(s)ws(1)® By .

se&;
Pour 1 <i<p, définissons ¢k comme la fléche composée

(rpx

(Qks) ¥ — 11— (F 259"
al —i] T lprodult

Q&'/s[—i] - F*Qir/s-

Il résulte de la propriété multiplicative de lisomorphisme de Cartier que
Hiph=C1, et pg= Z ©%, avec ¢% comme ci-dessus, répond a la question. I1

suffit donc de définir (px Q3 sL —1]-F, Qx5 tel que #'@3=C"", ce que nous
ferons dans les trois étapes suivantes.

(b) Cason F:X—X'sereléve. Soit X’ le S-schéma déduit de X par le changement
de base ¢:5—S (1.3). Supposons donné un S-morphisme F:X X' relevant F.
Comme F*:QY s—F, Q% est nul, 'image de F*: 01, /s—>F Q%5 est contenue
dans pF 25 La multlphcatlon par p induisant un isomorphisme p:F Qs
5pF, Q%5 il existe donc une unique fleche

f=P_1F*1QX'/s“’F*QJlr/S

rendant commutatif le carré

Q}('/S_F*‘*PF*Q}(/S

N

Qb s—1s F QL.
Si x est une section locale de (0, de réduction x, modp, on a
Y FHx®1)=x"+ pu(x)
avec u(x) section de O3 (et p: Ox=>p0z=muitiplication par p), et
(2) fldx,®1)= x5~ tdxo +du(x).
En particulier, on a
3 df=0,
de sorte que f définit un morphisme de complexes

I Q)l('/S[_l]_)F*Q,;(/Sa

tel que #f=C™! daprés (2).

(S) Homotopies. §oit, pour i=1, 2, F;: X - X’ un S-morphisme relevant F. Alors
F%—F*: 03— pF 03 =pF 0y est une dérivation, qui détermine une application
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O y~linéaire
.01l
h12 . Qxl/s—)F*(px

rendant commutatif le diagramme

Si, pour x comme en (b), F¥(x®1) = x? + puy(x), alors
hy2(dxo @ 1) = uy(x) — uy(x),
d’ou, compte tenu de (2),

“ fo—fi=dhys,

ou fi=p F¥: Q}”S—>F Qm
Si,pouri=1,2,3, F;: X > X' est un S-morphisme relevant F, et /1;; correspond 4
F —F, alors on a

) hya+thyz=hy;.

(d) Cas général. Comme X'/S est lisse, F admet, localement pour la topologie de
Zariski sur X, un relévement F [(SGA 11III) ou (EGA IV §17)]. On peut donc
trouver un recouvrement ouvert #=(U),, de X, et, pour chaque i, un
S-morphisme F,: U, U;relevant F (X, X', X, X' ont mémes espaces sous-jacents,
on note %, %, %’ les recouvrements ouverts de X', X, X' déduits de #%). Soient,
comme en (b) et (¢},

fi=P_1F?5QI'/s|U"—’F ‘QIIJ-/Sa
et, sur Uj;=UinU}, hy;: Qy.s|U;;— F Q4 s correspondant a F* F*. Ona

Soit é(#, Qys) le complexe simple associ¢ au double complexe de Cechde Qy s,
défini comme suit. Posons 4,={0, ..., n}, et, pour s: 4,~1, notons U, I'intersection
des U, et j I'inclusion de U dans X La composante de degré nde ¢(%, Qy;s) est

(g(%,gk/s)"= g'): (gb(%, QX/S)a

ou @4, 24 /s) est le produit, étendu aux s: 4,1, des j,, j¥ Q%5 La différentielle de
U, Qys)est d=d, +d,, avecd, : G(U, 2 /S)—+(€ (%, Q‘,‘Jsl)mdult par la différen-
tielle du complexe de deRham, et d,:% ", Q‘;(,S)—»(é YU, Qs égal a
(—1)°Y(—1)0,. Les morphismes ¢vidents Q s"% (% Q% s) définissent un quasi-
isomorphisme Qx/s—v‘g(% Qy/s), €t par suite un quasi-isomorphisme

@] F*Qi/s"’F*(g(%a QS(/S)~
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Définissons
90(1%,(1‘,-)) =(p, 0,): ler'/s_’F*gz(%, Q.X/S)l =F*(gl(%, @x)®F*(é0(%, -Q,lv/s)
par

(@10} )=hifolUy),  (90)()=fiw{U).

Les relations (6) expriment que dgy, =0, i.e. que @y, ,, est un morphisme de
complexes

(8) 90(1%,(1'71-)) : Q}('/s[ —1] —"F*(g(%a Qy;s).
Deéfinissons enfin
) Pk Q;{'/s[— 1]-F Qs

comme la fleche de D(X") composée de (8) et de l'inverse de (7). Vérifions que (9) ne
dépend pas du choix de (%, (F,)). Il est clair que (9) ne change pas si 'on remplace #
par un recouvrement plus fin et les F; par les relévements induits. Si
(U =(U )ic1,(Ficr) et (¥ =(Vd)ie s, (F)),.;) sont deux choix, les recouvrements % et
¥ sont plus fins que L1 ¥, indexé par IL1J, et @4(F ), ) et (", (F));. ;) définissent
la mé€me fléche (9) que (%]_[“// (F Vier11s)-

Il ne reste plus dés lors qu'a montrer que # oy =C"1. Cest une question
locale, donc on peut supposer que F admet un relévement F: X —X'. La fléche o}
est alors définie par le morphisme de complexes f de (b),etona vuque #'f=C™*
Ceci termine la démonstration de 2.1.

Remarques 2.2.(i) On n’a pas utilisé réellement 'hypothése que S est le spectre d'un
corps parfait:1la démonstration fournit en fait un isomorphisme @xpour Ségalala
réduction modulo p d’un schéma § plat sur Z/p muni d’un endomorphisme Fy
relevant Fg (X' est alors défini comme déduit de X par le changement de base Fj).
Nous étudierons plus loin (3.7) la dépendance de ¢} par rapport a X

(ii) Dans le cas ou F:X-X' admet un reléevement F:X—X', la fleche
f=p~1F* de (b) ci-dessus se prolonge en un quasi-isomorphisme de complexes de
O y~-modules

O, py- EJ‘% Qgr'/s[‘“ [J=F Qys

induisant C ™! sur # (et telle que . ¢z, , ait pour image ¢ dans D(X")): il suffit
en effet de définir la composante de degré i de @z, ),

(Pf)?,i') 0, s_’ZF*Ql)(/s

comme C~' pour i=0, et, pour i=1, comme la composée de A'f: Q%
—A'ZF Qs et du produit A'ZF Qy «—ZF Qs (Z désignant le noyau de d).
(iii) Les relévements locaux de F forment un torseur sur X’ sous le faisceau
Hom(Qys, F o O0x)= 0y s®F, COX des dérivations de X’ a valeurs dans F_0.
La classe ¢ de ce torseur dans H'(X", @y. s®F ,0y) est I'obstruction a l’ex1stence
d’un relévement global F': X » X' de F. Avec les notations de (d) ci-dessus, et 4 un
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signe prés dépendant des conventions choisies, ¢ est la classe du cocycle (h;)). Par
construction méme de ¢}, la classe c, considérée comme fléche de Q5. /s — 1] dans
F,0 dans D(X') n’est autre que la composée de ¢} et de la projection naturelle
F, Q% s—F,0y,ie. I'obstruction a représenter ¢} par un morphisme de complexes.

(iv) Supposons que X admette un relévement formel lisse X “sur W(k), et soit m
un entier <p—1. L’isomorphisme v, du théoréme d’Ogus [3, 8.20] donne le
tronqué 1 ,, de lisomorphisme ¢y, ou X est la réduction de X* modulo p?:si ¢,
designe la «jauge» ir>{(m—i) [3, 8.18.3], le sous-complexe (2x-,w),, de Qx-w,
pour r=m, m+1, s’écrit

POx—p ' Qpw—. s

il ’identifie & Ruy.w . # % w; appliquant y,  e=¢,, &, , , €t passant au quotient, on
obtient la décomposition désirée. C’est cette observation, implicite dans Kato [14,
preuve de 2.6.1], qui est a 'origine du présent article.

Si X est de dimension N <p, 'isomorphisme v, fournit d’ailleurs, pour tout
entier n= 1, un analogue de la décomposition de 2.1 pour le complexe de de Rham
Qx, de X,/W,(k), ou X, est 1a réduction de X“modulo p". Plus précisément, notons
W, X le schéma ayant méme espace sous-jacent que X et annelé par le faisceau
W, 04 des vecteurs de Witt de longueur n sur (. L’homomorphisme d’anneaux

u/n@X_’(QX,,’ (aO’ ey Oy 1)"_’&0'171 +p[1‘111"_2+ +pn— 1511— 1

ou g; reléve a;, permet de considérer les composantes de Qy comme des modules
sur W,X. L’endomorphisme de Frobenius de W,0, définit un morphisme de
Frobenius relatif W,X - W, X", qui est un W, (k)-morphisme. Le complexe F, Q%
sur W, X' est a différentielle linéaire. Soit X déduit de X, par I'extension des
scalaires o : W(k)> W,(k) (1.3), et notons (22%., pd) le complexe déduit du complexe
de de Rham de X/ W, (k) par multiplication par p de la différentielle. C’est aussi un
complexe de modules, a différentielle lin€aire, sur W, X'. La construction de
isomorphisme ., donne, par réduction modulo p", un isomorphisme de
D(W,X"):

22.1) @x-(Q%,, pd)>F Q.
Pour n=1, X, =X, (2%, pd)= Qx; [—1] et (2.2.1) coincide avec @y, Nous

renvoyons aux articles de Fontaine-Messing [10] et Kato [14] pour des variantes
et applications de (2.2.1), notamment a la dégénérescence de la suite spectrale de
Hodge de X,/W,(k) pour X propre sur k.

Corollaire 2.3. Avec les notations de 2.1, soit X un k-schéma lisse de dimension Zp,
relevable sur Wy(k). Alors le complexe F Qs est isomorphe, dans D(X'), & un
complexe a différentielle nulle.

La conclusion signifie encore que F, Q% est isomorphe, dans D(X’), 4 la
somme de ses [ —i], ou qu’il existe, dans D(X’), un isomorphisme

D s[—115F Qs

induisant C~! sur 2" (cf. 3.1 ci-aprés).
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Prouvons 2.3. On se raméne a supposer X connexe. Si dimX < p, il suffit
d’appliquer 2.1. Supposons donc que dim X =p. Sur X, les faisceaux localement
libres Q4 s et Q475 sont en dualité de Serre: le produit a A § est une dualité parfaite,
a valeurs dans Q% s, entre Q s et Q%" Le morphisme F = F s étant fini et plat, il
en résulte, par la dualité de Grothendleck que F Q% et F Q% sont encore en
dualité (a valeurs dans Q%.5), donnée par Paccouplement («, f)— C(a A B), ou I'on
désigne ici par C: F Q% — Q% s le composé de F, Q% s— #PF Qs et de I'inverse
de C~ ' en degré p (1.2): le point est que C n’est autre que le morphisme trace. Il est
d’ailleurs facile de vérifier directement que cet accouplement est parfait. Le
transposé, pour cette dualité, de la différentielle d de F, QY5 est encore d (4 un signe
dépendant des conventions prés). Ceci exprime que

C(do A B)+ Cla A dB)=C(d(a A §))=0.
Daprés 2.1, 1 ,F Q55 est isomorphe, dans D(X"), 4 la somme de ses #"'[ —i].
Par dualité, 7, , F ,Qy s a la méme propriété. On dispose d’un triangle distingué
) T <o F Qs = F Qs = H [ —p]—.

Puisque 7. F, 55 est somme de ses #°[ —i], la conclusion de 2.3 équivaut a la
nullité de

e: #°[—p]— (@%i[—i]) [1].

i<p
Soient ¢; (0<i<p—1) les composantes de e:
e;e Hom(#P[—pl, #'[—i+1])=HF " Y X', #om(H#P, HY)).
Le triangle (*) s’envoie dans le triangle
T, p-11F 4 8xs T2 1 F oLy H [~ pl—,

OU Ty - 11=T51T<p=T<,T5;- Comme r;lF*Q}(,s est somme de ses #'[—i], on
a donc ¢;=0 pour i%0. Pour i=0, la classe ¢, vit dans H** (X", ...), et ce groupe
est nul car dimX =p.

Corollaire 2.4. Avec les notations de 2.1, soit X un k-schéma propre et lisse de
dimension < p, relevable sur W,(k). Alors la suite spectrale de Hodge vers de Rham

(2.4.1) EV=Hi(X,QY = Hi(X/k)
dégéneére en E,.

Comme les HY(X, () sont des k-espaces vectoriels de dimension finie, la
conclusion signifie que I'on a, pour tout n,

Y dim H{(X, Q') =dim H% (X /k).

itj=n
Drapres 2.3, on dispose d’un isomorphisme de D(X")
Dy s[ —115F, Qs
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On en déduit, pour tout n, un isomorphisme

PH (X', i ) >HYX', F Qi 5).

Or, comme F est fini, on a H'(X', F Q)= H"(X, Qy5). D’autre part, X’ étant
deduit de X par une extension du corps des scalaires, on a dim H"~{(X", Q.js)
=dimH" (X, Q%s), d’ou la conclusion.

Corollaire 2.5. Avec les notations de 2.1, soit X un k-schéma propre et lisse
relevable sur Wy(k). Alors la suite spectrale de Hodge vers de Rham vérifie EY{ = EY,
pour i+j<p.

La conclusion signifie que, pour n<p, on a

Y dim H(X, Q)= dim HY (X /k).

itj=n
La suite exacte courte de complexes
O0-1 F Q- F Q- F Q1 F Qx—0
fournit, pour n<p, un isomorphisme
H'(X', 7 F Qy)>H"(X',F Q%)= Hpr(X/k).
Appliquant 2.2, on obtient, pour n<p,
@DH" (X', Q) SHYX', F Q%)

et on conclut comme en 2.4.
Voir 4.1.4 pour des généralisations de 2.4 et 2.5.

Remarques 2.6. (i) Mumford [22] a donné des exemples de surfaces projectives
lisses X/k possédant des 1-formes globales non fermées. D’autres exemples ont été
données ultérieurement par Lang [19], Raynaud et Szpiro [11]. Ces surfaces ne se
relévent donc pas sur W,(k). Il en est de méme, pour p =2, des surfaces d’Enriques
de type a,, pour lesquelles la différentielle d, : H'(0)— H'(Q") est non nulle (cf. par
exemple [13, 11 7.3.8]). Voir aussi Suwa [26] pour une interprétation de la
condition de dégénérescence de (2.4.1) en E, en termes de la structure de Pic*/Pic®
pour les surfaces telles que

{O)—1+(b,/2)=0.

(ii) Sous les hypothéses de 2.4, il n’est pas vrai en général que la symétrie de
Hodge h¥=h’ soit valable (ou h/=dim H/(X, "), cf. Serre [25, §20].

(iii) Si X est un k-schéma lisse de dimension = p+1, relevable en un schéma
lisse sur W,(k) (voire en un schéma formel lisse sur W(k)), il n’est sans doute pas
vrai en général que F,Qy, soit encore somme, dans D(X"), de ses #° T —i]. Nous
n’avons toutefois pas de contre-exemple. Nous ignorons méme si, pour un tel X,
supposé de plus propre, la suite spectrale de Hodge vers de Rham dégénére en E;.
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(iv) Si X est un k-schéma lisse, nous dirons que le complexe F, Qy, est
décomposable s’il est somme, dans D(X’), de ses #[—i] (cf. 3.1). Si F +82% ), est
décomposable, il en est de méme de F,Qy, pour Y étale sur X. Si F, Qy et F Oy,
sont décomposables, F, Qi .y, I'est également. Si pour tout n le morphisme
naturel ®"Q.,—Q% admet une section, et que X se reléve sur W,(k), un
argument analogue a celui de 2.1 (a) montre encore que F Q5 ), est décomposable;
ceci s'applique si X est une variété abélienne sur & (la décomposabilité de F,Qy,
dans ce cas nous a été signalée par M. Raynaud, avec une autre démonstration).

Corollaire 2.7. Soient K un corps de caractéristique O et X un K-schéma propre et
lisse. Alors la suite spectrale de Hodge vers de Rham

(2.7.1) Ej=Hi(X,Q) = H¥%(X/K)
dégénére en E,.
La conclusion signifie encore que 'on a, pour tout n,

(*) > ki=h,
i+j=n

ou h¥ =dim Hi(X, () et h" =dim H’,x(X/K). On peut supposer X connexe, soit d sa
dimension. Des arguments standard montrent qu’il existe un anneau 4 intégre de
type fini sur Z, un morphisme propre et lisse f: & —Spec(4), de dimension relative
d, et un homomorphisme 4A—K tels que X =%#®, K. Les faisceaux R’f, Q% ,,
R"f, Q5,4 sont cohérents, donc, quitte 4 remplacer A4 par A[s~'] pour seA
convenable, on peut supposer qu’il sont localement libres (donc de formation
compatible a tout changement de base), et de rangs constants, hV et A"
respectivement. Soit T 'adhérence schématique, dans Spec(4), d'un point fermé de
Spec(A®Q); c’est un schéma quasi-fini et plat sur Spec(Z). Choisissons un point
fermé s de T en lequel T est étale sur Z, et tel que la caractéristique p du corps fini
k=k(s) soit =d. Si O, désigne I'anneau local de T en s, son idéal maximal m, est
engendré par p, et O /m?2 = W,(k). Le schéma 2 ®, (0,/m?) est un relévement lisse de
Z,=Z®,k(s). Vu hypothése faite plus haut, on a dimy,H{(Z, @)=h", et
dimy,, Hpp(Z/k(s)) = h". Mais, comme d < p, la relation (*) est satisfaite d’aprés 2.4.

Corollaire 2.8 (Raynaud). Avec les notations de 2.1, soit X un k-schéma projectif et
lisse, purement de dimension d, relevable sur W,(k), et soit L un faisceau inversible sur
X. On fait lune des deux hypothéses suivantes:

(i) L est ample;

(ii) d=2 et L est numériquement positif (i.e.ona L-L>0 et L-O(D)=0 pour
tout diviseur effectif D sur X ).

Alors on a:
(2.8.1) Hi(X,Q®L)=0 pour i+j>sup(d,2d—p),
(2.8.2) Hi(X,Q'®LY)=0 pour i+j<inf(d,p).

Noter que (2.8.1) et (2.8.2) sont équivalents par dualité de Serre.
Le coeur de la démonstration est le lemme suivant:
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Lemme 2.9. Soient X un k-schéma lisse, M un faisceau inversible sur X et b un entier.
Supposons que T ., F Q% soit isomorphe, dans D(X'), a un complexe a différentielle
nulle, et que

) Hi(X,Q,@M®)=0 pour i+j<b.
Alors on a
Hi(X,Q@M)=0 pour i+j<b.

Soit M’ sur X’ déduit de M par changement de base. On a F*M'=M®?, dot,
par la formule de projection,

HI(X, M®®0,Q2%)=HI(X',M'®q,.F ,2%)

pour tout (i,j). Comme F,Q} est un complexe de Oy~-modules (a différentielle
Oy ~linéaire), on peut considérer le produit tensoriel M'®,, F,£2%, et on a une suite
spectrale

E{=HI(X',M'®q, F,2%) = H X', M ®q, F,2).

L’hypothése () implique donc que H( X', M'®(, .F Q%) =0 pour n<b. Mais, pour
n<b,on a

H'(X' M ®,F,Q%)=H'(X'M ®g,,7F,2%).
Or on dispose, par hypothése, d’un isomorphisme de D(X")
P [—i]57,F Q.

i<b
Par suite, pour n<b, on a

0=H"(X'M ®,,.F, 2% = @H”‘i(X’, M'®,.2%).

Puisque (X', M’) se déduit de (X, M) par le changement de base Fg:S5S, on a
ausst
H (X, M®, 2% =0

pour n<b et tout i.

Prouvons (2.8.2). D’aprés 2.1, pour b <p, 1, F Q2 est isomorphe, dans D(X’), a
un complexe a différentielle nulle. Sous I'hypothése (i), on a H(X, Q4 ® L") =0
pour N assez grand et j < d, en particulier pour N =p" avecn assez grand eti+j<d.
Soit M le dual de L. Appliquant 2.9 aux M®?" et a b=inf(p, d), on obtient (2.8.2) a
lissue d’une récurrence descendante sur n. Sous 'hypothése (i), on a encore
Hi(X, &, QL8 M)=0 pour N assez grand et i+j<2. En effet, c’est trivial pour
i=j=0; pourj=1,i=0,'assertion est due a Szpiro [21, Prop. 2]; enfin, pour j=0,
i=1, elle découle du fait que, par Riemann-Roch, la dimension de H(X, L®%) tend
vers I'infini quand N tend vers I'infini. On conclut alors comme dans le cas (i).

Remarques 2.10. (i) L’idée d’obtenir des résultats d’annulation par récurrence
descendante sur des Frobeniusés est due a Szpiro (cf. [27, 28, 21]). Par ailleurs,
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Esnault et Viehweg [7] ont montré récemment que, sur C, il existe un lien étroit
entre la dégénérescence en E, de certaines suites spectrales de type « Hodge vers
de Rham» et des théorémes d’annulation & la Kodaira.

(ii) Raynaud [24] et Szpiro [9] ont construit des exemples de couples (X, L), ot
X/k est une surface projective lisse et L un faisceau inversible ample sur X tels que
HY(X, L™ ")#0. Ces surfaces ne se relévent donc pas sur W,(k).

(iii) Soit X un k-schéma lisse. On verra en 3.6 que si X ne se reléve pas sur
W,(k), alors T <, F ,Qy, —etafortiori F QY , —n’est pas isomorphe, dans D(X'), a un
complexe a différentielle nulle. Cette « pathologie» peut étre invisible au niveau de
la suite spectrale de Hodge ou d’énoncés d’annulation a la Kodaira: pour p>7,
Raynaud sait construire, par la méthode de Godeaux-Serre [25], une surface X
lisse et projective sur F, ne se relevant pas sur Z/p?, et telle que: a) la suite spectrale
de Hodge vers de Rham de X dégénére en E, b) tout faisceau inversible ample sur
X satisfait au théoréme d’annulation de Kodaira-Akizuki-Nakano.

Corollaire 2.11 (Kodaira-Akizuki-Nakano [1, 18], Ramanujam [23]). Soient K un
corps de caractéristique 0, X un K-schéma projectif lisse, purement de dimension d, et
L un faisceau inversible sur X. On suppose que L est ample, ou que d=2 et que L est
numériquement positif. Alors on a

H(X, ¥®L)=0 pour i+j>d
(ou, ce qui revient au méme, par dualité de Serre, H(X, Q'Q L™ ')=0 pour i+j<d ).

On déduit 2.11 de 2.8 comme on a déduit 2.6 de 2.1; nous omettrons les détails
(pour le cas numériquement positif, cf. [21, p. 42]).

Corollaire 2.12 («Lefschetz faible », cf. Berthelot [2]). Avec les notations de 2.1, soit
X un k-schéma projectif et lisse purement de dimension d, et D C X un diviseur lisse.
On suppose X et D relevables sur W(k) et D ample. Alors la fléche de vestriction
H} (X /k)— Hpr(D/k) est un isomorphisme pour n<inf(p, d)— 1 et une injection pour
n=inf(p,d)—1.

Le noyau Q(logD)(—D) de Q3—Q; [cf. 42.2(c)] admet un dévissage
(«filtration par le poids»)

0-Q3(— D)~Q3(logD)(— D)~ Q2 *(—D)—0.
La conclusion de 2.12 signifie que

HY(X,Q;(logD)(—D))=0 pour n<inf(p,d).
On applique 2.8 & (X, O (D)) et (D, Oy(D)).

3. Gerbes de relévements et de scindages,
et décomposition du complexe de de Rham (cas général)

3.1. Soit A une catégorie abélienne. Nous dirons qu'un objet K de D?(A) est
décomposable si K est isomorphe (dans D¥(A4)) 4 un complexe 2 différentielle nulle.
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Pour que K soit décomposable, il faut et il suffit qu’il existe, dans D(A), des
morphismes f;: H'K[ —i]—K tels que H'(f) soit 'application identique de H'K
(cette condition est nécessaire, car vérifiée par (P H'K[ — i}, et suffisante, car les f;
induisent un isomorphisme (P H'K[ —i]->K). Si K est décomposable, on appelle
décomposition de K un morphisme f=Y f;: @ H'K[—i]-K tel que H'f soit
I'application identique de H'K.

Soit K un complexe décomposable tel que K!=0 pour i+0, 1. Une décomposi-
tion de K est entiérement déterminée par la donnée de f,: H'K[ —1]—K tel que
H'f, soit I'identité (f, est donné par I'injection H°K ¢, K°). Le triangle distingué

HK—-K-H'K[—1]-
fournit la suite exacte
0—Hom(H'K[—1], H°K)»>Hom(H'K[ — 1], K)—Hom(H'K, H'K),

qui montre que I'ensemble des décompositions de K est un espace affine sous
Hom(H'K[ —1], H°K)=Ext!(H'K, H°K) (image inverse par a de Id).

3.2. Soient (T, 0) un site annelé et K un complexe de O-modules sur T avec K'=0
pour i+0, 1, On suppose que # 'K est localement libre de rang fini; la projection
de K! sur #'K admet donc localement une section. On suppose en outre que la
projection de K° sur Im(d) admet aussi localement une section.

Soit sc¢’(K) la catégorie fibrée suivante sur T: un objet sur U est un scindage (sur
U)s: # KK de la projection de K* sur #'K; une fléche de s’ dans s” est un
homomorphisme h: #'K—K?° (sur U) tel que s"=s+dh. Si s’ et s” sont deux
objets sur U, les morphismes de s’ dans s” forment un faisceau sur U: sc'(K) est un
préchamp (en groupoides). De plus, les hypothéses faites sur K impliquent que:
a) tout U admet un recouvrement R tel que la catégorie fibre sc¢'(K)(R) soit non vide
b) deux objets quelconques de sc'(K) sont localement isomorphes. Le champ
associé au préchamp sc'(K) est donc une gerbe (Giraud [12, II1 § 2]), la gerbe des
scindages de K, notée sc(K).

Pour tout objet s de sc(K), #om(s, s) est le faisceau abélien #om(# 1K, #°K).
La gerbe sc(K) admet un objet global ! si et seulement si sa classe [12, IV 3.1, 3.5]

clsc(K) e H(T, #om(# 'K, #°K))=Ext*(# 'K, #°K)

est nulle. Si tel est le cas, 'ensemble des classes 4 isomorphisme prés d’objets

globaux de sc(K) est un espace affine sous HYT, #om(#'K,#°K))

=Ext! (1K, #°K)(si s et t sont deux objets globaux, leur «différence» t —sest la

classe du torseur des isomorphismes locaux de s sur ¢, cf. [12, III 2.2.6]).
Notons par ailleurs

e(K)e Ext2(#1K, #°K)
la classe définie par le morphisme de degré 1 du triangle distingué

HOK KA K[ —1]—.

! Voir 3.3(b) pour une description des objets globaux
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On a ¢(K)=0si et seulement si K est décomposable (3.1). On a vu d’autre part que,
si K est décomposable, 'ensemble des décompositions de K est un espace affine
sous Ext!(# 'K, #°K).

Proposition 3.3. Avec les notations précédentes: (a) On a

clsc(K)= —e(K).

(b) Ilexiste une bijection affine canonique a, définie ci-dessous, de 'ensemble des
classes a isomorphisme prés d’objets globaux de sc(K) sur Pensemble des décomposi-
tions de K, induisant lidentité sur le groupe des translations Ext!(# 'K, #°K).

Prouvons (a). Choisissons un hyperrecouvrement U— T, sur U, une section
f:#*K—>K* de la projection de K* sur #'K, et sur U, g: #'K—K° tel que
d¥f—d¢ f=dg. Alors h=d¥g—dtg+dig est un 2-cocycle de U a valeurs dans
Hom(# 'K, #°K), dont 'image dans HX(T, #om(# 'K, #°K))est cl sc(K)(cf. [12,
IV 3.5]). D’autre part, avec la convention de signe de [J.-L. Verdier, Catégories
dérivées, Etat 0, p. 269, dans SGA 4 1/2, Springer Lecture Notes 5697, ¢(K) est la
classe du morphisme «composé»

HK[—1]<—E—5 #°K[1],

ou
E=(#okoKk0 k1)

est le cOne (concentré en degrés —1, 0, 1) de #°K—K, g le quasi-isomorphisme
donné par la projection de K' sur #'K, et pr la projection évidente. Posons
M =#°K,N=#"K,etnotons N le dual de N. La classe ¢(K) est encore I'image de
Idye HYT, N® N) dans H(T, NQ M)= H(T, #om(#*K, #°K)) par le morphis-
me composé

—ldn®pr

HYTLN®N) - H(T, N®K) HYT,N@M).

Or
c=(h, —g, f)e C\(U,N®K)=CYU,NM&C(U,N®K)®CUU,NQK")

est un 1-cocycle, d’'image Idy par g, et —h par —Idy®pr. Donc e(K) = —cl sc(K).

Construisons maintenant a. Soit s un objet global de sc(K), décrit par un
hyperrecouvrement U, — T, sur U, une section f: #!'K— K* de la projectionde K!
sur 1K, et sur U, h: #K—K° tel que d¥ f —df f=dh et dsh—dth+d3h=0.

Alors . . .
(h, f): A K->€"(U,K)=¢"(U,K)D¥(U,K")

est un morphisme de #'K[—1] dans %(U,K), dont I'image «(s) dans
Hom, ,(s#'K[—1],K) est une décomposition de K. Par des arguments ana-
logues a ceux de la preuve de 2.1(d), on vérifie que a(s) est indépendant des choix
de (U, f, k), et ne dépend que de la classe de s a isomorphisme prés. Il reste a
vérifier que, si t est un second objet global, on a a(t)—a(s)=t—s dans
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Ext'(# 'K, #°K). On peut supposer que t est décrit par (U, g, k) et qu’on a, sur
Uy, u: #'K—K?P tel que g—f=du. Le carré

A f— dxf

d‘;u l ldﬁu

drg—"dsg
fournit
v=dfu+k—h—dfu: #'K->#°K surU,,

un 1-cocycle de U. a valeurs dans #om(#'K,#°K), dont I'image dans
HNT, #om(#'K, #°K)) est (avec des conventions adéquates) la classe de t—s.
Avec les notations ci-dessus, on a alors

k,g)—(h, f)=v+du: #' K- (U,K),

ou u est considéré ici comme fléche de # 'K dans €°(U,K) et d désigne la
differentielle totale du compiexe 4(U., K). On a donc bien a(t) —a(s) =t —s, ce qui
achéve la démonstration de (b).

3.4. Soient S un schéma de caractéristique p>0, X un schéma lisse sur §, et
F:X— X' le Frobenius relatif (1.1). Supposons donné un schéma S plat sur Z/p?
dont S est la réduction modulo p. On se propose de décrire la gerbe des scindages
de K=t1.,F Q% en termes de relévements de X' sur §. 5

Pour tout schéma Y lisse sur S, la gerbe des relévements de Y sur S, notée
Rel(Y, 5), est 1a gerbe sur Y ayant pour objets sur un ouvert U les schémas U plats
sur § ayant U pour réduction modulo p (i.e. munis d’un isomorphisme de leur
réduction modulo p avec U). Un morphisme U'—0” est un morphisme de
S-schémas, de réduction modulo p Pidentité. Le faisceau des automorphismes d’un
quelconque relévement de U est le faisceau abélien @y 5=#0m(Qys, Oy) des
champs de vecteurs relatifs sur U.

Théoréme 3.5. 1] existe une équivalence de gerbes canonique, définie ci-dessous,
¢:Rel(X', §)—+sc(‘c§ 1Fa%s),
induisant Uidentité sur les faisceaux d’automorphismes des objets.

(Noter que, pour les deux gerbes considérées, le faisceau des automorphismes
d’un objet est le faisceau @y des champs de vecteurs relatifs.)
Tenant compte de 3.3, on en déduit:

Corollaire 3.6. () Pour que X' admette un relévement sur S, il faut et il suffit que
1< F Qx5 soit décomposable.

(b) Si tel est le cas, oo P est une bijection affine de I'ensemble des classes a
isomorphisme prés de relévements de X' sur S sur Pensemble des décompositions de
T<,F,Qy;s, induisant  Tidentité sur le  groupe des translations
Ext' (#1F Qy5, #°F ,Qx;5) (isomorphe, par Cartier, a Ext'(Q},s0yx)
=HY(X",0)).
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Les arguments de 2.1(a) et de la preuve de 2.3 donnent aussi:

Corollaire 3.7. (a) A tout relévement de X' sur § est associé canoniquement un
isomorphisme de D(X")

@QX /S["l]_’T<pF Qx/s

i<p
induisant C~! sur #".

(b) Si X est de dimension relative Zp, si X' se reléve sur §, et si
HP "X, (Q%s)) =0 (ce qui est le cas par exemple si S est affine et X propre sur
S), alors F Qs est décomposable, i.e. il existe un isomorphisme de D(X")

. . -1 : @Q;”/S[_i]:’F*‘Q;(/s

induisant C~1 sur A" i

Démonstration de 3.5. Soient U un ouvert de X et U’ un relévement de U’. 11 s’agit
d’attacher (fonctoriellement) 2 U’ un objet de sc(r <, F,Qy/s) au-dessus de U. Il
suffit de construire cet objet dépendant d’un choix auxiliaire, et un systéme transitif
d’isomorphismes entre les objets attachés a divers choix; il suffit méme d’effectuer
cette construction localement, de facon compatible au recollement. Le choix
auxiliaire est celui d'un relévement U de U sur § et d’un relévement F: U—U’de F.
De tels relevements existent localement. A (U, F) on attache le scindage s(U, F)

suivant: N
P F* Q. s~ F Qs

(cf. 2.1(b)): comme F*:Qy. ,s—F,Qj s est nul, 'image de F*:q} /s—>F Qps est
contenue dans pF +20,5; on vérifie facilement, par localisation étale et réduction au
cas ou U est l'espace affine type A%=S[t,,...,t,], U" le relévement canonique A% de
U, et F donné par t;—1?, que p” lﬁ* reléve l'isomorphisme de Cartler
c .l ,S—»,}f F.Qys, donc que s(T, F) est bien un scindage de 1. | F,Qyssur U.

Pour U donné, les relévements F de F forment un espace affine sous
H%U, F*@.5) et chaque D € HY(U, F*0y.5) définit H(D): Q. s~ F 0. De ce que
dF =0 résulte que, pour tout automorphisme a du relévement U, on a Foa=F.

Construisons un systéme transitif d’isomorphismes entre les s(T, F). Soient
deux choix (U, F) (i=1,2). Localement, les relévements U, et U, de U sont
isomorphes. Choisissons localement un isomorphisme u: U, - U ,. Le relévement
F,oude Fne > dépend pas de u; il se globalise donc en un relévement de F encore
noté¢ F,ou: U1—+U2 On a s(Uz, 2)—s(U1,F20u) D’autre part, si D est la
différence entre F, et F,ou (ie. F,ou—F,=pD), on vérifie que

S(ﬁz, Fz)—S(Ub F1)=dH(D)-

On prend H(D) comme isomorphisme de s(U,, F,) sur s(T,, F,). C'est le systéme
transitif d’isomorphismes voulus, et &(J") est la «valeur commune» des s(U, F).

Siv: U} - I, est un morphisme de relévements de U’, chaque choix auxiliaire
(U, F) pour U, en définit un, (T, v~ F) pour Uj,. On définit &(v) par le diagramme
commutatif

s(U, F) s(U,v0F)

~ ~

SUY) — AU
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En particulier, pour U = U}, ®(v) est composé de F: Oy ¢, F Oy et de 1a différence
v—1d:Q} > 0y.

Il est clair que @ est un morphisme de gerbes. Induisant I'identité sur les
faisceaux d’automorphismes des objets, c’est une équivalence.

Remarque 3.8. L’homomorphisme ¢}: QX s[—1]-F QX/S de 2.1 (ou de sa
variante 2.2(i)) ne dépend en fait que de X': avec les notations de 3.3 et 3.5, 0on a

oh=uoo(X).

Si X,,X, sont deux relévements de X, ¢} —¢}, est donc la classe, dans
H' (X', 04.55), de la différence (X, — X").

Remarque 3.9. Soit § un relévement de S sur Z/p%. D’aprés 3.5, la gerbe Rel(X”, S)
est indépendante de S: cest sc(v<,F, L5, Montrons comment vérifier cette
indépendance directement. Soient S, et S, deux relévements de Set T: =5, 114§,
leur somme amalgamée. Le faisceau structural de S est une extension de O par un
idéal de carré nul I; et ¢; est une extension de Og par I,BI,, avec encore
(I;®1,)*=0. La multiplication par p de Os, (resp. Or) se factorise par un
isomorphisme de @gmodules Og>I; (resp. par lapplication diagonale
Os—1,®1I,). Soit T la réduction modulo p de T. Le faisceau structural 0 étant
extension de O par un idéal de carré nul, le Frobenius de T se factorise par S: on
dispose d’'un diagramme commutatif

§eos5s

1141

T T—-*T

et dong, en particulier, d’un relévement f*X de X'=F¥X sur 7. Pouri=1,2,1a
somme amalgamée T est encore la somme amalgamée, sur S, de T et de S.. Le
foncteur «image inverse sur S;» est donc une équivalence de la gerbe des
relévements de f*X sur T avec celle des relévements de X’ sur §,. Composant ces
équivalences (i=1,2), on obtient une équivalence Rel(X’,S,)>Rel(X",5,).

4. Compléments et variantes
4.1. Dégénérescence relative

4.1.1. Soit S un schéma de caractéristique p>0 et f: X —S un morphisme lisse.
Deux suites spectrales aboutissent a R*f, Qy/s: (i) la suite spectrale de Hodge

Ei1j=R’f*Q§(/s = Riﬁf*g,'\'/s;
(ii) la suite spectrale conjuguée

cEg:RiﬂJﬂF*Q}(/s = Ri+jf*93(/s
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(ou f": X'— 8§ est déduit de f par le changement de base Fg:S§—S, et F=Fyq) (cf.
Katz [16, §2]). Le terme initial de (ii) se récrit d’ailleurs, grice a Cartier,
Ei =R, s
Proposition 4.1.2. Avec les notations précédentes, supposons f de type fini, et S local
artinien, de point fermé s et de corps résiduel k. Pour T—S, on note fr: X—T le
morphisme déduit de f par le changement de base T— S. Soit n un entier et supposons
que:
(@) pour i+j=n, les H(X, Q") sont de dimension finie sur k;
(b) pour tout sous-schéma fermé T de S, la suite spectrale conjuguée relative a fr .
vérifie .E§=,EY pour i+j=n.
Sous ces hypothéses, la suite spectrale de Hodge vérifie E{=EY pour i+j=n et
les EY=RIf Q% sont, pour i+j=n, libres de formation compatible d tout
_changement de base.

Soit A I'anneau de S. Le faisceau Qs ¢tant S-plat et le morphisme f de type
fini, Rf, Q% est d’amplitude plate finie (SGA 6 III 3.7.1), donc isomorphe a un
complexe borné K; de A-modules plats (donc libres). Pour tout S-schéma T,
RfT*Q;T/T est déduit de K par changement de base de Sa T (SGA 6 II1 3.7). En
particulier, H/(X ,, Q)= H/(K;®, k). Il s’ensuit, par dévissage de A comme A-mo-
dule, que 'on a

(4.1.2.1) IgRIf, Qs ShV1gA,

ou h¥ =dim, Hi(X , Q) et Ig désigne la longueur comme 4A-module. Gréce a (a), les
A-modules Rif, © s sont donc de longueur finie pour i+j=n. De plus, on peut
supposer K; minimal, i.e. tel que K;®,k soit a différentielle nulle: décomposant
K;®, k en somme d’un complexe a différentielle nulle et d’un complexe acyclique,
on peut trouver un sous-complexe K’ de K,, somme de complexes de la forme

<0~—>E-i:E —>O> et facteur direct de K; degré a degré, tel que (K/K)®, k soit a
differentielle nulle; il suffit alors de remplacer K; par K;/K’. Pour un couple (i, ) tel
que i+j=n et K; minimal, I’égalité dans (4.1.2.1) ne peut &tre atteinte que si les

différentielles Ki~*! —d-JL»K{ N Ki*! sont nulles (car lglmd’~!+IgH{K))
+1gImd’ =1gK{=h"1g A), auquel cas R’f, Qs est libre de formation compatible &
tout changement de base.

Comme les EY sont des A-modules de longueur finie pour i+j=n, I'égalité
EY=EY équivaut a ce que D'égalité soit atteinte dans I'inégalité
4.1.2.2) lgR"f*Q,}/s§i+Z_ IgRf, Dy /s.

J=n

D’autre part, X, déduit de X, par une extension du corps de base, a mémes
nombres de Hodge h” que X . D’aprés la premiére partie de I'argument ci-dessus,
les .EY=Rf, . s sont donc aussi des 4-modules de longueur finie pour i +j=n.
D’aprés (b) (pour T=S), on a donc

(4.1.23) IgR"f, Q%x/s= ‘+Z IgRY Qs

Jj=n
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Si S est le spectre d’un corps, (4.1.2.3) implique P’égalité dans (4.1.2.2), et 4.1.2 en
résulte. Soit m 'idéal maximal de 4. Prouvons par récurrence sur un entier N = 1
que 4.1.2 est vrai lorsque m"¥=0. Le cas N =1, A =k vient d’étre traité. Si N> 1, il
existe N’ vérifiant 1<N'<N, pN'ZN. Pour un tel N, I'endomorphisme de
Frobenius Fg de S se factorise par T=Spec(4,), 4,=A/m"

XLtox X, X
f\lf’ lfT lf
S— T < 8.

L’hypothése de récurrence s apphque aX/T:pouri+j=n, RIf Q% restlibrede
rang h¥, de formation compatible a tout changement de base. En particulier
(changement de base S— T), R'f, €. s est libre de rang h¥, et I'hypothése E¥ = EH
pour i+j=n assure que R"f, Qs est libre, de rang ¥ h" d’aprés (4.1.2.3). Les

i+j=n

inégalités (4.1.2.1) et (4.1.2.2) sont donc des égalités et 4.1.2 en résulte.

Remarque 4.1.3. Soient f: X —S comme en 4.1.1 et b un entier. L’hypothése (a) de
4.1.2 est vérifice si f est propre. D’autre part, si 1<, F Q% s est décomposable (3.1),
I’hypothese (b) de 4.1.2 est vérifiée pour tout n < b. L’hypothése «décomposable»
est stable par changement de base car les # 'F Q5,5 sont S-plats. 11 suffit donc
de vérifier ,E¥=_EY pour X/S et i+j<bh. La decomposablhte de 7,F, Q%
assure que d” =0 pour j<b, donc dans la région i+j<b requise.

Corollaire 4.1.4. Soient S un schéma de caractéristique p>0, f: X — S un morphisme
propre et lisse et b un entier. On fait Phypothése que t,F QY s est décomposable
(3.1) dans D(X"). Alors:

(i) Pour i+j<b, les Rif, Q% s sont localement libres de type fini, de formation
compatible a tout changement de base;

(ii) la suite spectrale de Hodge de f vérifie EY =E% pour i+j<b.

Des arguments standard permettent successivement de supposer S affine,
S =Spec(A), puis 4 noethérien (écrire A comme limite inductive d’anneaux de
type fini sur Z), noethérien local, complet, et enfin artinien local (écrire
A=Ilim proj A/m"). On applique alors 4.1.3 et 4.1.2 pour chaque n<b.

Corollaire 4.1.5. Soit f comme en 4.1.4, et supposons que F QY s soit décomposable
dans D(X"). Alors les R'f, Q% s sont localement libres de type fini, de formation
compatible a tout changement de base, et la suite spectrale de Hodge de f dégénére
en E,.

11 suffit d’appliquer 4.1.4 avec b=2dim(X/S).

Remarque 4.1.6. 1’énoncé 3.7 fournit des conditions suffisantes assurant que
I’hypothése de décomposabilité de 4.1.4 (ou 4.1.5) est vérifiée. On prendra garde
que la condition de relevabilité porte sur X’ et non X. Toutefois, si, pour S comme
en 3.7, Yendomorphisme de Frobenius Fg de S admet un relévement Fg a §, alors
tout relévement X de X sur § définit, par changement de base par Fj un
relévement de X" sur S. Un tel relévement F existe par exemple si S est affine et lisse
sur un corps parfait k de caractéristique p, et § est un relévement de S sur Wy(k).
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4.2. Péles logarithmiques

4.2.1. Soient S un schéma de caractéristique p> 0, X un S-schéma lisse,et DC X un
diviseur a croisements normaux relatif. Soit Qy s(logD) le complexe de de Rham
relatif & poles logarithmiques de long de D. On a encore un isomorphisme de
Cartier (cf. Katz [15, 7.2]):

4.2.1.1) C™': Q% s(logD) 5 H#'F Oy s(logD).

Plus généralement, soient 4, B, et D=A+ B des diviseurs a croisements
normaux relatifs sur X (4 et B sont donc transverses 'un a l'autre), et posons

4.2.1.2) Qj5(4, B): = 2} s(log D) (— A).

On vérifie par un calcul local (réduction au cas on X = S[ ] est la droite affine sur S
et D le diviseur (¢)) que l'inclusion

Qxs(log D) (—pA) o Qxs(4, B)
est un quasi-isomorphisme. Son image directe par F, est un quasi-isomorphisme
(FQxs(logD))(— A')>F,Qyx5(4, B).

Par composition avec (4.2.1.1) tensoris¢ avec @(—A’) on obtient donc un
isomorphisme

4.2.1.3) C™1: Q4 (A, B)SHF Qy,s(A, B).

Remarques 4.2.2. (a) La définition (4.2.1.2) garde un sens sur une base S
quelconque. Pour X la droite affine sur S, de coordonnée ¢, D le diviseur (), on a

Qys(logD)= <(95[t] —04(t] %) )

Qxs(logD)(—D)=(t0s[t] > Os[t]dt).

Soient g, b, c des entiers =0,n=a-+b+c, et pour 1 £i<n, E,;la droite affine sur
S, de coordonée t,, D, le diviseur (t;). Soient X=E, X5...xsE, et D=A+B le
diviseur définipar A= Y pr;/Y(D),B= ¥  pr; }(Dy). Alors Q,(A, B) est

15i<a at+1=ifa+b
produit tensoriel externe des Qy, s(logD;) (— D) pour 1 <i<a,desQ;, s(logD;) pour
a+1=a+b, et des Qg s pour i>a+b.

(b) Soit (X, D) comme en 4.2.1, avec X de dimension relative n sur S. Le
complexe F,Qy s(log D) est auto-dual, pour une dualité a valeurs dans Q5. s(log D).
D’autre part, le dual de Serre de F,Qy (A4, B) (dualité a valeurs dans Q%) est
F ,Qys(B, A).

(c) Soient S un schéma, X un S-schéma lisse, et D un diviseur a croisements
normaux relatif somme de diviseurs lisses distincts D; (1 Zi<r). Alors la suite

00y s(log D) (— D)’"’Qir/s_’@ Qpys— @ Qbmn,-/s—’ e
[ i<j
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est exacte (vérification locale, & 'aide d’une décomposition a la Kiinneth, comme
en(a)). Le quotient Qy,/Qy (logD)(—D) est le complexe de de Rham «a la
Sullivan» de D: formes différentielles sur les D; qui se recollent. Pour S =SpecC, il
fournit une résolution du faisceau constant C sur I'espace analytique associé a D; le
complexe Q% c(log D) (— D) calcule donc ,C, ouj: X — D & D est I'inclusion. On sait
d’autre part que Qy c(log D) calcule Rj,C (cf. [6, 3.1.8]). Plus généralement, si X est
une variété analytique complexe, et 4, B,D=A+ B des diviseurs a croisements
normaux sur X,

X—Ad% x

J'BJ JJ'B
ja

X-—-D< S X—B,
on vérifie que 'on a
Qx(A, B)=Rj 4Rjp, C=Rjp, Rj 4,C,
avec Qy(A, B) défini comme en (4.2.1.2),

4.2.3. Les énoncés 2.1, 2.3, 2.4, 3.5, 3.6, 3.7, 3.8 ont des variantes «a pdles
logarithmiques». On définit encore une équivalence de la gerbe Rel(X’, D', §) des
relévements de (X', D') sur S avecla gerbe des scindages de ¢ | F , Qy ,S(logD) Onne
considére que des relévements (X', D) ou D’ est encore un diviseur a croisements
normaux relatif, le faisceau @y. 5 est remplace par le dual @y 5(—logD’) de
Qy.s(logD’), et, pour un choix (local) d’un relévement (X, D) de (X, D), on ne
considére que les relévements F tels que F~1(D")=pD. De plus, tout relévement
global de (X", D’) fournit une décomposition canonique de 7 ,F ,Qxs(log D) et une
décomposition (non canonique) de F,Qy (logD) si X est de dimension relative
<petsi H**Y(X',(Q% s(logD’)) =0 (ce qui est le cas par exemple si S est affine et
X propre sur S) (autodualité de F, Q5 s(logD), 4.2.2 (b)).
Si D= A+ B comme en 4.2.1, une telle décomposition fournit une décomposi-
tion analogue pour F, Q5 (A, B) (quasi-isomorphe a (F, 2% s(logD))(—A4").
Soient f:X—S propre et lisse, D=A+ B comme en 4.2.1, b un entier, et
supposons que T,F,Qy s(logD) soit décomposable. Alors on verlﬁe comme en
4.1.4 que, pour i+j<b, les Rf, Q% s(A, B) sont localement libres de type fini, de
formation compatible a tout changement de base, et que la suite spectrale

E{=Rif,Q%s(4,B) = R™f,Q,A, B)
vérifie E¥=EY pour i+j<b.
Par un argument similaire a la preuve de 2.6, on en déduit:

Corollaire 4.2.4. Soient X un schéma propre et lisse sur un corps K de caractéristique
nulle et D = A+ B un diviseur & croisements normaux sur X. Alors la suite spectrale
de Hodge

Ei=H/(X,Q% (A, B) = H*i(X,Q%x(4,B)

dégénére en E,.
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Le cas particulier 4=0 fournit une nouvelle démonstration du résultat de
dégénérescence [6, 3.2.13 (ii)].

4.2.5 I n’est pas difficile de transposer dans le cadre des espace algébriques de M.
Artin (cf. Knutson [17]) fes résultats principaux de cet article, notamment 3.5a 3.7
et leurs variantes 4.2.3.
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