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Introduction 

Soit X un sch6ma propre et lisse sur un corps k. La cohomologie de de Rham de 
X/k, H*R(X/k): = H*(X, f2"X/k), est l 'aboutissement de la suite spectrale de Hodge 

(0.1) Ei11--- HJ(X, i(2x/k) ~ Hio+RJ(X)k). 

On sait que, si k est de caract6ristique z6ro, (0.1) d6g6n6re en El:  pour X 
projectif, cela r6sulte de la th6orie de Hodge, et le cas propre se ram6ne au cas 
projectif par le lemme de Chow et la r6solution des singularit6s (cf. [5, 5.5]). 

La premi6re d6monstration de ce fair n'utilisant pas la th6orie de Hodge a 6t6 
donn6e par Faltings [8], comme application de son th6or6me d'existence d'une 
d6composition de Hodge-Tate pour  la cohomologie 6tale p-adique des vari6t6s 
propres et lisses sur les corps locaux d'in6gale caract6ristique. 

Si k est de caract6ristique p > 0, il peut arriver que (0.1) ne d6g6n6re pas en E1 (cf. 
Mumford [22] et 2.5 (i)). Toutefois, Kato a montr6 r6cemment [14] que, pour k 
parfait de caract6ristique p > 0 et X projectif et lisse sur k, si l'on suppose que X est 
de dimension < pe t  se rel+ve sur l 'anneau W(k) des vecteurs de Witt de k, alors ce 
ph6nom+ne <<pathologique>> ne se produit pas. Fontaine et Messing [10] ont 
6tendu ce r6sultat au cas propre, et d6duit, par un argument standard, la 
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d6g6n6rescence de (0.1) en caract6ristique z6ro. Cette seconde d6monstration 
utilise des techniques cristallines. 

Nous donnons ici une d6monstration 616mentaire d'un r6sultat plus pr6cis que 
celui de Kato et Fontaine-Messing, et qui est le suivant. Supposons k parfait, de 
caract6ristique p > 0, et soit X un k-sch6ma lisse (de dimension quelconque, et non 
n6cessairement propre). Soient X' d6duit de X par l'extension des scalaires k-~k, 
2~--,2 p, et F : X ~ X '  le Frobenius relatif (1.1)�9 Nour prouvons que chaque 
rel6vement lisse )~ de X sur l 'anneau W2(k) des vecteurs de Witt de longueur 2 
d6termine un isomorphisme 

(0.2) r ( ~  i f2X,/k [ -- i] ~'C < pF , ~'~X/k 
O < i < p  

dans la cat6gorie d6riv6e D(X', (9). I1 en r6sulte, par un comptage de dimensions, 
que si X admet un rel6vement lisse )~ sur W2(k), et est de plus suppos6 propre et de 
dimension <p, la suite spectrale (0.1) d6g6n6re en El. 

Voici le principe de la construction de ~0=q~ x. Soient a :  W2(k)-Y*W2(k) le 
relbvement (2o, 21)~(2~, 20 de l 'automorphisme 2~---,2 v de k et ~" d6duit de ~" par 
l'extension des scalaires a. Si F se rel6ve en F : X ~ X ' ,  l 'homomorphisme 
p , .  ol. ~ o l  fournit, apr6s division par p, un morphisme de complexes �9 ,ar.,X/~g'2(k) x , a ~ 2 / W 2 ( k )  

f:  01,~RE-- 13 ~F.Ox/k 

induisant sur ~ 1  risomorphisme de Cartier C-1 (1.2) (cette id6e, qui remonte 
l'article de Mazur [20], a d6j/t 6t6 tr6s largement exploit6e). Si Pl  et ff2 sont deux 
relbvements, leur << diff6rence )) est un homomorphisme de Q~'/k dans F.~x.  Elle 
fournit une homotopie entre les fl6ches f l  et f2 associ6es /l F1 et F 2. Ces 
homotopies v6rifient une condition de transitivit6. Ceci permet de globaliser la 
construction h l'aide d'un recouvrement de X par des ouverts off F se rel6ve. On 
obtient ainsi la composante ~o I de q~. On d6finit la composante ~o ~ comme la fl6che 
induite par F*, et on d6duit les ~0 ~ de ~po et q~l grace/t la structure multiplicative du 
complexe de de Rham (c'est ici qu'intervient la restriction i<  p). 

Cette construction est expliqu6e au n ~ 2, apr6s un bref rappel, au n ~ 1, sur la 
d6finition du Frobenius relatif et l'isomorphisme de Cartier. Nous donnons 
6galement, au n ~ 2, l'argument <<standard)) permettant de d6duire de (0.2) la 
d6g6n&escence de (0.1) en caract6ristique nulle. Pour X de dimension <p, 
relevable sur Wz(k), (0.2) fournit une d6composition dans D(X', (9) 

i �9 ~ �9 (0.3) ~I2X,/k [ -  t] F,f2x/k. 
l 

Nous montrons qu'on a encore une telle d6composition pour X de dimension p. 
Enfin, nous d6duisons de (0�9 un th60r~me d'annulation de type Kodaira en 
caract6ristique p: si X est un k-sch6ma projectif et lisse, 6quidimensionnel, 
relevable sur W2(k), et si L e s t  un faisceau inversible ample sur X, alors 

Hi(X, OiX/k| L- 1) = 0 pour i + j  < inf(p, dimX). 

Ce r6sultat et sa d6monstration sont dus ~ Michel Raynaud. Le th6or+me classique 
de Kodaira-Akizuki-Nakano en caract6ristique z&o en d6coule par rargument 
habituel. 
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L'obstruction/t  l'existence d'une d6composition de type (0.2) et la d6pendance 
de ~ox par rapport ~t )7 sont 6tudi6es au n ~ 3, off la construction de ~p est reprise sur 
une base S de caract&istique p > 0. Nous montrons notamment le r6sultat suivant: 
si S admet un rel6vement g plat sur Zip 2, si X est un S-sch6ma lisse et X' est son 
image inverse par le Frobenius absolu de S, alors X' admet un rel6vement lisse sur 

si et seulement s'il existe une fl~che f2Jc,/s [ -  1] ~F,f2"x/s dans D(X', (9) induisant 
l 'isomorphisme de Cartier C-  1 sur ~ .  Une application ~ la d6g6n6rescence de la 
suite spectrale de Hodge relative est donn6e au n ~ 4, off nous traitons aussi 
bri6vement la variante des r6sultats pr6c6dents pour le complexe de de Rham 
p61es logarithmiques de long d'un diviseur ~i croisements normaux. 

1. Notations et rappels 

Soit p un nombre premier 

1.1. Si S est un sch6ma de caract6ristique p, on note F s l'endomorphisme de 
Frobenius de S (donn6 par l'identit6 sur l'espace topologique sous-jacent et a~-~a p 
sur (9s). Si u : X ~ S  est un morphisme de sch6mas, avec S de caract6ristique p, on a 
un diagramme commutatif  

Fx 

FS ) S 

of 1 le carr6 est cart6sien; le morphisme Fx/s est par d~finition le morphisme de 
Frobenius relatifde X/S;  on le notera simplement F quand il n'en pourra r6sulter 
de confusion. Pour  x section locale de Cx, d'image x |  dans (gx,, on a F*/s(X| 
= Fx*(x ) = x p. Exemple: si X est d6fini par des 6quations f ,  = ~ a,, m T"  dans l'espace 
affine SIT1,..., T,] = A~, X'  est d6fini par les 6quations f~P)= Z a~,,,T m dans A"s, et 
Fx/s est donn6 par Ti~Ti  v. 

Soit f2x/s le complexe de de Rham de X/S.  Nous utiliserons syst6matiquement 
des complexes de de Rham relatifs et, par la suite, abr6gerons parfois f2"x/s en O x, 
voire f2". Le complexe F.f2"x/s (off F =  Fx/s) est un complexe de (gx,-modules, 
diff6rentielle lin6aire. Si X est lisse sur S, les Cx-modules f2~x/s sont localement libres 
de type fini (ainsi que les Cx,-modules i f2x,/s), et il enest  de m~me des Cx,-modules 
F.f2~:/s, car F est fini localement libre (de rang p" si X est de dimension relative r sur 
S). De plus, on a le r6sultat fondamental suivant, dfi h Cartier [4]: 

Th6or6me 1.2 (Cartier). Soit X ~ S  un morphisme lisse, avec S de caractOristique p. II 
existe un unique homomorphisme de (gx,-alg~bres graduOes 

C - ' : (~Qix, /s ~ ( ~ i  F , f2 "x /s 

tel que C-  l d(x|  1) = classe de x p- a dx pour toute section locale x de C x,, et C -  1 est 
un isomorphisme. 
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(L'existence et l'unicit6 de C-  1 sont faciles, et l'on v6rifie que C-  ~ est un 
isomorphisme par r6duction au cas de la droite affine, et un calcul direct: cf. Katz 
[1 5, 7.2].) 

1.3. Si k est un corps parfait de caract&istique p, on note W(k) l 'anneau des 
vecteurs de Witt de k, et W~(k)= W(k)/p n. L'anneau W~(k) est plat sur Z/p ~, muni 
d'un isomorphisme W.(k)/p W~(k)-~ k, et est caract6ris6 ~ isomorphisme unique pr6s 
par ces propri6t6s; on a W(k)=Fl__mmW~(k). L'automorphisme de Frobenius de k 
induit, par fonctorialit6, un automorphisme a de W(k) (resp. W~(k)), donn6 par 

P p a(ao, al . . . .  ) = (ao, al . . . .  ). 

1.4. Soit A une cat6gorie ab61ienne. Pour  n ~ Z, le tronqu6 T__<,L d'un complexe L 
de A est le sous-complexe de L de composantes L i pour i<  n, Ker(d) pour i = n, et 0 
pour  i > n. On a Hiz =,L = HiL (resp. 0) si i < n (resp. i > n). On pose z <,L: = ~_<, _ ~ L. 
On d6finit dualement z>=.L, un quotient de L avec H~z>_ nL = H~L (resp. 0) si i>  n 
(resp. i < n). 

Le d6cal6 L[n] est le complexe de composantes L[n]~= L i +" et de diff6rentielle 
dzt.l = ( - -  1)"dr Pour  M un objet de A, on note encore M le complexe r6duit h M 
plac6 en degr6 0; M[n] est alors le complexe r6duit h M plac6 en degr6 - n .  

1.5. Si X est un sch6ma, on note D(X):=D(X, Cx) la cat6gorie d6riv6e de la 
cat6gorie des (fix-modules. 

1.6. Soient ~un  sch6ma et Sun  sous-sch6ma ferm6 d6fini par un id6al de carr6 nul. 
Si X est un S-sch6ma plat, on dit que X est relevable sur S si X admet un rel+vement 
sur ~, i.e. un g-sch6ma plat )7 muni d'un isomorphisme )7 x sS-~X; si X est lisse sur 
S, _~ est automatiquement lisse sur S. 

2. D~composition du complexe de de Rham et applications 
(cas d'un corps parfait) 

Th~or~me2.1. Soient k un corps parfait de caract~ristique p > 0 ,  S=Spec(k), 
~= Spec( W2(k)) (1.3), et soit X un S-schema lisse. A tout S-schema lisse X relevant X 
est associ~ canoniquement un isomorphisme 

i . ._% �9 ~o~ : @f2x,/s[--t ] z<pF,f2x/s 
i < p  

de D(X'), tel que ~,vfi~o~r = C-1 (1.2) pour i< p. 

La d6monstration vase  faire en quatre 6tapes. 

(a) R~duction d la d~finition de cp}r La donn~e de r 6quivaut/l la donn6e, pour 
�9 i " . . . +  �9 " ' i<p, d'une fl6che qg~'f2x,/s [ -  l] F.f2x/s dans D(X') telle que ~'~0~ = C-1. La 

fl6che ~0 ~ est n6cessairement la compos6e 

C - I  

(fix' ' ~~ ~ F,fdx/s" 

Supposons d6finie r teUe que g lcp~  = C-  1. Pour  i>__ 1, consid&ons l'application 
produit  

1 | i (f2x,/s) --*f2x,/s, 03~|174 ^ ... ^ o~i; 
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pour i < p, celle-ci admet la section <<antisym6trisation >~ a, donn6e par 

a(aq/x .../x ~Oi)=(1/i! ) Z sgn(s)co~(~)|174 
semi 

Pour 1 < i < p ,  d6finissons tp~ comme la fl6che compos6e 

I1 r6sulte de la 

(I21,/s)| (~~174 , (F.Ox/s) | 

~t-q T ~ ~p~od.,, 
g2ix./s[--i] , F,f2"x/s. 

propri6t6 multiplicative de l'isomorphisme de Cartier que 

Jfitp~ = C-~, et ~o x = ~ q~, avec tp ~ comme ci-dessus, r6pond fi la question. I1 
i<p 

suffit donc de d6finir ~o~.1. f2x,/s [ 1  - 1 ] ~ F , f 2 " x / s  tel que ~f~1~o1= C-  1, ce que nous 
ferons dans les trois 6tapes suivantes. 

(b) Cas off F: X ~ X '  se relive. Soit )~' le S-schbma d6duit de ,g par le changement 
de base o-: S ~ S  (1.3). Supposons donn6 un ~-morphisme F : X ~ X '  relevant F. 

1 1 Comme F*: f2x , / s~F ,Ox / s  est nul, l'image de if* ~ ~ 1 �9 f2~:,/~F,f2x/~ est contenue 
dans pff,f2~/s. La multiplication par p induisant un isomorphisme p:F, f2~/s  
~pff,f2~c/~, il existe donc une unique fl6che 

1 1 f = p -  ap,  : f2x,/s ~ F ,Ox/s 

rendant commutatif  le carr6 

OI,/8 F* ~ pF,O~/s 
~-I ~ 

f2~,/s , F,f2~/s. 

S i x  est une section locale de (9 x, de r6duction x o modp, on a 

(1) P* (x |  1) = x ~ + vu(x) 

avec u(x) section de (gx (et p:(~x~p(gx  = multiplication par p), et 

f ( d x o |  I) = xg-  l dx o + du(x) . (2) 

En particulier, on a 

(3) d r = 0 ,  

de sorte que f d6finit un morphisme de complexes 

f :  1 f2x,/s [ -  1] ~ F,f2x/s,  

tel que oYt~ = C-1 d'apr6s (2). 

(c) Homotopies. Soit, pour  i=  1, 2,/V : ) ~ ) ~ ,  un ~-morphisme relevant F. Alors 
F * -  P * : C x , ~ p P , ( 9  x = p F , ( ;  x est une d6rivation, qui dbtermine une application 



252 P. Deligne et L. Illusie 

(gx,-lin6aire 

h12" O~,/s--* F , (_9 x 

rendant commutatif le diagramme 

2-- 1 
r , p F . r  

~ X '  ~ P 

h12 
~ ' / s  , F , ~ x .  

Si, pour x comme en (b), ff*(x| 1) = x p +pui(x), alors 

d'ofl, compte tenu de (2), 

(4) 

hlz(dxo|  1) = u2(x)- ul(x ) , 

f 2 - f l = d h 1 2 ,  

o ~ f i = p - l F  * 1 1 "ax,/s-'f.Ox/s- 
Si, pour i = 1,2, 3, Fi: X X est un S-morphlsme relevant F, et hij correspond h 

F i -  Fi, alors on a 

(5) h12 + h23=hx3. 

(d) Cas gOn~ral. Comme X' /S  est lisse, F admet, localement pour la topologie de 
Zariski sur X, un rel~vement P [(SGA 1 III) ou (EGA IV w 17)]. On peut donc 
trouver un recouvrement ouvert q/=(U3~1 de X, et, pour chaque i, un 
S-morphisme Fi: t~i~ t~'i relevant F (X, X', )7, 37' ont m~mes espaces sous-jacents, 
on note q/', q/, q/' les recouvrements ouverts de X', .~, )~' d6duits de ~). Soient, 
comme en (b) et (c), 

f i = p -  1~ , .  o l  , 1 --i �9 ~x'/s Ui---~ F ,Qu~/s , 

et, sur Uij' = Uir~' U j; h~j: s ] U'~j~F.s correspondant fi Fj ~* -Fi.-* On a 

(6) df /=0,  f j - f i = d h i j  (sur U'ij ), h i j+hjk:hik  (sur U'ijk = U'ic~U~c~U'k). 

Soit ~(v//, s le complexe simple associ6 au double complexe de Cech de Ox/s, 
d6fini comme suit. Posons A, = {0 . . . . .  n}, et, pour s : A . - q ,  notons U~ l'intersection 
des U~t.) etj~ l'inclusion de U~ dans X. La composante de degr6 n de (~(Y/, s est 

oil ~b(ql, f~x/s) est le produit, 6tendu aux s" Abe1,  desj~.j*~x/s. La diff6rentielle de 
~(ql, f2"x/s) est d = dl + d2, avec dl : ~b(~li, O~x/s)~b((ql, f2ax~s 1) induit par la diff6ren- 
tielle du complexe de deRham, et d2:C~b(ql, f~x/s)~Cgb+~(~ f2~x/s) 6gal fi 
( -- 1): y~ ( -- 1 )~0 v Les morphismes 6vidents f2~XlS-~ c~~ oax/s) d6finissent un quasi- 
isomorphisme f2"x/s~Cg(ql, f2"xls), et par suite un quasi-isomorphisme 

(7) F ,f2"x /s ~ F .C~(~ ~2"x /s) . 
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D6finissons 

qJ(~,@,)) = (4o,, qJz) : ~J~,lS--+ F .C~(ug, ~'x/s)' = F.Cd'( ug, (9 x )~  F .Cg~ ull, g21/s) 

p a r  

(rp ~o9) (i,j) = hu(~ IU~), (gozo~) (/) =f~(colU'3. 

Les relations (6) expriment que d~o~,(~,))= 0, i.e. que go(~,<~,)) est un morphisme de 
complexes 

(8)  1 " ~ - -  1 ] - - + F , C ~ ( q / ,  ~o(~,(~,)). 17x,/s [ ~2"x/s). 

D6finissons enfin 

(9) rp~r " ~ l , / s [ -  1] ~ F .Qx/s 

comme la fl6che de D(X') compos6e de (8) et de l'inverse de (7). V6rifions que (9) ne 
d6pend pas du choix de (q/, (F~)). I1 est clair que (9) ne change pas si l'on remplace og 
par un recouvrement plus fin et les /V par les rel6vements induits. Si 
(~--(Ui)i~l, (Pi)i~i) et (3r r = (V~)i~ s, (Pi)i~s) sont deux choix, les recouvrements q/et  

sont plus fins que ~ ~ ,  index6 par IL[J ,  et (q4(Pi)i J e t  (~ ,  (/vi)i~s) d6finissent 
la m~me fl6che (9) que (q/l l~U,(Pi)i~ms). 

I1 ne reste plus d6s lots qu'/t montrer que ~ l~0~=  C-1. C'est une question 
F : X - , X .  La fl6che ~pl locale, done on peut supposer que F admet un rel6vement ~ - ~' 

est alors d6finie par le morphisme de complexes f de (b), et on a vu que ~ff i f  = C-  1. 
Ceci termine la d6monstration de 2.1. 

Remarques 2.2. (i) On n'a pas utilis6 r6ellement l'hypoth6se que S est le spectre d'un 
corps parfait: la d6monstration fournit en fait un isomorphisme ~o~ pour S 6gal fi la 
r6duction modulo p d'un sch6ma S plat sur Z/p 2 muni d'un endomorphisme Fs 
relevant F s (X' est alors d6fini comme d6duit de )~ par le changement de base Fg). 
Nous 6tudierons plus loin (3.7) la d6pendance de ~o~ par rapport ~ )~. 

(ii) Dans le cas off F : X ~ X '  admet un rel~vement F : X ~ X ' ,  la fl6che 
f = p -  ~F* de (b) ci-dessus se prolonge en un quasi-isomorphisme de complexes de 
(gx,-modules 

~ .  p) " i~> o ~ ' / s [ -  i]--+ F,Q]:/s 

induisant C-  1 sur ~ffi (et telle que r < pgo(~, p) ait pour image go~ dans D(X')): il suffit 
en effet de d6finir la composante de degr6 i de rp(~, p), 

i . i i q)(~, ~). ~x'/s ~ ZF.f2x/s 

comme C -1 pour i=O, et, pour i>1,_ comme la compos6e de A~f:g2xv s 
i 1 --*A ZF.g2x/s et du produit i 1 i A ZF.f2x/s--+ZF.g2x/s (Z d6signant le noyau de d). 
(iii) Les rel6vements locaux de F forment un torseur sur X' sous le faisceau 

~om(~2~,/s,F,(_gx)=Ox,/s| x des d6rivations de X' /t valeurs dans F.(9. 
La classe c de ce torseur dans HI(X ', Ox,/s| est l 'obstruction/t l'existence 
d'un rel6vement global ff : )~ ~)~ '  de F. Avec les notations de (d) ci-dessus, et ~ un 
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signe pros d6pendant des conventions choisies, c est la classe du cocycle (h~j). Par 
construction m~me de ~p~, la classe c, consid6r6e comme fl6che de f2~c,/s [ -  1] dans 
F.(9 dans D(X') n'est autre que la compos6e de ~p~ et de la projection naturelle 
F.f2"x/s ~ F . d ) x ,  i.e. l 'obstruction fi repr6senter r par un morphisme de complexes. 

(iv) Supposons que X admette un rel6vement formel lisse XAsur W(k), et soit m 
un entier < p - 1 .  L'isomorphisme lp, du th+or6me d'Ogus [3, 8.20] donne le 
tronqu6 z_<= de l'isomorphisme cp~r off )~ est la r6duction de X ^ modulo p2 :  si e,~ 
d6signe la <<jauge>> i ~ - + ( m - i )  [3, 8.18.3], le sous-complexe (s r de f2"x.,/w, 
pour r = m ,  m+ 1, s'6crit 

r r - 1  1 p (gx+,~p s ; 

il s'identifie fi Rux, /w.J~)/w; appliquant ~p~ ~ e = era, em+ 1 et passant au quotient, on 
obtient la d6composition d6sir6e. C'est cette observation, implicite dans Kato [14, 
preuve de 2.6.13, qui est fi l'origine du pr6sent article. 

Si X est de dimension N < p, l'isomorphisme W~, fournit d'ailleurs, pour tout 
entier n > 1, un analogue de la d~composition de 2.1 pour le complexe de de Rham 
s de XJW~(k),  off X .  est la r6duction de X 'modu lo  p+. Plus pr6cis6ment, notons 
W~X le schema ayant mSme espace sous-jacent que X et annel6 par le faisceau 
W~(P x des vecteurs de Witt de longueur n sur d) x. L'homomorphisme d'anneaux 

Wn(gx-+(gx,, (ao . . . .  , an_ " "P . . . .  ~'- ~ dF-+ao +pa~ +. . .  +p" - l~ ._~ ,  

off ai rel6ve ai, permet de consid6rer les composantes de f2xn comme des modules 
sur W~X. L'endomorphisme de Frobenius de W.(9 x d6finit un morphisme de 
Frobenius relatif W~X~I/V~X', qui est un W~(k)-morphisme. Le complexe F.I2xn 
sur I/V~X' est ~ diff6rentielle lin6aire. Soit X'n d6duit de X. par l'extension des 
scalaires a:  W~(k)-~ l,V~(k)(1.3), et notons (I2"~, pd) le complexe d6duit du complexe 
de de Rham de X'./W~(k) par multiplication par p de la diff6rentielle. C'est aussi un 
complexe de modules, fi diff6rentielle lin6aire, sur W~X'. La construction de 
l'isomorphisme 1&~, donne, par r6duction modulo p", un isomorphisme de 
O(WnX'): 

(2.2.1) ~Px-: (f2*a, pd)-Z.F.f2"x. 

Pour  n = 1, X x = X ,  (f2~, pd)= @)f2~,/k [ - i ]  et (2.2.1) coincide avec q~x,. Nous 

renvoyons aux articles de Fontaine-Messing [10] et Kato [14] pour des variantes 
et applications de (2.2.1), notamment ~t la d6g6n6rescence de la suite spectrale de 
Hodge de X,/W~(k) pour X propre sur k. 

Corollaire 2.3. Avec les notations de 2.1, 
relevable sur W2(k). Alors le complexe 
complexe ?t diff~rentielle nulle. 

La conclusion signifie encore que 
somme de ses rYfi[ - -  i], ou qu'il existe, 

soit X un k-schdma lisse de dimension < p, 
F.f2"x/s est isomorphe, dans D(X'), h u n  

F.O'x/s est isomorphe, dans D(X'), /t la 
dans D(X'), un isomorphisme 

@ I2ix, /s[ - i] -~ F . I2 x /s 

induisant C -  1 sur ~r ~/(cf. 3.1 ci-apr6s). 
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Prouvons 2.3. On se ram6ne h supposer X connexe. Si d i m X < p ,  il suffit 
d'appliquer 2.1. Supposons donc que d i m X = p .  Sur X, les faisceaux localement 

i p - i  libres f2x/s et I2x/s sont en dualit6 de Serre: le produit ~ ^ fl est une dualit6 parfaite, 
P entre I2~/s et f 2 ~  ~. Le morphisme F = Fx/s 6tant fini et plat, il valeurs dans f2x/s, 

en r6sulte, par la dualit6 de Grothendieck, que F,12'x/s et F,t2~-[s' sont encore en 
dualit6 (~t valeurs dans O~,/s), donn6e par l 'accouplement (~, fl)F-+C(~ ^ fl), off l'on 
d6signe ici par C" r" op ~ o p  le compos6 de F , f 2 ~ / s ~ g F , f 2 x / s  et de l'inverse �9 - - * ~ X / S  aaX'/S 
de C-  1 en degr6 p (1.2): le point est que C n'est autre que le morphisme trace. I1 est 
d'ailleurs facile de v6rifier directement que cet accouplement est parfait. Le 
transpos6, pour cette dualit6, de la diff6rentielle d de F.f2"x/s est encore d (~ un signe 
d6pendant des conventions pr6s). Ceci exprime que 

C(da ^ fl) -4- C(a ^ dfl) = C(d(a ^ fl)) = O . 

D'apr6s 2.1, t<pF,Qx/s  est isomorphe, dans D(X'), ~ la somme de ses ~ ' ~ [ - i ] .  
Par  dualit6, t>_ 1F,Ox/s a la m~me propri6t6. On dispose d'un triangle distingu6 

e). 
(*) z<pF,Qx/s~F,~2x/s~J~,  p [ - p ]  

Puisque z<pF,~2"x/s est somme de ses ~r i], la conclusion de 2.3 6quivaut ~ la 
nullit6 de 

e : ~ f V [ - P ] ~  ( i~<p~ i [ - i ] )  [1] . 

Soient ei (0 < i <  p - 1 )  les composantes de e: 

e i E Hom ( ~ P [ -  p], ~ i [  _ i + i])  = H p- i + I(X, ' ~'bm(~'~v, i f  i)). 

Le triangle (*) s'envoie dans le triangle 

ZIl,p- IIF,Qx/s--+T>= 1F.f2"x/s--* ~ P [ - - p ]  ~ , 

off Ztl,p_~l=z>__~z<p=z<pZ>r Comme z>iF.O'x/s est somme de ses ~q~[- i ] ,  on 
a donc ei = 0 pour i #  0. Pour  i=  0, la classe e~ vit dans H p § ~(X', ...), et ce groupe 
est nul car dim X = p. 

Corollaire 2.4. Avec les notations de 2.1, soit X un k-schema propre et lisse de 
dimension < p, relevable sur W2(k). Alors la suite spectrale de Hodge vers de Rham 

(2.4.1) E~ ~ = Hi(X,  a ' )  =:- H*R(X/k  ) 

ddg~ndre e n  E 1. 

Comme les H~(X, f2 i) sont des k-espaces vectoriels de dimension finie, la 
conclusion signifie que l'on a, pour tout n, 

Y, dimHJ(X, f2 i) = dimH"oa(X/k).  
i + j = n  

D'apr6s 2.3, on dispose d'un isomorphisme de D(X') 

(~f2~x,/s[-- i] ~ F ,f2"x/s . 



256 P. Deligne et L. Illusie 

On en d6duit, pour  tout n, un isomorphisme 

~ H "  - i(X', fIix,/s) -~ Hn( X' ,  F .  O'x/s). 

Or, comme F est fini, on a H"(X',  F .Ox / s )=H"(X ,  f2x/s). D'autre part, X'  &ant 
d6duit de X par une extension du corps des scalaires, on a d imH"- i (X ', t2x,/s) 
= d i m H ' - i ( x ,  f2~/s), d'ofi la conclusion. 

Corollaire 2.5. Avec les notations de 2.1, soit X un k-schdma propre et lisse 
relevable sur W2(k). Alors la suite spectrale de Hodge vers de Rham vHifie w u _  pii 
pour i + j  < p. 

La conclusion signifie que, pour n <p,  on a 

dim Hi(X, f2 ~) = dim H"oR(X/k). 
i + j = n  

La suite exacte courte de complexes 

O -~ r < vF , f2 "x ~ F , f2 "x ~ F , f2 x / z < pF , f2 "x ~ O 

fournit, pour  n < p, un isomorphisme 

Hn(X ', z < pt.Ox)-%Hn(X ', f . ~2"x)= H"oR(X/k) . 

Appliquant 2.2, on obtient, pour n <p, 

n - i , i . Z ~  n , ~H (X,fJx,) H (X,F,fJx) 
! 

et on conclut comme en 2.4. 
Voir 4.1.4 pour des g6n6ralisations de 2.4 et 2.5. 

Remarques 2.6. (i) Mumford [22] a donn6 des exemples de surfaces projectives 
lisses X / k  poss6dant des 1-formes globales non ferm6es. D'autres exemples ont 6t6 
donn6es ult6rieurement par Lang [19], Raynaud et Szpiro [11 ]. Ces surfaces ne se 
rel6vent done pas sur W2(k ). I1 en est de m~me, pour p = 2, des surfaces d'Enriques 
de type 0~2, pour  lesquelles la diff6rentielle d 1 : H~((_9)oH~(f2 ') est non nulle (cf. par 
exemple [13, II 7.3.8]). Voir aussi Suwa [26] pour une interpr6tation de la 
condition de d6g6n6rescence de (2.4.1) en E,  en termes de la structure de PicVPic ~ 
pour  les surfaces telles que 

x(~)- 1 + (bi/2) = O. 

(ii) Sous les hypoth6ses de 2.4, il n'est pas vrai en g6n6ral que la sym6trie de 
Hodge hU= h ~ soit valable (off h u = dimHJ(X, f2i)), cf. Serre [25, w 20]. 

(iii) Si X est un k-sch6ma lisse de dimension > p + 1, relevable en un sch6ma 
lisse sur W2(k) (voire en un sch6ma formel lisse sur W(k)), il n'est sans doute pas 
vrai en g6n6ral que F.f2"X/k soit encore somme, dans D(X'), de ses 3r Nous 
n'avons toutefois pas de contre-exemple. Nous ignorons m~me si, pour un tel X,  
suppos6 de plus propre, la suite spectrale de Hodge vers de Rham d6g6n6re en E r 
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(iv) Si X est un k-sch6ma lisse, nous dirons que le complexe F,f2"x/k est  

ddcomposable s'il est somme, darts D(X'), de ses ) f f i [_  i] (cf. 3.1). Si F.fd'x/k est 
d6composable, il en est de m~me de F.f2]./k pour Y 6tale sur X. Si F.f2"x/k et F.f2i,/k 
sont d6composables, F.f2ix • r)/k rest 6galement. Si pour tout n le morphisme 
naturel n 1 , | f2X,/k~f2X,/k admet une section, et que X se rel6ve sur Wz(k), un 
argument analogue ~ celui de 2.1 (a) montre encore que F.f2"X/k est d6composable; 
ceci s'applique si X est une vari6t6 ab61ienne sur k (la d6composabilit6 de F,f2"X/k 
dans ce cas nous a 6t6 signal6e par M. Raynaud, avec une autre d6monstration). 

Corollaire 2.7. Soient K un corps de caractdristique 0 et X un K-schdma propre et 
lisse. Alors la suite spectrale de Hodge vers de Rham 

(2.7.1) E~ j = HJ(X, (2 i) ~ H*R(X/K ) 

d~gdndre en E 1. 

La conclusion signifie encore que l'on a, pour tout n, 

(*) ~ hii=h ", 
i+j=n 

off h ~j = dim Hi(X, f2 i) et h" = dimH"og(X/K). On peut supposer X connexe, soit d sa 
dimension. Des arguments standard montrent qu'il existe un anneau A int6gre de 
type fini sur Z, un morphisme propre et lisse f :  X~Spec(A),  de dimension relative 
d, et un homomorphisme A - * K  tels que X = Y f |  Les faisceaux RJf.f2~/A, 
R"f.f2)/A sont coh6rents, donc, quitte ~ remplacer A par A[s -1] pour  s e A  
convenable, on peut supposer qu'il sont localement libres (donc de formation 
compatible /t tout changement de base), et de rangs constants, h ~j et h" 
respectivement. Soit T l'adh6rence sch6matique, dans Spec(A), d'un point ferm6 de 
Spec(A| c'est un sch6ma quasi-fini et plat sur Spec(Z). Choisissons un point 
ferm6 s de T en lequel Tes t  6tale sur Z, et tel que la caract6ristique p du corps fini 
k = k(s) soit > d. Si (9~ d6signe l 'anneau local de T e n  s, son id6al maximal m~ est 
engendr6 par p, et (9~/m~ = W2(k). Le sch6ma O0~"| ((fls/m 2) est un rel6vement lisse de 
Y'~=Ys174 Vu l'hypoth6se faite plus haut, on a dimk~,)HJ(Y'~,f2i)=h ij, et 
dimk~)H"oR(Y(Jk(s)) = h". Mais, comme d < p, la relation (*) est satisfaite d'apr6s 2.4. 

Coroilaire 2.8 (Raynaud). Avec les notations de 2.1, soit X un k-schOma projectif et 
lisse, purement de dimension d, relevable sur W2(k ), et soit L un faisceau inversible sur 
X. On fait rune des deux hypothdses suivantes: 

(i) L e s t  ample; 
(ii) d = 2 et L e s t  numOriquement positif (i.e. on a L . L > 0 et L . (9( D ) > 0 pour 

tout diviseur effectif D sur X) .  
Alors on a: 

(2.8.1) HJ(X, Oi|  pour i+j>sup(d ,  2 d - p ) ,  

(2.8.2) HJ(X, f2i| -~)=0 pour i+j<inf(d ,p) .  

Noter  que (2.8.1) et (2.8.2) sont 6quivalents par dualit6 de Serre. 
Le coeur de la d6monstration est le lemme suivant: 
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Lemme 2.9. Soient X un k-schema lisse, M un faisceau inversible sur X et b un entier. 
Supposons que Z<bF.O'x soit isomorphe, dans D(X'), fi un complexe ?t diff~rentielle 
nulle, et que 

(*) HJ(X,12~x|174 pour i + j < b .  

Alors on a 

HJ(X, Y2~x| pour i + j < b .  

Soit M '  sur  X '  d6duit  de M par  changement  de base. On  a F*M' = M | d'ofl, 
pa r  la formule  de project ion,  

j | Qi __H j , , i H ( X , M  |162 x ) -  ( X , M  |162 

pour  tout  (i,j). C o m m e  F.O" X est un complexe  de Cx,-modules (~t diff6rentielle 
(gx,-lin6aire), on peut  consid6rer le produi t  tensoriel  M'Q,x,F. f2"  x, et on a une suite 
spectrale 

E~J=HJ(X ', M'| ~ ni+J(X,,M,Qr 

L'hypoth6se  (*) implique donc  que H"(X', M'| = 0 pour  n < b. Mais,  pour  
n<b, on a 

n"(x ' ,  M'  |  n"(x ' ,  M'  Qex,r < bF,f2"x) . 

Or  on dispose, pa r  hypoth6se,  d 'un i somorph i sme  de D(X') 

i<(~b f2ix,[--i]~z<bF,O'x. 
P a r  suite, pour  n < b, on a 

O=H"(X ' ,M |  ', ' i ' " M |162 

Puisque (X', M')  sr d6duit de (X ,M)  par  le changement  de base Fs: S-~S, on a 
aussi 

H"- ' (X,  M | exY2~x) = 0 

pour  n < b e t  tout  i. 
P rouvons  (2.8.2). D 'apr6s  2.1, pou r  b < p, z < bF .Qx est i somorphe ,  dans  D(X'), ii 

un complexe  ~ diff6rentielle nulle. Sous l 'hypoth6se (i), on a HJ(X, |174174 = 0 
pour  N assez grand  e t j  < d, en part iculier  pou r  N = p" avec n assez grand  et i + j  < d. 
Soit M le dual  de L. Appl iquant  2.9 aux M | et f ib = inf(p, d), on obtient  (2.8.2) 
l 'issue d 'une  r6currence descendante  s u r n .  Sous l 'hypoth6se (ii), on a encore  
HJ(x, Y2~| | = 0 pour  N assez grand et i+j  < 2. En  effet, c'est trivial pou r  
i = j = 0 ;  p o u r j  = 1, i = 0 ,  l 'assert ion est due ~i Szpiro [21, Prop.  2]; enfin, p o u r j  = 0, 
i = 1, elle d6coule du fait que, pa r  R iemann-Roch ,  la d imension  de H~ L | tend 
vers l 'infini quand  N tend vers l'infini. On  conclut  alors c o m m e  dans  le cas (i). 

Remarques 2.10. (i) L'id6e d 'ob ten i r  des rbsultats d 'annula t ion  pa r  rbcurrence 
descendante  sur des Frobenius6s est due fi Szpiro (cf. [27, 28, 21]). Pa r  ailleurs, 
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Esnault et Viehweg [7] ont montr6 r6cemment que, sur C, il existe un lien 6troit 
entre la d6g6n6rescence en E1 de certaines suites spectrales de type ~Hodge vers 
de Rham>~ et des th6or6mes d'annulation ~ la Kodaira. 

(ii) Raynaud [24] et Szpiro [9] ont construit des exemples de couples (X, L), o/1 
X/k  est une surface projective lisse et L un faisceau inversible ample sur X tels que 
HI(X,L-1)+O. Ces surfaces ne se rel6vent donc pas sur W2(k ). 

(iii) Soit X un k-sch6ma lisse. On verra en 3.6 que si X ne se rel6ve pas sur 
Wz(k), alors z <= 1 F .  f2"X/k-- eta  fortiori F.  f2"X/k -- n'est pas isomorphe, dans D( X'), ~ un 
complexe ~ diff6rentielle nulle. Cette ~pathologie~> peut atre invisible au niveau de 
la suite spectrale de Hodge ou d'6nonc6s d'annulation ~ la Kodaira: pour p > 7, 
Raynaud sait construire, par la m6thode de Godeaux-Serre [25], une surface X 
lisse et projective sur Fp, ne se relevant pas sur Z/p z, et telle que: a) la suite spectrale 
de Hodge vers de Rham de X d6g6n6re en E1 b) tout faisceau inversible ample sur 
X satisfait au th6or+me d'annulation de Kodaira-Akizuki-Nakano. 

Corollaire 2.11 (Kodaira-Akizuki-Nakano [1, 18], Ramanujam [23]). Soient K un 
corps de caractOristique O, X un K-schOma projectif lisse, purement de dimension d, et 
L un faisceau inversible sur X. On suppose que Les t  ample, ou que d =2  et que Les t  
numdriquement positif. Alors on a 

HJ(x, Qi@L)=O pour i + j > d  

( ou, ce qui revient au mOme, par dualitO de Serre, H J( x ,  f2i | L - 1) = 0  pour i + j < d ). 

On d6duit 2.11 de 2.8 comme on a d6duit 2.6 de 2.1 ; nous omettrons les d6tails 
(pour le cas num6riquement positif, cf. [21, p. 42]). 

Corollaire 2.12 (eLefschetz faible~), cf. Berthelot [2]). Avec les notations de 2.1, soit 
X un k-schdma projectif et lisse purement de dimension d, et D C X un diviseur lisse. 
On suppose X et D relevables sur W2(k) et D ample. Alors la flOche de restriction 
H"oR(X/k)-~ H"oR(D/k) est un isomorphisme pour n < inf(p, d ) -  1 et une injection pour 
n = inf(p, d ) -  1. 

Le noyau f2x(logO)(-O ) de f2x~O b [cf. 4.2.2(c)] admet un d6vissage 
(~filtration par le poids>>) 

0 ~f2x( -- O)~f2x(logO ) ( -- O)--, f2j~- 1( _ D )~0 .  

La conclusion de 2.12 signifie que 

n"(x ,  f2"x(logO)(-O))=O pour n<inf(p,d). 

On applique 2.8/l (X, Cx(D)) et (D, (gD(D)). 

3. Gerbes de rel~vements et de scindages, 
et d6eomposition du complexe de de Rham (cas g6n6rai) 

3.1. Soit A une cat6gorie ab61ienne. Nous dirons qu'un objet K de Db(A) est 
d~composable si K est isomorphe (dans Db(A)) ~ un complexe h diff6rentielle nulle. 
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Pour que K soit d6composable, il faut et il suffit qu'il existe, dans D(A), des 
morphismes fi:HiK[ - i]-~K tels que Hi(f~) soit l'application identique de HiK 
(cette condition est n6cessaire, car v6rifi6e par ( ~  HiK[-  i], et suffisante, car les f/ 
induisent un isomorphisme ( ~  H~K[- i]-~K). Si K est d6composable, on appelle 
ddcomposition de K un morphisme f = ~ , f ~ : ( ~ H i K [ - i ] ~ K  tel que Hif soit 
l'application identique de H~K. 

Soit K un complexe d6composable tel que K i = 0 pour i 4= 0, 1. Une d6composi- 
tion de K est enti6rement d6termin6e par la donn6e de fl :H~K[ - 1 ] ~ K  tel que 
H~fl soit l'identit6 (fo est donn6 par l'injection H~ ~ K~ Le triangle distingu6 

H~ K'-* K"* H1K[-- 1] 

fournit la suite exacte 

0 ~ H o m ( H 1 K [ -  1], H~ 1], K) " ,Hom(H1K, H~K), 

qui montre que l'ensemble des d6compositions de K est un espace affine sous 
Hom(H1K[ - 1], H~  Extl(H1K, H~ (image inverse par a de Id). 

3.2. Soient (T, (9) un site annel6 et K un complexe de (9-modules sur T avec K i = 0 
pour i 4= 0, 1. On suppose que oCgiK est localement libre de rang fini; la projection 
de K i sur ~ I K  admet donc localement une section. On suppose en outre que la 
projection de K ~ sur Im(d) admet aussi localement une section. 

Soit sc'(K) la cat6gorie fibr6e suivante sur T: un objet sur U est un scindage (sur 
U) s : ~ I K ~ K  1 de la projection de K 1 sur ~ I K ;  une fl6che de s' dans s" est un 
homomorphisme h:JFIK-~K ~ (sur U) tel que s"=s'+dh. Si s' et s" sont deux 
objets sur U, les morphismes de s' dans s" forment un faisceau sur U: sc'(K) est un 
pr6champ (en groupo'/des). De plus, les hypoth6ses faites sur K impliquent que: 
a) tout U admet un recouvrement R tel que la cat6gorie fibre sc'(K) (R) soit non vide 
b) deux objets quelconques de sc'(K) sont localement isomorphes. Le champ 
associ6 au pr6champ sc'(K) est donc une gerbe (Giraud [12, IIIw 2]), la gerbe des 
scindages de K, not6e so(K). 

Pour tout objet s de sc(K), ~om(s, s) est le faisceau ab61ien J & m ( ~ K ,  ~~ 
La gerbe sc(K) admet un objet global i si et seulement si sa classe [12, IV 3.1, 3.5] 

el sc(K) ~ H2(T, 9rFom(~lK, 9~~ = ExtZ(~ lK,  )f~~ 

est nulle. Si tel est le cas, l'ensemble des classes ~ isomorphisme pros d'objets 
globaux de sc(K) est un espace affine sous Hl(T,~om(~lK, Jf~ 
= Ext 1 (~r 1 K, ~ ~  (sis et t sont deux objets globaux, leur ~diff6rence>> t -  s est la 
classe du torseur des isomorphismes locaux de s sur t, cf. [12, III 2.2.6]). 

Notons par ailleurs 

e(K) e Ex t2 (~ IK,  J~'~ 

la classe d6finie par le morphisme de degr6 1 du triangle distingu6 

+1 
~ ~  1] ~. 

1 Voir 3.3 (b) pour une description des objets globaux 
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On a e(K) =0  si et seulement si K est d6composable (3.1). On a vu d'autre part que, 
si K est d6composable, l'ensemble des d6compositions de K est un espace affine 
sous Exr (Je~IK, WOK). 

Proposition 3.3. Avec les notations pr~c~dentes: (a) On a 

cl sc(K) = - e(K). 

(b) II existe une bijection affine canonique ~, d~finie ci-dessous, de l' ensemble des 
classes it isomorphisme prks d' objets globaux de sc(K) sur rensemble des dkcomposi- 
tions de K, induisant l'identit~ sur le groupe des translations Extl(~Vf~K, W~ 

Prouvons (a). Choisissons un hyperrecouvrement U.~T, sur Uo une section 
f :~Vf iK~K ~ de la projection de K ~ sur ~f~K, et sur U~, g : ~ , ~ K ~ K  ~ tel que 
d*f -d~ f=dg .  Alors h=d*g-d'~g+d*g est un 2-cocycle de U. ~i valeurs dans 
~r  Jr~ dont l'image dans H2(T, ~Vfom(3r ~ IK, Yf~ est cl sc(K) (cf. [12, 
IV 3.5]). D'autre part, avec la convention de signe de [J.-L. Verdier, Catdgories 
d6riv6es, Etat 0, p. 269, dans SGA 4 1/2, Springer Lecture Notes 569], e(K) est la 
classe du morphisme ~compos6~> 

Y r ' K [ - I ] ,  ~ ~ - " ~ , W O K [ I ]  ' 

off 

E=(~VfOK---~K~ d-~ K 1) 

est le c6ne (concentr6 en degr6s - 1, 0, 1) de 3r176 q le quasi-isomorphisme 
donn6 par la projection de K 1 sur Jf~IK, et pr la projection 6vidente. Posons 
M = ~r176 N = ~vte 1 K, et notons N le dual de N. La classe e(K) est encore l'image de 
IdN ~ H~ N|  dans H2(T, N |  = H2(T, Ytbm(~lK, WOK)) par le morphis- 
me compos6 

-IdN@pr 
HO(T,~|  q HI(T,I~| , H2(T,N| 

Or 

c = (h, - g ,  f ) ~  (~(U.,/V| = (~2(U., N |  ~(U.,-~r|176 ~~ N |  ~) 

est un 1-cocycle, d'image IdN par q, et --h par - IdN|  Donc e(K)= - c l  sc(K). 
Construisons maintenant a. Soit s u n  objet global de sc(K), d6crit par un 

hyperrecouvrement U. ~ T, sur U o une section f :  3(f~ K ~ K 1 de la projection de K 
sur W 1K, et sur Ul, h : W 1K ~ K ~  tel que d* f -  d* f = dh et d ~ h -  d*h + d~h = 0. 
Alors 

(h, f ) :  ~r (U., K) = c~l(U, K~176 K')  

est un morphisme de ~ t~IK[-1]  dans c~(U.,K), dont l'image a(s) dans 
Hommr)(3f~K[--1] ,K)  est une dScomposition de K. Par des arguments ana- 
logues ~t ceux de la preuve de 2.1 (d), on v6rifie que a(s) est ind6pendant des choix 
de (U., f,  h), et ne dSpend que de la classe de s ~t isomorphisme prSs. I1 reste ~t 
v6rifier que, si t est un second objet global, on a a( t ) -~(s)=t-s  dans 
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Ext ~ (3r ~ ~  On peut supposer que test  d6crit par (U., g, k) et qu'on a, sur 
Uo, u:~ ' f~IK~K ~ tel que g - f = d u .  Le carr6 

h 
d* f , d* f 

"l 1 dlU d~u 
k 

d*g ~ d*g 

fournit 

v=d~u+k-h-d*u:~,vt~lK--*J~f~ sur Ui ,  

un 1-cocycle de U. ~i valeurs dans ~,~om(~lK,~f~ dont l'image dans 
HI(T, .~om(WiK,  WOK)) est (avec des conventions ad6quates) la classe de t - s .  
Avec les notations ci-dessus, on a alors 

(k, g) - (h, f )  = v + du : JFI K-*C~(U., K) ,  

off u est consid4rh ici comme fl4che de W1K dans ~~ et d dhsigne la 
diff6rentielle totale du complexe c~(U., K). On a donc bien a( t ) -a(s )=  t -  s, ce qui 
achhve la dhmonstration de (b). 

3.4. Soient S un schema de caract4ristique p >0, X un schhma lisse sur S, et 
F : X - - . X '  le Frobenius relatif (1.1). Supposons donn6 un sch6ma S plat sur Z/p 2 
dont S est la r4duction modulo p. On se propose de d6crire la gerbe des scindages 
de K =  z=< 1F.f2"x/s en termes de relhvements de X' sur S. 

Pour tout schhma Y lisse sur S, la gerbe des rel~vements de Y sur S, nothe 
Rel(Y, ~), est la gerbe sur Y ayant pour objets sur un ouvert U les sch6mas 0 plats 
sur S ayant U pour r6duction modulo p (i.e. munis d'un isomorphisme de leur 
rhduction modulo p a v e c  U). Un morphisme 0 ' - o ~ "  est un morphisme de 
~-schhmas, de r6duction modulo p l'identith. Le faisceau des automorphismes d'un 
quelconque rel~vement de U est le faisceau ab61ien Ov/s=3fom(12~/s,(_gv) des 
champs de vecteurs relatifs sur U. 

Th6or6me 3.5. II existe une ~quivalence de gerbes canonique, ddfinie ci-dessous, 

�9 : Rel(X', g)-,sc(z_< iF.[2~/s) , 

induisant ridentit~ sur les faisceaux d'automorphismes des objets. 

(Noter que, pour les deux gerbes consid6r~es, le faisceau des automorphismes 
d'un objet est le faisceau Ox./s des champs de vecteurs relafifs.) 

Tenant compte de 3.3, on en d6duit: 

Corollaire 3.6. (a) Pour que X '  admette un rel~vement sur S, il faut et il suffit que 
z <= 1F.O'x/s soit d~composable. 

(b) Si tel est le cas, ~ o q~ est une bijection affine de rensemble des classes d 
isomorphisme pros de reldvements de X'  sur S sur l'ensemble des ddcompositions de 
z < 1F,f2"x/s, induisant ridentit~ sur le groupe des translations 
F~t l(~lF,t2"x/s,  ~~ (isomorphe, par Cartier, ?~ Extl(OJ:'/s, (gx') 
= H ~ ( X  ', o)). 
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Les arguments de 2.1 (a) et de la preuve de 2.3 donnent aussi: 

Corollaire 3.7. (a) A tout reldvement de X'  sur S est associd canoniquement un 
isomorphisme de D(X') 

i @ Qx'/s[ -- i] -~ r < pF, O'x/s 
i < p  

induisant C-1 sur g i .  
(b) Si X est de dimension relative <=p, si X '  se relive sur S, et si 

H p§ I(X', (f2~,/s) ~) = 0 (ce qui est le cas par exemple si S est affine et X propre sur 
S), alors F,Y2"x/s est d~composable, i.e. il existe un isomorphisme de D(X') 

--,F,f2x/s 
induisant C-  1 sur Of ~i. 

Ddmonstration de 3.5. Soient U un ouvert de X et U' un rel6vement de U'. I1 s'agit 
d'attacher (fonctoriellement) ~ U' un objet de sc(z=< 1F,f2"x/s) au-dessus de U. I1 
suffit de construire cet objet d6pendant d'un choix auxiliaire, et un syst6me transitif 
d'isomorphismes entre les objets attach6s ~ divers choix; il suffit m~me d'effectuer 
cette construction localement, de faqon compatible au recollement. Le choix 
auxiliaire est celui d'un rel6vement 0 de U sur ~ et d'un rel6vement F : U--* U' de F. 
De tels rel6vements existent localement. A (U,P) on attache le scindage s(U, F) 
suivant: 

p l f f * .  1 1 - (2C,ls~F,Ov/s 
* .  1 1 (cf. 2.1 (b)): comme F .Ov , / s~F,~v /s  est nul, l'image de F~*'.~o,/s~F,Oo/~l ~ ~ est 

contenue dans pP,Otv/s; on v6rifie facilement, par localisation 6tale et r6duction au 
cas off U est l'espace affine type A~ = S[t~,..., t,], U' le rel6vement canonique A~ de 
U', et P donn6 par t~-~tf, que p - l p ,  rel6ve l'isomorphisme de Cartier 
C - 1  1 -- 1 " :f2v,/s~oVg F, Ov/s, donc que s(U, F)est bien un scindage de ~ 1F, Ox/s sur U. 

Pour U donn6, les rel6vements F de F forment un espace affine sous 
H~ E*Ov./s ) et chaque D ~ H~ F*Ov,/s ) d6finit H(D) : O~:,/s~F,(9. De ce que 
clF = 0 r6sulte que, pour tout automorphisme a du rel6vement U, on a ~V o a = F. 

Construisons un syst6me transitif d'isomorphismes entre les s(U, if). Soient 
deux choix (U i, Fi) (i= 1,2). Localement, les rel6vements 01 et 02 de U sont 
isomorphes. Choisissons localement un isomorphisme u: 0~ ~ O z. Le rel+vement 
if2 ~ u de F ne d6pend pas de u; il se globalise donc en un rel+vement de F encore 
not6 F 2 o u : U I ~ U  2. On a s(Uz, P2)=s(Ol,  P2ou). D'autre part, si D est la 
diff6rence entre/71 et Pa o u (i.e. F2 ~ u--P~ =pD), on v6rifie que 

s(Uz, ff2)-- s(O~, ffl) = dH(D). 

On prend H(D) comme isomorphisme de s(O~, F~) sur s(O~,-Fz). C'est le syst6me 
transitif d'isomorphismes voulus, et q,(O') est la ~valeur commune)> des s(U, F). 

Siv : O'~ ~ O~ est un morphisme de rel6vements de U', chaque choix auxiliaire 
(U, 1 ~) pour 0~ en d6finit un, (U, v o if) pour U~. On d6finit ~(v) par le diagramme 
commutatif 

s(O, P) s(& v o P) 
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En particulier, pour ~' ~' U 1 ---~ U2, ~)(v) est compos6 de F: (gv" c_, F,(gu et de la diff6rence 
v -  Id : f2~:,~(gv,. 

I1 est clair que r est un morphisme de gerbes. Induisant l'identit6 sur les 
faisceaux d'automorphismes des objets, c'est une 6quivalence. 

Remarque3.8. L'homomorphisme tp~:f2~;/s[-l]--,F,f2"x/s de 2.1 (ou de sa 
variante 2.2(i)) ne d6pend en fait que de )~ : avec les notations de 3.3 et 3.5, on a 

Si )~1,_~2 sont deux rel6vements de X, ~o~ -tp~, est donc la classe, dans 
HI(X ', Ox,/s ), de la diff6rence (X'2- X' O. 

Remarque 3.9. Soit Sun  rel6vement de S sur Zip 2. D'apr6s 3.5, la gerbe Rel(X', S) 
est ind6pendante de S: c'est sc(z<lF.O'x/s). Montrons comment v6rifier cette 
ind6pendance directement. Soient ~1 et ~2 deux rel6vements de Set  T: = $1 LI s $2 
leur somme amalgam6e. Le faisceau structural de Si est une extension de (9 s par un 
id6al de carr6 nul Ii et (9 Tes t  une extension de (9 s par 11@12, avec encore 
(11@12)2=0. La multiplication par p de (9~, (resp. (97.) se factorise par un 
isomorphisme de (gs-modules (gs~I~ (resp. par l'application diagonale 
(gs~I~ @I2)- Soit T la r6duction modulo p de T. Le faisceau structural (gt 6tant 
extension de (gs par un id6al de carr6 nul, le Frobenius de T se factorise par S: on 
dispose d'un diagramme commutatif 

~i, ~S ~ , S  

Y 
T ,  ~ T - - 5 ~  

et donc, en particulier, d'un rel6vement f * X  de X ' =  F*X sur T. Pour i=  1, 2, la 
somme amalgam6e Tes t  encore la somme amalgam6e, sur S, de T et de Si. Le 
foncteur ~dmage inverse sur ~i ~> est donc une 6quivalence de la gerbe des 
rel6vements de f * X  sur T avec celle des rel6vements de X' sur Si. Composant ces 
6quivalences (i= 1, 2), on obtient une 6quivalence Rel(X', ~I)~Rel(X',  ~2). 

4. Compl6ments et variantes 

4.1. Ddg~n~rescence relative 

4.1.1. Soit S u n  sch6ma de caract6ristique p > 0  et f :  X - , S  un morphisme lisse. 
Deux suites spectrales aboutissent ~t R*f, t2"x/s: (i) la suite spectrale de Hodge 

E~ j = gJf, t2ix/s ~ R' + Jf, t2x/s ; 

(ii) la suite spectrale conjugude 

i j _ _  i t j �9 " " c E 2 - R f ,  gff F,Qx/s ~ R~+Jf, Qx/s 
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(off f ' : X ' ~ S  est d6duit de f par le changement de base Fs: S-*S, et F = Fx/s) (cf. 
Katz [16, w Le terme initial de (ii) se r6crit d'ailleurs, grfice fi Cartier, 
cE~= Rif.f2Jx,/s. 

Proposition 4.1.2. Avec les notations pr6c6dentes, supposons f de type fini, et S local 
artinien, de point fermd se t  de corps rdsiduel k. Pour T-*S, on note fT : XT-* T l e  
morphisme d~duit de f par le changement de base T-* S. Soit nun entier et supposons 
que : 

(a) pour i+ j=n ,  les HJ(x~,o i) sont de dimension finie sur k; 
(b) pour tout sous-sch~ma ferm~ T de S, la suite spectrale conjugu~e relative d fT' 

v&ifie d-'2 K;'ij - -  - -  c~"~oo l~ij pour i +j  = n. 
Sous ces hypotheses, la suite spectrale de Hodge v&ifie E~ j = E~ pour i +j  = net  

les E~J=RJf.f2ix/s sont, pour i + j = n ,  libres de formation compatible d tout 
changement de base. 

Soit A l'anneau de S. Le faisceau f2'x/s 6tant S-plat et le morphisme f de type 
fini, Rf.f2ix/s est d'amplitude plate finie (SGA 6 III 3.7.1), donc isomorphe fl un 
complexe born6 K~ de A-modules plats (donc libres). Pour tout S-sch6ma T, 

i RfT.OX,/T est d6duit de Ki par changement de base de S fi T (SGA 6 III 3.7). En 
particulier, HJ(X,, f2 i) = HJ(Ki| k). I1 s'ensuit, par d6vissage de A comme A-mo- 
dule, que l'on a 

(4.1.2.1) lg R J f ,  Qix/s <= h 'j lg A, 

off h ij = dimkHJ(X,, f2*) et lg d6signe la longueur comme A-module. Grfice fi (a), les 
A-modules R~f.f2'x/s sont donc de longueur finie pour i+j  = n. De plus, on peut 
supposer K~ minimal, i.e. tel que K~| k soit fi diffbrentielle nulle: d6composant 
Ki@ a ken  somme d'un complexe fi diff6rentielle nulle et d'un complexe acyclique, 
on peut trouver un sous-complexe K' de K~, somme de complexes de la forme 

O - * E - - ~ E ~ O  et facteur direct de K~ degr~ fi degr~, tel que (K.]K')QAk soit fi 
diff~rentielle nulle; il suffit alors de remplacer Ki par Ki/K'. Pour un couple (i,j) tel 
que i + j =  ne t  K~ minimal, l'~galit6 dans (4.1.2.1) ne peut atre atteinte que si les 

diff6rentielles K{ -1 dJ- , ,Ki  dJ _igJ+l sont nulles (car lglmdJ-~+lgHJ(Ki)  
+ lg Im d j = lgKi = h ~j lgA), auquel cas RJf.f2~c/s est libre de formation compatible fi 
tout changement de base. 

Comme les E] j sont des A-modules de longueur finie pour i+ j  = n, l'6galit6 
E o _  ~J  6quivaut hce  que l'Ogalit6 soit atteinte dans l'in6galit6 

(4.1.2.2) lgR"f,O'x/s < ~ lgRJf, O~x/s. 
i + j = n  

D'autre part, X'~, d6duit de X~ par une extension du corps de base, a m~mes 
nombres de Hodge h ~ que X~. D'apr6s la premi6re partie de l'argument ci-dessus, 
les cE~ = Rif.O{,/s sont donc aussi des A-modules de longueur finie pour i + j  = n. 
D'apr6s (b) (pour T =  S), on a donc 

(4.1.2.3) IgR"f,O'x/s= Y, lgRif ,  OJx,/s. 
i + j = n  
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Si S est le spectre d'un corps, (4.1.2.3) implique l'6galit6 dans (4.1.2.2), et 4.1.2 en 
r6sulte. Soit m l'id6al maximal de A. Prouvons par r6currence sur un entier N > 1 
que 4.1.2 est vrai lorsque mS= 0. Le cas N = 1, A = k vient d'etre traitS. Si N > 1, il 
existe N' v6rifiant 1 < N ' < N ,  pN'>N.  Pour  un tel N', l 'endomorphisme de 
Frobenius Fs de S se factorise par T=  Spec(A x), A1 = A~ raN': 

X F ~'X' ~'XT ( ~'X 

S ~ T c ~S. 

L'hypoth6se de r6currence s'applique h Xr/T:  pour  i+ j=  n, R~f, OixT/r est libre de 
rang h i J, de formation compatible fi tout changement de base. En particulier 
(changement de base S ~ T), R J f ,  f2~x,/s est libre de rang h ij, et l'hypoth6se cE~ = cE~ 
pour  i+j  = n assure que R"f,  t2"x/s est libre, de rang ~ h ij d'apr6s (4.1.2.3). Les 

i+j=n 
in6galit6s (4.1.2.1) et (4.1.2.2) sont donc des 6galit6s et 4.1.2 en r6sulte. 

Remarque 4.1.3. Soient f :  X ~ S  comme en 4.1.1 et b u n  entier. L'hypoth6se (a) de 
4.1.2 est v6rifi6e si f est propre. D'autre part, si Z<bF,Q'x/s es t  d6composable (3.1), 
l'hypoth6se (b) de 4.1.2 est v6rifi6e pour tout n < b. L'hypoth6se ~d6composable,  
est stable par changement de base car les 3r sont S-plats. I1 suffit donc 
de v6rifier c~2mJ-- c~o~riJ pour X/S  et i+j<b.  La d6composabilit6 de Z<_bF,f2"x/s 
assure que d~ j = 0 pour j < b, donc dans la r6gion i+j  < b requise. 

Coroilaire 4.1.4. Soient Sun schJma de caractOristique p > O, f :  X ~ S un morphisme 
propre et lisse et bun entier. On fair l'hypothkse que z<_bF,O'x/s est dJcomposable 
(3.1) dans D(X'). Alors: 

(i) Pour i+j  <_ b, les RJf, f2~x/s sont localement libres de type fini, de formation 
compatible ?t tout changement de base; 

(ii) la suite spectrale de Hodge de f vJrifie Eil j = E% pour i+j  < b. 

Des arguments standard permettent successivement de supposer S affine, 
S =  Spec(A), puis A noeth6rien (6crire A comme limite inductive d'anneaux de 
type fini sur Z), noeth6rien local, complet, et enfin artinien local (6crire 
A=limprojA/m").  On applique alors 4.1.3 et 4.1.2 pour chaque n<b. 

Corollaire 4.1.5. Soit f comme en 4.1.4, et supposons que F.O'x/s soit d~composable 
dans D(X'). Alors les R~f.f2ix/s sont localement fibres de type tiM, de formation 
compatible dt tout changement de base, et la suite spectrale de Hodge de f d~g~ndre 
en E r 

I1 suffit d'appliquer 4.1.4 avec b >  2 dim(X/S). 

Remarque 4.1.6. L'6nonc6 3.7 fournit des conditions suffisantes assurant que 
l'hypoth6se de d6composabilit6 de 4.1.4 (ou 4.1.5) est v6rifi6e. On prendra garde 
que la condition de relevabilit6 porte sur X' et non X. Toutefois, si, pour ~ comme 
en 3.7, rendomorphisme de Frobenius F s de S adrnet un re16vement Fs ~i S, alors 
tout rel6vement X de X sur ~ d6finit, par changement de base par Fs, un 
rel6vement de X' sur S. Un tel rel6vement F~ existe par exemple si S est affine et lisse 
sur un corps parfait k de caract6ristique p, et S est un rel6vement de S sur WE(k). 
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4.2. POles logarithmiques 

4.2.1. Soient S un sch6ma de caract6ristique p > 0, X un S-sch6ma lisse, et D C X un 
diviseur/ t  croisements no rmaux  relatif. Soit O'x/s(logD) le complexe de de R h a m  
relatif/L p61es logari thmiques de long de D. On  a encore un isomorphisme de 
Cartier  (cf. Katz  [15, 7.2]): 

i t ~ i �9 (4.2.1.1) C -  1 : f2X,/s(lOg D ) ~  ~ F.f2x/s(logD)" 

Plus g6n6ralement, soient A, B, et D = A + B  des diviseurs /t croisements 
no rmaux  relatifs sur X (A et B sont donc  transverses l ' un / l  l'autre), et posons 

(4.2.1.2) ~'x/s(A, B): = f2x/s(log D) ( -  A). 

On  v6rifie par  un calcul local (r6duction au cas off X = S[t] est la droite affine sur S 
et D l e  diviseur (t)) que l ' inclusion 

f2"x/s(logO ) ( - p A ) ~ f2"x/s(A, B) 

est un quasi- isomorphisme. Son image directe par  F .  est un quasi- isomorphisme 

(F , f2"x/s(logD)) ( -- A ' ) ~  F ,O'x/s(A, B) . 

Par  composi t ion avec (4.2.1.1) tensoris6 avec C ( - A ' )  on  obtient donc  un 
isomorphisme 

(4.2.1.3) C-1"  i , , - i �9 . f2x,/s(A, B ) ~  F,f2x/s(A, B). 

Remarques4.2.2. (a) La  d6finition (4.2.1.2) garde un sens sur une base S 
quelconque.  Pour  X la droite affine sur S, de coordonn6e t, D le diviseur (t), on a 

t2"x/s(logD)=((gs[t]~(gs[t]d---~), 

f2"x/s(logD ) ( - D) = (t(gs[t ] ~ (gs[t]dt) . 

Soient a, b, c des entiers > O, n = a + b + c, et pour  I < i < n, Eila droite affine sur 
S, de coordon6e t i, D i le diviseur (t~). Soient X = E1 Xs ... • E, et D= A + B le 

diviseur d6fini par  A = ~ pr 7 I(Di), B = ~ pr f  t(DI). Alors f2"x/s(A, B) est 
1 <--i<~a a +  1 < i ~ a + b  

produi t  tensoriel externe des f2"E,/s(logDi) ( -  Di) pour  1 < i_< a, des f2"~,/s(logDi) pour  
a + l  <=a+b, et des s pour  i > a + b .  

(b) Soit (X,D) comme en 4.2.1, avec X de dimension relative n sur S. Le 
complexe F,f2"x/s(logD ) est auto-dual ,  pour  une dualit6 fi valeurs dans g2"x,/s(logD' ). 
D'aut re  part, le dual de Serre de F,f2x/s(A, B) (dualit6 fi valeurs dans f2"x,/s ) est 
F.O'x/s(B, A). 

(c) Soient S u n  sch6ma, X un S-sch6ma lisse, et D u n  diviseur/ l  croisements 
no rmaux  relatif somme de diviseurs lisses distincts D i (1 <i<r) .  Alors la suite 

0-4 f2x/s(log O) ( - D ) ~  12"x/s --* ( ~  O'o,/s ~ ( ~  f2"o, ~ Dj/S ~ . . . 
t i < j  
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est exacte (v6rification locale, fi l'aide d'une d6composition fi la Kfinneth, comme 
en(a)). Le quotient O'x/s/O'x/s(logD)(-D ) est le complexe de de Rham t<fi la 
Sullivan>> de D: formes diff6rentielles sur les D~ qui se recollent. Pour S = SpecC, il 
fournit une r6solution du faisceau constant C sur l'espace analytique associ6 h D; le 
complexe t2x/c(logD ) ( -  D) calcule doncj,C, o6j :  X -  D ~ D est l'inclusion. On sait 
d'autre part que f2j/c(logD ) calcule Rj .C  (cf. [6, 3.1.8]). Plus g6n6ralement, si X est 
une vari6t6 analytique complexe, et A, B, D = A + B des diviseurs fi croisements 
normaux sur X, 

on vbrifie que l'on a 

X - A  cjA ~ X 

J~t JJB 
X - - D  cj~ ~ X - B ,  

o~(z ,  B) = RjA,RjB,C = RA,RjA,C,  

avec f2x(A, B) d6fini comme en (4.2.1.2). 

4.2.3. Les 6nonc6s 2.1, 2.3, 2.4, 3.5, 3.6, 3.7, 3.8 ont des variantes ~<h p61es 
logarithmiques>>. On d6finit encore une 6quivalence de la gerbe Rel(X', D', S) des 
rel~vements de (X', D') sur ~ avec la gerbe des scindages de z_< 1F.12x/s(logD). On ne 
considbre que des rel~vements (X',/3') off/3' est encore un cliviseur fi croisements 
normaux relatif, le faisceau Ox,/s est remplac6 par le dual Ox,/s(-logD') de 
12"x,/s(logD'), et, pour un choix (local) d'un rel~vement (~',/3) de (X, D), on ne 
consid6re que les rel6vements P tels que F-1(/3,)=p/3. De plus, tout rel~vement 
global de (X', D') fournit une d6composition canonique de z < vF.f2x/s(logD) et une 
d6composition (non canonique) de F.f2x/s(logD ) si X est de dimension relative 
__< pet  si H v + I(X', (f2~,/s(logD')') = 0 (ce qui est le cas par exemple si S est affine et 
X propre sur S) (autodualit6 de F,I2"x/s(logD), 4.2.2 (b)). 

Si D = A + B comme en 4.2.1, une telle d6composition fournit une d6composi- 
tion analogue pour F.Ox/s(A, B) (quasi-isomorphe fi (F.f2x/s(logD))(--A')). 

Soient f : X ~ S  propre et lisse, D = A + B  comme en 4.2.1, b un entier, et 
supposons que Z<_bF.f2"x/s(logD ) soit d6composable. Alors on v&ifie comme en 
4.1.4 que, pour i+ j  < b, les RJf.12~/s(A, B) sont localernent libres de type fini, de 
formation compatible fi tout changement de base, et que la suite spectrale 

i+ j  E~3=RJf, f2ix/s(A,B) ~ g f ,  ax/s(a,B) 

v6rifie E~ j = E~ pour i + j  ~ b. 
Par un argument similaire ~i la preuve de 2.6, on en d6duit: 

Corollaire 4.2.4. Soient X un schema propre et lisse sur un corps K de caract&istique 
nulle et D = A + Bun  diviseur fi croisements normaux sur X. Alors la suite spectrale 
de Hodge 

E~/= nJ(x, O~/~(Z, B)) ~ n'+ J(x, O'X/K(A, n)) 

d~.gEndre en E 1. 
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Le cas particulier A = 0  fournit une nouvelle drmonstration du rrsultat de 
drgrnrrescence [6, 3.2.13 (ii)]. 

4.2.5 I1 n'est pas difficile de transposer dans le cadre des espace algrbriques de M. 
Artin (cf. Knutson [17]) les rrsultats principaux de cet article, notamment 3.5 ~ 3.7 
et leurs variantes 4.2.3. 
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