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0.1. Soit Gun  groupe de Lie r6el compact connexe, et soit H u n  sous-groupe ferm6 
de G. Les conditions suivantes sont 6quivalentes: 

(1) Dans toute repr6sentation continue irr6ductible de G, l'ensemble des vecteurs 
invariants par H forme un espace vectoriel de dimension < 1. 
(2) La multiplicit6 dans LZ(G/H) de toute repr&entation continue irr6ductible de 
G, est < 1. 
(3) Le crochet de Poisson de deux fonctions cgo~ G-invariantes sur le fibr6 
cotangent de G/H, est toujours nul. 

Que (1)r162 est g6n6ralement attribu~ ~t Frobenius; pour (2).~(3) voir 
V. Guillemin-S. Sternberg [7]. Si H v~rifie les conditions (1), (2), (3) on dit que H est 
un sour-groupe sph6rique de G, et aussi que l'espace homog6ne G/H est sph6rique. 
Bien entendu, cette terminologie est inspir6e du cas particulier G = SO(n + 1, R) et 
H =  SO(n,R). I1 est bien connu que les espaces homog6nes sym&riques sont 
sph&iques, mais il y e n  a d'autres: voir l'article [9] de M. Krfimer, dans lequel sont 
classifi6s les sour-groupes sph&iques des groupes de Lie compacts simples. 

0.2. I1 est naturel de consid6rer la situation alg6brique analogue, off G est un 
groupe alg6brique r6ductif connexe et off H est un sous-groupe alg6brique de G (le 
corps de base &ant alg6briquement closet de caract&istique nulle). Les conditions 
suivantes, toutes 6quivalentes, remplacent alors les conditions (1), (2), (3): 

(1') Quel que soit le G-fibr6 en droites L sur G/H, la multiplicit6 dans H~ L) 
(l'espace des sections globales de L) de toute repr6sentation rationnelle 
irr6ductible de G, est < I. 

(2') Le groupe H a une orbite ouverte dans l'espace des drapeaux de G. 
(3')Le groupe H n'a qu'un nombre fini d'orbites dans l'espace des drapeaux de G. 
(4') Quelle que soit la G-vari6t6 alg6brique Z et quel que soit z ~ UZ (l'ensemble des 

points fixes de H dans Z), G n'a qu'un hombre fini d'orbites dans G .z  
(l 'adh&ence dans Z de l'orbite de G passant par z). 
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Pour  (1'),**-(2') voir E.B. Vinberg-B.N. Kimel'feld [-22]; pour (2')0(3') [4]; pour 
(2')0(4') F.J. Servedio [20] ou [12]; enfin pour (4')~(1') voir D. Ahiezer [1]. Si H 
v6rifie les conditions (V), (2'), (3'), (4') nous dirons que H est un sous-groupe 
sph6rique de G, et que l'espace homog6ne G/H est sph~rique. Les sous-groupes 
sym6triques, c'est-fi-dire les sous-groupes form6s des points fixes d'un automor- 
phisme involutif, sont sph6riques (voir [23]). Les exemples de M. Krfimer (loc. cit.) 
fournissent d'autres sous-groupes sph6riques r6ductifs. Mais il y a aussi beaucoup 
de sous-groupes sph6riques non r6ductifs, par exemple ceux qui contiennent un 
sous-groupe unipotent maximal de G. 

0.3. Soit Gun  groupe alg6brique r6ductif connexe. Le w de notre article concerne 
la structure des G-vari6t6s alg6briques gdn6rales. 

Soit Z une G-vari6t6 alg6brique normale et soit z e Z. Supposons que l'orbite 
G. z soit une vari6t6 projective, autrement dit, supposons que le groupe d'isotropie 
G~ soit un sous-groupe parabolique de G. Choisissons un sous-groupe parabolique 
P de G, oppos6 /t Gz. D6signons par P" le radical unipotent de P. Posons 
L= Gs~P: c'est un sous-groupe de Levi de P, c'est-fi-dire Les t  r6ductif et P = LP". 
Le r6sultat principal du w est le suivant: 

Th6or~me (1.4). II existe des sous-vari~tks (localement fermkes) affines W de Z 
poss~dant les propri~t~s suivantes: 
1) W contient z et est stable par L; 
2) P". W e s t  ouvert dans Z;  
3) l'opkration de P" dans Z induit un isomorphisme de varidt~s algdbriques 
P" x W-~, P " . W. 

Le w se termine par deux applications de ce th~orSme (1.5 et 1.6). 

0.4. Dans le reste de l'article, nous appliquons les rSsultats du w fi l'Stude des 
espaces homog~nes sphSriques. 

Soit G un groupe alg6brique rSductif connexe et soit H un sous-groupe 
sphSrique de G au sens de 0.2. Fixons un sous-groupe de Borel B de G tel que BH 
soit ouvert dans G. DSsignons par P l'ensemble des s ~ G tels que sBH = BH: c'est 
un sous-groupe parabolique de G, qui contient B. DSsignons par ~+ + l'ensemble 
des fonctions rSguliSres f sur G telles que f -  l(O)= G - B H  (ensemblistement). Si 
f ~ ~+ +, notons d f(1)l'S15ment de la representation coadjointe de G obtenu en 
5valuant la diffSrentielle de f en l'S15ment neutre de G. Posons L I =  Gdi(1 ), et 
notons C I le centre connexe de L I. Les rSsultats principaux des ~ 2 et 3 sont les 
suivants: 

Th6or~me (2.4, 3.4 et 3.5). Quel que soit f ~ ~ + +, le groupe L f est un sous-groupe de 
Levi de P, et possOde les propri~t~s suivantes: 

1) LIc~H=Pc~H, et ce groupe est r~ductif ; 
2) le groupe ddriv~ de L I e s t  contenu dans H; 
3) quelle que soit la G-vari~t~ algdbrique Z et quel que soit z ~ ~Z, P". C ~r. z 

contient un ouvert non vide de toute orbite de G dans G. z. 

Disons deux roots sur la d6monstration de ce th6or6me: l'id6e consiste /t 
~compactifier~ G/H en le plongeant comme orbite dans un espace projectif 



Espaces homog6nes sph6riques 619 

judicieusement choisi, puis fi utiliser les r6sultats du w 1 pour un point d'une orbite 
ferm6e (donc projective) dans l'adh6rence de G/H. 

Dans le dernier w nous apportons quelques compl6ments: nous consid&ons 
d'abord bri6vement le cas des espaces homo g6nes sym&riques (4.1); puis, revenant 
au cas g6n6ral, nous montrons qu'un sous-groupe de P" op6re transitivement dans 
l'ensemble des sous-groupes de Levi de P qui poss6dent les propri&6s du th6or6me 
pr6c6dent (4.2). 

Mentionnons enfin que les r6sultats des ~ 2 4  sont motiv& par (et ont des 
applications dans) la th6orie des plongements des espaces homog6nes sph6riques, 
th6orie esquiss6e dans [12], 8.10; nous esp6rons revenir lfi-dessus dans des articles 
ult6rieurs. 

Nous remercions H. Kraft et G. Menzel, qui ont contribu6 fi am61iorer les 
d6monstrations du w (pour un &at ant6rieur, voir [11]). Nous remercions 
6galement F. Pauer, dont les exemples ([14], [15]) nous ont 6t6 pr6cieux. 

1. Structure locale au voisinage d'une orbite complete 

Nous suivons la terminologie et les notations de [3]. 

Soit G u n  groupe alg6brique r6ductif connexe (le corps de base k &ant 
alg6briquement closet de caract6ristique nulle). On d6signe par (~ l'alg6bre de Lie 
de G. 

1.1. Soit N u n  G-module rationnel de dimension time. On note N' le G-module 
dual de N. Si E est un sous-espace de N', on d6signe par E • le sous-espace de N 
orthogonal ~i E. Six ~ N -  {0}, on note ff la projection de x dans l'espace projectif 
~'(N). 

Choissons t/e N ' -  {0} et y e N -  {0} tels que les orbites G. q et G. y soient 
ferm6es dans IP(N') et P(N), et tels que (t/, y)  = 1. On pose P -- G~, et on note P" le 
radical unipotent de P. 

Lemme. Le sous-espaee vectoriel (ffJ . tl) 1 de N est stable par P, et 
N = ffi. y @ ( ~ .  t/) • 

Preuve. Puisque t/est un vecteur propre de P, ~ .  ~/et (~i. q 7 "  sont stables par P. 

Choisissons un tore maximal T dans Pc~G~ et notons t l'alg6bre de Lie de T. On 
6crit 

la d&omposition de ffi sous l'op6ration de T (R &ant le syst6me de racines). Pour 
~ R, d6signons par U" le sous-groupe connexe de G normalis6 par T dont 

l'alg6bre de Lie est @" et par G" le centralisateur dans G de la composante neutre de 
Ker(~t) ([3], w 13). 

On observe que P = G o et G~ sont deux sous-groupes paraboliques de G qui 
sont oppos6s (c'est-~i-dire Pc~G~ est un sous-groupe de Levi de P et G~). En effet, on 
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a G~,nG#=G~-~ off y | 1 7 4  si U~cG~nGo, on a aussi U~CGy| d'ofi 
TU~CGye. puisque <7,Y) = 1; comme TU ~ est un sous-groupe de Borel de G ", il 
s'ensuit que G~CGy| ce qui d6montre l'assertion. 

Si A est le sous-ensemble de R tel que Lie P " =  ~ )  @~, on a 
~EA 

6 5 - y = k y |  @ 6 5 5 . y  et 65"7----kT| 65 = '7 .  
5~A 

De plus, pour  cr e A, on a 

<(5 -5 .7 ,  65~" Y> = <7, [ ~  ~, ~ ] "  Y> = <7, ky> = k.  

Puisque l'intersection 65- yn(65 �9 7) 1 est stable par T, et que ky et 65~. y (c~ ~ A) sont 
des droites propres de Tde  poids diff6rents, il s'ensuit que 65- yc~(65 - 7) 1 = {0}. De 
lfi et de dim65 . y = d i m 6 5 . 7 ,  on d6duit que N = 6 5 - y |  1. 

1.2. On conserve les notations et les hypoth&es de 1.1. 

Proposition. L' op~ration de pu dans N e t  IP(N) induit les isomorphismes de variOt6s 
algdbriques 

pu x ( k ' y + ( 6 5 . 7 ) ~ ) ~ N - ( k r l )  1 

et 

p .  x [~(kyO(65 �9 7) • - 1P((65 �9 7 ) •  - ~'((k7)• 

Preuve. Notons  K l'ensemble des s ~ GL(N)  tels que s - ( 6 5 . 7 ) l C  (65.7) • et 
s .  (k7) • C (k7)• notons S l 'ensemble des s ~ K tels que s �9 y ~ kyO(65 �9 7)• ce 
sont des sous-groupes alg6briques de GL(N).  On v&ifie sans peine que 
K/S ~- k aimv", que Ky C Ky C S e t  qu'on a 

K.  y = N - ( k 7 )  • 

S . y = k*y + ((6.7) • ; 

K..9 = IP(N) -- ~((k7)• ; 

S..9 = ~'(kyO(65. t/if) - P((65 �9 7)• 

L' image de P (resp. de G ~ P )  par le morphisme G ~ G L ( N )  tombe dans K (resp. 
dans S) et pu se plonge comme sous-groupe dans K. Pour  tout ~ m A, on a 

655. yn[kyO(65 .7)  • = {0} 

(voir la preuve du lemme pr6c6dent). Puisque les U 5 sont unipotents et que nous 
sommes en caract6ristique nulle, il s'ensuit que les UserS sont r6duits/t l'616ment 
neutre. Comme  PunS  est engendr6 par les U 5 qu'il contient (car pucks est 
normalis6 par  G~nP), il s'ensuit que PunS est r6duit fi l'616ment neutre. Par  
cons6quent, l 'orbite de P" dans K/S passant par  S/S est ouverte et isomorphe fi pu. 
On sait que les orbites d'un groupe unipotent op6rant dans une vari&6 affine sont 
toutes ferm6es ([25], th. 2). I1 s'ensuit que P " ~ K / S ,  autrement dit la multiplication 
dans K induit un isomorphisme PUx S-~K. Vu les propri&6s de K et de S 
6num6r6es plus haut, les assertions de la proposit ion en r6sultent aussit6t. 
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1.3. Le lemme qui suit est une reformulation de la proposition pr6c6dente; il ne 
servira qu'au w suivant (voir 2.4). Soit M un G-module rationnel irrbductible. Soit 
q e M ' -  {0} tel que l'orbite G- 6 soit ferm6e dans ~(M').  On pose P = G 0. 

Lemme. Pour tout x ~ M tel que ( q, x )  + O, il existe un unique y ~ M - {0} vkrifiant : 
1) G. ~ est fermk dans IP(M); 
2) x e y + ( ( 5 - q )  • 

Preuve. Choisissons Yo E M -  (kt/) l tel que G. ;0 soit ferm6 dans ~'(M). D'apr6s 
1.2, l 'op6ration de P" dans M induit un isomorphisme 

P" x (k*y o + ((ft. q)• M -  (k~l) • . 

Par cons6quent, comme (~5- ~/)• est stable par P, pour tout x e M - (kq) • il existe 
s t  P" et 2 ~ k* tels que x ~ 2Syo+(t~-~/)• I1 est clair que y = 2 s y  o remplit les 
conditions du lemme. 

Soit x e M -  (k~/) • et soient ye t  yx deux 616ments de M vbrifiant les conditions 
du lemme. De 2) on tire (r/, y ) =  Q/, x ) =  Q/, y~). Le groupe G n'a qu'une seule 
orbite ferm6e dans IP(M), d'ofi, grfice a 1) et (~/, y)  = (~/, y~), il existe s E P" tel que 
sy=yx .  De 2) on obtient aussi ysy l+( f f~ .~ l )  • c'est-fi-dire y e s y + ( ( 5 . q )  l 
= s(y + ((ft. q)• d'ofi il suit, grace ~i l'injectivit6 de l'isomorphisme 

P" x (k*y + ((ft. ~l)• M - (k~l) • , 

que s-- l et que y=y~ .  

1.4. Soit Z une G-vari6t6 alg6brique (non n6cessairement quasi-projective) 
normale, et soit z E Z. On suppose que l'orbite G. zes t  une vari6t6 projective, 
autrement dit que Gz est un sous-groupe parabolique de G. Choisissons un sous- 
groupe parabolique P de G, oppos~ ~i Gz. D6signons par P" le radical unipotent de 
P. Posons L=- P r i G ;  c'est un sous-groupe de Levi de P (et de Gz), c'est-~-dire Les t  
r~ductif et P = LPL 

Th6ordme. II existe des sous-variktds (localement fermkes)  affines W de Z 
possddant les propridtds suivantes : 

l) W contient z et est stable par L; 
2) P". W est ouvert dans Z;  
3) l'opdration de P" dans Z induit un isomorphisme P" x W ~ P  ~. W. 

Preuve. D'aprds un r6sultat de Sumihiro ([21]), quitte fi remplacer Z par un 
voisinage ouvert G-stable de z convenable, on peut supposer qu'il existe un espace 
vectoriel de dimension finie N, un morphisme de groupes algbbriques 
G ~ P G L ( N ) ,  et un plongement Z--,P(N), plongement qui commute aux op6ra- 
tions de G. 

Soit y ~ N - { 0 }  tel que 37= z. I1 est clair qu'on peut trouver ~/e N'  v6rifiant 
Q/ ,y)  = 1 et Go=P.  Posons 

u -- z - ~ ' ( ( k ~ )  ~) 
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et 
W1 = U ~ ( k y O ( f f ~  . q)• 

I1 est clair que I4"1 est stable par L. D'apr6s 1.2, l'op6ration de pu dans Z induit un 
isomorphisme 

P" x W I  -~+ U . 

En g6n~ral, la vari6t6 W1 est seulement quasi-affine, mais tout voisinage L-stable 
affine W de z dans W1 (zest laisse fixe par L qui est r6ductif, voir [13], p. 29) remplit 
toutes les conditions du theorOme. 

Remarques 

1. L'hypoth6se de normalit6 de la vari6t6 Z n'est intervenue dans la preuve du 
thOoreme qu'h travers le r6sultat de Sumihiro, et peut donc 6tre remplacee par une 
hypothOse de ((projectivit6>> de l'op6ration de G dans Z au voisinage de z. 
2. Que reste-t-il du thOor6me en caractOristique positive (en supposant au besoin 
l'application G ~ G .  y C Z s6parable)? 

1.5. Voici une premiere application du th6or6me 1.4. 

Corollaire. Soit Z une G-variOt~ alg~brique lisse, connexe, complOte et de dimension 
n. On suppose qu'un sous-groupe de Borel de G a une orbite ouverte dans Z. Alors 
tout point de Z poss~de un voisinage isomorphe d l'espace affine k n. 

Preuve. Puisque route orbite contient dans son adh6rence une orbite fermOe, il 
suffit de d6montrer le corollaire pour tout z e Z dont l'orbite G. zest ferm6e, c'est- 
~-dire est projective. Les conditions de 1.4 sont alors remplies: soient P, L e t  W 
comme dans le th6oreme pr6c6dent. Puisqu'on suppose qu'un sous-groupe de 
Borel a une orbite ouverte dans Z, P a une orbite ouverte dans P". IV,, donc L a une 
orbite ouverte dans W. Comme Lest  reductif, que W est une L-vari6t6 lisse et affine, 
et que L possede un point fixe dans IV, on salt que West L-isomorphe ft un espace 
vectoriel dans lequel L op6re lin6airement (volt [10], p. 99). Par consOquent, le 
voisinage P". W de z, qui est isomorphe h P" x W,, est isomorphe ~ k". 

Remarque. Pour des exemples de vari6t6s remplissant les hypoth6ses du corollai- 
re, voir [5]. 

1.6. Voici une seconde application du th6oreme 1.4. 

Soit H u n  groupe alg6brique (affine) et soit Z une H-vari6t6 alg6brique irraductible. 
Nous dirons que les groupes d'isotropie g6n6riques de H dans Z sont conjugu6s, 
s'il existe un ouvert non vide f2 de Z tel que les Hz, z e f2 soient conjuguas deux 
deux par H. On dispose de divers r6sultats sur l'isotropie gen6rique (voir [18], 
[19], [6]): par exemple, si H est r6ductif et si Zes t  affine et lisse, alors les groupes 
d'isotropie gan6riques sont conjugu6s; d'un autre c6t6, des que H contient un 
nombre non danombrable de sous-groupes alg6briques (unipotents) deux fi deux 
non isomorphes, on sait qu'il existe des H-vari6t6s dont les groupes d'isotropie 
g6n6riques ne sont pas conjugu6s ([18], w 12). 

Corollaire. Soit Gun groupe rkductif ( connexe ) et soit Bun sous-groupe de Borel de 
G. Quelle que soit la G-vari~t~ algbbrique irrbductible Z, les groupes d'isotropie 
g~n&iques de B (et de B ~) dans Z sont conjuguks. 
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Preuve. Raisonnons par r6currence sur le rang semi-simple de G. Si ce rang est nul, 
G = Best un tore, et les assertions du corollaire sont 6videntes. Dans le cas g6n6ral, 
quitte/t remplacer Z par une G-vari6t6 qui lui est birationellement 6quivalente, on 
peut supposer Z normale et compl6te (voir [21]). On peut 6galement supposer que 
la partie semi-simple de G n'op6re pas trivialement dans Z. D'apr+s [24], il existe 
alors z E Z -  GZ dont l'orbite G. zest ferm6e dans Z. Puisque Zes t  compl6te, G- z 
est projective. Le th6or6me pr6c6dent s'applique: soient P, Le t  W comme dans 1.4. 
On peut supposer que B C P. Puisque le rang semi-simple de L e s t  strictement 
inf6rieur au rang semi-simple de G, les assertions du corollaire sont vraies, par 
hypoth6se de r6currence, pour l'op6ration de L dans W. Puisque pu. West ouvert 
dans Z et que P"•  W~,P u. W e s t  un isomorphisme, ces assertions sont alors 
manifestement aussi vraies pour l'op6ration de G dans Z. 

2. D6finitions et pr61iminaires 

Soit Gun groupe alg6brique r6ductif connexe, et soit H u n  sous-groupe alg6brique 
(non n6cessairement r6ductif ni connexe) de G. Dans toute la suite, on supposera 
que H est sph6rique: autrement dit, on supposera que H poss6de une orbite 
ouverte dans l'espace des drapeaux de G. 

Fixons un sous-groupe de Borel B de G tel que BH soit ouvert dans G; ce choix 
n'est pas unique, mais deux tels B sont conjugu6s par H. Notons P l'ensemble des 
s ~ G tels que sBH= BH: c'est un sous-groupe parabolique de G contenant B. 

Pour  tout groupe alg6brique K, nous noterons K ~ la composante connexe 
neutre de K. 

2.1. Notons k[G] l'alg6bre des fonctions r6guli6res sur G. D6signons par H+ 
l'ensemble des f ~ k[G] poss6dant les propri6t6s suivantes: 

1) f ne s'annule pas sur BH; 
2) f prend la valeur 1 en l'616ment neutre de G. 

Notons 2~+ + l'ensemble des fonctions de H+ qui s'annulent partout sur G - B H .  
L'ensemble G - B H  est vide ou pur de codimension 1 dans G (car BH/H est un 
ouvert affine de G/H, comme orbite d'un groupe alg6brique r6soluble); il s'ensuit 
que H+ + + 0. 

Lemme. 1) Tout f ~ H+ est vecteur propre pour P operant par translations it 9auche 
et pour H ~ opkrant par translations it droite (dans k[G]). 

2) Quels que soient f ~ H+ + et f~ ~H+, il existe f2 ~ ~+ et n ~ N tels que 

f~f2 =f" .  

Preuve. Soit f E ~+. La fonction f sur P • H ~ d6finie par .y(p, h) = f (ph) (p ~ P, 
h ~ H ~ est r6guli6re, et partout non nulle. On sait que, sur tout groupe alg6brique 
connexe, les seules fonctions r6guli&es, inversibles, et valant 1 en l'616ment neutre 
sont les caract6res ([26]). Par cons6quent, il existe un caract6re ~ de P et un 
caract6re fl de H ~ tels que f (p,  h) = ~(p)fl(h) (p ~ P, h e H~ Le morphisme P • H ~ 
~ B H  C G induit par la multiplication est dominant et commute aux translations 
gauche par P e t / t  droite par H ~ La premi6re assertion du lemme est d6montr6e. 

Soient f e ~+ + et f l  e ~+. Puisque k[G] est un anneau de Krull, il existe un 
entier n ~ N  tel que f " / f l  appartient ~ k[G]. I1 est clair que f z = f " / f l  et n 
conviennent. 
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2.2. Lemme. 1) Si M est un G-module rationnel simple et si x e M - {0} est un vecteur 
propre pour H ~ alors il existe tl e M" tel que la fonction f e k[G] d~finie par 
f (s) = ( tl, sx ) (s e G) appartienne fi ca+. 

2) Inversement, si f e ca+, il existe un G-module rationnel simple M ,  un x e M e t  
un g e M ' ,  tels que f ( s ) = ( q ,  s x )  ( s � 9  et le triplet M ,  x,  q est unique d 
isomorphisme pr~s. 

Preuve. 1) On sait qu'il existe un unique hyperplan de M, stable par B. Cet 
hyperplan ne peut contenir x (sinon il contiendrait aussi G. x C B H .  x C B .  kx,  ce 
qui n'est pas possible). Par suite, on peut trouver t / �9  M', vecteur propre sous B, et 
v6rifiant (t/, x )  = 1. Comme B H  = B H  ~ on voit que la fonction f d~finie par f ( s )  
= (q,  s x )  (s �9 G) appartient ~i ca+. 

2) Notons G l'ensemble des (classe d'isomorphie de) G-modules rationnels 
simples. I1 est bien connu que l'application 

qo: @~ M ' |  
M e G  

d6finie par ~o(~| (s) =(4,  s x )  (4 e M' ,  x �9 M ,  s �9 G) est un isomorphisme de 
G x G-modules (appel6 parfois l 'isomorphisme de Frobenius). La partie 2) du 
lemme en r6sulte aussit6t en prenant pour M le sous-G-module de k[G] 
(relativement aux translations fi droite) engendr6 par f. 

2.3. Soit f e Ca+, et soit M le G-module rationnel simple tel qu'il existe t / �9  M' et 
x �9 M v6rifiant f ( s )  = (tl, s x ) ,  s �9 G (voir 2.2). 

Lemme. On a P C G o. Si f �9 ca+ +, on a mOme P = G o. 

Preuve. Soit s �9 P. D'apr6s 2.1, il existe 2 �9 k -  {0} tel que 

(s .  t/, t .  x )  = (7, s -  i t .  x )  = f ( s - i t )  = 2f(t) 

=,1(~,  t. x )  = ( ~ ,  t. x ) ,  

quel que soit t �9 G. Puisque G. x engendre l'espace vectoriel M, il s'ensuit que 
s- r/= 2r/, d'ofl P C G 0. 

Si s �9 G 0, alors il existe 2 �9 k -  {0} tel que s. r/= 2q, d'ofl on d6duit aussit6t que 
la translation ~i gauche par s laisse stable f -1 (0 ) .  Si f �9 ca+ +, cette translation 
laisse alors aussi stable B H =  G - f - ~ ( 0 ) ,  autrement dit s �9 P. 

2.4. S i f  �9 k[G], notons d f (1 )  �9 t5' l'616ment de la repr&entation coadjointe de G 
obtenu en 6valuant la diff6rentielle de f en l'616ment neutre de G. 

Soit f �9 ca+ +, et soient M, x, q comme dans 2.2. D'apr~s 1.3, puisque (q, x )  
= 1 4:0, il existe un unique y e M - { 0 }  v~rifiant: 

1) G. 37 est ferm~ dans P(M);  
2) x �9 y + (l~i. t/) • 

Lemme. On a G a f m =  GonG~; en particulier Gdf(l ~ est un sous-groupe de Levi de 
P = G  o. 

Preuve. Posons L =  GonG ~. Pour tout  s � 9  P =  G 0, 6crivons s=ul ,  avec u �9 P" et 
I �9 L. Notons )~ le caract6re de L tel que s. r/= Z(/)q; ce caract6re v6rifie aussi I. y 
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=X(/) -~y,  quel que soit l eL .  Si XE65,  on a 

( s .  d f (1) ,  X )  = (s .q ,  Xs .  x )  = - z(t) (Xrl, sx)  = - z ( l )  (Xrl, sy) 

= - ( x ~ ,  u y ) .  

De 1.2 r6sulte que uy - y ~ (65. q)• si et seulement si u = 1. Aut rement  dit, Pdr~) = L. 
L 'orb i te  P - d f ( 1 ) =  W-df (1)  est ferm6e dans 65', car  P" est unipotent.  Puisque 

G/P est complet ,  il s 'ensuit que l 'orbite G. df(1) est aussi ferm6e dans 65'. Pa r  suite 
Gdr~) est r6ductif. I1 s 'ensuit que Gdf~a) est connexe (car 65 et 65' sont G-isomorphes ,  
et X ~ 65 est semi-simple si et seulement si G.  X est ferm6, et Gx est connexe si X ~ 65 
est semi-simple). Puisque tout  sous-groupe r6ductif connexe de G qui contient  
s tr ictement L coupe P" non trivialement,  et que Gdf~l)~P"={1}, on a Gdf~x ) 
= Paf~) = L, c.q.f.d. 

2.5. P o u r  tout  f E : ~ +  +, posons Lf=Gdf(1). D'apr6s  2.4, les L I,  f ~ +  + sont  des 
sous-groupes  de Levi de P. Lorsque  f = f ~ ' . . . . . J r "  r, off f l  . . . . .  f ~ ' +  et off 
(nl . . . . .  nr) ~ IN r, on a d f (1)=  n 1 dfl (1 )+ . . .  + nr dfr(1 ). I1 s 'ensuit que U " =  L y, quel 
que soit n = 1,2, .. . .  Pa r  contre, s i f l  et f2 sont  deux 616ments diff6rents de ~ +  +, on 
a en g6n6ral L I '  + L I2, c o m m e  on peut le consta ter  sur l 'exemple simple suivant. 

On  pose G=SL(3, k). On note el, e2, e 3 la base canonique  de k 3, et el, e~, e~ la 
base duale. Soit H l e  sous-groupe des 616ments de G qui fixent e 1 + e 3 et e'l + e~:le 
groupe  H est i somorphe  fi SL(2, k). Soit B le sous-groupe de Borel s tandard  de G 
(form6 des matr ices de G qui ont une forme tr iangulaire sup6rieure). On  v6rifie sans 
peine que BH est ouver t  dans G e t  que P = B. D6finissons fa, f2 ~ k[G] par  f l (s)  
= (#3, s(el + e3)), f2(s) = (el,  s(e'l q- e'3)) (s ~ G). On v6rifie sans peine que ~ +  est 
l 'ensemble des f qui s 'acrivent (de faqon unique) sous la forme 

f = f ~ , f ; 2 ,  off (hi, n2) E IN 2 . 

Si on identifie 65' et 65 au moyen  de la forme bilin6aire T r X  Y (X, Y ~ t5), on obtient  

~ It t ~ o) -- 1/3 0 , df2(1)= 1/3 . 
df l (1)= I ; 0 2/ 0 1/3 

Un calcul simple mont re  que 

Lf;~f~2=s(rll,nz)TS(nl ,n2 ) 1, 

off T e s t  le tore s tandard  de G (form6 des matr ices de G qui ont  une forme 
diagonale) et off 

s(n, ,  n2) = 
i 0 na--n2 n 1 + n 2 

1 0 

0 1 
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3. D~monstration des r6sultats principaux 

On conserve les notations et les hypoth6ses du w pr6chdent. 

3.1. Soit N u n  G-module rationnel de dimension finie, soit z e uP(N) et soit Y une 
orbite fermhe de G dans G.z .  Nous allons associer fi un tel triplet un unique 
4lhment de .#+, 616ment que nous noterons fN,~, Y. 

D6signons par M l'unique sous-G-module irrhductible de N tel que Y C IP(M). 
Choisissons x e N -  {0} tel que 2 = z. Choisissons t/~ N',  vecteur propre sous B, 
non nul sur M e t  v6rifiant (t/, x ) =  1 (de tels q existent car Y C G-z  et z c H~(N)). 
Montrons  que la fonction f ~ ~+ d6finie par  f ( s )  = ( t  l, s x )  (s ~ G) ne dhpend que 
de N, z et Y (et non des choix de x et t/). 

Soit t/l E N '  un autre vecteur propre sous B qui est non nal sur M e t  qui v6rifie 
(t/1, x )  = 1. I1 suffit de montrer  que Qt, s x )  = (r h ,  s x )  quel que soit s ~ G. Puisque 
ni q, ni ql ne sont nuls sur M, ils ont m~me poids sous B. Par  suite, ~/-  r/1 est un 
vecteur propre sous B tel que Q l - q l , x ) = 0 .  De 

( t  1 - - t  h ,  B H .  x )  = (B .  (tl -~1) ,  H. x)  C k(~/- t  h, x )  =0  

suit (t/--t/1, G. x ) = 0 ,  d'ofi le r6sultat voulu. 

3.2. Soient N, z, Y comme dans 3.1. Soit f E ~ + + .  Pour  la d6finition de L s, voir 
2.5. 

Lemme. On suppose qu'il existe n E N tel que fN,~,v =J" -  I1 existe alors un ouvert 
affine U de G. z poss~dant les propriktds suivantes: 

1) U est stable par P; 
2) U rencontre Y; v 
3) l'opOration de P" dans U induit un isomorphisme P" x L f . z ~ U  (ici L S. z v 

d~siene l'adh~rence de L I .  z dans U ). 

Preuve. Soient x ~ N, r/~ N '  et M C N comme dans 3.1. Le sous-G-module M~ de 
N '  engendr6 par tl s'identifie de mani6re naturelle fi M'. Notons x~ la projection de 
x sur M le long de M~. Soit y l 'unique 616ment de M v6rifiant Xl e y + ( 1 5 ,  r/) • et 
15~y (voir 1.3). Puisque par  hypoth6se fN,~ ,y=f" ,  et que fN,2,y(S)=Ql, s x )  
=Ql ,  sx~),  on a G o = P  (2.3) et U = U " = G o m G ~  (2.4). I1 est clair qu 'on a aussi 
x e y + ((5. t/) • Posons 

u = G -  z - e ( ( k ~ )  i )  

et 

W = G .  z c ~ ' ( k y |  �9 ~ ) l ) c~  U .  

De 1.2 r6sulte que l 'op6ration de P" dans U induit un isomorphisme P" x W ~  U (U 
est stable par  P e t  Wes t  stable par U) .  Puisque P H  est ouvert et dense dans G, 
P H .  z = P .  z est ouvert et dense dans U. De l ' isomorphisme P" x W ~  U r6sulte 

v 
alors que L s .  zes t  ouvert et dense dans W, d'ofl W =  U .  z . 

3.3. Soient N, z, Y comme dans 3.1. Soit f ~ + + .  
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Lemme. II existe un G-module rationnel de dimension finie N,  un 5~ ~P()q),  
une orbite fermke Y de G dans G.  ~, et un morphisme de G-variOt~s alg~briques 
~o : G . ~-~ G . z v~rifiant 

1) ~o(~=z et ~o(~')= Y; 
2) il existe n ~ N tel que f~, ~, f = f";  
3) toute orbite de G dans G. z contenant Y dans son adherence est rimage par ~o 

d' une orbite de G dans G . ~ contenant f" dans son adhkrence. 

Preuve. Choisissons x e N  et x~  N' comme dans 3.1. Posons f~ =fN,~,r; on a 
f~(s) = (q, sx ) ,  s ~ G. D'apr6s 2.1, il existe f2 e ~+ et n ~ N tels que f~f~ = f " .  Soit 
Mz le G-module rationnel simple tel qu'il existe r& s M~ et x2 ~ M2 v6rifiant 
f2(s) = (q2, sx2) ,  s ~ G (voir 2.2). Ddsignons par I12 l'unique orbite ferm6e de G 
dans P(M2). Posons l q = M z |  et 

= (,2 2, ,2) ~ ~ ( M 2 )  x P ( N )  

x 2 |  ~ IP(M z | N)  = ~'(lq). 

Notons Y l'unique orbite ferm6e de G dans Y2 x YCP(Mz) x~'(N)c~F(N).  
D6signons par q~ la restriction fi G . i c I P ( M z ) x ~ ( N  ) de la projection 
IP( M a) x IP( N)  ~ IP( N). 

I1 est clair que tp envoie G. Z sur G. z, qu'il s'agit d'un morphisme de G-vari6t6s 
alg6briques, et qu'on a (p(z') =z  et ~p(Y) = Y. De plus, on a 

( ~ |  s(x~| } = ( ~ .  sx~} (~. sx } = f l(s) f~(s) . 

d'ofi il suit que f ~ , ~ , f = f " .  
Soit A une orbite de G dans G. z telle que AD Y. Toute orbite A 1 de G dans G- 

telle que ~o(A ~) = A v6rifie alors A1 ) Y: en effet, sinon il existerait une orbite ferm6e 
de G dans G. ~, diff6rente de Yet se projetant sur Y; mais cela n'est pas possible, car 
la projection IP(M2)xlP(N)~IP(N) induit manifestement une bijection entre 
l'ensemble des orbites ferm6es de G dans ~ ( M 2 )  x IP(N) et l'ensemble des orbites 
ferrules de G dans P(N). 

3.4. Th6or~me. 

Pour tout f ~ ~+ +, 
1) on a L I n H = P n H ,  et ce 9roupe est r~ductif ; 
2) les groupes L f e t  P n H  ont m~me 9roupe ddrivd (en particulier, le 9roupe 

dkrivb (L I, U )  de L y ne d@end pas de f et est contenu dans H ) .  

Preuve. I1 est connu qu'il existe un G-module rationnel de dimension finie N, et un 
z e ~ ( N )  tels que G~=H. D'apr6s 3.3, on peut supposer qu'il existe une orbite 
ferm6e Y de G dans G . z  telle que fN,~,r=f",  n ~ N .  De 3.2 rdsulte alors en 
particulier que 

P " x  L.C. z ~ , p .  z = B .  z.  

I1 s'ensuit que P n H  = P~ = (LI): = LIc~H. Puisque Best  r6soluble, l'orbite B-z  est 
affine, donc aussi l'orbite L I .  z. I1 est bien connu qu'un espace homog~ne sous un 
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groupe r6ductif n'est affine que si ses groupes d'isotropie sont r6ductifs. I1 s'ensuit 
que (L:)z = LYnH est r6ductif. 

De L : .  z C B. z, on tire L:  C B ( P n H )  C B ( L / n H ) ,  d'ofi L / = (L :nB)  (L fnH) .  La 
derni6re assertion du th6or~me r6sulte alors assit6t du lemme suivant. 

Lemme. Soient K un #roupe rbductif connexe, K 1 un sous-yroupe rbductif et Bun  
sous-groupe de Borel de K. Si K = B K I ,  alors K et K 1 ont mdme 9roupe dkrivk. 

Preuve. De K = B K  1 suit que K ~ op~re transitivement dans K/B, l 'espace des 
drapeaux de K, qui est donc aussi l'espace des drapeaux de K ~ Pour  tout groupe 
r6ductif, la dimension de l'espace des drapeaux est 6gale/t la dimension des sous- 
groupes unipotents maximaux. I1 s'ensuit que tout sous-groupe unipotent 
maximal de K ~ est aussi unipotent maximal dans K. De lfi r6sulte aussit6t que 
( K , K ) = ( K ~ 1 7 6  comme ( K ~ , K O C ( K , K ) = ( K ~ 1 7 6  le lemme est 
d6montr6. 

Notons  B" le radical unipotent de B. On d6duit aussit6t du th6or6me pr6c6dent 
que B " n H = B " n L : :  en effet, B " n H C P n H C U n H C L :  et B"c~L:C(L:, U ) C H .  
D'ofi le corollaire suivant, qui pr6cise le r6sultat de [16]. 

Corollaire. Le 9roupe BUnH est le sous-yroupe unipotent maximal d'un sous-yroupe 
de Levi de P. En particulier, il existe des tores maximaux de B qui normalisent B" nH .  

3.5. Pour tout f E # +  +, notons C y la composante connexe neutre du centre de L/. 

Th6or~me. Quel que soit f ~ ~+ +, quelle que soit la G-variktk algObrique Z et quel 
que soit z ~ nZ, pu . C f " z contient un ouvert non vide de toute orbite de G dans G . z; 
en particulier G. C f . z = G. z. 

Preuve. Soit A une orbite de G dans G.z .  I1 faut montrer  que A n P " .  C/ .  z 
contient un ouvert non vide de A. 

Quitte/t  remplacer la vari6t6 Z par sa normalis6e, on peut supposer Z normale. 
Grfice fi un r6sultat de Sumihiro ([21]), on peut ensuite se ramener au cas off 
Z = ~(N),  N 6tant un G-module rationnel de dimension finie. Grfice fi 3.3, on peut 
alors de plus supposer qu'il existe une orbite ferm6e Y de G dans A C G. z C ~'(N) et 
un entier n tels que fN, z, r = f"- 

D'apr~s 3.2, il existe un ouvert U de G - z  poss6dant les propri6t6s suivantes: U 
est stable par  P, U rencontre Y,, et l 'op6ration de P" dans U induit un isomorphisme 
P U x E / T z V ~ U .  De 3.4 suit que L / . z = C / . z .  D'ofi A n U C P " . C / . z .  Puisque 
Y C A e t  que YnU4=~b, on a AnU4=~). 

Corollaire (voir aussi [20] et [1]). Quelle que soit la G-vari~tb Z et quel que soit 
z ~ nZ, le #roupe G n'a qu'un nombre fini d'orbites dans G. z, et ces orbites sont 
toutes des espaces homogknes sphkriques. 

Preuve. Le groupe C / 6tant un tore, C / n 'a  qu'un nombre  fini d'orbites dans C : .  z 
(voir par exemple [8]). De lfi et de G. z = G. ~ z  r6sulte la premi6re assertion du 
corollaire et que P~C / n'a qu'un nombre  fini d'orbites dans P". C : .  z. Puisque 
P".  C : .  z contient un ouvert non vide de toute orbite de G dans G. z, P~C: (et fi 
plus forte raison B) a une orbite ouverte dans toute orbite de G dans G.z .  
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4. Quelques compl/~ments 

4.1. Soit G u n  groupe alg6brique r6ductif connexe, et soit a un automorphisme 
involutif de G. D6signons par H le sous-groupe des s c G tels que as = s. I1 est bien 
connu que H est r6ductif, et que H est un sous-groupe sph6rique au sens de 0.2 (voir 
par exemple [23]). Un sous-groupe parabolique Q de G est dit a-anisotrope, si Q et 
aQ sont des sous-groupes paraboliques oppos6s de G. Le groupe H op6re, par 
conjugaison, de fa~on transitive dans l'ensemble des sous-groupes paraboliques a- 
anisotropes minimaux de G (voir loc. cit.). 

Choisissons un sous-groupe de Borel B de G tel que B H  soit ouvert dans G, et 
revenons aux notations G, H, B, P, ~+ etc. du w 2. Notons ~+u+ l'ensemble des 
f e ~+ + invariants par H op6rant par translations fi droite. On v6rifie sans peine 
que N+u+ +~b (cela est vrai plus gdn6ralement pour les espaces homog6nes 
sph6riques quasi-affines, d'apr6s les r6sultats de [2]). 

Proposition. 

1) Le groupe P ( = { s ~ G ,  s B H = B H } )  est un sous-groupe parabolique a- 
anisotrope minimal de G. 

2) Pour tout f ~.~n++, on a L I=Pc~aP .  

Preuve. Soitf6~+n+. Soient M un G-module rationnel irr6ductible, t/e M' et 
x E M ,  tels que f ( s )=<t l ,  SX), s ~ G  (voir 2.2). Pour  tout X ~ L i e G ,  on a 
<df(1), X + a X )  = <t l, (X  + a X ) .  x)  = 0 (car X + a X  ~ LieH et x ~ nM); il s'ensuit 
que a(df(1))= -df (1) ,  puis que L I =  Gdm)est laiss6 stable par a. 

Comme B H  est ouvert dans G, le sous-groupe Bes t  contenu dans un sous- 
groupe parabolique a-anisotrope minimal Q de G ([23], p. 322). Le radical R de Q 
v6rifie les deux conditions: B D R  et R H = Q H  (ibid.). On a alors 

BH C QH = R H  C B H ,  

d'ofl Q c P, par d4finition de P. De P" C Q" suit que P"c~aP u c Q"c~aQ ~ = { 1 }, d'ofl il 
r6sulte que Pc~aP = L I. Enfin, puisque (L I, L I) C H, on a 

Q"c~L I = Q"c~(L s, L I) C Q"c~H C Q"c~aQ" = { 1 },  

d'ofl il suit que P = Q, ce qui montre bien que Pes t  un sous-groupe a-anisotrope 
minimal de G. 

4.2. Revenons au cas d'un espace homog~ne sph~rique g~n~ral. On conserve les 
notations et les hypotheses du w 2. 

Soit L un sous-groupe de Levi de P, et notons C la composante connexe neutre 
du centre de L. Nous dirons que L e s t  adapt6 fi H, si 

1) L c ~ H = P ~ H ;  
2) quelle que soit la G-vari~t~ alg~brique Z et quel que soit z e UZ, W.  C. z 

contient un ouvert non vide de toute orbite de G dans G.z.  

Nous avons vu au w 3 que les L I, f e ~+ + sont des sous-groupes de Levi de P 
adapt6s fi H. 
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Rappelons qu'on appelle plongement 61~mentaire de G/H tout couple X, x, off 
X est une G-vari6t6 alg6brique irr6ductible lisse et off x est un point de X, v6rifiant: 
le groupe d'isotropie Gx est +gal fi H, l'orbite G . x  est ouverte dans X, et 
Y =  X - G. x est une orbite ferm6e de codimension 1 de G dans X (voir [12], w 3). Le 
groupe P poss6de une orbite ouverte Y' dans Y (voir 3.5), et le couple 
X ' =  P.  xw Y', x est manifestement un plongement ~16mentaire de P/Pc~H. 

Lemme. On suppose L n H  = P n H .  Les conditions suivantes sont ~quivalentes: 
(1) L e s t  adaptO fi H; 
(2) quel que soit le plongement kl~mentaire X ,  x de G/H, on a C. xnY 'Hq) ;  
(3) quel que soit le plongement ~l~mentaire X ,  x de G/H, l'op~ration de P" dans 

X" induit un isomorphisme de vari~t~s alg~briques pu • C . xX'-~ X '. 

Preuve. Que (t)=~(2) est clair. Montrons que (2)=~(3). Soit X, x un plongement 
616mentaire de G/H. De L n H = P n H  suit que P " x L . x ~ P . x = B . x .  Comme 
dans 3.4, on en d6duit que (L, L) C H. L'hypoth6se Lc~H = P n H  implique doric que 
le morphisme ~p : P" • U---~x'~X ~ donn6 par l'op6ration de P" dans X', est un 
morphisme birationnel. Le groupe L op6re dans C. x, donc aussi dans C. xX'; on 
en d6duit une op6ration de P dans P" • C. x x' qui prolonge l'op6ration naturelle 
de P dans P / P n H ~ - P "  x L /LnH~_P"  • C . x ;  de la sorte lp est un P-morphisme. 
Le groupe P n'a que deux orbites dans X'; par cons6quent, si l'on suppose 
C.xnY'oe~b, alors ~p est surjectif. Puisque P n'a qu'un nombre fini d'orbites 
dans pu x (C. x x ' -  C- x) (tel est le cas pour l 'op6ration de C dans U--~ x' d'apr6s 
la th~orie des plongements toriques, [8] chap. I, w toutes de dimension 
<__dimX-l,  et que les deux orbites de P dans X'  ont dimension dimX et 
d i m X -  1, les fibres de/p sont finies. D'apr6s le th6or6me principal de Zariski (voir 
par exemple [17]), il en r6sulte que ~ est un isomorphisme (d'o6 a posteriori que 
C. x x' est lisse et que le couple C- x x', x est un plongement 61~mentaire du tore 
C/CnH) .  Cela montre que (2)~(3), 

Que (3)0(2) est clair. Que (2)=~(1) r6sulte du fait que, pour toute G-vari6t6 
alg6brique Z, pour tout z e nZ et pour toute orbite A de G dans G. z - G. z, il existe 
des plongements 616mentaires X, x de G/H et des G-morphismes ~o : X - ~ Z  tels que 
~p(x)=z et q~(Y)=A (voir [12], w 

Pour  tout groupe alg6brique affine G, notons X, (G)  l'ensemble des morphis- 
rues de groupes alg6briques 2: k * ~  G. Si )~ e X,(G),  notons G(2) le sous-groupe des 
s e G tels que lim 2(t)s2(t)- 1 existe dans G; si G est r6ductif, on sait que les G(2), 

t ~ O  

2 E X , (G )  sont des sous-groupes paraboliques de G (voir [ 13], p. 55). 
Soit 2 �9 X, (P) .  Nous dirons que 2 est adapt6 ~i H, si 
1) 2 E X , ( C p ( P n H ) ) ;  
2) lira 2 (0 '  (H/H) n'existe pas dans G/H; 

t--*O 

3) quelle que soit la G-vari6t6 alg6brique Z et quel que soit z ~ nZ tels que 
lim 2 ( t ) . z = z l  existe dans Z - G . z ,  P . z l  est ouvert dans G.z~. 
t ~ O  

Notons X , ( P ;  H) l'ensemble des ~ �9 X , ( P )  adapt6s ~ H. Posons 

R = P"nCp(PnH)c~ n P(2): 
~EX,(P;H) 

c'est un sous-groupe alg6brique de P". 



Espaces  homog~nes  sph6r iques  631 

Proposition. Le groupe R op&e, par conjugaison, de fax'on (simplement) transitive 
dans I'ensemble des sous-groupes de Levi de P adapt~s d H. 

Preuve. Soit L un sous-groupe de Levi de P adapt6 ~ H, de centre connexe C. Si 
s G R, mon t rons  que sLs -  1 est encore un sous-groupe de Levi de P adapt6 & H. 

Puisque s e C p( P A H), on a sLs -  1 c~ H C P n H = s( P n H ) s -  1 C s L s -  1 c~ H d'ofl il 
suit que sLs -  ~ n H =  P n H .  Soit X, x un p longement  ~16mentaire de G/H. Puisque 
C.  x n Y ' ~  q~, il existe 2 e X , ( C )  tel que lira 2 ( 0 '  x e Y'. Un  tel ,~ est adapt6 fi H:  en 

t ~ 0  
effet, C C Cp(L)C C p ( L n H ) =  Cp(Pc~H), d'ofl la premi6re condi t ion;  la deuxi6me 
condi t ion est claire; enfin, si Z e s t  une G-vari6t~ alg6brique et si z e n Z  est tel que 
lira 2(t)z = z l  c Z -  G �9 z ,on sait qu'il existe un (unique) G-morph i sme  ~p : X ~ Z  tel 
t-~0 
que q?(x)=z (voir [12], w il s 'ensuit que P . z  1 =(p(Y')  est ouver t  dans G.  z 
=(p(Y),  d'ofl la derni6re condition. Puisque sGG(2),  s3o(t)s 1 . x  
= (s) , ( t )s- l )o( t ) - l] .  ):(t)- x tend vers une limite dans Y', lorsque t ~ 0 ,  d'ofl il suit 
que sCs-  ~ . x n  Y '  + 4~. 

Soient L1 et L2 deux sous-groupes  de Levi de P adapt~s fi H,  et no tons  C~ et C2 
leurs centres connexes. I1 existe s G pu tel qu 'on  nit sL~s-  l = L2 (d'ofl sC~s-  t = C2). 
Reste ~i mont re r  que s e R. 

Soit 2 e X , ( P )  adapt6 fi H,  et soit X, x le p longement  ~16mentaire (unique) tel 
que l i m 2 ( t ) x e Y  (voir [12], w Par  d6finition du m o t  ~adapt~>>, on a 

t ~ 0  
lim 2 ( 0 '  x e Y'. D 'apr6s  le lemme pr6c~dent, pu x C I ~ x X ' - ~ X ' ~ - P  ~ x C2 "x x' (et 
t ~ 0  

( L t , L I ) = ( L 2 ,  L 2 ) C H  ). Si l e L 1 ,  alors on a sls 1 . x = s l s - l . l  l . x = x  si et 
seulement  si sis 11 ~ = 1 et l G L ~ n H = P m H ;  au t rement  dit 

SLlS- 1 n i l  = P c~H c~Ca(s); 

il s 'ensuit que sL~s l n H = L 2 c ~ H = P m H  entraine seCp(Pc~H) .  Puisque C~ 
est un tore maximal  de C p ( P n H ) ,  il existe s: GP" tel que (adSl )O)~eX, (C1) .  
Du fait que 2( t ) . x=[2 ( t )S l2 ( t ) -~S l : ]S~2( t ) s~  ~ . x  tend vers une limite dans 
X ' ~ _ P " x C I ~ X  x" (lorsque t ~ 0 ) ,  r6sulte que 2(t)s~2(t) -~ tend vers une 
limite dans  P", au t rement  dit Sl G P(2). Puisque ( a d S S l ) o 2 e X , ( C ~ )  et que 
X ' , , ~ W x  C 2 . x  x', on voit  de m~me que ss~ GP(2). Par  suite s=(ss~)s~  ~ eP(2) .  
Puisque 2 btait un 616ment arbi t raire  de X , ( P ;  H),  il s 'ensuit bien que 

s G P"nCp(Pc~H)c~ (~ P(2) = R .  
)_ ~ X.(P; H) 

Remarques 

1. Dans  l 'exemple consid6r~ en 2.5, le groupe R est form6 des matr ices  

1 0 r) 
0 1 0 , r e k .  

0 0 1 .... 

2. Pa rmi  les sous-groupes  de Levi de P adapt6s ~i H, il est tentant  de vouloir  en 
distinguer un qui soit plus joli que les autres. Voici un candidat :  L =  L r off f est un 
616ment de ~ +  + qui s 'annule a v e c l a  m~me multiplicit~ sur les diff6rentes 
composan tes  irr6ductibles de G - B H  (si f~, f~ sont deux tels 616ments, alors il 
existe n~, n 2 e N  et z e X ( G )  tels que f~ '  = x f ~ : ,  d'ofl il suit que L ; '  = L-r~). 



632 M. Brion et al. 

Bibliographie 
1. Ahiezer: Sur les op+rations avec un nombre fini d'orbites (en russe). Funct. Anal. 19, 1-5 (1985) 
2. Bialynicki-Birula, A., Hochschild, G., Mostow, G.D.: Extension of representations of algebraic 

linear groups. Am. J. Math. 85, 131-144 (1963) 
3. Borel, A.: Linear algebraic groups, Amsterdam: Benjamin 1969 
4. Brion, M.: Quelques propri6t~s des espaces homog~nes sph6riques. Pr6publication n~'24 de 

l'lnstitut Fourier, Grenoble (1985) 
5. DeConcini, C., Procesi, C.: Complete symmetric varieties. Proc. Montecatini conf. on invariant 

theory. Lect. Notes Math. 996, l~44 (1983) 
6. Elashvili, A.G.: Stationary subalgebras of points of general position for the Borel subgroups of 

simple linear Lie groups (en russe) 
7. Guillemin, V., Sternberg, S.: Multiplicity-free spaces. J. Differ. Geom. 19, 31 56 (1984) 
8. Kempf, G., Knudsen, F., Mumford, D., Saint-Donat, B.: Toroidal embeddings. Lect. Notes Math. 

339 (1974) 
9. Kr/imer, M.: Sph/irische Untergruppen in kompakten zusammenh/ingenden Liegruppen. Compos. 

Math. 38, 129-153 (1979) 
10. Luna, D.: Slices 6tales. Bull. Soc. Math. Fr. M6moire 33, 81-105 (1973) 
11. Luna, D.: Sur la structure locale des op6rations alg6briques des groupes r6ductifs. Pr6publication 

n ~ 12 de l'Institut Fourier, Grenoble (1984) 
12. Luna, D.,Vust, Th.:Plongementsd'espaceshomog6nes. Comment. Math. Helv. 58, 186-245(1983) 
13. Mumford, D., Fogarty, J.: Geometric invariant theory. Second enlarged edition. 

Berlin-Heidelberg-New York: Springer 1982 
14. Pauer, F.: Plongements normaux de l'espace homog~ne SL (3)/SL(2). C.R. du 108e Congr~s nat. 

Soc. sav., Grenoble (1983) 
15. Pauer, F.: Caract6risation valuative d'une classe de sous-groupes d'un groupe alg6brique. C.R. du 

109e Congr6s nat. Soc. Say., Dijon (1984) 
16. Pauer, F.: Sur les espaces homog6nes de complication nulle. Bull. Soc. Math. Fr. 112, 377 385 

(1984) 
17. Raynaud, M.: Anneaux locaux hens61iens. Lect. Notes Math. 169, 1970 
18. Richardson, R.W.: Deformations of Lie subgroups and the variation ofisotropy subgroups. Acta 

Math. 129, 35-73 (1972) 
19. Richardson, R.W.: Principal orbit types for algebraic transformation spaces in characteristic zero. 

Invent. Math. 16, 6-14 (1972) 
20. Servedio, F.J.: Prehomogeneous vector spaces and varieties. Trans. Am. Math. Soc. 176, 421-444 

(1973) 
21. Sumihiro, H.: Equivariant completion. J. Math. Kyoto Univ. 14, 1-28 (1974) 
22. Vinberg, E.B., Kimel'feld, B.N.: Homogeneous domains on flag manifolds and spherical 

subgroups. Funct. Anal. Appl. 12, 168-174 (1978) 
23. Vust, Th.: Operation de groupes r~ductifs dans un type de c6nes presque homog~nes. Bull. Soc. 

Math. Fr. 102, 317-334 (1974) 
24. Bialynicki-Birula, A.: On action of SL(2) on complete algebraic varieties. Pac. J. Math. 86, 53 58 

(1980) 
25. Rosenlicht, M.: On quotient varieties and the affine embedding of certain homogeneous spaces. 

Trans. Am. Math. Soc. 101, 211-223 (196l) 
26. Rosenlicht, M.: Toroidal algebraic groups. Proc. Am. Math. Soc. 12, 984-988 (1961) 

Oblatum 26-VII-1985 


