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0.1. Soit G un groupe de Lie réel compact connexe, et soit H un sous-groupe fermé
de G. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) Dans toute représentation continue irréductible de G, 'ensemble des vecteurs
invariants par H forme un espace vectoriel de dimension <1.

(2) La multiplicité dans L?(G/H) de toute représentation continue irréductible de
G, est <1.

(3) Le crochet de Poisson de deux fonctions €® G-invariantes sur le fibré
cotangent de G/H, est toujours nul.

Que (1)<>(2) est généralement attribué a Frobenius; pour (2)<(3) voir
V. Guillemin-S. Sternberg [ 7]. Si H vérific les conditions (1), (2), (3) on dit que H est
un sour-groupe sphérique de G, et aussi que I'espace homogene G/H est sphérique.
Bien entendu, cette terminologie est inspirée du cas particulier G=SO(n+ 1, R) et
H=SO(n,R). Il est bien connu que les espaces homogeénes symétriques sont
sphériques, mais il y en a d’autres: voir I'article [9] de M. Kriamer, dans lequel sont
classifiés les sour-groupes sphériques des groupes de Lie compacts simples.

0.2. 11 est naturel de considérer la situation algébrique analogue, ot G est un
groupe algébrique réductif connexe et ot H est un sous-groupe algébrique de G (le
corps de base étant algébriquement clos et de caractéristique nulle). Les conditions
suivantes, toutes équivalentes, remplacent alors les conditions (1), (2), (3):

(1) Quel que soit le G-fibré en droites L sur G/H, la multiplicité dans H°(G/H, L)
(l'espace des sections globales de L) de toute représentation rationnelle
irréductible de G, est <1.

(2) Le groupe H a une orbite ouverte dans Pespace des drapeaux de G.

(3" Le groupe H n’a qu'un nombre fini d’orbites dans 'espace des drapeaux de G.

(4) Quelle que soit la G-variété algébrique Z et quel que soit z € ¥Z ('ensemble des

points fixes de H dans Z), G n’a qu'un nombre fini d’orbites dans G-z
(adhérence dans Z de I'orbite de G passant par z).
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Pour (1)«(2") voir E.B. Vinberg-B.N. Kimel'feld [ 22]; pour (2")=(3") [4]; pour
(2)=>(4") F.J. Servedio [20] ou [12]; enfin pour (4)=(1") voir D. Ahiezer [1]. Si H
vérifie les conditions (19, (29, (3), (4) nous dirons que H est un sous-groupe
sphérique de G, et que 'espace homogene G/H est sphérique. Les sous-groupes
symétriques, c’est-a-dire les sous-groupes formés des points fixes d’un automor-
phisme involutif, sont sphériques (voir [23]). Les exemples de M. Kridmer (loc. cit.)
fournissent d’autres sous-groupes sphériques réductifs. Mais il y a aussi beaucoup
de sous-groupes sphériques non réductifs, par exemple ceux qui contiennent un
sous-groupe unipotent maximal de G.

0.3. Soit G un groupe algébrique réductif connexe. Le §1 de notre article concerne
la structure des G-variétés algébriques générales.

Soit Z une G-variété algébrique normale et soit z € Z. Supposons que I'orbite
G - z soit une variété projective, autrement dit, supposons que le groupe d’isotropic
G, soit un sous-groupe parabolique de G. Choisissons un sous-groupe parabolique
P de G, opposé¢ a G,.. Désignons par P* le radical unipotent de P. Posons
L=G,nP:Cest un sous-groupe de Levide P, c’est-a-dire L est réductif et P = LP*.
Le résultat principal du §1 est le suivant:

Théoréme (1.4). Il existe des sous-variétés (localement fermées) affines W de Z
possédant les propriétés suivantes:

1) W contient z et est stable par L;

2) P*- W est ouvert dans Z;

3) lopération de P dans Z induit un isomorphisme de variétés algébriques
Pix W=pP*- W.

Le §1 se termine par deux applications de ce théoreme (1.5 et 1.6).

0.4. Dans le reste de larticle, nous appliquons les résultats du §1 a I'étude des
espaces homogénes sphériques.

Soit G un groupe algébrique réductif connexe et soit H un sous-groupe
sphérique de G au sens de 0.2. Fixons un sous-groupe de Borel B de G tel que BH
soit ouvert dans G. Désignons par P ’ensemble des s € G tels que sBH =BH: c’est
un sous-groupe parabolique de G, qui contient B. Désignons par #, , I'ensemble
des fonctions réguliéres f sur G telles que /™ '(0)= G — BH (ensemblistement). Si
fe?, ., notons df (1)I'¢lément de la représentation coadjointe de G obtenu en
évaluant la différentielle de f en I'élément neutre de G. Posons L' =G, ), et
notons C”/ le centre connexe de L’. Les résultats principaux des §§2 et 3 sont les
suivants:

Théoréme (2.4, 3.4 et 3.5). Quel que soit f € P, ., le groupe L7 est un sous-groupe de
Levi de P, et posséde les propriétés suivantes:

1) LYnH=PnH, et ce groupe est réductif ;

2) le groupe dérivé de L’ est contenu dans H

3) quelle que soit la G-variété algébrique Z et quel que soit ze"Z, P*. cr 2
contient un ouvert non vide de toute orbite de G dans G - z.

Disons deux mots sur la démonstration de ce théoréme: 'idée consiste a
«compactifier» G/H en le plongeant comme orbite dans un espace projectif
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judicieusement choisi, puis a utiliser les résultats du §1 pour un point d’une orbite
fermée (donc projective) dans 'adhérence de G/H.

Dans le dernier §, nous apportons quelques compléments: nous considérons
d’abord bri¢vement le cas des espaces homogénes symétriques (4.1); puis, revenant
au cas général, nous montrons qu’un sous-groupe de P* opére transitivement dans
I'ensemble des sous-groupes de Levi de P qui possédent les propriétés du théoréme
précedent (4.2).

Mentionnons enfin que les résultats des §§2-4 sont motivés par (et ont des
applications dans) la théorie des plongements des espaces homogénes sphériques,
théorie esquissée dans [12], 8.10; nous espérons revenir la-dessus dans des articles
ultérieurs.

Nous remercions H. Kraft et G. Menzel, qui ont contribué a améliorer les
démonstrations du §1 (pour un état antérieur, voir [11]). Nous remercions
¢galement F. Pauer, dont les exemples ([14], [15]) nous ont été précicux.

1. Structure locale au voisinage d’une orbite compléte

Nous suivons la terminologie et les notations de [3].

Soit G un groupe algébrique réductif connexe (le corps de base k étant
algébriquement clos et de caractéristique nulle). On désigne par ® 1’algébre de Lie
de G.

1.1. Soit N un G-module rationnel de dimension finie. On note N’ le G-module
dual de N. Si E est un sous-espace de N’, on désigne par E* le sous-espace de N
orthogonal a E. Si x € N— {0}, on note X la projection de x dans I'espace projectif
IP(N).

Choissons e N'— {0} et ye N—{0} tels que les orbites G-7 et G-y soient
fermées dans IP(N”) et P(N), et tels que {(#, y> = 1. On pose P = G, et on note P* le
radical unipotent de P.

Lemme. Le sous-espace vectoriel (®-n)* de N est stable par P, et
N=6-y®(®- ).

Preuve. Puisque y est un vecteur propre de P, ® - et (G - n%* sont stables par P.

Choisissons un tore maximal T'dans PN G; et notons t'algebre de Liede T. On

écrit
6=t d 6
aeR

la décomposition de G sous 'opération de T (R étant le systéme de racines). Pour
ae R, désignons par U® le sous-groupe connexe de G normalis¢ par T dont
Ialgébre de Lie est * et par G*le centralisateur dans G de la composante neutre de
Ker(a) ([3], §13).

On observe que P =G, et G; sont deux sous-groupes paraboliques de G qui
sont opposés (c’est-a-dire PN Gy est un sous-groupe de Levi de P et G;). En effet, on
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a G;nG;=Gyg; ot yQne NQN'; si U*CGynGy, on a aussi U*CG,g,, d'ou
TU*CG,g, puisque <{#,y) =1; comme TU* est un sous-groupe de Borel de G*, il
sensuit que G*CG,g,C G;NG,, ce qui démontre P'assertion.

I7Ad

Si 4 est le sous-ensemble de R tel que Lie P*= (P G on a

acA

G -y=ky® P 6y et G-n=kn® P G -y

aeA acAd

De plus, pour o€ 4, on a
G n,6% = [6%,6%] - y) =, ky) =k.

Puisque I'intersection & - y~ (G - n)* est stable par 7, et que ky et ®* - y (0 € 4) sont
des droites propres de T de poids différents, il s’ensuit que & - yn (G - n)* = {0}. De
la et de dim® - y=dim® -, on déduit que N=6-y®(6 - n)*.

1.2. On conserve les notations et les hypothéses de 1.1.

Proposition. L’opération de P* dans N et IP(N) induit les isomorphismes de variétés
algébriques
P (k*y +(6 - n)) >N — (kn)*

et
P x [P(ky®(6 - n)") — PG - n)")]=P(N) —P((kn)").

Preuve. Notons K I'ensemble des s € GL(N) tels que s- (& - #)* C(® - n)t et
s - (kn)* C (kn)*; notons S I'ensemble des s e K tels que s- y € ky®(® - n)*: ce
sont des sous-groupes algébriques de GL(N). On vérific sans peine que
K/S ~k%™F" que K,CK,CS et qu'on a

K- y=N—(kn)*;
S-y=k*y+(6-n)*;
K- j=P(N)~P((kn)");
S-j=Pky®(® - n)")—P(G -n)*).

L’image de P (resp. de G;nP) par le morphisme G—GL(N) tombe dans K (resp.
dans §) et P* se plonge comme sous-groupe dans K. Pour tout a€ A4, on a

& ynky®(® - n)*]1= {0}

(voir la preuve du lemme précédent). Puisque les U” sont unipotents et que nous
sommes en caractéristique nulle, il s’ensuit que les U*NS sont réduits a 'élément
neutre. Comme P“nS est engendré par les U* qu’il contient (car P*nS est
normalisé¢ par G,nP), il s’ensuit que P*NS est réduit a I'élément neutre. Par
conséquent, orbite de P* dans K/S passant par S/S est ouverte et isomorphe a P*.
On sait que les orbites d’'un groupe unipotent opérant dans une variété affine sont
toutes fermées ([25], th. 2). Il s’ensuit que P*~ K/S, autrement dit la multiplication
dans K induit un isomorphisme P*x S=K. Vu les propriétés de K et de S
énumérées plus haut, les assertions de la proposition en résultent aussitot.
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1.3. Le lemme qui suit est une reformulation de la proposition précédente; il ne
servira qu’au § suivant (voir 2.4). Soit M un G-module rationnel irréductible. Soit
ne M’—{0} tel que l'orbite G -1 soit fermée dans IP(M"). On pose P =G,

Lemme. Pour tout x € M tel que (n,x) =0, il existe un unique y € M — {0} vérifiant:
1) G-J est fermé dans P(M);
2) xey+(G-n)*.

Preuve. Choisissons y,e M —(kn)* tel que G- j, soit fermé dans IP(M). D’aprés
1.2, Topération de P dans M induit un isomorphisme

P x (k*yo +(® - m)") =M — (kn)*.

Par conséquent, comme (® - #)* est stable par P, pour tout x e M —(kn)*, il existe
se PY et Aek* tels que xeisy,+(®-n)t. 1l est clair que y=Aisy, remplit les
conditions du lemme.

Soit x e M —(kn)* et soient y et y, deux éléments de M vérifiant les conditions
du lemme. De 2) on tire {n,y>={n,x)=<{n,y;y. Le groupe G n’a qu'une seule
orbite fermée dans IP(M), d’ou, grace a 1) et {n, y>={n, y, ), il existe s € P* tel que
sy=y,. De 2) on obtient aussi yey;+(®-n)*, cest-a-dire yesy+(6-n)*
=s(y+(® -n)"), dou il suit, grice a I'injectivité de I'isomorphisme

PUx (k*y +(® - n)")=>M —(kn)*,
que s=1 et que y=y,.

14. Soit Z une G-variété algébrique (non nécessairement quasi-projective)
normale, et soit ze Z. On suppose que Porbite G-z est une variété projective,
autrement dit que G, est un sous-groupe parabolique de G. Choisissons un sous-
groupe parabolique P de G, opposé a G,. Désignons par P* le radical unipotent de
P.Posons L=PnG,: cest un sous-groupe de Levi de P (et de G,), cest-a-dire Lest
réductif et P=LP*.

Théoréme. Il existe des sous-variétés (localement fermées) affines W de Z
possédant les propriétés suivantes:

1) W contient z et est stable par L;

2) P“-W est ouvert dans Z;

3) lopération de P* dans Z induit un isomorphisme P* x W= P*. W.

Preuve. D’aprés un résultat de Sumihiro ([21]), quitte 4 remplacer Z par un
voisinage ouvert G-stable de z convenable, on peut supposer qu’il existe un espace
vectoriel de dimension finie N, un morphisme de groupes algebriques
G—PGL(N), et un plongement Z—IP(N), plongement qui commute aux opéra-
tions de G.

Soit ye N—{0} tel que y=z. Il est clair qu’on peut trouver ne N’ vérifiant
(n,y>=1¢et G;=P. Posons

U=Z—P((kn)")
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et
Wi =UnPky®(6 - n)").

11 est clair que W, est stable par L. D’apres 1.2, Popération de P* dans Z induit un

isomorphisme P W
“x W, »U.

En général, la variété W, est seulement quasi-affine, mais tout voisinage L-stable
affine W de z dans W, (z est laissé fixe par L qui est réductif, voir [13], p. 29) remplit
toutes les conditions du théoréme.

Remarques

1. L’hypothése de normalité de la variété Z n’est intervenue dans la preuve du
théoréme qu’a travers le résultat de Sumihiro, et peut donc étre remplacée par une
hypothése de «projectivité» de I'opération de G dans Z au voisinage de z.

2. Que reste-t-il du théoréme en caractéristique positive (en supposant au besoin
I'application G—G - yCZ séparable)?

1.5. Voici une premicre application du théoréme 1.4.

Corollaire. Soit Z une G-variété algébrique lisse, connexe, compléte et de dimension
n. On suppose qu'un sous-groupe de Borel de G a une orbite ouverte dans Z. Alors
tout point de Z posséde un voisinage isomorphe a Iespace affine k".

Preuve. Puisque toute orbite contient dans son adhérence une orbite fermée, il
suffit de démontrer le corollaire pour tout z € Z dont I'orbite G - z est fermée, c’est-
a-dire est projective. Les conditions de 1.4 sont alors remplies: soient P, L et W
comme dans le théoréme précédent. Puisqu’on suppose qu’un sous-groupe de
Borel a une orbite ouverte dans Z, P a une orbite ouverte dans P*- W, donc L a une
orbite ouverte dans W. Comme L est réductif, que W est une L-variété lisse et affine,
et que L posséde un point fixe dans W, on sait que W est L-isomorphe a un espace
vectoriel dans lequel L opére linéairement (voir [10], p.99). Par conséquent, le
voisinage P*- W de z, qui est isomorphe & P* x W, est isomorphe a k".

Remarque. Pour des exemples de variétés remplissant les hypothéses du corollai-
re, voir [5].

1.6. Voici une seconde application du théoréme 1.4.

Soit H un groupe algébrique (affine) et soit Z une H-variété algébrique irréductible.
Nous dirons que les groupes d’isotropie génériques de H dans Z sont conjugues,
§’il existe un ouvert non vide Q de Z tel que les H,, z € Q soient conjugués deux a
deux par H. On dispose de divers résultats sur I'isotropie générique (voir [18],
[19], [6]): par exemple, si H est réductif et si Z est affine et lisse, alors les groupes
d’isotropie génériques sont conjugués; d’un autre coté, dés que H contient un
nombre non dénombrable de sous-groupes algébriques (unipotents) deux a deux
non isomorphes, on sait qu’il existe des H-vari¢tés dont les groupes d’isotropie
génériques ne sont pas conjugueés ([18], §12).

Corollaire. Soit G un groupe réductif (connexe) et soit Bun sous-groupe de Borel de
G. Quelle que soit la G-variété algébrique irréductible Z, les groupes d’isotropie
génériques de B (et de B*) dans Z sont conjugués.
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Preuve. Raisonnons par récurrence sur le rang semi-simple de G. Si ce rang est nul,
G = Best un tore, et les assertions du corollaire sont évidentes. Dans le cas général,
quitte a remplacer Z par une G-variété qui lui est birationellement équivalente, on
peut supposer Z normale et compléte (voir [21]). On peut également supposer que
la partie semi-simple de G n’opére pas trivialement dans Z. D’aprés [24], il existe
alors ze Z—%Z dont I'orbite G - z est fermée dans Z. Puisque Z est compléte, G - z
est projective. Le théoréme précédent s’applique: soient P, L et W comme dans 1.4.
On peut supposer que BC P. Puisque le rang semi-simple de L est strictement
inférieur au rang semi-simple de G, les assertions du corollaire sont vraies, par
hypothése de récurrence, pour I'opération de L dans W. Puisque P*- W est ouvert
dans Z et que P*x W=P"- W est un isomorphisme, ces assertions sont alors
manifestement aussi vraies pour opération de G dans Z.

2. Définitions et préliminaires

Soit G un groupe algebrique réductif connexe, et soit H un sous-groupe algébrique
{non nécessairement réductif ni connexe) de G. Dans toute la suite, on supposera
que H est sphérique: autrement dit, on supposera que H posséde une orbite
ouverte dans 'espace des drapeaux de G.

Fixons un sous-groupe de Borel B de G tel que BH soit ouvert dans G; ce choix
n’est pas unique, mais deux tels B sont conjugués par H. Notons P 'ensemble des
s€ G tels que sBH = BH: c’est un sous-groupe parabolique de G contenant B.

Pour tout groupe algébrique K, nous noterons K° la composante connexe
neutre de K.

2.1. Notons k[G] Talgébre des fonctions réguliéres sur G. Désignons par #,
I’ensemble des f € k[ G] possedant les propriétés suivantes:

1) f ne s’annule pas sur BH;

2) f prend la valeur 1 en I’élément neutre de G.
Notons Z, , 'ensemble des fonctions de £, qui s’annulent partout sur G—BH.
L’ensemble G— BH est vide ou pur de codimension 1 dans G (car BH/H est un
ouvert affine de G/H, comme orbite d’un groupe algébrique résoluble); il s’ensuit
que 2, , +0.

Lemme. 1) Tout f € 2. est vecteur propre pour P opérant par translations a gauche
et pour H° opérant par translations a droite (dans k[G]).
2) Quels que soient feP,, et fyeP,, il existe f,€P, et neN tels que

flfzzf"-

Preuve. Soit fe#,. La fonction f sur P x H définie par f(p, )= f(ph) (peP,
he H®) est réguliére, et partout non nulle. On sait que, sur tout groupe algebrique
connexe, les seules fonctions réguliéres, inversibles, et valant 1 en 'élément neutre
sont les caractéres ([26]). Par conséquent, il existe un caractére o de P et un
caractére f§ de HO tels que f(p, h)=a(p)B(h) (p€ P, he H®). Le morphisme P x H®
-»BH C G induit par la multiplication est dominant et commute aux translations a
gauche par P et a droite par HC. La premiére assertion du lemme est démontrée.

Soient fe 2, , et f; € .. Puisque k[G] est un anneau de Krull, il existe un
entier neN tel que f"/f, appartient a k[G]. Il est clair que f,=f"/f, et n
conviennent.
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2.2.Lemme. 1) Si M est un G-module rationnel simple et si x € M — {0} est un vecteur
propre pour H°, alors il existe ne M’ tel que la fonction fek[G] définie par
f(s)={n,sx> (s€ G) appartienne a P,.

2) Inversement,si f € P, il existe un G-module rationnel simple M,unxe M et
un neM’, tels que f(s)={n,sx) (s€G), et le triplet M, x, n est unique a
isomorphisme preés.

Preuve. 1) On sait qu’il existe un unique hyperplan de M, stable par B. Cet
hyperplan ne peut contenir x (sinon il contiendrait aussi G- xCBH - xC B~ kx, ce
qui n’est pas possible). Par suite, on peut trouver € M’, vecteur propre sous B, ¢t
vérifiant (5, x> =1. Comme BH = BH®, on voit que la fonction f définie par f(s)
={n,sx) (se G) appartient & 2.

2) Notons G Iensemble des (classe d’isomorphie de) G-modules rationnels
simples. Il est bien connu que I'application

¢: @ M'®M-kK[G]
MeG
définie par @p((®x)(s)=<& sx>(EeM’, xe M, seG) est un isomorphisme de
G x G-modules (appelé parfois I'isomorphisme de Frobenius). La partie 2) du
lemme en résulte aussitét en prenant pour M le sous-G-module de k{G]
(relativement aux translations a droite) engendré par f.

2.3. Soit fe?,, et soit M le G-module rationnel simple tel qu’il existe ne M’ et
x € M vérifiant f(s)=<n,sx)>, se G (voir 2.2).

Lemme. Ona PCG,. Si fe?, ., on a méme P=G;.
Preuve. Soit se P. D’apres 2.1, il existe Ae k— {0} tel que

(somt-xy=,s7 1t xy=f(s" )=/
=’1<7’9t'x>=</17”['x>,

quel que soit te G. Puisque G- x engendre l'espace vectoriel M, il s’ensuit que
s-n=An, dou PCG;,.

Si s e Gy, alors il existe A € k— {0} tel que s - n=An, d’ou on déduit aussitdt que
la translation 4 gauche par s laisse stable f ~!(0). Si fe 2, ,, cette translation
laisse alors aussi stable BH =G — f ~!(0), autrement dit se P.

2.4. Si f e k[G], notons df (1) e ®' I'élément de la représentation coadjointe de G
obtenu en évaluant la différentielle de f en I'élément neutre de G.

Soit fe#, ,, et soient M, x, n comme dans 2.2. D’aprés 1.3, puisque {5, x>
=140, il existe un unique y e M — {0} vérifiant:

1) G-y est fermé dans IP(M);

2) xey+(6G-n)t.

Lemme. On a Gy, =G;nGjy; en particulier Gy, est un sous-groupe de Levi de
P=gG,.
n

Preuve. Posons L=G;NG;. Pour tout se P=G, écrivons s=ul, avec ue P* et
le L. Notons y le caractére de L tel que s-n=y(Dn; ce caractére vérifie aussi /- y
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=y~ 'y, quel que soit le L. Si Xe®, on a

s-df (1), X =51, Xs-x)=—y() {Xn,sx)=—y(D) {Xn,sy)>
=—{Xn,uy).

De 1.2 résulte que uy —y € (® - )" si et seulement siu= 1. Autrement dit, Py(y)=L.

L’orbite P-df(1)=P*-df(1) est fermée dans 6, car P* est unipotent. Puisque
G/P est complet, il s’ensuit que 'orbite G - df(1) est aussi fermée dans &’. Par suite
Gyer) est réductif. Il S'ensuit que G4, est connexe (car ® et ®” sont G-isomorphes,
et X € ® est semi-simple si et seulement si G - X est fermé, et Gy est connexesi X € ®
est semi-simple). Puisque tout sous-groupe réductif connexe de G qui contient
strictement L coupe P* non trivialement, et que GyqynP“={1}, on a Gy,
=Pyay=L, c.qfd

2.5. Pour tout f € 2, ,, posons L' =Gy, D'aprés 2.4, les L/, fe 2, , sont des
sous-groupes de Levi de P. Lorsque f=f-...- ™, ou fi,..., f,e?, et ou
(ny,....,n,)eN", on a df(1)=n, df,(1)+... +n,df.(1). Il sSensuit que L/" =L/, quel
quesoitn=1,2, .... Par contre, si f; et f, sont deux éléments différents de 2, ,, on
a en général L'+ L/2, comme on peut le constater sur 'exemple simple suivant.

On pose G =SL(3, k). On note e, e,, e, la base canonique de k>, et €], €}, €5 la
base duale. Soit H le sous-groupe des éléments de G qui fixent e, +e; et e] +ej:le
groupe H est isomorphe a SL(2, k). Soit B le sous-groupe de Borel standard de G
(formé des matrices de G qui ont une forme triangulaire supérieure). On vérifie sans
peine que BH est ouvert dans G et que P = B. Définissons f}, f, € k[G] par f,(s)
={e,5(e; +e3)), fr(s)={e;,s(e] +¢€5)> (se€ G). On vérifie sans peine que 2, est
I'ensemble des f qui s’écrivent (de fagon unique) sous la forme

f=37, ou (ny,n,)eN2.

Si on identifie ® et ® au moyen de la forme bilinéaire Tr XY (X, Y € %), on obtient

~13 0 1 23 0 -1
= 0 —1/3 0|, dh=| 0 153 0©
0 0 2/3 0 0 13

Un calcul simple montre que
Lfl"l fzy‘z:s(nla n2)Ts(n17 n2)7 ! ’

ou T est le tore standard de G (formé des matrices de G qui ont une forme
diagonale) et ou
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3. Démenstration des résultats principaux

On conserve les notations et les hypothéses du § précédent.

3.1. Soit N un G-module rationnel de dimension finie, soit z € “IP(N) et soit Y une
orbite fermée de G dans G-z. Nous allons associer 4 un tel triplet un unique
élément de 2., élément que nous noterons fy , y.

Désignons par M I'unique sous-G-module irréductible de N tel que Y CP(M).
Choisissons x € N — {0} tel que x =_2. Choisissons 5 € N’, vecteur propre sous B,
non nul sur M et vérifiant (x, x> =1 (de tels y existent car Y C G - z et z € "P(N)).
Montrons que la fonction f e 2, définie par f(s)=<{n,sx) (s€ G) ne dépend que
de N, z et Y (et non des choix de x et 7).

Soit #, € N” un autre vecteur propre sous B qui est non nul sur M et qui vérific
{n,,x>=1. 1l suffit de montrer que {7, sx> = {1, sx)> quel que soit s € G. Puisque
ni y, ni 7; ne sont nuls sur M, ils ont méme poids sous B. Par suite, n—n, est un
vecteur propre sous B tel que {(n—#,,x>=0. De

n—ny, BH-x)=<{B-(n—ny), H-x)Ck{n—n,x>=0
suit {n—n,,G-x>=0, d’ou le résultat voulu.

3.2. Soient N, z, Y comme dans 3.1. Soit f €2, .. Pour la définition de L', voir
2.5.

Lemme. On suppose qu'il existe ne N tel que fy , y=f". Il existe alors un ouvert
affine U de G-z possédant les propriétés suivantes:

1) U est stable par P;

2) U rencontre Y; — y

3) Popération de P* dans U induit un isomorphisme P*x L/ -z U (ici L' - z
désigne I'adhérence de L -z dans U ).

Preuve. Soient xe N, ne N' et M C N comme dans 3.1. Le sous-G-module M, de
N’ engendré par g s’identifie de maniére naturelle a M’. Notons x, la projection de
x sur M le long de M+. Soit y P'unique élément de M vérifiant x, € y+(® - n)* et
jeY (voir 1.3). Puisque par hypothése fy .y=/f" et que fy . y(5)=<y,sx>
={n,sx,», on a G;=P (2.3) et I/ =I/"=G,nG; (2.4). Il est clair qu'on a aussi
x€y+(®-n)t. Posons

U=G-z—P((kn)*")
et

W=G znPky®(G -n)H)nU.

De 1.2 résulte que Popération de P dans U induit un isomorphisme P* x W—-U (U
est stable par P et W est stable par L'). Puisque PH est ouvert et dense dans G,
PH -z=P -z est ouvert et dense dans U. De l'isomorphisme P*x W= U résulte
alors que L - z est ouvert et dense dans W, d’ou W=L'- z'.

3.3. Soient N, z, Y comme dans 3.1. Soit feZ, ,.
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Lemme. Il existe un G-module rationnel de dimension finie N, un z”e”]P(N),
une orbite fermée Y de G dans G -2, et un morphisme de G-variétés algébriques
¢:G- -Gz vérifiant

D) p(d)=zet o(¥)=Y;

2) il existe neN tel que f3 ; y=f"

3) toute orbite de G dans G - z contenant Y dans son adhérence est Uimage par ¢
d’une orbite de G dans G- Z contenant Y dans son adhérence.

Preuve. Choisissons xe N et xe N’ comme dans 3.1. Posons f;=fy.y; on a
fi(8)={n,sx),se G. D’aprés 2.1, il existe f, € #, et ne N tels que f, f, = f". Soit
M, le G-module rationnel simple tel qu’il existe 5, e M5 et x, €M, vérifiant

J2s)=<n2,5%,), s€ G (voir 2.2). Désignons par Y, I'unique orbite fermée de G
dans IP(M,). Posons N=M,®N et

5=(%,, §) € P(M,) x P(N)
I
x,@®xeP(M,®N)=P(N).

Notons Y Tunique orbite fermée de G dans Y, x Y CIP(M,) x P(N) o IP(N).
Désignons par ¢ la rtestriction a G- ZCPP(M,)xP(N) de la projection
P(M,) x P(N)—>IP(N).

I est clair que ¢ envoie G - Z sur G- z, qu'il s’agit d’un morphisme de G-variétés
algébriques, et qu’on a ¢(2)=z et o(Y)=Y. De plus, on a

M ®n, s(x,®x)> =N, 5%, N, 8x> = f1(8) f2(5) »

d’ou il suit que fy ;y=/"

Soit A une orbite de G dans G - z telle que 4D Y. Toute orbite A, de G dans G- Z
telle que (A ,) = A vérifie alors 4, D Y : en effet, sinon il existerait une orbite fermée
de G dans G- Z, différente de Y et se projetant sur Y; mais cela n’est pas possible, car
la projection P(M,) x P(N)—P(N) induit manifestement une bijection entre
I'ensemble des orbites fermées de G dans P(M,) x IP(N) et 'ensemble des orbites
fermées de G dans IP(N).

3.4. Théoréme.

Pour tout fe?, .,

1) ona L'nH=PnH, et ce groupe est réductif ;

2) les groupes L/ et PnH ont méme groupe dérivé (en particulier, le groupe
dérivé (LY, L7) de L’ ne dépend pas de f et est contenu dans H).

Preuve. Ilest connu qu’il existe un G-module rationnel de dimension finie N, et un
zeIP(N) tels que G,=H. D’aprés 3.3, on peut supposer qu’il existe une orbite
fermée Y de G dans G-z telle que fy . y=/" neN. De 3.2 résulte alors en
particulier que

Pix L/ -zoP-z=B-z.

Il s’ensuit que PnH =P, =(L’),=L/ nH. Puisque B est résoluble, 'orbite B -z est
affine, donc aussi lorbite L7 - z. Tl est bien connu qu’un espace homogeéne sous un
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groupe réductif n’est affine que si ses groupes d’isotropie sont réductifs. Il s’ensuit
que (L'),=L/nH est réductif.

DeL/-zCB -z, ontire L/ CB(PNH)CB(L'nH),d’ou L' =(L/~B) (L ~nH). La
derniére assertion du théoréme résulte alors assitdt du lemme suivant.

Lemme. Soient K un groupe réductif connexe, K, un sous-groupe réductif et B un
sous-groupe de Borel de K. Si K=BK, alors K et K, ont méme groupe dérivé.

Preuve. De K=BK, suit que K¢ opére transitivement dans K/B, I'espace des
drapeaux de K, qui est donc aussi 'espace des drapeaux de K9. Pour tout groupe
réductif, la dimension de I'espace des drapeaux est égale a la dimension des sous-
groupes unipotents maximaux. Il sensuit que tout sous-groupe unipotent
maximal de K¢ est aussi unipotent maximal dans K. De 1a résulte aussitot que
(K, K)=(K?,K?); comme (K,K;)C(K,K)=(K{,K)C(K,,K,), le lemme est
démontre.

Notons B* le radical unipotent de B. On déduit aussitdt du théoréme précédent
que B*‘nH=B"nL": en effet, BFnHCPNHCL/nHCL’ et B‘nL/ C(L/,L)CH.
D’otl le corollaire suivant, qui précise le résultat de [16].

Corollaire. Le groupe B*nH est le sous-groupe unipotent maximal d’un sous-groupe
de Levide P. En particulier, il existe des tores maximaux de B qui normalisent B°‘nH.

3.5. Pourtout f € 2, ,,notons C’ la composante connexe neutre du centre de L'

Théoréme. Quel que soit feP. ., quelle que soit la G-variété algébrique Z et quel
que soit zeZ, P*- C’ - z contient un ouvert non vide de toute orbite de G dans G - z;
en particulier G-C'-z=G - z.

Preuve. Soit A une orbite de G dans G-z. Il faut montrer que AnP*-C/ .z
contient un ouvert non vide de A.

Quitte a remplacer la variété Z par sa normalisée, on peut supposer Z normale.
Gréce a un résultat de Sumihiro ([21]), on peut ensuite s¢ ramener au cas ou
Z=IP(N), N étant un G-module rationnel de dimension finie. Grace a 3.3, on peut
alors de plus supposer qu’il existe une orbite fermée Y de G dans AC G- zCIP(N) et
un entier n tels que fy , y=f"

Draprés 3.2, il existe un ouvert U de G - z possédant les propriétés suivantes: U
est stable par P, U rencontre Y, et 'opération de P* dans U induit un isomorphisme
P'x 7" zY=U. De 3.4 suit que L/ -z=C’-z. D'ou AnUCP*-C’/-z. Puisque
YCAetque YNU=4¢, ona AnU=+4.

Corollaire (voir aussi [20] et [1]). Quelle que soit la G-variété Z et quel que soit
ze®Z, le groupe G n'a qu’un nombre fini d’orbites dans G - z, et ces orbites sont
toutes des espaces homogénes sphériques.

Preuve. Le groupe C/ étant un tore, C/ n’a qu’un nombre fini d’orbites dans C/ - z
(voir par exemple [8]). Dela et de G-z=G - C7 - z résulte la premiére assertion du
corollaire et que P“C’ n’a qu’'un nombre fini d’orbites dans P*- C/ - z. Puisque
P*. C/ -z contient un ouvert non vide de toute orbite de G dans G-z, P*C” (et &
plus forte raison B) a une orbite ouverte dans toute orbite de G dans G - z.
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4. Quelques compléments

4.1. Soit G un groupe algébrique réductif connexe, et soit ¢ un automorphisme
involutif de G. Désignons par H le sous-groupe des s € G tels que gs=s. Il est bien
connu que H est réductif, et que H est un sous-groupe sphérique au sens de 0.2 (voir
par exemple [23]). Un sous-groupe parabolique Q de G est dit s-anisotrope, si Q et
6Q sont des sous-groupes paraboliques opposés de G. Le groupe H opére, par
conjugaison, de fagon transitive dans 'ensemble des sous-groupes paraboliques -
anisotropes minimaux de G (voir loc. cit.).

Choisissons un sous-groupe de Borel B de G tel que BH soit ouvert dans G, et
revenons aux notations G, H, B, P, 2, etc. du §2. Notons 2¥, I'ensemble des
f e, , invariants par H opérant par translations a droite. On vérifie sans peine
que P2, +¢ (cela est vrai plus généralement pour les espaces homogénes
sphériques quasi-affines, d’aprés les résultats de [2]).

Proposition.

1) Le groupe P(={se G, sBH=BH}) est un sous-groupe parabolique o-
anisotrope minimal de G.
2) Pour tout feP? ., ona L' =PnoP.

Preuve. Soitf e 2% .. Soient M un G-module rationnel irréductible, ne M’ et
xeM, tels que f(s)={n,sx>, seG (voir 2.2). Pour tout XeLieG, on a
df(1), X +6X>=<{n,(X+06X)-x>=0(car X +0X € LieH et xe "M); il Sensuit
que a(df(1))= —df(1), puis que L' = Gy, est laissé stable par o.

Comme BH est ouvert dans G, le sous-groupe B est contenu dans un sous-
groupe parabolique g-anisotrope minimal Q de G ([23], p. 322). Le radical R de Q
vérifie les deux conditions: BOR et RH=QH (ibid.). On a alors

BHCQH=RHCBH,

d’ou Q C P, par définition de P. De P*C Q" suit que P*noP*CQ"noQ"={1},d’ou il
résulte que PnoP =L/, Enfin, puisque (L', L/)CH, on a

0Nl =0/, LY)CQ“nHC Q' ne Q"= {1},

d’ou il suit que P =, ce qui montre bien que P est un sous-groupe g-anisotrope
minimal de G.

4.2. Revenons au cas d’un espace homogene sphérique général. On conserve les
notations et les hypothéses du §2.

Soit L un sous-groupe de Levi de P, et notons C la composante connexe neutre
du centre de L. Nous dirons que L est adapté a H, si

1) LnH=PnH,

2) quelle que soit la G-variété algébrique Z et quel que soit ze#Z, P*-C -z
contient un ouvert non vide de toute orbite de G dans G- z.

Nous avons vu au § 3 que les L, f € #, , sont des sous-groupes de Levi de P
adaptés a H.
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Rappelons qu’on appelle plongement élémentaire de G/H tout couple X, x, ou
X est une G-variété algébrique irréductible lisse et ou x est un point de X, vérifiant:
le groupe d’isotropie G, est égal a H, Porbite G-x est ouverte dans X, et
Y =X — G- xestune orbite fermée de codimension 1 de G dans X (voir[12],§3). Le
groupe P posséde une orbite ouverte Y’ dans Y (voir 3.5), et le couple
X’'=P-xuUY’, x est manifestement un plongement élémentaire de P/PnH.

Lemme. On suppose LnH=PnH. Les conditions suivantes sont équivalentes:
(1) L est adapté a H;
(2) quel que soit le plongement élémentaire X, x de G/H, ona C-xnY'+¢;
(3) quel que soit le plongement élémentaire X, x de G/H, I'opération de P* dans
X’ induit un isomorphisme de variétés algébriques P*x C-x*¥ =X’

Preuve. Que {1)=(2) est clair. Montrons que (2)=(3). Soit X, x un plongement
¢lémentaire de G/H. De LnH=PnH suit que P*xL-x>»P-x=B-x. Comme
dans 3.4, on en déduit que (L, L)C H. L’hypothése LnH = Pn H implique donc que
le morphisme : P*x C-x*¥'— X’ donné par 'opération de P* dans X', est un
morphisme birationnel. Le groupe L opére dans C - x, donc aussi dans C-x*'; on
en déduit une opération de P dans P* x C- x*" qui prolonge 'opération naturelle
de P dans P/PnH~P"x L/LAH~P*x C-x; de la sorte y est un P-morphisme.
Le groupe P n’a que deux orbites dans X’; par conséquent, si 'on suppose
C-xnY’'+¢, alors y est surjectif. Puisque P n’a qu'un nombre fini d’orbites
dans P*x (C-x* —C- x) (tel est le cas pour lopération de C dans C- x*" d’aprés
la théorie des plongements toriques, [8] chap. I, §2), toutes de dimension
<dimX —1, et que les deux orbites de P dans X’ ont dimension dimX et
dim X — 1, les fibres de v sont finies. D’apres le théoréme principal de Zariski (voir
par exemple [17]), il en résulte que y w est un isomorphisme (d’ou a posteriori que
C-x* est lisse et que le couple C- x*, x est un plongement élémentaire du tore
C/CnH). Cela montre que (2)=-(3).

Que (3)=(2) est clair. Que (2)=(1) résulte du fait que, pour toute G-variété
algébrique Z, pour tout z e ¥ Z et pour toute orbite A de Gdans G- z— G - z, il existe
des plongements élémentaires X, x de G/H et des G-morphismes ¢ : X —Z tels que
o(x)=z et p(Y)=A (voir {127, §4).

Pour tout groupe algébrique affine G, notons X ,(G) 'ensemble des morphis-
mes de groupes algébriques 1: k*—G. Si A € X (G), notons G(4) le sous-groupe des
se G tels que lim A(t)sA(t) ! existe dans G; si G est réductif, on sait que les G(1),

t-0
A€ X (G) sont des sous-groupes paraboliques de G (voir [13], p. 55).
Soit A€ X (P). Nous dirons que 4 est adapté a H, si
1) Ae X, (Cp(PnH));
2) lim A(t)-(H/H) n’existe pas dans G/H;
t—=0
3) quelle que soit la G-variété algébrique Z et quel que soit ze #Z tels que

lim A(t)-z=z, existe dans Z—G -z, P-z, est ouvert dans G- z,.
t—0

Notons X (P; H) I'ensemble des A< X, (P) adaptés 4 H. Posons
R=P'nCu(PrnH)n [} P(A):

Ae X«(P; H)

c’est un sous-groupe algébrique de P*.
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Proposition. Le groupe R opére, par conjugaison, de facon (simplement) transitive
dans Pensemble des sous-groupes de Levi de P adaptés a H.

Preuve. Soit L un sous-groupe de Levi de P adapté a H, de centre connexe C. Si

s€ R, montrons que sLs™ ' est encore un sous-groupe de Levi de P adapté 4 H.

Puisque se Cp(PnH), onasLs " '"nHCPNH=s(PnH)s ' CsLs 'nH d’ou il

suit que sLs~'nH =P~ H. Soit X, x un plongement élémentaire de G/H. Puisque

C-xnY'+4,ilexiste L€ X (C) tel que lim A(t)- xe Y". Un tel Aest adaptéa H:en
t—0

effet, CCCp(L)CCp(LNH)=Cp(PnH), d’ou la premiére condition; la deuxi¢me
condition est claire; enfin, si Z est une G-variété algébrique et si z € ¥Z est tel que
lim A(t)z=z, € Z— G - z,on sait qu’il existe un (unique) G-morphisme ¢ : X - Z tel

é[ug @(x)=2z (voir [12], §4); il s’ensuit que P-z, =¢(Y’) est ouvert dans G-z
=¢(Y), dou la derniére condition. Puisque seG(A), sMt)s '-x
=(sA()s " 'A(H) '] - A(t) - x tend vers une limite dans Y’, lorsque t—0, d’ou il suit
que sCs™ ' - xNY’ =+ 4.

Soient L, et L, deux sous-groupes de Levi de P adaptésa H, et notons C, et C,
leurs centres connexes. Il existe s € P* tel qu'on ait sL,;s~ ' =L, (dou sC;s™ ' =C,).
Reste @ montrer que se R.

Soit A€ X (P) adapté a H, et soit X, x le plongement élémentaire (unique) tel
que lim A(t)xeY (voir [12], §4). Par définition du mot «adapté», on a

t—0
lim A(f)- x € Y'. D’aprés le lemme précédent, P*x C, - x¥ X' <P*x C, - x* (et
t—0
(L,,L)=(L,,L,)CH). Si leL,, alors on a sls"'-x=sls"'-I"' - x=x si et
seulement si sls™ '~ '=1 et le L,nH =P~ H; autrement dit

sLisT'nH =PrHACy(s);

il sensuit que sL;s 'nH=L,nH=PnH entraine se Co(PnH). Puisque C,
est un tore maximal de Cp(PnH), il existe 5, € P tel que (ads;)oAe X (C)).
Du fait que A(t)-x=[A(t)s,A(t) " *s; *]s;A(¢)s; ' - x tend vers une limite dans
X' ~P'xC,-x* (lorsque t—0), résulte que A(t)s;A(t) ' tend vers une
limite dans P*, autrement dit s, € P(1). Puisque (adss;)oAe X (C,) et que
X'~P*xC,-x*, on voit de méme que ss; € P(1). Par suite s=(ss;)s; ' € P(4).
Puisque A était un élément arbitraire de X (P; H), il s’ensuit bien que
se P“ACo(PnH)n () P(A)=R.

Ae X«(P: H)

Remarques

1. Dans I'exemple considéré en 2.5, le groupe R est formé des matrices

1 0 r
01 0}, rek.
0 0 1,

2. Parmi les sous-groupes de Levi de P adaptés a H, il est tentant de vouloir en
distinguer un qui soit plus joli que les autres. Voici un candidat: L= L/, ol f est un
¢lément de #,, qui sannule avec la méme multiplicit¢ sur les différentes
composantes irréductibles de G—BH (si f,, f, sont deux tels ¢léments, alors il
existe n,, n, € N et ye X(G) tels que fi* =xf32 dol il suit que L' =L/?).
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