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Einleitung 

Ist neT., q eine positiv definite quadratische Form auf einem •-Vektorraum V 
der Dimension k und L ein Z-Gitter auf V vom Rang k, so kann man nach 
Siegel [34] ein gewichtetes Mittel der Darstellungsanzahlen von n durch die 
Gitter im Geschlecht von L als Produkt lokaler Darstellungsdichten berech- 
nen. Das ebenso gewichtete Mittel der Thetareihen ~ exp(2rciq(x)z) der Git- 

x E L  

ter ist (ebenfalls nach Siegel [34]) ftir k > 5  eine Eisensteinreihe. Andrianov 
lieferte in [2] fiir gerades k > 4  einen Beweis der letzteren Behauptung, indem 
er die Wirkung der Hecke-Operatoren auf die Thetareihen untersuchte. 

In Abschnitt 3 dieser Arbeit wird gezeigt, dab sich diese Methode auch ftir 
ungerades k > 3  anwenden l~il3t, wenn man ffir k = 3  den Raum der Eisenstein- 
reihen als orthogonales Komplement des Raumes der Spitzenformen beziiglich 
des Petersson-Produktes definiert (Ting-Yi Pei hat kiirzlich bewiesen [37], dab 
dieser Raum jedenfalls dann von Eisensteinreihen erzeugt wird, wenn die Stufe 
der Formen von der Gestalt N=4D oder N=SD mit ungeradem quadratfrei- 
em D ist und der Charakter quadratisch ist). Zu diesem Zweck wird in Ab- 
schnitt 2 die Wirkung der Hecke-Operatoren auf die Thetareihen untersucht. 

DaB sich die gleiche Methode auch auf das nach Siegel gewichtete Mittel 
der Thetareihen der Gitter in einem Spinorgeschlecht anwenden liigt, wird in 
Abschnitt 4 gezeigt. Dabei ergeben sich neue Beweise und ftir k = 3  eine Ver- 
sch~irfung der mit arithmetischen Methoden yon Eichler [7], Kneser [17] und 
Hsia [13] gefundenen Resultate. Das Ergebnis im Fall k = 3  ermiSglicht die 
Berechnung des nach Siegel gewichteten Mittels r(n, spnL) der Darstellungsan- 
zahlen von n durch die Gitter eines Spinorgeschlechtes (ftir k > 4 hat r(n, spnL) 
nach [7, 17, 13] fiir alle Spinorgeschlechter im Geschlecht den gleichen Wert 
und kann daher als Produkt lokaler Darstellungsdichten berechnet werden). 

Ist r(n, L) die Anzahl der Darstellungen yon n durch L und r(n, genL) das 
nach Siegel gewichtete Mittel der r(n, K) fiber die K im Geschlecht von L, so 
sind [34, S. 376] die r(n, genL)-r(n, L) die Fourierkoeffizienten einer Spitzen- 
form vom Gewicht k/2. 
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Fiir k> 5 wiichst r(n, gen L) f'tir n, die von allen Komplettierungen Lp darge- 
k 

stellt werden, wie n2-1; ftir k =4 gilt das auch noch ftir n, die von den Prim- 
zahlen p mit anisotroper Komplettierung lip nur in beschr~inkter Potenz geteilt 
werden. Aus Absch~itzungen des Wachstums der Fourierkoeffizienten von Spit- 
zenformen erh~ilt man daher bekanntlich fiir k>_4, dab r(n, genL)-r(n, L) ffir 
groi3e n, die obigen Einschr~inkungen gentigen, klein gegen r(n, genL) wird. Fiir 
k= 3 geht dies nicht mehr ohne weiteres, denn der Raum der Spitzenformen 
vom Gewicht -32 zerf~illt in eine direkte Summe zweier TeiMiume U und U • 
wobei die Fourierkoeffizienten a, der Formen in U wie n ~ wachsen (und nut 
ftir n in endlich vielen Quadratklassen yon 0 verschieden sind). In Abschnitt 5 
wird gezeigt, dab die Differenz der Thetareihen zweier Gitter im gleichen Spi- 
norgeschlecht in U • liegt. Ist die verallgemeinerte Ramanujan-Petersson-Ver- 
mutung ftir U l richtig (la.l=O(n ~+~) ftir die Fourier-Koeffizienten a, einer 
Spitzenform aus U• so folgt daraus und aus den Ergebnissen yon Abschnitt 4, 
dal3 fiir groge n, die vom Spinorgeschlecht yon L primitiv dargestellt werden, 
r(n, spnL)-r(n,L) klein gegen r(n, spnL) wird. Man hat dann also eine asym- 
ptotische Formel ftir die Anzahl der Darstellungen von n durch L. 

Als Folge der Shimura-Korrespondenz [31] erh~ilt man die Richtigkeit der 
veraUgemeinerten Ramanujan-Petersson-Vermutung ftir U • wenn n auf eine 
Quadratklasse beschriinkt wird. Das liefert unter der gleichen Einschriinkung 
eine asymptotische Formel f'tir r(n, L). Ergebnisse yon Waldspurger [39] lassen 
die Richtigkeit der verallgemeinerten Ramanujan-Petersson-Vermutung fiir U • 
auch ohne diese Einschr~inkung wahrscheinlich erscheinen (siehe Abschnitt 6). 

Herrn M. Kneser und Herrn S.J. Patterson m/Schte ich fiir anregende Ge- 
spr~iche herzlich danken. 

1. Bezeichnungen und Grundlagen 

1.1 Modulformen 

Fiir ke �89 bezeichne Mo(k, N, "[)den Raum der ganzen Modulformen vom Ge- 
wicht k und dem Charakter )~ zur Gruppe Fo(N ), So(k, N, ~) den Unterraum der 
Spitzenformen und Eo(k,N,)O sein orthogonales Komplement beztiglich des 
Petersson-Produktes. Modulformen halbzahligen Gewichts sind hierbei wie in 
[31] definiert. Die Hecke-Operatoren T(p 2) seien t'fir halbzahliges Gewicht 
ebenfaUs wie in [31] definiert; T(pZ)~(p) ist hermitesch beziiglich des Peters- 
son-Produktes. Auch das quadratische Restsymbol (a/b) ist wie in [31] deft- 
niert, erftillt also insbesondere (a/b)=-(a/Ibl), falls a < 0  und b < 0  gilt, ferner 
ist 

1 d - l m o d 4  
gd i d--- - 1 mod 4. 

Ist k ungerade, 
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(e(z)=exp(2niz)), t quadratfrei und L(s,~p)= ~ O(n)n -~, so gilt nach Shimura 
[31] (siehe auch [33, 22, 10, 9, 4]) mit ,= 1 

k - 1  

Ist At(n ) definiert durch 

so kann man eine Zahl A,(0) finden, so dab 

Ft(z)= ~ At(n)e(nz)eMo(k- 1, Nt, X 2) 
t l = 0  

ftir ein geeignetes N t gilt. Ft(z ) nennt man dann die t-Shimura-Liftung von f .  
Die Eigenschaften dieser Liftung sind nach der grundlegenden Arbeit Shimuras 
[31] in [4, 9, 20, 22, 33, 36] weiter untersucht worden. Aus diesen Arbeiten 
entnehmen wir die folgenden Tatsachen: Ist f eine Eigenfunktion fast aller 
T(p 2) mit Eigenwerten 2~, so ist F t eine Eigenfunktion fast aller T(p) mit den 
gleichen Eigenwerten •p. Ftir k > 3  kann man Nt=N/2 unabh~ingig yon t w~ih- 
len, •r k>__ 5 ist F t eine Spitzenform. Fiir k = 3 gilt mit 

Die t-Shimura-Liftung F t von f ist genau dann eine Spitzenform, wenn f 
im orthogonalen Komplement [~• von U t in So(-~, N, X) beztiglich des Peters- 
son-Produkts liegt. Die R~iume U t ftir verschiedene t sind orthogonal zueinan- 
der beztiglich des Petersson-Produkts. Ist 

f ( z ) =  ~ O(n)ne(tnZz)e Ut, 
n = l  

so folgt aus dem Beweis von Theorem 3 in [38], dab 0 modulo einer Zahl r 
mit 4r 2t[N erkl/irt ist (siehe auch [30]). Das Transformationsverhalten yon f 
unter Fo(N ) impliziert dann, dab O(rnn)=tp(n))~t(m ) ftir (m, N)=  1 gilt. Wir set- 
zen U =  @ U t und bezeichnen mit U l das orthogonale Komplement von 

t quadratfrei 

U in So(-32, N, Z) beztiglich des Petersson-Produkts. 

1.2 Quadratische Formen 

V sei ein Vektorraum der Dimension k > 3 tiber II~, q eine positiv definite qua- 
dratische Form auf V mit zugehi3riger Bilinearform B(x ,y)=q(x+y)-q(x)  
-q(y), L ein Z-Gitter  vom Rang k auf V mit q ( L ) Z = Z ,  L*={yeV[B(y ,L)  
~Z}  das zu L duale Gitter. Die Stufe N=N(L)  von L i s t  gegeben durch 
q ( L * ) Z = N - I Z ,  die Determinante detL von L i s t  die Determinante der Ma- 
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trix (B(ei, ej)) ftir eine Basis {e~} von L und die Diskriminante D=D(L) yon L 
ist definiert durch 

( -  1) 2 detL falls k gerade 

� 89  2 detL falls k ungerade. 

Komplettierungen bezfiglich einer Primzahl p werden mit I~v, Zp, lip, L v etc. 
bezeichnet. O(V) ist die orthogonale Gruppe von V bezfiglich q, O+(V) 
={ueO(V)ldetu=l},  O(L) die (endliche) Untergruppe der Einheiten von L, 
o(L) ihre Ordnung. 0: O + ( V ) - - - ~ l ~ x / ( ~ x )  2 bzw. O+(Vp) • • 2 II~v ~((Dr ) ist die Spi- 
nornorm, O'(V)={u~O+(V)lO(u)=l}. OA(V), OA(L) etc. bezeichnet die Adeli- 
sierung der jeweiligen Gruppe. 

r(n, L)= ~ {x G LIq(x)=n} 

ist die (endliche) Anzahl der Darstellungen yon n durch L, 

r(n, L)e(nz)= ~ e(q(x))z=O(L, z) 
n = O  xEL 

ist die Thetareihe yon L. Wir definieren die Thetareihe des Geschlechts 
0(genL, z) und Zahlen r(n, genL) durch 

0(genL, z)= : r(n, genL)e(nz) 
n = O  

: _ 1  

die Thetareihe des Spinorgeschlechts yon L u n d  Zahlen r(n, spnL) als 

o~ 
0(spnL, z)= ~ r(n, spnL)e(nz) 

n = 0  

8(K, z)] 1 -1 

Dabei geht die Summation fiber ein Vertretersystem der Klassen im Geschlecht 
bzw. Spinorgeschlecht yon L. 

Wir setzen im folgenden [ (2d~tL), 
falls k ungerade 

de tL] ,  falls k gerade. ! 

Damit ist O(L, z) eine Modulform vom Gewicht k/2 und Charakter Z Rir Fo(N ) 
([24, 27, 31]). Sind K und L im gleichen Geschlecht, so ist 3(K, z)-O(L, z) eine 
Spitzenform (siehe [34], S. 376 f'tir gerades k, ffir ungerades k rechnet man es 
genauso nach). 
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2. Wirkung der Hecke-Operatoren auf die Thetareihen 

Ffir gerades k und p•N hat Eichler ([6], w 21) die Wirkung des Hecke-Opera- 
tots T(p 2) (bzw. T(p), falls p Norm einer )~hnlichkeitstransformation yon L ist) 
auf die Thetareihe yon L untersucht (ftir eine darstellungstheoretische Interpre- 
tation dieses Zusammenhangs siehe [26]). Far  ungerades k ist p niemals Norm 
einer )~hnlichkeitstransformation, und die Wirkung der T(p 2) kann man ganz 
analog zum Fall geraden Ranges mit Hilfe der Resultate aus w von [6] be- 
stimmen (ffir k = 3 siehe [25]). Der (Jbersichtlichkeit wegen fassen wir die Ergeb- 
nisse fiir T(p 2) (p/f N) ftir beliebiges k im folgenden noch einmal zusammen. 
Daf~ir ben6tigen wir zun~ichst einige Vorbereitungen. 

Wegen p~/N ist die Komplettierung Lp ein Zp-maximales Gitter und daher 
([6], Satz 9.7.) yon der Form L p = H •  wo H e i n e  orthogonale Summe hyper- 
bolischer Ebenen und G anisotrop ist (evtl. G =  {0}). {e 1 . . . . .  ez l  } sei eine Basis 
von H mit q(e~)=O, 

B(e21_l,eZi)-~B(ezi, ezi_l)=l ( i=1 . . . .  ,1) 

und B(e i, ej)=0 sonst, {e21+l  . . . . .  ek} eine Basis yon G falls G#: {0}. Eine solche 
Basis {e 1 . . . .  , ek} von Lp nennen wir im folgenden eine Standardbasis. Rp(L) 
bezeichne die Menge aller Gitter K aus dem Geschlecht von L, fiir die 
Z[1 /p] -  K = Z [ 1 / p ] .  L gilt und ftir die es eine Standardbasis {e 1 . . . .  , ek} yon Lp 
gibt, so dab 

{p-I el ' pe 2 . . . . .  p-1 6,2/_ 1 ' pe21 ' ezl+ 1 . . . .  , e2k} 

eine Basis y o n  Kp ist. Eine ~iquivalente Charakterisierung der Gitter K ~Rp(L) 
ist: 

i) K~_p- IL  und L~_p-XK mit q (K)7 /=Z,  

ii) (Lp : Kp c~ Lp) = (Kp : Kp ~ Lp), 
iii) (Lp:Kp~ Lp) ist maximal unter den beiden ersten Bedingungen. 

Denn aus ii) folgt wegen Satz 9.3. yon [6], dal3 auch Kp ein Zp-maximales 
Gitter ist, wegen Satz 9.6 yon [6] also z u  Lp isomorph ist. Die Existenz einer 
Standardbasis y o n  Lp mit der geforderten Eigenschaft folgt dann nach Satz 9.5. 
yon [6], und da wegen i) die Gitter K und L an allen Stellen + p  die gleiche 
Komplettierung haben, ist K im Geschlecht yon L. Die andere Richtung der 
behaupteten )~quivalenz ist trivial. 

Wir setzen 

cp(L, K) = 4f- { M ~ Rp(L)[ M ~ K}, 

cp(L) = @ Rv(L ). 

Ferner definieren wir ftir einen primitiven Vektor x ~ Lp mit q(x) ~ p2 Zp: 

p p(L, x) = # { K ~ Rp(L)Ip - 1  X ~ K }. 

Ist x I - x  2 modp2Lp, so ist offensichtlich 

Pp(L, xl)=pp(L, x2). 
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Da es nach Hensels Lemma zu primitivem x mit q(x)~pZZ einen isotropen 
Vektor x'eLp mit x-x 'ep2Lp gibt (siehe etwa [19], Satz 14.2.) und zwei pri- 
mitive isotrope Vektoren dutch eine Einheit yon Lp ineinander iibergeftihrt 
werden kiSnnen ([18], Satz 1), sieht man, dab pp(L,x) in Wahrheit yon der 
Auswahl yon x unabNingig ist. Wir schreiben daher im folgenden einfach 
pp(L). Mit diesen Bezeichnungen gilt 

Hilfssatz 1. Sei p eine Primzahl mit pXN, sei 

Kp(L)= pk-2 q.. p2 + 1 

pk -2+l  

Dann gilt: 

falls k gerade 

falls k ungerade. 

[ , , ,  cp(L)~ 
T(p2)O(L,z)= 1 ~O(K,z)+  ~ , t L ) - p ~ - ~ )  0(L, z). 

pp(L) K~Rp~L~ 

3. Die Thetareihe des Geschlechts 

Satz 1. Sei p~/N eine Primzahl, 

s:p(L)= pk-2+ pT- +1 falls k gerade 

[pk-a + 1 falls k ungerade 

wie in Hilfssatz 1. Dann gilt: 0(genL, z) ist eine Eigenfunktion yon T(p 2) zum 
Eigenwert ~cp(L). 

Beweis. pp(K) bzw. cp(K) hat ftir alte K aus dem Geschlecht von L den glei- 
chen Wert pp(L) bzw. %(L). Die Behauptung ist daher gezeigt, wenn man 

1 Y o(K,)" Y" O(K~,z)=cp(L) y~ 0(Kj, z) 
r,~genL Kj~Rp(K,) Kj~ge.L o(Ki) 

bewiesen hat (die Summation KiEgenL geht dabei und im folgenden tiber ein 
Vertretersystem der Klassen im Geschlecht yon L). Es gilt: 

1 
Z o(K~) ~ ~9(K~, z)= Z cp(K,, K~) 

( 5" ) O(K~, z) o(Kj) cp(Ki, K j) E ~ o(Ki) o(gj) Kj~genL Ki nL 

Ferner hat man t'fir KjeRp(Ki): 

o(K )cp(K,, K)= ~ {ue O(V)lu K je Rp(K,)}, 

und aus der Definition yon Rp(Ki) folgt, dab uKjeRp(Ki) iiquivalent ist zu 
u- 1 Ki ~ Rp(K)). 
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Also gilt 

o(K)) %(Ki, K.i ) = ~ {u~O(V)luKi~Rp(Ki)} 
= o(K,)  c,,(K~, Ki), (1) 

Man hat also 
1 

,,,~~ o(K,) Z o(Kj, z) 
Kj~Rp(KO 

K "' ~(Kj, z) 
= Z ( Z ,.  o-(gj  Kj~genL Kt~genL 

,9 (K j, z) 
=%(L) Z o(Kj) 

Kj~genL 

Korollar l. Die Thetareihe O(genL, z) des Geschlechts von L liegt in Eo (~,N,x ). 

Beweis. Da der Hecke-Operator T(p 2) mit der Projektion r~ auf S O ~,N,)~ 

vertauscht, ist auch n(0(genL, z)) (falls es ungleich 0 ist) Eigenfunktion aller 
T(p 2) mit pXN mit den Eigenwerten ~cz,(L ) (siehe Hilfssatz 1). Diese Eigenwerte 
wachsen mit p--*ce wie pk-2. Ein so starkes Wachstum steht aber Ffir k > 4  im 
Widerspruch zu den bekannten Absch~itzungen des Wachstums der Fourierko- 
effizienten einer Spitzenform. Fiir k>  5 geniigt hier schon Heckes Abschiitzung 
([12], S. 651), ffir k = 4  etwa die Absch~itzung yon Kloostermann [16]. Fiir k 
--3 nutzt man die Eigenschaften der Shimura-Liftung aus. Der Hecke-Opera- 
tor T(p 2) vertauscht mit den Projektionen n' auf U a und nt auf die U t, also 
sind alle diese Projektionen yon g(genL, z) entweder Null oder Eigenfunktio- 
nen aller T(p 2) mit p~/N zum Eigenwert p +  1. W~ire die Projektion auf U • 
ungleich Null, so wiiren ihre Shimura-Liftungen Spitzenformen vom Gewicht 2, 
die Eigenfunktionen aller T(p) mit p,gN zum Eigenwert p + t w~iren. Dies liefert 
wieder den gleichen Widerspruch wie im Fall k=4,  also ist rc'(O(genL, z))=O. 
Der nachfolgende Hilfssatz2 impliziert aber auch rct(0(genL, z))=0 fiir alle t, 

(w~hle pXN mit Z ( p ) ( - ~ ) = -  1), und die Behauptung ist bewiesen. 

Hiifssatz 2. Sei p~/N Primzahl, t quadratfrei. Dann ist Ut= Ut(N,z) Eigenraum 

fftr T(p2) zumEigenwert )((p) ( @ ) ( p + l ) .  

Beweis. Dies rechnet man mit Hilfe der in 1.1 erwghnten Ergebnisse leicht 
nach. 

Bemerkung. Die Methode des Beweises yon Korollar 1 stammt yon Andrianov 
[2], der Korollar 1 (und die entsprechende Aussage ffir mehrfache Thetareihen) 
for gerades k > 4  bewies, indem er die Wirkung der Operatoren T(p) (p Norm 
einer )khnlichkeitstransformation von Lp) auf die Thetareihen untersuchte. 
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4. Die Thetareihe des Spinorgeschlechts 

In diesem Abschnitt soll 0(spnL, z) n~iher untersucht werden. Dafiir benOtigen 
wir zun~ichst den folgenden Hilfssatz: 

Hilfssatz 3. Fiir jede Primzahl p sei das ldel i(p)= (iq(p)) definiert dutch 

iq(p)={~ q#P 
q=p, 

ferner sei u~O~(V). Dann gilt: Es gibt unendlich viele Primzahlen p, so daft 
i(p)eO(u)~ • O(O'~ (L)) gilt. 

Beweis. Dies folgt aus dem Dirichletschen Primzahlsatz, da O(OJ(L)) eine offe- 
ne Untergruppe der Idelgruppe von ~ ist. 

Satz2. Sei M ein Gitter aus dem Geschlecht yon L, k>4. Dann gilt 0(spnL, z) 
= 0 (spn M, z). 

Beweis. Nach Hilfssatz2 gibt es unendlich viele Primzahlen p, so dab 
i(p)O~ • O(OJ(L)) gilt. Sei pZN eine solche Primzahl, K und K' aus dem Ge- 
schlecht von L mit K'~Rp(K) und {e 1 .. . . .  ek} eine Standardbasis von K, so dab 

{p- 1 el ' p e  2 . . . .  , p- x e2 t_  1, Pe2 l ,  e2l+ 1 , . . - ,  ek} 

eine Basis yon K' ist. Die Basis yon K wird auf die Basis yon K' abgebildet 
durch ein Up60+(Vp) mit O(up)=pt(~p) 2, und da i(p)teff). • O(O~(L)) gilt, liegen 
K und K' im gleichen Spinorgeschlecht. Daher gilt ftir Kj im Geschlecht yon 
L: 

E Cp(Kj'Ki)={ 0 KjCspnL 
X,~p~L cp(L) K fispnL. (2) 

Nach Hilfssatz 1 und wegen (1) gilt: 

O(Ki, z) 
T(p2) ~ o(K) 

KiespnL 

1 1 
- ~ o'K~ ~ cp(Ki, K))O(Kj, z) 

pp(L) K,~spnL \ iJ Kj~genL 

+ ( K p ( L ) - - ~ )  ~S" O(Ki'Z)o~- 
K,~sp.L ( i )  

1 . . .  O(Kj, z) 

/'-'p~, J KjEgenL Ki~spnL 

~,~%.L o(K) " 

Wegen (2) ist das gleich 

cp(L) • 8(Ki, z_) q_ [Kp(L)_Cp(L)] S" O(Ki'z) 
pp(L)r,~.L o(K) ~, pp(L)] K,~.L ~ J  

= ~cp (L) ~(spn L, z). 
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Da dies fiir unendlich viele p gilt, folgt wie im Beweis yon Korollar 1, dab 
O(spnL, z) orthogonal zum Raum der Spitzenformen ist. Die Spitzenform 
O(spnL, z)-O(spnM, z) muB daher gleich Null sein. 

Bemerkung. Die entsprechende Aussage flit die Zetafunktionen bzw. die Dar- 
stellungsmai3e indefiniter quadratischer Formen wurde yon Siegel [35] mit 
funktionentheoretischen Methoden, und yon Eichler [7] und Kneser [17] mit 
arithmetischen Methoden bewiesen. Der Beweis von Kneser wurde yon Hsia 
[13] auf definite Formen verallgemeinert. 

Fiir den Fall k = 3 ben6tigen wir einen weiteren Hilfssatz. 

nilfssatz 4. Sei k= 3, t~IN und E = ~ ( ] ~ ) .  
i) Ist O(O~(L))~_NE/~(IE) ( I  E die Idelgruppe yon E), u~O~(V) mit 

O(u)~NE/~(IE) und M = u L ,  so gibt es unendlich viele Primzahlen p~/tN, fiir die 
aus K6Rp(L) folgt, daft K ~ s p n M  gilt. Alle diese p sind zerlegt in E/t~. 

ii) 1st O(O~(L))~NE/~(le), so gibt es unendlich viele Primzahlen p, die in E /~  
triige sind, und .ffir die aus K'~Rp(K)(K,K'~genL) folgt, daft K'~spnK gilt. 

Beweis. Teil i) folgt direkt aus Hilfssatz 3, wobei die Zerlegtheit yon p in E/II~ 
aus O(u) 0(0 3 (L)) ~_ NE/~(I~) folgt. 

Zu ii) ist zu bemerken, dab man in Hilfssatz 3 auch 

i(p)e O(u) II~ • (0 (0 ~ (L)) c~ NE/~(I ~) ) 

erreichen kann. W~ihlt man dann ueO~(K) so, dab O(u)~r • NE/~(IE) gilt, So ist 
auch i(p)$~ ~ NE/Q(Iz), also p tr~ige in E/~. 

Satz 3. Sei k=3,  t quadratfrei, E=II~(]/~),  rct die Projektion auf U r Dann gilt: 
Ist M i m  Geschlecht yon L, so ist 

O(spn L, z) - O(spn M, z)~ U. 

Ist rct(O(spnL, z)-~9(spn(M,z))4=O, so ist O(O+(L,))~_NE~/op(E~) fiir alle Prim- 
zahlen p und Primstellen p/p yon E. 

Falls die zuletzt genannte Bedingung erfiillt ist, zerfiilh das Geschlecht in 
zwei Halbgeschlechter beziiglich t, die gleich viele Spinorgeschlechter enthahen, 
so daft 

rc t (0 (spn L, z) - 0 (spn M, z)) = 0 

gilt, wenn M i m  Halbgeschlecht yon L ist. 

Beweis. Die erste Aussage erh~ilt man, indem man wie im Beweis von Satz 2 
zeigt, dab es unendlich viele Primzahlen p gibt, fiir die O(spnL, z ) -O(spnM, z) 
Eigenfunktion yon T(p 2) zum Eigenwert p+  1 ist und daraus - wie beim Be- 
weis yon Korollar t - einen Widerspruch herleitet, falls 

0(spn L, z) - 0(spnM, z)~ U 

gilt. Zum zweiten Teil der Aussage: Sei q eine Primzahl, f'tir die 

0 (0 + (Lq)) 6- N~q/% (E~) 
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gilt. Nach Hilfssatz 4 gibt es unendlich viele Primzahlen p, die in E /~  tr~ge 
sind und f'tir die aus cp(K,K')4=O (K,K'EgenL)  folgt, dab K~spnK'  ist. Wie 
beim Beweis von Satz 2 folgert man, dab 

T(pZ)(O(spn L, z) - 0(spn M, z)) = (p + 1)(O (spn L, z) - 0(spnm, z)) 

ftir diese p gilt. Da 7t, mit T(p 2) vertauscht, folgt nach Hilfssatz 2 wegen 

~t (0 (spn L, z) - 0 (spn M, z)) -- 0. 

Sei schlieBlich O(Of,(L))c_NE/~(IE), usO~(V)  mit O(u)Ol~ • NE/~,(IE), M = u L ,  p 
eine der Primzahlen aus Hilfssatz 3. Wie beim Beweis yon Satz 2 zeigt man, 
dab 

r(p 2) 0 (spn L, z) = (p + 1) ,9 (spn M, z) 

T(p 2) ̀ 9(spn M, z) = (p + 1) 0(spn L, z) 
gilt. 

Da T(p 2) mit rct vertauscht und ;((p) ( ~ )  = 1 gilt, folgt wegen Hilfssatz 2: 

7t t (0 (spn L, z) - ,9 (spn M, z)) = 0. 

Da ~ • N~/v(IE) Index 2 in I~ (der Idelgruppe von ~)  hat, liefert die Einteilung: 
K und uK(u~O+(V)) liegen im selben Halbgeschlecht genau dann, wenn 

O(u)6Q • NE/v(IE) 

gilt, die geforderte Einteilung in Halbgeschlechter 

Korollar 2. Sei k=3,  t quadratfrei, E = ~ ( ] / ~ ) .  Dann gilt 

1. Ist O(O+(Lv))~=Nep/Qp(E~) ffir eine Primzahl p(p[p), so ist 

r(tn z, spnL) = r(t n 2, spnm) 

fiir alle n~lN und M im Geschlecht yon L. 

2. 1st O(O+(Lv))~_N~p/%(E~) fiir alle Primzahlen p (PIP), so ist 

r( t n 2, spnL)=r ( tn  2, spnM) 

ffir alle nEIN und M i m  gleichen Halbgeschlecht bezfiglich t wie L. 
3. Ist M i m  Geschlecht yon L, ~(n) gegeben dutch 

r(tn 2, spnL) - r ( t n  2 , spn M) = ~,(n). n 

und t~(n) nicht identisch gleich Null, so ist 4t ein Teller yon N. 1st N = 4 t . t ' . h  2 
mit quadratfreiem t', so ist ~ modulo h definiert und erffillt: 

(i) ~k(nm)=tp(n) (t~Om ) , falls (re, N)=1  

(ii) tp(n)=0, falls hln. 
Insbesondere gilt: Ist c e N  und N/4 ein Teiler yon c, so ist r(c, spnL) 
=r(c, spnM) ffir jedes Gitter M im Geschlecht yon L. 
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Beweis. Teil 1 und 2 der Behauptung folgen sofort aus Satz 3. 
Zu 3: DaB 0 modulo h definiert ist, folgt aus dem Beweis yon Theor6me 3 

in [38], siehe auch [30]. DaB 0 Eigenschaft i) hat, wurde schon in 1.1. be- 
merkt, und Eigenschaft ii) folgt aus 

tp(n)=~/(np)=~(n) (t~Dp ) = -~ (n )  

ftir hln, p,fN mit t(~_) = -1 .  

Bemerkung. Jones und Watson haben in [14] Kriterien daf'tir angegeben, wann 
bei einem Geschlecht indefiniter terniirer Formen das Darstellungsmal3 von n 
durch einige Klassen den Wert 0, f'tir andere einen Wert 4=0 annehmen kann 
(im indefiniten Fall fallen Spinorgeschlecht und Klasse zusammen). Von Kne- 
ser ist dann mit Methoden des Haarschen MaBes die Aussage der beiden er- 
sten Teile von Korollar 2 Rir die Darstellungsmage bewiesen worden ([17], 
Satz 2). Dieser Beweis wurde yon Hsia in [13] auf definite Formen verallgemei- 
nert. Eine Versch~irfung dieser Ergebnisse fiir definite und indefinite Formen, 
die auch Teil 3 yon Korollar 2 umfaBt, beweise ich (ebenfalls mit Methoden 
des Haarschen MaBes) in einer demnS.chst erscheinenden Arbeit [29]. Ver- 
gleicht man die dortigen Beweise mit den hier angegebenen, so erscheint je- 
doch bemerkenswert, dab aus Korollar 2, Teil 3i) sofort folgt, dab h durch den 
Fiihrer der Erweiterung E/II~ teilbar ist. Fiir den Beweis dieser Tatsache wird in 
[29] eine genaue Kenntnis der lokalen Arithmetik der Gitter ben6tigt. Ande- 
rerseits erh~ilt man mit den arithmetischen Methoden eine genauere Kenntnis 
yon if(n) als mit Korollar 2 (siehe [29], Satz 2) und bekommt die Ergebnisse 
f'fir die Darstellungsmage beliebiger nichtausgearteter ternS.rer quadratischer 
Formen fiber einem algebraischen ZahlkSrper. 

5. Vergleich der Thetareihen tern/irer Formen 
im gleichen Spinorgeschlecht 

Satz 4. Sei k = 3, M im Spinorgeschlecht yon L. Dann gilt 

O(L, z ) -  O(M, z)e U • 

Beweis. Sei wieder t quadratfrei, 7r t die Projektion auf U t, pXN eine Primzahl. 
Da n tmi t  dem Hecke-Operator T(p 2) vertauscht und 

, . ,  cp(L) 
KetLI = pp(L) = cp(L) = p + 1 

for k = 3  gilt (siehe [6], (11:19) oder [28], Satz lii) und Lemma4) hat man 
nach Hilfssatz 1 und 2: 

~, %(L,K)ntO(K,z)=rtt(r(p2)8(L,z)) 
K~genL 

= T(p 2) r~, 0(L, z) 

= ( ~ )  (p + 1)8(L, z). 
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Mit ~ cp(L,K)=Cp(L)=p+l ergibt sich hieraus for /r~\/t@) = 1: 
K~genL \ p !  

C p(L, K) rt,(O(K, z)-O(L, z))=O. 
KagenL 

Sei nt(8(K,z))= ~ r"(n,K)e(nz), sei Zp(L) die Menge aller Gitter K im Ge- 
n = l  

schlecht yon L, f'tir die Z[1 /p]K=Z[1 /p]L  gilt, sei n=tm 2 fest. Wir nehmen 
an, dab L so gew~ihlt ist, dab 

Re(r" (n, L)) = min {Re(r" (n, K))[ K E Zp(L)} 
gilt. Aus 

c p(L, K)(r" (n, K) - r" (n, L)) =O 
K~genL 

folgt dann, dal3 Re(r" (n, K))= Re(r"(n, L)) ffir alle K~Zp(L) mit Cp(L, K)~ 0 gilt. 
Andererseits kann man f'tir beliebiges KEZp(L) eine Kette L = K  o, K 1 . . . . .  K,  
=K yon Gittern KieZp(L ) fiflden, so dal3 Ki+ I~Rp(K~) gilt (0_<i_<n-1) (siehe 
etwa [28, Satz 1]). Daher gilt 

Re(r"(n, K)) = Re(r"(n, L)) 

fiir alle K~Zp(L). Genauso argumentiert man ffir den Imagin~irteil, und d a n  
= t i n  2 beliebig war, folgt 

ztt(8(L , z) - O(K, z)) = 0 

fiir alle KeZp(L). 
Ist nun M im Spinorgeschlecht von L, so folgt aus der Giiltigkeit des star- 

ken Approximationssatzes ftir die Spingruppe, dab es ffir jedes pXN ein Gitter 
KeZp(L) in der Klasse yon M gibt (siehe etwa [19], w Daher ist 

7r,(O(L, z)-O(M, z))=0 
ftir alle t, also 

~)(L, z ) - 8 ( m ,  z)e U • 
wie behauptet. 

6. Asymptotisches Verhalten der Darstellungsanzahlen 
einer tern~iren Form 

Korollar 3. Sei k=3.  Sei r*(n,L) die Anzahl der primitiven Darstellungen yon n 
dutch L, analog sei r*(n, spnL) definiert. Sei c~6lR so, daft gilt: 

Ist f ( z )=~a ,e (nz )~U • so ist la,[=O(n'). 
Oann gilt ffir jedes e>0:  

r(n, L) = r(n, spn L) + O (n ") 

r* (n, L) = r* (n, spn L) + O (n" +~). 
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Beweis. Die Behauptung ftir r(n,L) ist klar nach Satz 4, die Behauptung ffir 
r*(n,L) folgt aus 

r*(n,L)= ~#(d)r(  n ) ~21. ~ ,  L . 

Nach den bisherigen Ergebnissen (siehe auch [29]) hat man ein Verfahren zur 
Berechnung von r(n, spnL) und r*(n, spnL) in der Hand. Denn Teil 1 yon Ko- 
rollar 2 zeigt (siehe [17], Satz 2, [13]): Liegt n nicht in einer yon endlich vielen 
(explizit angebbaren) Quadratklassen, so ist r(n, spnL)=r(n, genL), kann also 
nach Siegel [34] als Produkt lokaler Darstellungsdichten berechnet werden. Ist 
t ~,2 eine der Ausnahmequadratklassen, n=tm z, und sind L u n d  M in verschie- 
denen Halbgeschlechtern beztiglich t, so ist 

r(n, spn L) + r(n, spnm) = 2r(n, gen L) 

nach Teit 2 von KoroUar 2 (siehe Satz 2 von [17], [13]), andererseits wird die 
Berechnung von 

r (t m z, spn L) - r (t m2, spn M) 

durch Teil 3 von Korollar 2 auf die Bestimmung dieser Differenz ffir endlich 
viele Werte von m zuriickgefiihrt. 

Bekanntlich (siehe z.B. [23]) gilt mit 

~/r(L)= {n~Nln~q(Lv) ftir alle p, prXn, 
falls Vp anisotrop ist} 

fiir festes r e N  und e >0 :  

n ~ -~ ~ r* (n, gen L) < r (n, gen L) ~ n ~ + ~, 

wenn n in ~r(L) w~ichst. In Korollar 2 und Korollar 3 aus w yon [29] werden 
Bedingungen angegeben, unter denen diese untere Absch~itzung auch f'tir 
r*(n, spnL) bzw. r(n, spnL) gilt; insbesondere wird dort gezeigt, dab 
n~-~r*(n, spnL) fiir alle e > 0  gilt, falls n in 

q* (spn L): = { n ~ N I r* (n, spn L) 4: 0} 

w~ichst. KSnnte man zeigen, dab die Fourierkoeffizienten a, einer Spitzenform 
in U a fiir ein e > 0  hOchstens wie n ~-~ wachsen, so h~itte man also (mit den 
gemachten Einschr~inkungen) eine asymptotische Formel ftir r(n,L) bzw. 
r*(n,L). Insbesondere wfirde folgen, dab jede hinreichend grol3e Zahl, die vom 
Spinorgeschlecht yon L primitiv dargestellt wird, auch von L primitiv darge- 
stellt wird. Dieses Ergebnis haben Linnik und Malyshev (siehe [21]) in Spezial- 
f~illen unter Annahme einer schwachen Form der verallgemeinerten Riemann- 
schen Vermutung bewiesen. Peters hat dann in [23] mit Hilfe der Methoden 
von Linnik und Malyshev gezeigt, dab deren Ergebnis auch im allgemeinen 
Fall gtiltig ist (wobei er statt den Spinorprimitivausnahmen des Geschlechts 
alle Zahlen ausschliegt, die in einer der Ausnahmequadratklassen (siehe Ko- 
rollar 2) liegen). 
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Die Giiltigkeit der verallgemeinerten Ramanujan-Petersson-Vermutung f'tir 
U 1 wiirde ~= �88  implizieren. Fiir halbzahliges Gewicht ist diese Vermutung 
bisher abet noch nicht entschieden, und der beste bisher bekannte Wert, ~=�89 
+e  (siehe [11]), liefert einen Fehlerterm, der vonde r  gleichen Gr613enordnung 
wie der Hauptterm r(n, spnL) ist. Einen kleineren Fehlerterm erh~ilt man mit 
Hilfe der Shimura-Korrespondenz, wenn man sich auf n in einer festen Qua- 
dratklasse beschr~inkt: 

Hilfssatz 5. Sei t quadratfrei, f (z)= ~ a,e(nz)eUt 1= Ut(N, x) • Dann gilt ffir alle 
nelN: 

[a,,,21 < C(t)n�89 d(n) 2 

mit einer nur yon f u n d  t abhhngigen Konstanten C(t) und d(n)= ~ 1. Ffir alle 
n e N  mit (n,N)= 1 erhiilt man ml, 

[ at,2 ] < C [a t] n ~ d(n) 2 

mit einer nur yon f abhi~ngigen Konstanten C. 

Beweis. Nach Voraussetzung ist die t-Shimura-Liftung Ft(z)=~At(n)e(nz ) von 
f eine Spitzenform vom Gewicht 2 ([4, 20]), und man hat 

at,2= Zxt(m)p(m)a,  (n )  (# die M6bius-Funktion). 
m]n \ m l  

Ftir Spitzenformen vom Gewicht 2 wurde die Gfiltigkeit der verallgemeinerten 
Ramanujan-Petersson-Vermutung von Eichler in [8] bewiesen. Danach gilt 

mit einer nur von F~ abh~ingigen Konstanten C(t), also gilt 

]at,2[ =< C(t)n�89 d(n) 2. 

FiJr den zweiten Teil der Behauptung bemerken wir, dab U • eine Basis aus 
Eigenfunktionen aller T(p 2) mit p~rN besitzt, da diese Operatoren eine kommu- 
tative Algebra hermitescher Operatoren erzeugen. I st f ( z )= ~a ,e (nz)  eine sol- 
che Eigenfunktion und Ft(z)=~A,(n)e(nz ) die t-Shimura-Liftung yon f, so ist 
nach Shimura ([31], Korollar 1.8.) ftir (n,N)= 1: 

At(n ) = a(t). A 1 (n). 

Dies zeigt die Behauptung f'tir die Formen aus U ;, und ftir die Formen aus den 
U t, m i t t  4= t' ist die t-Shimura-Liftung gleich Null. 

Korollar 4. Ist k = 3, t quadratfrei, so gilt 

r(t  m 2, L) = r(t m 2, spn L) + O (m �89 + ~), 

r*(tm 2, L) = r*(tm 2, spnL) + O(m++~). 
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Bemerkung. Andrianov hat in [1] ein ~ihnliches Ergebnis behauptet. Sein 
Haupt term hiingt aber nicht vom Spinorgeschlecht von L a b  und wird daher 
falsch f'fir Quadratklassen t2g 2, fiir die die Funktion tp(n) aus Korollar 2 nicht 
identisch verschwindet. Zum Beweis seiner Behauptung ordnet er der Thetarei- 
he einer quadratischen Form in einer ungeraden Anzahl k > 3  von Variablen 
ffir jede Quadratklasse tT~ 2 eine Modulform vom Gewicht k - 1  in der gleichen 
Weise wie Shimura zu. Er untersucht jedoch nicht, unter welchen Bedingungen 
an K, L und t die der Differenz B(L,z)-O(K,z) beziiglich der Quadratklasse 
t2g 2 zugeordnete Modulform eine Spitzenform ist. Daher ist nicht klar, wie er 
das behauptete Ergebnis erhiilt. Ftir Quadratklassen t Z  2 mit t~/N ist das Er- 
gebnis yon Korollar 4 auch schon yon Kitaoka [15] erwiihnt worden. Das ist 
der Teil des Ergebnisses, den man ohne Benutzung yon Satz 4 erh~ilt. 

Die Ergebnisse von Earnest fiber primitive Darstellungen ([5], Theorem 2 
und 3) folgen ebenfalls sofort aus Korollar 4 in Verbindung mit der Abschiit- 
zung ffir r*(tmZ, spnL) aus Korollar 2 yon [29]. 

Schriinkt man n weiterhin ein auf 

glr(L)={n~NlnEq(Lv) ftir alle p, pr~/n, falls pINI}, 

so kann man sich zur Absch~itzung des Fehlerterms r(n,L)-r(n, spnL) nach 
dem zweiten Teil yon Hilfssatz 4 darauf beschriinken, die Fourierkoeffizienten 
a t einer Spitzenform aus U • mit quadratfreiem Index t abzuschiitzen. Walds- 
purger [39] hat hier kiirzlich folgendes bewiesen: Ist f (z )=~a,e(nz)eU • Ei- 
genfunktion fast aller T(p 2) mit Eigenwerten c(p), 

F(z)=~A.e(nz) 

eine Neuform vom Gewicht 2, die for fast alle T(p) den gleichen Eigenwert c(p) 
hat und setzt man 

L(s, ~t, F)= ~ A.xt(n)e(n z) 

ffir quadraffreies t, so gilt 
la,[ 2 = Ct~L(1,Z,, F) 

mit einer Konstanten C, die noch yon der Restklasse yon t modulo einer gewis- 
sen Zahl M abNingt. Insbesondere wtirde die Gfiltigkeit der verallgemeinerten 
LindeliSf-Vermutung ]L(1,zt, F)l~t ~ also [ar l~t  ++~ ftir jede Spitzenform .f(z) 
=~a,e(nz)eU • und quadratfreie t implizieren, da U • eine Basis yon Eigen- 
funktionen der oben genannten Art hat ([32, 36]). Mit Hilfe der Funktional- 
gleichung yon L(s,)~t, F) und dem Satz yon Phragmen-LindelSf erh~ilt man 

I L(1, Zt, e)  l ~ t~ +", 

was wieder nut  die bekannte Abschiitzung l at[ ~ t �89 liefert. Daraus erhiilt man 
immerhin noch einen Fehlerterm, der yon kleinerer Ordnung als r* (n, spn L) ist, 
wenn man n ftir festes 7 < 1 in der Menge 

q*(spnL) = {neZ[n = t m  2, t quadratfrei, 

t <n ~, r*(n, spnL)4:0} 
wachsen l~igt. 
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A u f  die  g le iche  W e i s e  l~il3t s ich m i t  ob ige r  M e t h o d e  das  E rgebn i s  v o n  Arens -  
t o r f  und  J o h n s o n  [3]  f iber  G l e i c h v e r t e i l u n g  yon  P u n k t e n  au f  K u g e l n  ver -  

sch~irfen und  au f  be l i eb ige  E l l i p so ide  f iber t ragen .  
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