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Einleitung

Ist neZ, q eine positiv definite quadratische Form auf einem Q-Vektorraum ¥V
der Dimension k und L ein Z-Gitter auf V vom Rang k, so kann man nach
Siegel [34] ein gewichtetes Mittel der Darstellungsanzahlen von n durch die
Gitter im Geschlecht von L als Produkt lokaler Darstellungsdichten berech-
nen. Das ebenso gewichtete Mittel der Thetareihen > exp{(2miq(x)z) der Git-

xeL

ter ist (ebenfalls nach Siegel [34]) fiir k=5 eine Eisensteinreihe. Andrianov
lieferte in [2] fiir gerades k=4 einen Beweis der letzteren Behauptung, indem
er die Wirkung der Hecke-Operatoren auf die Thetareihen untersuchte.

In Abschnitt 3 dieser Arbeit wird gezeigt, dal} sich diese Methode auch fiir
ungerades k=3 anwenden 14Bt, wenn man fiir k=3 den Raum der Eisenstein-
reihen als orthogonales Komplement des Raumes der Spitzenformen beziiglich
des Petersson-Produktes definiert (Ting-Yi Pei hat kiirzlich bewiesen [37], da3
dieser Raum jedenfalls dann von Eisensteinreihen erzeugt wird, wenn die Stufe
der Formen von der Gestalt N=4D oder N=8D mit ungeradem quadratfrei-
em D ist und der Charakter quadratisch ist). Zu diesem Zweck wird in Ab-
schnitt 2 die Wirkung der Hecke-Operatoren auf die Thetareihen untersucht.

Daf} sich die gleiche Methode auch auf das nach Siegel gewichtete Mittel
der Thetareihen der Gitter in einem Spinorgeschlecht anwenden 148t, wird in
Abschnitt 4 gezeigt. Dabei ergeben sich neue Beweise und fiir k=3 eine Ver-
schéarfung der mit arithmetischen Methoden von Eichler [7], Kneser [17] und
Hsia [13] gefundenen Resultate. Das Ergebnis im Fall k=3 ermdglicht die
Berechnung des nach Siegel gewichteten Mittels r(n, spn L) der Darstellungsan-
zahlen von n durch die Gitter eines Spinorgeschlechtes (flir k=4 hat r(n, spnL)
nach {7, 17, 13] fiir alle Spinorgeschlechter im Geschlecht den gleichen Wert
und kann daher als Produkt lokaler Darstellungsdichten berechnet werden).

Ist r(n, L) die Anzahl der Darstellungen von n durch L und r(n, gen L) das
nach Siegel gewichtete Mittel der »(n, K) iiber die K im Geschlecht von L, so
sind [34, S.376] die r(n, gen L)—r(n, L) die Fourierkoeffizienten einer Spitzen-
form vom Gewicht k/2.
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Fir k=5 wichst r(n, gen L) fiir n, die von allen Komplettierungen L, darge-
k

stellt werden, wie nf_l; fiir k=4 gilt das auch noch fiir n, die von den Prim-
zahlen p mit anisotroper Komplettierung V, nur in beschrinkter Potenz geteilt
werden. Aus Abschidtzungen des Wachstums der Fourierkoeffizienten von Spit-
zenformen erhilt man daher bekanntlich fiir k=4, daB r(n, gen L)—r(n, L) fiir
groBe n, die obigen Einschrinkungen geniigen, klein gegen r(n, gen L) wird. Fiir
k=13 geht dies nicht mehr ohne weiteres, denn der Raum der Spitzenformen
vom Gewicht 2 zerfillt in eine direkte Summe zweier Teiltdume U und U*,
wobei die Fourierkoeffizienten a, der Formen in U wie n* wachsen (und nur
fiir n in endlich vielen Quadratklassen von 0 verschieden sind). In Abschnitt 5
wird gezeigt, dall die Differenz der Thetareihen zweier Gitter im gleichen Spi-
norgeschlecht in U' liegt. Ist die verallgemeinerte Ramanujan-Petersson-Ver-
mutung fir U+ richtig (la,|=0(n**%) fir die Fourier-Koeffizienten a, einer
Spitzenform aus U%), so folgt daraus und aus den Ergebnissen von Abschnitt 4,
daB fur groBe n, die vom Spinorgeschlecht von L primitiv dargestellt werden,
r(n,spnL)—r(n, L) klein gegen r(n,spnL) wird. Man hat dann also eine asym-
ptotische Formel fiir die Anzahl der Darstellungen von n durch L.

Als Folge der Shimura-Korrespondenz [31] erhilt man die Richtigkeit der
verallgemeinerten Ramanujan-Petersson-Vermutung fiir UL, wenn n auf eine
Quadratklasse beschrinkt wird. Das liefert unter der gleichen Einschrinkung
eine asymptotische Formel fiir r{n, L). Ergebnisse von Waldspurger [39] lassen
die Richtigkeit der verallgemeinerten Ramanujan-Petersson-Vermutung fiir U+
auch ohne diese Einschrinkung wahrscheinlich erscheinen (siehe Abschnitt 6).

Herrn M. Kneser und Herrn S.J. Patterson méchte ich fiir anregende Ge-
spriache herzlich danken.

1. Bezeichnungen und Grundlagen
1.1 Modulformen

Fiir ke1Z bezeichne M,(k, N, y) den Raum der ganzen Modulformen vom Ge-
wicht k und dem Charakter y zur Gruppe I',(N), So(k, N, ¥) den Unterraum der
Spitzenformen und E,(k, N, x) sein orthogonales Komplement beziiglich des
Petersson-Produktes. Modulformen halbzahligen Gewichts sind hierbei wie in
[31] definiert. Die Hecke-Operatoren T(p?) seien fiir halbzahliges Gewicht
ebenfalls wie in [317 definiert; T(p?)¥(p) ist hermitesch beziiglich des Peters-
son-Produktes. Auch das quadratische Restsymbol (a/b) ist wie in [31] defi-
niert, erfiillt also insbesondere (a/b)= —(a/|b}), falls a<0 und b<0 gilt, ferner

1st
_ 1 d=1mod4
b= i = —1mod4.

Ist k ungerade,

f(z)=) a,e(nz)eS, (g, N, X)
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(e(z)=exp(2niz)), t quadratfrei und L(s,y)= ) ¥(n)n~%, so gilt nach Shimura
[31] (siehe auch [33, 22, 10, 9, 4]) mit =1

k-1

=200 (=2) * (5):

Z At(n)n"s: ( Z atnzn_s> L (S+ 1 _&:2___1’ Xt) >
n=1 n=1

so kann man eine Zahl 4,(0) finden, so daB}

Ist A,(n) definiert durch

Fz)= i) An)eln)eMok—1,N,, 1?)

fir ein geeignetes N, gilt. F(z) nennt man dann die t-Shimura-Liftung von f.
Die Eigenschaften dieser Liftung sind nach der grundlegenden Arbeit Shimuras
[31] in [4, 9, 20, 22, 33, 36] weiter untersucht worden. Aus diesen Arbeiten
entnehmen wir die folgenden Tatsachen: Ist f eine Eigenfunktion fast aller
T(p®) mit Eigenwerten 1, so ist F, eine Eigenfunktion fast aller T(p) mit den
gleichen Eigenwerten 4,. Fiir k23 kann man N,=N/2 unabhingig von ¢ wih-
len, fir k=5 ist F, eine Spitzenform. Fir k=3 gilt mit

U=U/N,X)=S,(, N, X)ﬂ{f(2)= i Y(myne(tn? Z)}:

Die t-Shimura-Liftung F, von f ist genau dann eine Spitzenform, wenn f
im orthogonalen Komplement U} von U, in S,(3, N, ) beziiglich des Peters-
son-Produkts liegt. Die Rdume U, fiir verschiedene ¢ sind orthogonal zueinan-
der beziiglich des Petersson-Produkts. Ist

f(z)= i Y(myne(tn*z)e U,

so folgt aus dem Beweis von Theorem 3 in [38], daBl ¥ modulo einer Zahl r
mit 4r%¢|N erklirt ist (siche auch [30]). Das Transformationsverhalten von f
unter [{N) impliziert dann, daB y(mn)=y(n) y,(m) fir (m, N)=1 gilt. Wir set-
zen U= (@ U, und bezeichnen mit U* das orthogonale Komplement von

tquadratfrei

U in S,(2, N, y) beziiglich des Petersson-Produkts.

1.2 Quadratische Formen

V sei ein Vektorraum der Dimension k=3 iiber @, ¢ eine positiv definite qua-
dratische Form auf V mit zugehériger Bilinearform B(x, y)=q(x+ y)—q(x)
—q(y), L ein Z-Gitter vom Rang k auf V mit q(L)Z=Z, L¥ ={yeV|B(y, L)
cZ} das zu L duale Gitter. Die Stufe N=N(L) von L ist gegeben durch
q(L*)Z=N"1'Z, die Determinante detL von L ist diec Determinante der Ma-
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trix (B(e;, e)) fir eine Basis {e;} von L und die Diskriminante D=D(L) von L
ist definiert durch

k
(—1)2detL falls k gerade
= k-1

1.(=1) 2 detL falls k ungerade.

Komplettierungen beziiglich einer Primzahl p werden mit Q,, Z,, V,, L, etc.
bezeichnet. O(V) ist die orthogonale Gruppe von V beziglich g, 0% (V)
={ueO(V)|detu=1}, O(L) die (endliche) Untergruppe der Einheiten von L,
o(L) ihre Ordnung. 8: O*(V)> Q*AQ*)* bzw. 0*(V,)>Q /(Q})* ist die Spi-
nornorm, O'(V)={ueO0*(V)|0(w)=1}. 0V), O,(L) etc. bezeichnet die Adeli-
sierung der jeweiligen Gruppe.

r(n, L)=#{xeLlq(x)=n}
ist die (endliche) Anzahl der Darstellungen von n durch L,

;2 r(n, Lye(nz)= ) e(g(x)z=8(L, z)
n=0

xelL

ist die Thetareihe von L. Wir definieren die Thetareithe des Geschlechts
d(gen L, z) und Zahlen r(n, gen L) durch

o

S(genL,z)= 3 r(n, genL)e(nz)

n=0

(2 56 (2 )

die Thetareihe des Spinorgeschlechts von L und Zahlen r(n, spnL) als

S(spnL,z)= 3 r(n spnL)e(nz)

n=0

.z, 50 (2 )

Dabei geht die Summation iiber ein Vertretersystem der Klassen im Geschlecht
bzw. Spinorgeschlecht von L.
Wir setzen im folgenden

]

(2 d;'tL), falls k ungerade
x(d)= ki2
(g) = (deetE)’ falls k gerade.

Damit ist 3(L, z) eine Modulform vom Gewicht k/2 und Charakter y fiir I;{N)
([24, 27, 317). Sind K und L im gleichen Geschlecht, so ist $(K, z)— 3(L, z) eine
Spitzenform (siche [34], S.376 fiir gerades k, fiir ungerades k rechnet man es
genauso nach).
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2. Wirkung der Hecke-Operatoren auf die Thetareihen

Fiir gerades k und ptN hat Eichler ([6], §21) die Wirkung des Hecke-Opera-
tors T(p?) (bzw. T(p), falls p Norm einer Ahnlichkeitstransformation von L ist)
auf die Thetareihe von L untersucht (fiir eine darstellungstheoretische Interpre-
tation dieses Zusammenhangs siehe [26]). Fiir ungerades k ist p niemals Norm
einer Ahnlichkeitstransformation, und die Wirkung der T{(p?) kann man ganz
analog zum Fall geraden Ranges mit Hilfe der Resultate aus §11 von [6] be-
stimmen (fiir k = 3 siche [25]). Der Ubersichtlichkeit wegen fassen wir die Ergeb-
nisse fiir T(p?) (p/N) fiir belicbiges k im folgenden noch einmal zusammen.
Dafiir benétigen wir zunichst einige Vorbereitungen.

Wegen pN ist die Komplettierung L, ein Z -maximales Gitter und daher
([6], Satz 9.7.) von der Form L,=H 1 G, wo H e¢ine orthogonale Summe hyper-
bolischer Ebenen und G anisotrop ist (evtl. G=1{0}). {e,,...,e,,} sei eine Basis
von H mit g(e;)=0,

Ble,;_1,e,)=Bley;, ey, )=1 (i=1..1])

und B(e;, ¢;))=0 sonst, {e,,,, ..., ¢} eine Basis von G falls G +{0}. Eine solche
Basis {e,, ..., e} von L, nennen wir im folgenden eine Standardbasis. R (L)
bezeichne die Menge aller Gitter K aus dem Geschlecht von L, fiir die
Z[1/p])- K=Z[1/p]- L gilt und fiir die es eine Standardbasis {e,, ..., ¢,} von L,
gibt, so daB

{plepes P en s Pe e s s €0

eine Basis von K, ist. Eine dquivalente Charakterisierung der Gitter K eR,(L)
ist:
i) Kep 'L und Lcp 'K mit gq(K)Z=Z,

i) (L,:K,nL)=(K,:K,nL),

iii) (L,:K,nL,) ist maximal unter den beiden ersten Bedingungen.

Denn aus ii) folgt wegen Satz 9.3. von [6], dal auch K, ein Z -maximales
Gitter ist, wegen Satz 9.6 von [6] also zu L, isomorph ist. Die Existenz einer
Standardbasis von L, mit der geforderten Eigenschaft folgt dann nach Satz 9.5.
von [6], und da wegen i) die Gitter K und L an allen Stellen %p die gleiche
Komplettierung haben, ist K im Geschlecht von L. Die andere Richtung der

behaupteten Aquivalenz ist trivial.
Wir setzen

¢, (L, K)= 4 {MeR, (L) M=K},
¢,(L)=#R,(L).

Ferner definieren wir flir einen primitiven Vektor xe L, mit q(x)epZZp:
py(L.x)=#{KeR,(L)|p~'xeK}.
Ist x, =x,modp*L,, so ist offensichtlich

pp(L’ xl)zpp(L’ xl)'
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Da es nach Hensels Lemma zu primitivem x mit g(x)ep?Z einen isotropen
Vektor x'eL, mit x—x"e p? L, gibt (siche etwa [19], Satz 14.2.) und zwei pri-
mitive isotrope Vektoren durch eine Einheit von L, ineinander ibergefiibrt
werden konnen ({183, Satz1), sicht man, dal p,(L,x) in Wahrheit von der
Auswahl von x unabhingig ist. Wir schreiben daher im folgenden einfach
p,(L). Mit diesen Bezeichnungen gilt

Hilfssatz 1. Sei p eine Primzahl mit p¥N, sei

D\ k_,
Pty (;> p2  +1  falls k gerade

Ky(L)=
P+ falls k ungerade.
Dann gilt:
1 ¢, (L)
TEHNL, 2)= 3K, L)— 27 §(L, 2).
@90 2)= - THKD+ (k1) )

3. Die Thetareihe des Geschlechts

Satz 1. Sei p¥'N eine Primzahl,
Dy x4
P2+ (—) p2" +1 falls k gerade
Kk (L)= p
P +1 falls k ungerade
wie in Hilfssatz 1. Dann gilt: 3(genL, z) ist eine Eigenfunktion von T(p*) zum
Eigenwert « ,(L).

Beweis. p,(K) bzw. c,(K) hat fir alle K aus dem Geschlecht von L den glei-
chen Wert p,(L) bzw. c,(L). Die Behauptung ist daher gezeigt, wenn man

1 (K,
2 oK) 2 MK =cy(l) Y K2

K.,egen L KjeR,(K)) KjegenL O(Kj)

bewiesen hat (die Summation K,egenL geht dabei und im folgenden iiber ein
Vertretersystem der Klassen im Geschlecht von L). Es gilt:
1 c,(K;, K

) Y K= )

KiegenL o(K)) KjeRy(Ky) K, KjegenL o(K;)
, 9(K.
2 O(KJ) (Ki, KJ)> ( J* Z)

p
KjegenlL (K.'egenL O(Ki)

oK) '
Ferner hat man fiir K;e R, (K)):

$(K;, 2)

o(Kj)c,(K;, K)=#{uecO(V)|uK,;eR,(K)},

und aus der Definition von R, (K folgt, dal uK;eR,(K) &quivalent ist zu
u='K;eR,(K).
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Also gilt
o(Kj)c (K;, K;)= # {ueO(V)|uK eR (K )}
=0(K)c,(K; K), (1
Man hat also
1
_— YK,
K,e%nL o(K)) KjeRzp(Kl) ( d 2
K, 2)
K. K, J
K,e;enL(KleénLc ( ” )) (KJ)
e,y y 2Ki2)

KjegenL O(Kj) '

k
Korollar 1. Die Thetareihe S(genL, z) des Geschlechts von L liegt in E (5, N, X)-

k
Beweis. Da der Hecke-Operator T(p?) mit der Projektion n auf §, (5, N, X)

vertauscht, ist auch n(3(genL,z)) (falls es ungleich 0 ist) Eigenfunktion aller
T(p* mit p¥N mit den Eigenwerten k(L) (siche Hilfssatz 1). Diese Eigenwerte
wachsen mit p—occ wie p*~2. Ein so starkes Wachstum steht aber fiir k=>4 im
Widerspruch zu den bekannten Abschidtzungen des Wachstums der Fourierko-
effizienten einer Spitzenform. Fiir k=5 geniigt hier schon Heckes Abschitzung
([12], S.651), fir k=4 etwa die Abschitzung von Kloostermann [16]. Fiir k
=3 nutzt man die Eigenschaften der Shimura-Liftung aus. Der Hecke-Opera-
tor T(p?) vertauscht mit den Projektionen ' auf U' und =, auf die U, also
sind alle diese Projektionen von 3(genlL,z) entweder Null oder Eigenfunktio-
nen aller T(p?) mit pfN zum Eigenwert p+1. Wire die Projektion auf U+
ungleich Null, so wiren ihre Shimura-Liftungen Spitzenformen vom Gewicht 2,
die Eigenfunktionen aller T(p) mit p/N zum Eigenwert p+ 1 wiren. Dies liefert
wieder den gleichen Widerspruch wie im Fall k=4, also ist #'(3(genL, z))=0.
Der nachfolgende Hilfssatz 2 impliziert aber auch n,(3(genL,z))=0 fiir alle ¢,

(w'dhle pAN mit y(p) (%) = - 1), und die Behauptung ist bewiesen.

Hilfssatz 2. Sei p¥N Primzahl, t quadratfrei. Dann ist U=U(N,y) Eigenraum
fiir T(p?) zum Eigenwert x(p)( )(p+1)

Beweis. Dies rechnet man mit Hilfe der in 1.1 erwdhnten Ergebnisse leicht
nach.

Bemerkung. Die Methode des Beweises von Korollar 1 stammt von Andrianov
[27, der Korollar 1 (und die entsprechende Aussage fiir mehrfache Thetareihen)
fir gerades k=4 bewies, indem er die Wirkung der Operatoren T{(p) (p Norm
einer Ahnlichkeitstransformation von L,) auf die Thetareihen untersuchte.



290 R. Schulze-Pillot
4. Die Thetareihe des Spinorgeschlechts

In diesem Abschnitt soll 3(spnL,z) ndher untersucht werden. Dafiir benotigen
wir zunichst den folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz 3. Fiir jede Primzahl p sei das Idel i(p)=(i,(p)) definiert durch

) 1 +
lq(p)={ q_p
p ‘I“‘Ps

ferner sei ueOf(V). Dann gilt: Es gibt unendlich viele Primzahlen p, so daf
i(p)ed(w)Q ™ 6(0% (L)) gilt.

Beweis. Dies folgt aus dem Dirichletschen Primzahlsatz, da 8(0 (L)) eine offe-
ne Untergruppe der 1delgruppe von @ ist.

Satz 2. Sei M ein Gitter aus dem Geschlecht von L, k=4. Dann gilt 3(spnL,z)
=3(spnM, z).

Beweis. Nach Hilfssatz2 gibt es unendlich viele Primzahlen p, so dalB
i(p)e@ > (0} (L)) gilt. Sei p¥N eine solche Primzahl, K und K’ aus dem Ge-
schlecht von L mit K'eR,(K) und {e,, ..., ¢,} eine Standardbasis von K, so daB

-1 -1
P e pes....p” ey P eyt ees €
eine Basis von K’ ist. Die Basis von K wird auf die Basis von K’ abgebildet

durch ein u,€0*(V,) mit O(u,)=p'(Q,)? und da i(p)'eQ* 6(0;(L)) gilt, licgen
K und K’ im gleichen Spinorgeschlecht. Daher gilt fir K; im Geschlecht von

L:
{0 K ¢spnL

L 6K, K)= ¢,(L) K,espnL. @

K;espnL

Nach Hilfssatz 1 und wegen (1) gilt:

2 9(I<isz)
T )x,-sszan o(K;)
1 1

= C K,K 9 K-,Z
le(L)KiEsanO(Ki)Kj;nL p( i j) ( i )

L 9K,
* (""(L) B CPEL;) . c(»(lé-)z !

(Kj’ z)
Pp(L) K,ezg:enL K,egmL (Kj)
c,,(L)) 9(K.~,z)
pp(L) KiespnL O(Ki) ‘

+ (KP(L) -

Wegen (2) ist das gleich

oD « 9K,2) (L) 5(K,2)
(L) ks, 0(K) (0~ (L))Keszm o(K)
=k,(L)3(spnL,z).
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Da dies fiir unendlich viele p gilt, folgt wie im Beweis von Korollar 1, daBl
3(spnL,z) orthogonal zum Raum der Spitzenformen ist. Die Spitzenform
3(spn L, z)—I(spn M, z) mufl daher gleich Null sein.

Bemerkung. Die entsprechende Aussage fiir die Zetafunktionen bzw. die Dar-
stellungsmaBe indefiniter quadratischer Formen wurde von Siegel [35] mit
funktionentheoretischen Methoden, und von Eichler [7] und Kneser [17] mit
arithmetischen Methoden bewiesen. Der Beweis von Kneser wurde von Hsia
[13] auf definite Formen verallgemeinert.

Fiir den Fall k=3 benétigen wir einen weiteren Hilfssatz.

Hilfssatz 4. Sei k=3, teN und E=Q(}/tD).

i) Ist 003 (LS Ngolly) (I die Idelgruppe wvon E), ueO(V) mit
0(u)e Ng o p) und M=ulL, so gibt es unendlich viele Primzahlen pytN, fur die
aus KeR (L) folgt, daf KespnM gilt. Alle diese p sind zerlegt in E/Q.

i) Ist 00} (L)% N g), so gibt es unendlich viele Primzahlen p, die in E/Q
trige sind, und fiir die aus K'e R (K)(K,K'egenL) folgt, daff K’'espnK gilt.
Beweis. Teil i) folgt direkt aus Hilfssatz 3, wobei die Zerlegtheit von p in E/@
aus 6(u)0(0 1 (L)) S Ngq(I ) folgt.

Zu i) ist zu bemerken, dal man in Hilfssatz 3 auch

i(p)ef@)Q ™ (9(0 3 (L) N Nyl )

erreichen kann. Wihlt man dann ueO 3 (K) so, daB ()¢ Q ™ Ngo(ly) gilt, so ist
auch i(p)¢@Q ™ Nyo(lg), also p trige in E/Q.

Satz 3. Sei k=3, t quadratfrei, E=Q(y'tD), n, die Projektion auf U,. Dann gilt:
Ist M im Geschlecht von L, so ist

3(spnL,z)—3spnM, z)eU.

Ist n(3(spnL,z)—3(spn(M, z))*0, so ist 0(0+(Lp))§NEv/Qp(E;) fiir alle Prim-
zahlen p und Primstellen p/p von E.

Falls die zuletzt genannte Bedingung erfiillt ist, zerfdllt das Geschlecht in
zwei Halbgeschlechter beziiglich t, die gleich viele Spinorgeschlechter enthalten,

so daf
7, (3(spnL,z)—I(spn M, z))=0

gilt, wenn M im Halbgeschlecht von L ist.

Beweis. Die erste Aussage erhilt man, indem man wie im Beweis von Satz 2
zeigt, daB es unendlich viele Primzahlen p gibt, fir die S(spnL,z)—3(spnM, z)
Eigenfunktion von T(p?) zum Eigenwert p+1 ist und daraus - wie beim Be-
weis von Korollar 1 - einen Widerspruch herleitet, falls

3(spnL,z)—3(spnM, z)¢ U
gilt. Zum zweiten Teil der Aussage: Sei g eine Primzahl, fiir die

B(0 (L)¢Ny 0, (ES)
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gilt. Nach Hilfssatz 4 gibt es unendlich viele Primzahlen p, die in E/@Q trige
sind und fiir die aus ¢,(K,K)#0 (K,K'egenL) folgt, daB KespnK' ist. Wie
beim Beweis von Satz 2 folgert man, dal3

T(p*)(8(spnL,z)—9(spnM, z)) =(p + 1)(3(spn L, 2) - §(spn M, z))
fir diese p gilt. Da n, mit T(p?) vertauscht, folgt nach Hilfssatz2 wegen

20 (S5)=-1:
4 n,(8(spn L, z)—9(spn M, z))=0.

Sei schlieBlich 6(0; (L)< Ny o), ue0 (V) mit 8(u)eQ ™ Ngp(Ip), M=uL, p
eine der Primzahlen aus Hilfssatz 3. Wie beim Beweis von Satz2 zeigt man,
daf3

T(p*)3(spnL,z)=(p+1)%(spnM, z)

T(p*)9(spnM, z)=(p+1)3(spnL,z)
gilt.

—1
Da T(p*) mit =, vertauscht und x(p) (—-) =1 gilt, folgt wegen Hilfssatz 2:
p

7, (3(spnL,z)—I(spnM, z))=0.

Da Q™ Ngp(Ig) Index 2 in I, (der Idelgruppe von Q) hat, liefert die Einteilung:
K und uK(ue03(V)) liegen im selben Halbgeschlecht genau dann, wenn

0(uw)eQ ™ Ng;r(Ig)
gilt, die geforderte Einteilung in Halbgeschlechter

Korollar 2. Sei k=3, t quadratfrei, E=Q()/tD). Dann gilt
1. Ist 0(0+(Lp))$NEp,QP(E;‘) fiir eine Primzahl p(p|p), so ist

r(tn? spnL)=r(tn? spn M)

fiir alle neN und M im Geschlecht von L.
2. Ist 0(O+(Lp))§NEp/Qp(E:) fiir alle Primzahlen p (p|p), so ist

r(tn?,spnL)=r(tn* spn M)

Siir alle neN und M im gleichen Halbgeschlecht beziiglich t wie L.
3. Ist M im Geschlecht von L, (n) gegeben durch

r(tn?, spnL)—r(tn? spanM)=1/(n)-n

und y(n) nicht identisch gleich Null, so ist 4t ein Teiler von N. Ist N=4t-t - h?
mit quadratfreiem t', so ist y modulo h definiert und erfiillt:

N Ym=y@n) (%), falls (m, N)=1

(i) Yy (n)=0, falls h|n.
Insbesondere gilt: Ist ceN und N/4 ein Teiler von ¢, so ist r(c,spnl)
=r(c,spnM) fiir jedes Gitter M im Geschlecht von L.
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Beweis. Teil 1 und 2 der Behauptung folgen sofort aus Satz 3.

Zu 3: Daf} ¥ modulo h definiert ist, folgt aus dem Beweis von Theoréme 3
in [38], siche auch [30]. DaB ¢ Eigenschaft i) hat, wurde schon in 1.1. be-
merkt, und Eigenschaft ii) folgt aus

V()= np) =¥ () (9) .
D p
fiir h{n, pyN mit (%) -1

Bemerkung. Jones und Watson haben in {14] Kriterien dafiir angegeben, wann
bei einem Geschlecht indefiniter terndrer Formen das Darstellungsmall von n
durch einige Klassen den Wert 0, fiir andere einen Wert #0 annehmen kann
(im indefiniten Fall fallen Spinorgeschlecht und Klasse zusammen). Von Kne-
ser ist dann mit Methoden des Haarschen Malles die Aussage der beiden er-
sten Teile von Korollar 2 fiir die Darstellungsmalle bewiesen worden ([17],
Satz 2). Dieser Beweis wurde von Hsia in [13] auf definite Formen verallgemei-
nert. Eine Verschirfung dieser Ergebnisse fiir definite und indefinite Formen,
die auch Teil 3 von Korollar 2 umfalit, beweise ich (ebenfalls mit Methoden
des Haarschen Mafes) in einer demnichst erscheinenden Arbeit [29]. Ver-
gleicht man die dortigen Beweise mit den hier angegebenen, so erscheint je-
doch bemerkenswert, dall aus Korollar 2, Teil 3i) sofort folgt, daB k durch den
Fiihrer der Erweiterung E/Q teilbar ist. Fiir den Beweis dieser Tatsache wird in
[29] eine genaue Kenntnis der lokalen Arithmetik der Gitter bendtigt. Ande-
rerseits erhidlt man mit den arithmetischen Methoden eine genauere Kenntnis
von Y(n) als mit Korollar 2 (siche [29], Satz 2) und bekommt die Ergebnisse
fir die DarstellungsmaBe beliebiger nichtausgearteter terndrer quadratischer
Formen iiber einem algebraischen Zahlkdrper.

5. Vergleich der Thetareihen terniirer Formen
im gleichen Spinorgeschlecht

Satz 4. Sei k=3, M im Spinorgeschlecht von L. Dann gilt
(L, z)—3(M, z)eU*

Beweis. Sei wieder t quadratfrei, =, die Projektion auf U, p/N eine Primzahl.
Da 7, mit dem Hecke-Operator T(p?) vertauscht und
p,(L)

fiir k=3 gilt (siehe [6], (11:19) oder [28], Satz lii) und Lemma 4) hat man
nach Hilfssatz 1 und 2:

Kk,(L) c,(L)=p+1

Y (L K)m, 3(K, 2)=n(T(p?) $(L, )

KegenL

=T(p*)n,IL,z2)

= (EI—)D~)(p+1)9(L, 2).
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Mit Y ¢, (L, K)=c,(L)=p+1 ergibt sich hieraus fiir (%) =1:

KegenlL
Z Cp(La K) nz('g(Ka Z) - ‘9(L’ Z))=0
KegenL

o0

Sei (3K, z))= > r'(n,K)e(nz), sei Z,(L) die Menge aller Gitter K im Ge-

n=1
schlecht von L, fiir die Z[1/p1K=Z[1/p]L gilt, sei n=tm? fest. Wir nehmen
an, daBl L so gewihlt ist, daB3

Re(r"(n, L))=min {Re(r"(n,K))| KeZ (L)}
gilt. Aus
Y. ¢ (LK) (n,K)—r"(n,L))=0
KegenL

folgt dann, daB Re(r”(n, K))=Re(r’(n, L)) fir alle KeZ (L) mit c¢,(L, K)+0 gilt.
Andererseits kann man fiir beliebiges KeZ (L) eine Kette L=K,, K, ..., K,
=K von Gittern K;eZ (L) finden, so daB K,, ;eR,(K)) gilt (0=i<n—1) (siche
etwa [28, Satz 1]). Daher gilt

Re(r"(n, K))=Re(r'(n, L))

fir alle KeZ,(L). Genauso argumentiert man fir den Imagindrteil, und da n
=tm? beliebig war, folgt
(3L, z2)—HK, 2)})=0
fir alle KeZ (L).
Ist nun M im Spinorgeschlecht von L, so folgt aus der Giiltigkeit des star-

ken Approximationssatzes fiir die Spingruppe, dal es fiir jedes pA'N ein Gitter
KeZ (L) in der Klasse von M gibt (siche etwa [19], §24). Daher ist

n(3(L, z2)— 3 (M, z))=0
fir alle ¢, also
ML, 2)— %M, 2)eU*
wie behauptet.

6. Asymptotisches Verhalten der Darstellungsanzahlen
einer terniiren Form

Korollar 3. Sei k=3. Sei r*(n, L) die Anzahl der primitiven Darstellungen von n
durch L, analog sei r*(n,spnL) definiert. Sei aeR so, dafi gilt:
Ist f(z)=Y a,e(nz)eU*, so ist |a,|=0(n.
Dann gilt fiir jedes ¢>0:
r(n, LY=r(n,spnL)+O0(n*)
r*(n, L)y=r*(n,spn L)+ O (n**9).
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Beweis. Die Behauptung fiir r(n, L) ist klar nach Satz 4, die Behauptung fiir
r*(n, L) folgt aus
r¥(n,Ly= Y u(d)r (—nE,L\).
dzln d

Nach den bisherigen Ergebnissen (siche auch [29]) hat man ein Verfahren zur
Berechnung von r(n,spnL) und r*(n,spnL) in der Hand. Denn Teil | von Ko-
rollar 2 zeigt (siehe [17], Satz 2, {13]): Liegt n nicht in einer von endlich vielen
(explizit angebbaren) Quadratklassen, so ist r{n,spnL)=r(n,genL), kann also
nach Siegel [34] als Produkt lokaler Darstellungsdichten berechnet werden. Ist
tZ? eine der Ausnahmequadratklassen, n=tm? und sind L und M in verschie-
denen Halbgeschlechtern beziiglich t, so ist

r(n,spn LY+ r(n,spn M)=2r(n,gen L)

nach Teil 2 von Korollar 2 (siehe Satz 2 von [17], [137), andererseits wird die
Berechnung von
r(tm?, spn L) —r(tm?*, spn M)

durch Teil 3 von Korollar 2 auf die Bestimmung dieser Differenz fiir endlich
viele Werte von m zuriickgefiihrt.
Bekanntlich (siche z.B. [23]) gilt mit

g, (L)={neN|neq(L,) fiir alle p, p"kn,

falls V, anisotrop ist}
fiir festes relN und ¢>0:

nt-t<r*(n,genL)<r(n,genL)<kn® ¢

wenn n in g,(L) wichst. In Korollar 2 und Korollar 3 aus §5 von [29] werden
Bedingungen angegeben, unter denen diese untere Abschétzung auch fiir
r*(n,spnL) bzw. r(n,spnLl) gilt; insbesondere wird dort gezeigt, dal}
n*~f<r*(n,spn L) fiir alle £>0 gilt, falls n in

g*(spnL):={neN|r*(n,spnL)+0}

wichst. Konnte man zeigen, daf} die Fourierkoeffizienten a, einer Spitzenform
in U+ fiir ein ¢>0 hochstens wie n*~° wachsen, so hitte man also (mit den
gemachten FEinschrinkungen) eine asymptotische Formel fir r(n, L) bzw.
r*(n, L). Insbesondere wiirde folgen, dafl jede hinreichend grofle Zahl, die vom
Spinorgeschlecht von L primitiv dargestelit wird, auch von L primitiv darge-
stellt wird. Dieses Ergebnis haben Linnik und Malyshev (siehe [21]) in Spezial-
fillen unter Annahme einer schwachen Form der verallgemeinerten Riemann-
schen Vermutung bewiesen. Peters hat dann in [23] mit Hilfe der Methoden
von Linnik und Malyshev gezeigt, daB deren Ergebnis auch im allgemeinen
Fall giiltig ist (wobei er statt den Spinorprimitivausnahmen des Geschlechts
alle Zahlen ausschlieBt, die in einer der Ausnahmequadratklassen (siche Ko-
rollar 2) liegen).
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Die Giiltigkeit der verallgemeinerten Ramanujan-Petersson-Vermutung fiir
U* wiirde a=1+¢ implizieren. Fiir halbzahliges Gewicht ist diese Vermutung
bisher aber noch nicht entschieden, und der beste bisher bekannte Wert, cx=%
+¢ (siehe [11]), liefert einen Fehlerterm, der von der gleichen GroBenordnung
wie der Hauptterm r(n,spnl) ist. Einen kleineren Fehlerterm erhélt man mit
Hilfe der Shimura-Korrespondenz, wenn man sich auf n in einer festen Qua-
dratklasse beschriankt:

Hilfssatz S. Sei t quadratfrei, f(z)=Y a,e(nz)eU =U/(N, x)*. Dann gilt fiir alle
nelN:
a2l < CO)n*d(n)?

mit einer nur von f und t abhdngigen Konstanten C(t) und d(n)=) 1. Fiir alle
nelN mit (n, N)=1 erhilt man m|n

|aypal < ClayIn* d(n)?
mit einer nur von f abhdngigen Konstanten C.

Beweis. Nach Voraussetzung ist die t-Shimura-Liftung F,(z)=) 4,(n)e(nz) von
J eine Spitzenform vom Gewicht 2 ([4, 20]), und man hat

Az =Y 1, (m) u(m) A, (%) (¢ die Mobius-Funktion).
min

Fiir Spitzenformen vom Gewicht 2 wurde die Giiltigkeit der verallgemeinerten
Ramanujan-Petersson-Vermutung von Eichler in [8] bewiesen. Danach gilt

wfplzcoyal)

mit einer nur von F, abhingigen Konstanten C(¢), also gilt

|a,,2| £ C(tyntd(n)*.

Fiir den zweiten Teil der Behauptung bemerken wir, dal U' eine Basis aus
Eigenfunktionen aller T(p?) mit p/N besitzt, da diese Operatoren eine kommu-
tative Algebra hermitescher Operatoren erzeugen. Ist f(z)=> a,e(nz) eine sol-
che Eigenfunktion und F(z)=) A,(n)e(nz) die t-Shimura-Liftung von f, so ist
nach Shimura ([31], Korollar 1.8)) fiir (n, N)=1:

A,(n)=a(t)- A4, ().

Dies zeigt die Behauptung fiir die Formen aus U*, und fiir die Formen aus den
U, mit ¢t=¢ ist die t-Shimura-Liftung gleich Null.

Korollar 4. Ist k=3, t quadratfrei, so gilt
r(tm?, L)=r(tm?,spnL)+ 0 (m**9),
r¥(tm?, L)y=r*(tm? spn L)+ O(m**°).



Thetareihen positiv definiter quadratischer Formen 297

Bemerkung. Andrianov hat in [1] ein dhnliches Ergebnis behauptet. Sein
Hauptterm héngt aber nicht vom Spinorgeschlecht von L ab und wird daher
falsch fiir Quadratklassen tZ2, fiir die die Funktion 1 (n) aus Koroliar 2 nicht
identisch verschwindet. Zum Beweis seiner Behauptung ordnet er der Thetarei-
he einer quadratischen Form in einer ungeraden Anzahl k=3 von Variablen
fiir jede Quadratklasse tZ* eine Modulform vom Gewicht k—1 in der gleichen
Weise wie Shimura zu. Er untersucht jedoch nicht, unter welchen Bedingungen
an K, L und t die der Differenz 3(L,z)— 3K, z) beziiglich der Quadratklasse
tZ* zugeordnete Modulform eine Spitzenform ist. Daher ist nicht klar, wie er
das behauptete Ergebnis erhilt. Fiir Quadratklassen tZ? mit t¥N ist das Er-
gebnis von Korollar 4 auch schon von Kitaoka [15] erwdhnt worden. Das ist
der Teil des Ergebnisses, den man ohne Benutzung von Satz 4 erhilt.

Die Ergebnisse von Earnest iiber primitive Darstellungen ([5], Theorem 2
und 3) folgen ebenfalls sofort aus Korollar 4 in Verbindung mit der Abschit-
zung fiir r*(tm?,spnL) aus Korollar 2 von [29].

Schrankt man n weiterhin ein auf

4,(L)={neN|neq(L,) fiir alle p, p"in, falls p|N|},

so kann man sich zur Abschitzung des Fehlerterms r(n, L)—r(n,spnL) nach
dem zweiten Teil von Hilfssatz 4 darauf beschrinken, die Fourierkoeffizienten
a, einer Spitzenform aus U' mit quadratfreiem Index t abzuschitzen. Walds-
purger [39] hat hier kiirzlich folgendes bewiesen: Ist f(z)=) a,e(nz)eU" Ei-
genfunktion fast aller T(p?) mit Eigenwerten c(p),

F(z)=) A,e(nz)
eine Neuform vom Gewicht 2, die fiir fast alle T(p) den gleichen Eigenwert ¢(p)
hat und setzt man
L(s, 1 F)=) A, x:(m)e(nz)

fir quadratfreies t, so gilt
la,|>=Ct* L(1,, F)

mit einer Konstanten C, die noch von der Restklasse von r modulo einer gewis-
sen Zahl M abhingt. Insbesondere wiirde die Giiltigkeit der verallgemeinerten
Lindelof-Vermutung |L(1, x,, F)| <t® also |a,|<t*** fiir jede Spitzenform f(z)
=Y a,e(nz)eU* und quadratfreie ¢ implizieren, da U* eine Basis von Eigen-
funktionen der oben genannten Art hat ([32, 36]). Mit Hilfe der Funktional-
gleichung von L(s,y,, F) und dem Satz von Phragmen-Lindel6f erhélt man

|L(L,x,, F)| <37,

was wieder nur die bekannte Abschitzung |a,| <t*** liefert. Daraus erhilt man
immerhin noch einen Fehlerterm, der von kleinerer Ordnung als r*(n,spn L) ist,
wenn man n fiir festes y<1 in der Menge

g¥(spnL)={neZ|n=tm?, t quadratfrei,

t<n’, r*(n,spn L)=%0}
wachsen 1d6t.
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Auf die gleiche Weise 146t sich mit obiger Methode das Ergebnis von Arens-
torf und Johnson [3] iiber Gleichverteilung von Punkten auf Kugeln ver-
schidrfen und auf beliebige Ellipsoide iibertragen.
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