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Die geradlinigen Kurvennetze werden, wenn man vom trivialen
Fall zweier Parallelgeradenscharen absieht, von den Erzeugenden der
einschaligen Hyperboloide und der hyperbolischen Paraboloide auf-
gebaut. Sie lassen bekanntlich eine 1-parametrige Menge lingentreuer
Deformation zu, bei denen die Kurven des Netzes geradlinig bleiben,
wihrend ihre Schnittwinkel sich dndern. Diese lingentreuen Defor-
mationen bilden den Ausgangspunkt und das wesentliche Hilfsmittel
fiir die vorliegende Untersuchung. Sie dient der Beantwortung der
folgenden Frage:

Gibt es langentreue Deformationen von Kurvennetzen, bei denen
nur die Kurven der einen der beiden Scharen geradlinig sind
und bei den Deformationen geradlinig bleiben ?

Triviale Deformationen dieser Art sind die Verbiegungen der Regel-
fléichen, bei denen die Erzeugenden geradlinig bleiben. Jedes von den
Erzeugenden und einer weiteren Kurvenschar der Regelflidche gebildete
Kurvennetz wird bei diesen Verbiegungen lingentreu deformiert. Von
diesen fiir die gestellte Frage triviale Deformationen soll fortan ab-
gesehen werden. Es wird sich zeigen, daB es auf jeder Regelfldche auch
Kurvennetze gibt, die nichttriviale Deformationen der verlangten Art
zulassen. Alle derartigen nichttrivialen Deformationen werden im
Folgenden ermittelt. Zu ihnen gehoren insbesondere Deformationen
der Asymptotenliniennetze der nicht abwickelbaren Regeflichen.
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I. Vorbemerkungen iiber geradlinige Kurvennetze

Die affinen Transformationen
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Abb. 1

wobei der Parameter v das offene Intervall — ¢ << » << b2 durchlauft,
fiihren das einschalige Hyperboloid
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in die 1-parametrige Schar ebensolcher Hyperboloide
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iiber. Sie bilden die Erzeugenden wieder in Erzeugende ab und lassen
die Lingen auf den Erzeugenden ungeindert, liefern also lingentreue
Deformationen der Geradennetze der einschaligen Hyperboloide.

In den Grenzfillen » = — ¢ und » = b2 ergeben sich ebene Geraden-
netze, ndmlich das Tangentennetz einer Ellipse bzw. einer Hyperbel:
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Diese ebenen Geradennetze sind also auch lingentreu aufeinander
bezogen (Abb. 1). Ist a?= b% dann sind die Hyperboloide Drehhyper-
boloide, das Tangentennetz der Ellipse wird zum Tangentennetz eines
Kreises und das Tangentennetz der Hyperbel klappt in die z-Achse
Zusammen.

Die affinen Transformationen
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wobei der Parameter » das offene Intervall — b2 <» <C a® durchliuft,
fithren das hyperbolische Paraboloid
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iiber derart, dafl die Langen auf den Erzeugenden wiederum ungeindert
bleiben. In den Grenzfillen v = — b2 und » = ¢® erhdlt man ebene
Geradennetze, namlich die Tangentenscharen der Parabeln

22 2

m:2pz bzw. m:——%z.

Diese beiden (Geradennetze sind ebenso wie die von ihnen umbhiillten
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Parabeln kongruent und werden durch die lingentreue Deformation
i sich transformiert (Abb. 2).

Abb. 2

IL. Lingentren deformierbare Stangen-Faden-Modelle

Die lidngentreuen Deformationen der geradlinigen Kurvennetze
lassen sich umdeuten als lingentreue Deformationen eines Modells,
das aus 2 windschiefen Stangen a, b und einer 1-parametrigen Schar
gespannter Fiden besteht. Die Fidden verbinden die Punkte A der
Geraden @ mit den Punkten B der Geraden b. Das Modell ist bei gespannt
bleibenden Féaden dann und nur dann lingentreu deformierbar, wenn
die Punktreihe 4 projektiv ist zur Punktreihe B. Die gespannten Fiden
sind dann Erzeugende eines einschaligen Hyperboloids oder eines hyper-
bolischen Paraboloids, und die Deformationen des Fadenmodells ergeben
sich aus den in Abschnitt I besprochenen Deformationen dieser Flichen.
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Durch Aneinanderfiigen solcher Fadenmodelle mit je 2 Stangen
erhilt man Stangen-Faden-Modelle mit » Stangen, wobei die Faden
projektive Punktreihen der Stangen miteinander verbinden (Abb. 3).
Jedes in einem solchen n-Stangen-Modell enthaltene 2-Stangen-Modell
1a8t eine 1-parametrige Menge lingentreuer Deformationen zu. AuBlerdem

Abb. 3

kann man das n-Stangen-Modell unter Starrhaltung der 2-Stangen-
Modelle verknicken, indem man die aufeinanderfolgenden 2-Stangen-
Modelle um die ihnen gemeinsame Stange gegeneinander verdreht.

Die lingentreuen Deformationen der Stangen-Faden-Modelle ent-
halten als Grenzfille Deformationen in ebene Gebilde. In diesen Grenz-
fillen sind die Stangen und Fédden der in dem n-Stangen-Modell ent-
haltenen 2-Stangen-Modelle Tangenten einer Ellipse, Hyperbel oder
Parabel. Wenn die 2-Stangen-Modelle aus Drehhyperboloiden ent-
nommen sind, 148t sich das Stangen-Faden-Modell so deformieren, daf
alle Stangen miteinander zur Deckung kommen, daB also das ganze
Modell in eine einzige Gerade zusammenklappt.
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II1. Lingentreu deformierbare Geraden-Kurven-Netze

Das differentialgeometrische Analogon der Stangen-Faden-Modelle
sind die Geraden-Kurven-Netze, die von den Erzeugenden und einer
weiteren Kurvenschar einer beliebigen nicht abwickelbaren Regelfliche
gebildet werden. Fiir diese Geraden-Kurven-Netze ergibt sich aus
Abschnitt IT folgender Satz:

Ein Geraden-Kurven-Netz, bei dem die Geraden von der zweiten
Kurvenschar nach projektiven Punktreihen geschnitten werden,
148t abgesehen von den Verbiegungen der das Geraden-Kurven-
Netz enthaltenden Regelfliche noch unbegrenzt viele weitere
lingentreue Deformationen zu, bei denen die Geraden gerad-
linig bleiben. Hierbei gehen 2 willkiirliche Funktionen von
einer Verdnderlichen ein. Die eine Funktion bestimmt die Schrin-
kiirzester Anstand

Winkel
anderfolgender Erzeugenden), die andere Funktion legt die
Verbiegung der Regelfliche fest.

Man kann dieses Ergebnis unabhingig von Abschnitt I und IT auch
leicht durch Rechnung verifizieren (Abb. 4):

aufein-

kung (= Grenzwert des Quotienten

Abb. 4

v sei die Bogenléinge und p(v) der Ortsvektor der Punkte einer Kurve
auf einer nicht abwickelbaren Regelfliche. ¢ sei die von der Kurve p(v)
aus nach einer der beiden Seiten hin positiv gezdhlte Lange auf den
Erzeugenden. e(v) ist der in der positiven Zshlrichtung von ¢ verlaufende
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Einheitsvektor auf den Erzeugenden. Die Regelfliche wird dann durch
die Parameter », ¢ in der Darstellung

t = 1lu, v) = p(v) + g ¢(v) (1)
gegeben. Die Kurven v = const sind die Erzeugenden, die Kurven
g == const die zur Ausgangskurve ¢ =0, d. 1. ¢ = p(v), hinsichtlich
der Erzeugenden dquidistanten Kurven. Nimmt man statt dieser Kurven
¢ = const irgend eine andere Kurvenschar % = const als Parameter-
linien, so hat man ¢ = ¢(u, v) zu setzen und erhdlt dann fiir das u, v-
Geraden-Kurven-Netz das Linienelement ds? = Edu? - 2 Fdudy + Gdv?
mit
E=yq, G=14¢+N¢®+2Mq+2q,cos9, F=gq,g,+cosd). (2)
Dabei ist

e2=N? ¢y =M, ep’ = cos O (3)

Wir verlangen nun, daBl die Kurven u = const die Erzeugenden
nach projektiven Punktreihen schneiden, und lassen die Kurve » =0
mit der Kurve ¢ = 0 zusammenfallen. Dann ist

g(u, v) = m, a(v) == 0, im itbrigen a(v), b(v) beliebig.  (4)

Die lingentreuen Deformationen des Geraden-Kurven-Netzes
u = const und v = const ergeben sich dann folgendermafen:

Die Erhaltung der Léngen auf den Erzeugenden wird durch die
Invarianz von ¢(u, v), also durch Festhalten der Funktionen a(v) und b(v)
gewihrleistet. Die Erhaltung der Lingen der Kurven v = const wird
durch Festhalten der Funktion G(u, v) erreicht. Setzt man ¢(u, v) aus
Gl (4) in den Ausdruck fiir & in den GIn. (2) ein, so ergibt sich nach
Weglassen des ohnehin invarianten Bestandteils 1 + ¢ und Division
mit ¢? die Bedingung

a a
N2 2 M(; + b) —2 (_u_ + b') cos ¥ == Invariant.
Ordnet man nach u, so erhilt man die beiden Deformationsinvarianten

aM — a cos & = V,(v),
N2 — 20 cos & + 2 Mb = V).

Die Auflésung nach M und N? liefert

(6)

1 ! b
M= o (a’ €08 1} +V1(v)) , N2=2cosd (b’— %—) —2 . Vi(0)+Va(w). (6)
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Hiernach sind die die Deformation bestimmenden Funktionen M(v) und
N(v) nicht voneinander unabhéngig, sondern durch die beliebige Funktion
9(v) miteinander verkoppelt. Diese Funktion legt die Schnittwinkel der
Erzeugenden mit der Netzkurve » = 0 fest und bestimmt dabei zugleich
die Schrinkung der Regelflichen bei den lingentreuen Deformationen.
Die Funktion, welche die Verbiegung der Regelflichen fixiert, geht in
diese Rechnung naturgemif nicht ein.

IV. Spezialfille

Abschlieflend diskutieren wir noch einige Spezialfille:

1. Asymptotenliniennetze

Die Asymptotenliniennetze einer nicht abwickelbaren Regelfliche
sind ldngentreu deformierbar, da die Erzeugenden von den Asymptoten-
linien der zweiten Schar nach projektiven Punktreihen geschnitten
werden. Die oskulierenden Hyperboloide bzw. Paraboloide werden dabei
ldngentreu mitdeformiert.

2. HAFN E R-Deformationen

H. Hafner hat in seiner Dissertation (TH Miinchen 1914) die lingen-
treuen Deformationen behandelt, bei denen die Erzeugenden von den
Kurven der zweiten Schar nach kongruenten Punktreihen geschnitten
werden. Dieser Sonderfall ergibt sich aus den Gln. (6) mit @ = const,
b=0. Es sind dann M und N? von cos ¢ unabhiingig, also einzeln
invariant. Die Kehllinie ¢ = — M/N? bleibt bei diesen speziellen Defor—
mationen Kehllinie.

Ein etwas allgemeiner Sonderfall liegt vor, wenn die Kurven « = const
die Erzeugenden nach dhnlichen Punktreihen schneiden.

3. Ebene Geraden-Kurven-Netze

Jedes lingentreu deformierbare Geraden-Kurven-Netz ist in zwei
ebene Geraden-Kurven-Netze deformierbar. In einem solchen ebenen
Geraden-Kurven-Netz gehort zu jeder Geraden ein Kegelschnitt, der
die Gerade im Beriihrpunkt der Hiillkurve beriihrt und auBerdem von
allen Tangenten der Netzkurven lings der Geraden beriihrt wird.

Wenn alle zugeordneten Kegelschnitte eines lingentreu deformier-
baren ebenen Geraden-Kurven-Netzes Kreise sind, 148t sich das Netz
in eine einzige Gterade lingentreu zusammenklappen.



