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Die geradlinigen Kurvennetze werden, wenn man vom trivialen 
Fall zweier Parallelgeradenscharen absieht, yon den Erzeugenden der 
einschaligen Hyperboloide mid tier hyperbolisehen Paraboloide auf- 
gebaut. Sie lassen bekanntlich eine 1-paramctrige Menge lingentreuer 
Deformation zu, bei denen die Kurven des Netzes geradlinig bleiben, 
w/ihrend ihre Sohnittwinkel sich /~ndern. Diese 1/ingentreuen Defor- 
mationen bilden den Ausgangspunkt mid das wesentliche Hilfsmittel 
fiir die vorliegende Untersuchung. Sie dient der Beantwor~ung der 
folgenden Frage: 

Gibt es l~ngentreue Deformationen yon Kurvennetzen, bei denen 
nut die Kurven der einen der beiden Soharea geradlinlg sind 
und bei den Deformationen geradlinig bleiben ? 

Triviale Deformationea dieser Art sin([ die Verbiegungen der Regel- 
fliichen, bei denen die Erzeugenden geradlinig bleiben. Jedes yon den 
Erzeugenden mid einer weiteren Kurvenschar der Regelfl~che gebfldete 
Kurvennetz wird bei diesen Verbiegungen l~ngentreu deformiert. Von 
diesen fib die gestellte Frage triviale Deformationen soil fortan ab- 
gesehen werden. Es wird sich zeigen, dal~ es auf jeder RegelfNiehe aueh 
Kurvennetze gibt, die nichttriviale Deformationen tier verlangten Art 
zulassen. Alle derartigen nichttrivialen Deformationen werden im 
Folgenden ermiCtelt. Zu ihnen gehSren insbesondere Deformationen 
der Asymptotenliniennetze der nieht abwickelbaren Regefl~chen. 
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I. Vorbemerkungen fiber geradlinige Kurvennetze 

Die aff inen Transformat ionea  

V~ 2 v V b ~ - ~  ~ / ~ +  ~ 

a b c - -  

&- 

Abb. 1 

wobei der Pa ramete r  v das offene In t e rva l l  - -  c 2 < v < b 2 durohliiuft,  

f i ihren das einschalige Hyperboloid  

Xt2 y'2 ZP2 
4- - - 1  a 2 b 2 c 2 
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in die 1-parametr'ge Schar ebensolcher Hyperboloide 

x s y2 z s 

a 2 - v  b e - v  c s - ~ v  

fiber. Sie bilden die Erzeugenden wieder in Erzeugende ab und lassen 
die Langen auf den Erzeugenden unge/~ndert, liefern also 1/~ngentreue 
Deformationen der Geradennetze der einschaligen Hyperboloide. 

In den Grenzfallen v = -- ~2 und v = b s ergeben sich ebene Geraden- 
netze, niimlich das Tangentennetz einer Ellipse bzw. einer Hyperbel: 

x2 yS xs z s 
~ - - - - - 1  bzw. - -1 .  aS+c s bS+e 2 a s _ b  s bS+c s 

Diese ebenen Geradennetze sind also auch liingentreu aufeinander 
bezogen (Abb. 1). Ist  a 2 --~ b ~, dann sind die Hyperboloide Drehhyper- 
boloide, das Tangen~ennetz der Ellipse wird zum Tangentennetz eines 
Kreises und das Tangentennetz der Hyperbel klappt in die z-Achse 
zusammen. 

Die affinen Transformationen 

X - -  
p - - X ~  y - - - -  

a b 
y',  z = z ' ,  (a s > 0 ,  b 2 > 0 )  

wobei der Parameter v das offene Intervall -- b s < v < a s durehlauft, 
fiihren das hyperbolische Paraboloid 

XtS y~S 

a~ bS - -  2 pz'  (p =~ O) 

in die 1-parametrige Schar ebensolcher Paraboloide 

xs y2 
- -  - - 2 p z  

a ~ - - v  b2 + v 

fiber derart, dal~ die L•ngen auf den Erzeugenden wiederum ungeiindert 
bleiben. In den Grenzf~llen v - ~ -  b s und v ~ - a  s erhalt man ebene 
Geradennetze, namlieh die Tangentenscharen der 1)arabeln 

x s y* 
aSA_ bS - -  2 pz  bzw. aS_.[_ b2 - -  2pz. 

Diese beiden Geradennetze sind ebenso wie die yon itmen umhfillten 
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Parabeln kongruent und werden dutch die l~ngentreue Deformation 
in sich transformiert (Abb. 2). 

Abb. 2 

II. L~ingentreu deformierbare Stangen-Faden-Modelle 

Die langentreuen Deformationen der geradlinigen Kurvennetze 
lassen sich umdeuten als 1/~ngentreue Deformationen eines Modells, 
das aus 2 windschiefen Stangen a, b und einer 1-parametrigen Schar 
gespannter FKden besteht. Die F/~den verbinden die Punkte A der 
Geraden a mit den Punkten B der Geraden b. Das Modell ist bei gespannt 
bleibeaden FKden dann und nur dann 1Kngentreu deformierbar, wenn 
die Punktreihe A projektiv ist zur Punktreihe B. Die gespannten F~den 
sind dann Erzeugende eines einschaligen Hyperboloids oder e~nes hyper- 
bolischen Paraboloids, und die Deformationen des Fadenmodells ergeben 
sich aus den in Abschnitt I besproehenen Deformationen dieser Fl~chen. 
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Durch Aneinandefffigen solcher Fadenmodelle mit je 2 Stangen 
erhalt man Stangen-Faden-Modelle mi$ n Stangen, wobei die Faden 
projektive Punktreihen der Stangen miteinander verbinden (Abb. 3). 
Jedes in einem solchen n-Stangen-Modell enthaltene 2-S~angen-Modell 
lal]~ eine 1-parametrige Menge langentreuer Deformationen zu. Aul]erdem 

Abb. 3 

kann man das n-Stangen-Modell unter Starrhaltung der 2-Stangen- 
Modelle verknicken, indem man die aufeinandeffolgenden 2-Stangen- 
Modelle um die ihnen gemeinsame Stange gegeneinander verdreht. 

Die langentreuen Deformationen der Stangen-Faden-Modelle en~- 
halten als Grenzfalle Deformationen in ebene Gebilde. In diesen Grenz- 
fallen sind die Stangen und Faden der in dem n-Stangen-Modell ent- 
hal~enen 2-Stangen-Modelle Tangenten einer Ellipse, Hyperbel oder 
Parabel. Wenn die 2-Stangen-Modelle aus Drehhyperboloiden ent- 
nommen sind, lal]t sich das SSangen-Faden-Modell so deformieren, dal~ 
alle Stangen miteinander zur Declmng kommen, dal] also das ganze 
Modell in eine einzige Gerade zusammenklappt. 
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III. Liingentreu deformierbare Geraden-Kurven-Netze 

Das differentialgeometrische Analogon der St~ngen-Faden-Modelle 
sind die Geraden-Kurven-NGtze, die yon den ErzGugendGn und einGr 
weite~Gn KurvGnschar einer beliebigen nicht abwickGlbaren Regelfl~che 
gebfldet wGrden. Fiir diese Geraden-Kurven-Netze ergibt sigh aus 
Abschnitt II folgender Satz: 

Ein Geraden-KurvGn-Netz, bei dGm die Geradea yon dGr zweitGn 
Km'venschar nach projektiven Punktreihen gesGhnitten werden, 
lal~t abgesehGn yon den VGrbiegungen der das Geraden-Kurven- 
Netz enthaltenden Regelflache noch unbegrenzt viele weitGre 
langentrGUe DGformationGn zu, bei denen dig GGradGn gGrad- 
linig bleibGn. HiGrbei gehGn 2 willkfirliche Funktionen yon 
einer Ver/inderliGhen Gin. Die eine Funktion bestimmt dig SGhr~n- 

kiirzester Anstand 
kung (= Grenzwert des Quotienten Winkel aufein- 

anderfolgender Erzeugenden), die andere Funktion legt dig 
Verbiegung des Regelfl~che fest. 

Man kann dieses Ergebnis unabh~ngig yon Abschnitt I und II auch 
leicht durch ReGhnung verifizieren (Abb. 4) : 

P 

0 

Abb.  4 

v sei die Bogenlange und p(v) der Ortsvektor der Punkte einer Kurve 
auf einer night abwickelbaren Regefflache. q sei die voa der Kurve p(v) 
aus nach einer der beiden Seiten hia positiv gezahlte L~nge auf den 
ErzGugendGn. e(V) ist der in dGr positiven Z~hlrichtung yon q verlaufende 
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Einheitsvektor auf den Erzeugenden. Die Regelfl~che wird dana dutch 
die Parameter v, q in der Dars~ellung 

= ~(u, v) = ~(v) + q e(v) (1) 

gegeben. Die Kurven v ~ const sind die Erzeugenden, die Kurven 
q----const die zur Ausgangskurve q-----0, d. i. ~--~ p(v), hinsichtlich 
der Erzeugenden/~quidistanten Kurven. Nimmt man start  dieser Kurven 
q----const irgend eine andere Kurvenschar u ~ const als Parameter- 
linien, so hat  man q = q(u, v) zu setzen und erh/~lt dann fiir das u, v- 
Geraden-Kurven-Netz das Linienelement ds 2 ----- Edu  ~ A- 2 Fdudv + Gdv 2 
mit 

E = q~, G = l + q~ + N~ q~ + 2 M q  + 2 q~ cos v ~, P----q~(q.+cosv~). (2) 

Dabei ist 

e'* - -  N ~, e'~o' = M, ep' = cos vq. (3) 

Wir verlangen nun, dab die Kurven u----const die Erzeugenden 
nach projektiven Punktreihen schneiden, und lassen die Kurve u ----- 0 
mit  tier Knrve q ---- 0 zusammeIffallen. Dann ist 

u 
q(u, v) - -  a(v) + u b(v)' a(v) # O, im iibrigen a(v), b(v) beliebig. (4) 

Die langentreuen Deformationen des Geraden-Kurven-Netzes 
u ---=- const und v = const ergeben sich dann folgendermal~en: 

Die Erhaltung tier Langen auf den Erzeugenden wird dutch die 
Invarianz yon q(u, v), also dutch Festhalten der Fmlktionen a(v) und b(v) 
gew/ihrleistet. Die Erhaltung der Langen der Kurven v = const wird 
dutch Festhalten der Funktion G(u, v) erreicht. Setzt man q(u, v) aus 
GI. (4) in den Ausdruck ffir G in den Gin. (2) ein, so ergibt sich nach 
Weglassen des ohnehin invarianten Bestandteils 1 + q2 und Division 
mit  q2 die Bedingung 

(a) N 2 -}- 2 M + b --  2 A- b' cos v~ = invariant. 

Ordnet man nach u, so erhiilt man die beiden Deformationsinvarianten 

a M  - -  a' cos v a ----- Vx(v), (5) 
N ~ - -  2 b' cos v~ A- 2 Mb ---- V2(v). 

Die AuflSsung nach M und N * liefert 1( ) (o)  
M = - a  a 'c~ , N ~ = 2 c o s v  q b ' - -  a - - 2 a V l ( v ) ~ - V 2 ( v  ). (6) 
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Hieraaeh sind die die Deformation bestimmenden Funktionen M(v) und 
N(v) nicht voneinander unabhiingig, sondern dutch die beliebige Funktion 
v~(v) miteinander verkoppelt. Diese Funktio~ legt die Schnittwinkel der 
Erzeugenden mit der Netzkurve u ~ 0 lest und bestimmt dabei zugleich 
die Sehr~inkung der Regelfl~tchen bei den langentreuen Deformationen. 
Die Funktion, welche die Verbiegung der Regelfl~chen fixiert, geht in 
diese Rechnung naturgemiil~ nicht ein. 

Iu SpezialIi~lle 

AbseMiel~end diskutieren wit noch einige Spezialfi~lle: 

1. AsymTtotenliniennetze 

Die Asymptotenliniennetze einer nicht abwickelbaren Regelfliiche 
sind l~ngentreu deformierbar, da die Erzeugenden yon den Asymptoten- 
linien der zweiten Sehar naeh projektiven Punktreihen geschnitten 
werden. Die oskulierenden Hyperboloide bzw. Paraboloide werden dabei 
liingentreu mitdeformiert. 

2. HAJFNE R-Deformationen 

H. Hafner hat in seiner Dissertation (TH Mfinehen 1914) die l~ngen- 
treuen Deformationen behandelt, bei denen die Erzeugenden yon den 
Kurven der zweiten Schar nach kongruenten Punktreihen geschnitten 
werden. Dieser Sonderfall ergibt sieh aus den Gln. (6) m i t a  == eonst, 
b-----0. Es sind dann M und N ~ yon cos v ~ unabh~ngig, also einzeln 
invariant. Die KeMlinie q = -- M/N ~ bleibt bei diesen speziellen Defor- 
mationen Kehllinie. 

Ein etwas allgemeiner Sonderfall liegt vor, wenn die Kurven u = eonst 
die Erzengenden naeh ~thnlichen Punktreihen schneiden. 
3. Ebene Geraden-Kurven-Netze 

Jedes li~ngentreu deformierbare Geraden-Kurven-Netz ist in zwei 
ebene Geraden-Kurven-Netze deformierbar. In einem solchen ebenen 
Geraden-Knrven-Netz gehSrt zu j eder Geraden ein Kegelschnitt, der 
die Gerade im Beriihrpunkt der H/illkurve berfihrt und auSerdem von 
allen Tangenten der Netzkurven l~ngs der Geraden beriihrt wird. 

Wenn atle zugeordneten Kegelschnitte eines 1s deformier- 
baren ebenen Geraden-Kurven-Netzes Kreise sind, l~f~t sich das Netz 
in eine einzige Gerade liingentreu zusammenklappen. 


