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Es sei [(xl, . . . ,  x~) eine im Riemannschen Sinne integrierbare 
komplcxwertige Funktion auf dem Quader 

Q = Q':  a i ~ xj < bj ( j =  1, . . . , s )  

Es sollen Anniihertmgswerte/fir 4as Integral #(/) ----- ~/(x) dx  aufgestellt 
Q 

wer4en. Es kann o. B. d.A. angenommen werden, da~ 

/ (x)  auf  xj = bj (1 = j =< s) 

die gleichen Werte annimmt wie fiir xj ~ -a  i. Sonst betrachten wir 
z. B. die Funktion 

/*(x)  -~ /* (x  1, . . . ,  x ,)  ~- /(bl - -  Ix1 - -  bl I, . . . ,  b~ - -  I x~ - -  b~ ]) 

au f  Q* : aj ~ xj ~ 2 bj - -  aj ( j  : l ,  . . ., s) 

Es ist tatsitchlich z. B. 

/*(2 b, --  al, x.~, . . . ,  x,) = ]*(al, z~ . . . . .  x,)  

Weiter ist . f /*  d x  = 2" .[ ] dx,  da ja auf Q :/* = / und Q* sich aus 
Q* Q 

2' Quadern Q zusammensetzt. O.B.d.• kann angenommen werden, 
da$ Q der Quader K : 0 ~ x j ~ I  ( j - - - -1 , . . . , s )  ist, denn sonst be- 
trachten wir/*(tl, . . . ,  ts) = / ( a  1 ~-(b 1 - -  a~)t, . . . ,  a, + ( b ,  - -  a,) t) auf K 

1 
and. es ist ~ /*(t) dt - -  V(Q) f / ( x )  gx  (V(Q) Volumen von Q). Es kann 

K Q 

also stets angenommen werden, da~/(x) auf K definiert ist und / auf 
den Seiten xj ~ 0 des Qua4ers K den gleichen Wert annimmt, wie 
auf den Seiten xj ----- 1. Es kann also / auf den ganzen R' periodisch rnit 
der Periode 1 fortgesetz~ werden. 
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Jede Riemannsche Summe yon #(/) liefert natfirlich einen N/~herungs- 
wert fiir #(]). Teilen wir z. B. die Kanten yon K in n gleiche Teile (n > 1), 
dann zerlegt sich K in N = n ~ Wiizfel, 

und 

k~. kj + 1 - - ~ % . < - -  
n ~b 

( j =  1 . . . .  , s ; O < k j < = n - -  1) 

n s l n - 1 / k l '  ~ )  z~ - z I [ Z  . . . .  
It'l, . , . ,  k s 

ist eine solche Riemannsche Summe und lira 2:z~ = #(I). Es ist 
2V-~ r 

~ ( t )  - -  l e ~  - ~(t) 1 
der Fehler und es sei a~ = sup A~(1). 

I 
l ' l  \ 

und das gilt auch fiir sup A~ 
f e b  

wenn B die Klasse tier t~unktionen yon beschr/inkter Variation auf K ist. 

Ein]aches Beispiel: /(x) = x 1 . . .  % auf 0 < xj < 1 (j = 1, . . . ,  s) 
und 0 sonst. 

Dann ist 

Z~__2 ,  , 
also ist 

( 

so ist also 
1 ~ 

A~ = 1~-  2: I(;~) -- ~(1) I (1) 
k = l  

Eine obere Absch/~tzung fiir A 1 wird sp/~ter gegeben. 

Fiir s -- 1 gibt es eine Reihe von Quadraturformeln, z. B. die Simp- 
sonsche Formel, welche ffir #(t) gute N/~herungsformeln liefert, jeden- 
fails dann, wenn f geniigend oft differenzierbar ist. Fiir s > 1 existieren 
solche Formeln vor allem im Falle s -= 2 oder 3, welche ffir groSes s 
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praktisch unbrauchbar werden (abgesehen davon, da] bier keine ver- 
nfinftigen Fehlerschitzangen bekannt sind), da die Anzahl N der zu 
berechnenden Punl~e bei vorgeschriebener Genauigkeit exponentiell mit 
s wKchst (vgl. z. B. A~). Gerade solche Ftille haben sich in der letzten 
Zeit als sehr wichtig erwiesen. Heute verwendet man daher eine stati- 
stische Methode, die sogenannte Monte-Carlo-Methode. Es kann ni~mlich 
#(]) als Erwartungswert E(f) yon f in Bezug auf die Wahrscheinlichkeits- 
dichte = 1 auf K und 0 sonst im R 8 aufgefaSt werden; die Verteilung p 
ist also im Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie gleichverteilt auf K. 
Sind nun X1, . . . ,  Xlv unabhingige Zufallsvariable mit der Verteilangs- 

1 
funktion p, so ist F = ~ -  ._X/(Xj) eine statistische Anniherung an E(/), 

/ ~ a _ _  

denn E(F) = E(]) = tt(]) und fib die Streuang aB 2 yon F gilt 

1 0/2 
= E ( ( P  - = E ( ( / -  - N ( 2 )  

Es hat also die statistische N~henmg F eine Standardabweichung 
o/ 
--  , also nimmt die Wahrscheinlichkeitsverteflung des Fehlers wie 

N -~  ab. Ffir die numerische Berechnung mfissen nun die Stichproben- 
variablen X 1 , . . . , X ~  dutch Stichprobenwerte x l , . . . ,  x~ ersetzt 
werden. Aus (2) kann man schliel~en, daI~ es sicher solche Stichproben- 

1 ~ o! 
werte gibt, so dal~ A~ = ] ~-j_X1](x~)_ -- #(]) I < ~ ist, abet diese 

Werte h/ingen yon ] a b  und sind natiirlich im allgemeinen unbekannt. 
Es ist bekannt, da$ mit Wahrscheinlichkeit 1 

1 
lira ~-jX/(xj)=l = #(/) 

ist, d. h. mai~theoretisch ausgedriickt folgendes: 
r162 

Ist P = | K~ (K~=K) der Raum aller Folgen r ---- (x~, x~ . . . .  ) mit 
i = l  

Elementen aus K, d~ das Produl~mal~ in P zum Lebesguescken MaB 
1 -~ 

auf K, dann ist ffir ~ -- fast alle Folgen w eben lira -~- 27 ](%.) =/x(]) 

und man kann aus (2) sogar leicht schlieBen, dab sogar ffir fast alle 
Folgen A~ = O(N -v, logaN) and es gilt sogar noch mehr, n/imlich 
0(N -7' log log N). 
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Aber es kann natiimlich passieren, dab eLae irgendwie gewiihlte Folge 
x l , . . . ,  x ~ , . . ,  yon Stichprobenwerten gerade in einer Menge yon 
Ma~ 0 in Bezug auf /~ liegt. Es wurden versehiedene Methoden ent- 
wicjekt, um Pseudo-ZufallszaMen %. aufzustellen, yon denen zu hoffen 
ist, dal~ sie in der oben erwi~hnten Menge yon MaI~ 1 liege, aber es blieb 

1 N 
ganz often, ob dann mit diesen Werten ~ -  X1](%. ) ein N~herungswert 

yon #(]) ist und wie grol~ der Fehler ist. 

N. M. Korobow 1 hat nun eine feste Folge x,, . . . ,  x~ angegeben, fiir 
die der zugeh5rige Fehler die GrSl~enordnung des statistischen Fehlers 
der Monte-Carlo-Methode hat, und zwar fiir alle Funktionen ], welche 
2 s-mal dffferenzierbar sind. Genauer lautet sein Satz so: 

Is t  X C h e 2 ~ <h ~> (<h x> skalares Produkt von h u~d x) die Fourier- 
h 

reihe yon ], ist a ---- X[Ch I < oo, sind alle Ableittmgen 
a~r/ 

~ x  ~ a x  2 ( l < - - r < - - s , l < - - - - l l < 1 2 < . . . < I r < ~ s )  
11 " " " I r 

stetig und dem Betrage nach _< C and ist p eine Primzahl > s, dann ist 

1 p~-1 (7~ ~ 7 ~ )  ( s - - 1 ) ~  s C 

IP  2 - 1  k= 

An sich wiire stat t  ~-~ zu schreiben - ~  - -  , da aber ] periodisch 

mit der Periode 1 ist, so macht dies nichts aus. Eine analoge Abschatzung 
gilt ffir die Folge 

D = , .... , rood 1 (4) 
P 

Beim Beweis yon (3) mtissen fiber ] also Differenzierbarkeitsvoraus- 
setzungen gemaeht werden. Ieh mSehte nun zun/~ohst zeigen, dal~ solehe 
Abseh~tzungen bis a ~  logarithmisehe Faktoren gegeben werden k6Imen, 
unter der alleinigen Voraussetzung, dal~ ] yon besekr~nkter Variation 
ist; es kann also ] aueh unstetig sein. Dies erseheint mir gerade ffir 
s > 1 wertv011. Dazu beniitze ieh folgenden Satz 2, welehen ieh unl~ngst 
bewiesen habe: 

1 Dokladi CGCI~, 115 (1957), 1062--65. 
2 Annali di Matematica (IV) 54, 325--334 (1961). 
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Hil/ssatz 1: Ist  / C B (Funktion yon besehrankter Variation auf K, 
eo = (xl, . . . ,  xa) eine beliebige Folge fiber K 

1 
Dx(w) = sap l - -  I )Ca(xj) - -  V(Q) I 

QcK N /'=1 

(;~ charakteristische Funktion des Quaders Q c K), dana ist 

1 
I ~ Z t(xj)  - -  ~ ( t )  ] < V(t) D~r (5) 

1=1 

wo V(/) die Variation yon / auf K ist. 
Besitzt / alle gemisehten Ableitungen bis z~tr Ordnung s und sind 

diese stetig, dann ist / C B un4 die Schranke V(]) in (5) kann ersetzt 
werden durch 

Y ! 
I 51 axe, 0 ] d x~ . . . d x~ ( l  ~ il < i2 < . . . < iz <= s) (6) 
I K l " " �9 ~ i  1 

wo sich die Summe fiber alle/-Tupel (i I < i 2 < . . .  < i~) ffir I ~ 1, . . . ,  s 
erstreclct and K l der Quader 0 g x i ~ 1 ist, mit j = i~ (k = 1, . . . ,  1), 

xj = 0 ( j  ~ ik) ist. Ffir die Anwendung yon (5) muB D~v(~o) (sie ist stets 
1) die sogenannte Dislcrepanz abgesohatzt werden. Hier gilt naeh 

ErdSs- Turan-Koksma3 : 
Ist  M eine beliebige natiirliche Zahl ~ 300, dann ist stets 

3O0 
D~(o~) < 2 ~ - ~ -  + 30 ~ 1 ] S~v(h, co) I R-~(h)  (7) 

0< I I ~ l i  -< 

wobei 
$ 

II h II = Max (l hi [, . . .  I h~ ]), R(h) = / /  Max (l hj I, 1), (h~, . . .  h~) ganz, 
j=l 

1 
S~v(h, m) die Weylsehe Summe - - -  27 e ~ <n,k> ist. 

N k=l 

Nehmen wir ffir w die Folge ~ aus (4) mit N ~ p - -  1, dann ist 

1 ~--1 
S~(h, oJ) - -  1 e ~(h '*+ " ' "  + h~)/p. 

T - - l k = l  

Aus der yon H. Hasse ffir Geschlecht 1 und dann yon A. Well all- 
gemeia bewiesenen Vermutung ffir die Kong~uenzzetafunktion folgt 4 

8 j .  F.  Ko]csma, Math. 0en~rum AmsSerd~m, Scripture 5, 51 S. (1950). 
a Vgl. z. B. Enzyklop~die d. MaSh. Wiss. 2. Aufl. I 2, 29 (L.K. HUA) 1959, 

B. G. Teubner. 
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8 
l l< s/-- 

also wenn wit in (7) M = p nehmen, 

3 0 0 . 2  s (60 log p)S (70 log p)~ 
DN(co) < - -  ~- < 

mad wir erhalten also (fiir p ~ 300 ist die Ungleichung in trivialer Weise 
riehtig) 

Satz 1: Ist  ] yon beschrant~er Variation auf K~(s ~ 2) mit Variation 
F(/), dann ist stets 

A, = 19 Z l t  , - l I < V(l/ (S) 

wenn 9 irgencl eine PrimzaM ist. F i i r s  = 2, /(xl, x2) = e 2~(~'+z') ist 
/~(]) : 0, die Summe links in (8) eine Gau_Bsehe Snmme vom Betrag 
V/~, also ist in diesem Fall Ap ~ 9 -�89 also ist (8) seharf in Bezug auf 
die GrSBenordnung 9 - ~  aueh dann, wenn nut die Klasse der analy- 
tisehen Funktionen in Betraeht gezogen wird. Abet auch die Potenz 
yon log 9 kann nieht einfaeh weggelassen werden. Es sei n/hnlieh f 
die folgende Funktion: /(xl, x2 )=1  fiir 0 < x  l < ~ , 0 < x  2 < a  

a 
(0 < a < 1, a sonst beliebig), dann ist #(t) = ~  die Summe links in 

(8) die Aazahl clef quadratisehen Reste modulo 9, welehe im Intervall 
0, a < liegen mad es ist naeh Paley 4 bekannt, da/~ diese Anzahl 

sieher nieht o ( V ~  log log 9) ist, also ist sieher nicht Ap : o (  l~176 " 
\ 9 / 

Often bleibt nut, ob log ~ 9 night dureh eine Funktion, welehe sehw/~cher 
gegen co geht, ersetzt werden kann. Is t  / s-real differenzierbar, so kann 
V(]) wieder dutch (6) ersetzt werden. 

Fiihrt man die analoge ~berlegung fiir die Folge D~ aus (1) dureh, 
so erh~lt man sehr leieht, wenn man D~(w) direkt abschatzt. 

Satz 2: Fiir alle f C B ist stets 

= 27 ] . . . .  , - -  #(1) I ~ 2~/~ (9) 

L. C. Hsu ~ trod L. W. Lin haben vorgesehlagen, mehrfache Integrale 
dutch einfaehe Integrale zu approximieren und diese dutch gel/~ufige 

5 A c t a  m a t h .  Acad .  SoL t t u n g a r .  9, 2 7 9 - - 9 0  (1958). 

Monatshefte fiir Mathematik, Bd. 66]2. 10 
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Quadratformela zu berechnen. Sie geben Abschiitzungen fiir die Differenz 
(A beliebige Zahl > 0, ganz) 

1 T 
I g(/) -- u ! / (  a~-'  t, A ~-~ t, . . . ,  A ~-" t) at  (10) 

wo T = A ~+~-~', wenn t C-real differenzierbar ist und q beliebige natfir- 
liohe Zahl ist. Die Abschi~tzung h~tngt yon den Fourierkoeffizienten 
yon / und A ab. Unter Verwendung tier Simpsonschen Formel einer 
Ordnung N fiir das einfache Integral in (10) erhalten sie Naherungswerte 

4 r  
fiir/~(]), welche yon der GrSBenordnung N -~* sind, wo e, - -  5 r + 4 s - -  4 

4 4 
also lira e,---- ~ und sioher > ~ fiir r >= 2 s, also unter sehr starken 

/.-).co 

8 
Voraussetzungen nut  maximal einen urn ~ grSSeren Exponenten als 

in (8), trotzdem ist die Methode sehr nfitzlioh. 
Beniitzt man das kontinuierliche Analogon zu (5) 

1 
I ~ -  oS /(x(r)) dr -- ~(/) 1 =< r(/) Ds (x(r)) (5') 

wo x(T) = (xl(y), . . . ,  x,(r)) integrierbare Vektorfunktion auf K 

1 
D, = suv I u fo xQ(x(r)) ar --  V(Q) I 

Q c k  

und nimmt man x(z) ---- r g, wo g = (A ~-1, A ~-~, . . . ,  A~ dann erhalt 
man fiir ] ~ B 

1 ~ (70 log A) ~ 
I t(rg) dr --/~(t) 1 <  Y(/) A (11) 

Es ist~ n~mliell 

300 1 
D~<2" ~ +~o" X R-~(h) I-x ! ~"~<~>drl (7') 

0<llhll_<M 

Nun ist fiir M = A --  1 fiir alle ganzen h 4= 0 mit ]] h ]1 < A sicher 

l < h g > l =  IhlAS-l  + ....-~-h~l>~ 1 

also is$ das Integral in (7') sicher =< (2 ~ A) -1 und damit folgt die 
Abschiitzung (11). Es sollen nun Folgen o~ angegeben werden, fiir welche 
die Fehlerabsch~tzung A x an Genauigkeit alle bisher angegebenen 
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Formela iibertrifft. Es sei wieder P eiae PrimzaM, dalm nennen wir 
einen Gitterpunkt g = (gl, . . . ,  gs), (1 ~ gj < p -- 1, j = 1, . . . ,  s) 
einen guten Gitterpunkt modulo p, wenn ffir alle Gitterpunkte 

h = ( l h , . . , h ~ )  mit O <  I lhl l  < p -  
1 

. = ~ und <h g> _=_= 0 (rood p) 

R(h) ~ p (8 logp) -~ (12) 

Wir werden in Hiffssatz 2 zeigen, dal~ es stets gate Gitterpunkte g gibt. 
Sie kSnnen stets in endlich vielen Schritten bestimmt werden, and zwar 
sind hSchstens p~ elementare Rechenoperationen auszufiihrem 

Hil]ssatz 2: Es gibt stets gute Gitterpunkte g mod p. 
Beweis: Wit bilden die Summe 

1 
X -- X' X R -1 (h) 

(P--1)~g ~odp, o< I1 h 11 < p/~ 
< h g >  ~ 0 (rood p) 

wo stets gi ~ 0 (mod p) fiir alle j sei. Mit gj durcMi~uft auch h i gi alle 
ZaMen relativ prim zu 1), wenn h i ~ 0, also ist die Summe gleich 

1 
X R-l(h) X' 1 

(P--l) s0<lth~l<p/~ ~odp 
<e(h)g > ~-O(mod p) 

wo e(h) als Komponenten die Zablen 0 oder 1 hat, je nachdem die ent- 
sprechenden Komponenten yon h Null sind oder ungleich Null sind. 
Nun hat eine solehe Kongruenz gx* + .. �9 + g~* =- 0 (rood p), l ~ s 

2 ~ (8 logp) ~ 
hSehstens p~-i LSsungen modp, also wird X < - 2: R-~(h) < 

P o< I lh l l  < p/~ P 
Es gibt also ein g, so dal] 

(8 log p)S 
~ : ~ R-i(h) < (13) 

o <  llhl[ < W~ P 
<hg> ~---- 0 (mod p) 

also gilt die Sehranke reekts in (13) fiir alle Glieder in 2:2 und dies ist 
gerade die Behauptung. 

Satz 3: Ist P Primzahl, g ein guter Gitterpunkt modulo p, daan ist 
fiir jedes ] C B(K) 

P-1 p-~ ( ~ )  (10001ogp) ~ p  
[ / - I < v(t) (14) 

Bemerkung 1: Diese Abschatzuag ffir den Fehler ist, abgesehen yon 
den Exponenten in der Potenz yon log p die genaueste Absehiitzung, 

]0e 
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welehe iiberhaupt mSglieh ist. Aus einem Satz yon K. F. Roth ~ folgt, 

dal~ fiir jede beliebige Folge oJ stets D~ => 4 -~ (log N) (~-~)/2N ist. 

Daraus folgt: Zu jeder Folge co = (xl, . . . ,  x~) gibt es stets Funk- 
tionen ] C B(K), so dab 

1 ~r ] ~ -  S /(xk) --  #(/)1 > V(/) 4 -~ (log N) (s-~)/2 (15) 
k ~ l  ~ 1V 

Dies gilt auch dann, wenn das arithmetische Mittel links in (15) mit 
N 2~ 

Gewichten 2j versehen wird, also X 2  k/(xk) mit X2~ = 1 betrachtet 
k = l  k = l  

wird, wie dies z. B. bei der Simpsonschen Formel der Fall ist. 
Bemerkung 2: Es ist bei der Konstraktion der guten Gitterpunkte g 

rood p nicht notwendig anzanehmen, dab p Primzahl ist. Es kann 
z. B., was gerade ffir die Praxis wichtig ist, p eine Potenz yon 2 sein. 
Auf 4iese Dinge und auf eine genauere Berechnung yon g soll an anderer 
Stelle eingegangen werden. Ebenso soll gezeig~ werden, dal~ man den 
Exponenten in der Potenz von log p in (14) noch verkleinern kann. 
Fiir s ~- 2 kann man auch andere Folgen 11, . . . ,  x a angeben, welche 
das gleiche leisten wie in (14). Eine solche Folge, welche in der Theorie 
der Gleichverteilung sehon an anderer Stelle aufgetreten ist, ist folgende: 
Ise n > 1 ganz, dann sei 11 , . . . ,  x~v(N = 2 ~) die Folge der Pankte 

q - . . . - t -  2~, 2 , - t - . . . q - -  ~ 

wie die tj unabh~ingig voneinande~ die Werte 0 oder 1 annehmen. Ffir 
log N 

diese Folge ist bekannt, daft D~r < 2 ~ ist. 

Nun zum Beweis yon Satz 3: Betraehten wir die zugehSrige Weylsche 
S 1 L l n m o  

l p--1 2~tik 

(h, = - Z (0 < 11 h I1 < p12), 
J0 k = 0  

so ist ikr Were = 0, wean <h g> ~ 0 (rood 79) and sonst 1, also wird die 
p - - 1  

Summe rechts in (7) mit M --  ~ sicher 

2 s 600 
< - - + 3 0  ~ X R -~(h) (16) 

P o <llhll <p/2, <h~> ~O~oap 
8 Mathematika 1, 73--79 (1954); verallgemeinert fiir s > 2 yon J. 11. ttalton, 

Numerisehe Mathematik 2, 84--90 (1960). 
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Ist  nun in h ht_l die 1. Komponente @ 0, so ist also 

ht-lgl-1 + ht g, + . . .  + h, g~ =_ 0 (rood p) 

oder (da (g~_~, p) = 1) 

hz_~ - hz g; + . . .  + h~ g,' (rood p), 
also 

hz_ I - <h(O g(O> m o d p  
WO 

g(O = (g;, . . .  gs'), U) = (h~, . . . ,  h~) 

Nach (12) ist 
R(U))[h~_I ]_--> (8 logp)-~ p (17) 

Die Summe in (16) rechts ist Z Z (z), Z (~) = 27 R -1 (h (o) ] h/--21 ]. 
z=.~ o < II hz II < pl~ 

Betraoh~en w i r  eLue solche/-Sm~ame z. B. f f i r  l ~ 2 (setzen h(~)~ k, ff(2)=a 

h~ --  h(k)). W~  ~e~legen den S~mat~onsbe~e~ch 0 < II k II < ~/2 i~ 
Be~eie]~e P~ : ~J-~ < M a x  (I kj I, 1) < 2 r' ( j  = 2, . . .  8; is~ ]~j = 0, daun 
sei r] = 1; r2 . . . . .  r~ laufen yon 1 bis log s p/2. In Pa ist 2a'+'"+'*__> 
R(h) > 2 "+'' '+r~-8+t also 

log p 
Z (2) < 28 Z 2 - ( r~+ '+w Z h-~(k). 

a~...a~=l k C Pa 

Es ist nach (17) in Pa stets 

[ h(k) [ _--> p 2-(a'+"" +a~) (4 log p)-~ = Q. 

Zu jedem h(k) gibt es also eine natiirliche Zahl v, so dal~ 

v Q =< ]h(k) ] < (v + 1) Ca (V = 1, . . . ,  [C7~]). 

In jedem solehen v-Intervall kSnnen hSchstens zwei solche h(k) (k 6 Pr) 
liegen. G~ibe es z. B. clrei solehe h(k~), h(k2), h(kS), dana mii~Iten zwei, 
z. B. h(U), h(k ~) das gleiche Vorzeichen haben, und es ware dann 
I ]/(~1 - -  )~2)1 <~ O r 122iJ6 

was (17) widersprieht. Es ist also 

1 log p 
< 2 X ~C~-~' a lsop 27(~)< 2~+~(8 logp) ~ X(r~+.. .  +r~)<20~(logp) ~. 

k {:::7 ~a r~ . . . r  8 

Dies gilt nun fiir alle Z (0 also ist die Summe in (16) rechts ~ 3 0  ~ (log p)28 
P 

also eingesetzt in (16) liefert Satz 3. 
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Bemerkung: Aus (13) 
Gitterpunkt g, so daI] fiir 

1 ~ l f ( g k )  

Es ist nur notwendig, in 
Mr voraussetzen, dal~ f 

entnehmen wit: Es gibt s~ets einen guten 
jedesf  e B(K) 

(80 log p)* 
- t , ( f )  1 < v ( / )  (18) 

P 

(16) die Absch~itzung (13) einzusetzen. Wenn 
differenzierbar ist his zu einer Ordnung m s 

(m > 2, natiirliche Zahl,) dann kSnnen wit 04) versch~rfen. 

Satz 4: Ist p Primzahl, g ein guter Gitterpunkt modulo T, besitzt f 
alle stetigen Ableitungen 

a~,f 
~x~, Ox TM ( l<--r<--s ' l l<12<'"<l ';m>=2) 

�9 . .  I r 

und sin4 sie alle yon einem Betrag ~ K~, dann ist 

1 p-_ [ k a ~ -  K~ 
] ~  k:0" l f | ~ j  \ ~9 ] - -  /~t(/) ' = ' ~ - - j 9  m ( 3 0 1 o g ~ ) ( m q ' l ) s - - 1  (19)  

Beweis: Unter diesen Voraussetzungen litl]t sich f in eine absolut- 
konvergente Fourierreihe X C a e ~'i <a ~> entwiekeln, und die linke Seite 
yon (17) ist gleich 

L" ~h S~(h, ~) = _r Oh 
h:~O <hg> --= 0 (modp), h* 0 

Weiter ist ] C h [ g Kin((2 ~)s R(h))-m, also genfig~ es 

X * =  X R-re(h) 
<h g> --~-- 0 (rood p), h * 0 

abzuseh~ttzen. Diese Summe 
= X* + 2:** = Z l + X ~  

o<[lall <p/2 Ilhll>pl~ 
Da in der zweiten Summe sicher in R(h) ein Faktor die Gestalt 

< p - - 1  i 7 i 

: 2 ) hat, also > phat, soist 

(p)m (p)m ( (  1 ) ,  ) (6s)~ 
272< X R-~(h*)< X ~-~q-1 1 < 

= o < llh*tl ~=1 P " 

Bei der ersten Summe gehen wit wie in Satz 3 vor, also 

S 1 < ~ S ( R ( h  (1)) h i _ l )  - m  

t=2 0< 11 n(OII <p/r 
Eine l-Summe ist wieder 
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< 2 ~ X 2-~ e,+...+r,) Z h-~(k) < 2 m'. 2 p-~.  (8 log p)~" 2: 2: v-~ < 
r~ . . . . .  r s k C P r r 2 . . . . .  r~ v 

< 8(20 log p)m, (log p),-1 p-~ 

un4 damit ist alles gezeig~. 
Bemerkung: Aus (13) entnehmen wit wieder, daft es stets ehten guten 

Gitterpunkt g gibt, so dal~ sogar fiir die linke Seite yon (18) die sch~trfere 
Absehiitzung 

p-ff 20 ' (log p)'~ 

gilt. 
Beme~'kung 2: Satz 4 gilt ffir m > l ,  (m beliebig), wenn die partiellen 

Ableitungen nach Liouville definiert werden. 


