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(Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut fir Chemie,
physikalisch-radioaktive Abteilung.)

Wirkungsquerschnitte bei Reaktionen zwischen sehr
leichten Atomkernen?).

Von 8. Fliigge in Berlin-Dahlem.
Mit 8 Abbildungen. (Eingegangen am 10. Januar 1938.)

Eswerden StoBprobleme behandelt, an denen bis zu vier Elementarteilchen in zwei
Atomkernen auftreten. Empirische Daten liegen zunichst vor tiber die elastische
Streuung von Néutronen und Protonen an Deuteronen. Das Hauptproblem fiir
die Durchfiihrung der Rechnung ist die Wahl geeigneter approximativer Eigen-
funktionen. Als Niherung wird angenommen, daff das Deuteron beim Auf-
treffen auf das Proton oder Neutron seine Gestalt beibehilt (Vernachlassigung
der ,,Polarisation‘‘) und unter dieser Voraussetzung die im Sinne eines Hartree-
Fock-Verfahrens ,,beste’* Eigenfunktion bestimmt, indem durch Integration
iiber alle Koordinaten auBer dem Abstande des Neutrons oder Protons vom
Deuteronschwerpunkt das Problem auf einen einzigen Freiheitsgrad reduziert
und die ibrigbleibende Integrodifferentialgleichung fiir diesen Freiheitsgrad
durch Reihenentwicklungen und numerische Methoden moglichst genau geldst
wird. Die erhaltenen Streugquerschnitte liegen um 10~ ¢m? herum und fallen
langsam mit wachsender Energie ab. Sie sind etwas kleiner als die experimentellen
Zahlen. — Fir die Streuung von Protonen von 830 kV an Deuteronen wird die
Richtungsverteilung ausgerechnet und mit den Experimenten von Tuve,
Heydenburg und Hafstad verglichen. — Fiir die D ++ D-Reaktion als ein-
fachster Kernumwandlung (mit vier Elementarteilchen) wurde mit Hilfe analog
gebauter Figenfunktionen die Ubergangswahrscheinlichkeit aus einem D + D-
Anfangs- in einen T 4 H-Endzustand ausgerechnet. Die Integrodifferential-
gleichung fiur die Relativbewegung der beiden Deuteronenschwerpunkte im
Anfangszustand bzw. die Bewegung des Protons zum Tritonschwerpunkt im
Endzustand wurde wieder moglichst exakt gelost. Dabei ergibt sich eine starke
Verringerung der Amplitude fiir kleine Abstéinde, die, verbunden mit der Ver-
kiirzung der Wellenldnge, in diesem Gebiet dazu fiihrt, daB die Wirkungsquer-
schnitte um einen Faktor 10? kleiner werden als in den bisher vorliegenden
Rechnungen von Dolch. Man kommt damit in die GréBenordnung der experi-
mentellen Zahlenwerte von Ladenburg u. a. (einige 10~26 ¢cm?). — Es werden
ferner einige Auswahlregeln diskutiert, die es vielleicht verstindlich machen,
daB bei der D 4 D-Reaktion charakteristische Abweichungen von der kugel-
symmetrischen Verteilung der Triimmer beobachtet wurden.

1. Einleitung.
Die Krifte, die zwischen den Elementarbausteinen des Atomkerns, den
Protonen und Neutronen, wirken, sind ung heute in groBen Ziigen bekannt.

1) Vorgetragen in der Sitzung vom 10. November 1937 der Berliner Physi-
kalischen Gesellschaft.
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Der 8-Zerfall hat uns gelehrt, daf} sie mindestens zum Teil den Charakter von
Austauschkriften?) haben miissen, d. h. da8 sie eine Ubergangswahrschein-
lichkeit liefern miissen fiir die Umwandlung eines Neutrons in ein Proton
und umgekehrt. Die Streuung langsamer Neutronen an Protonen lehrt uns,
daB die Krifte spinabhingige Anteile enthalten miissen; aus der Streuung
von Protonen an Protonen endlich wissen wir, daB wenigstens bei anti-
parallelen Spins die Krifte zwischen zwei gleichartigen Teilchen, abgesehen
von der kleinen Coulombschen AbstoBung, quantitativ iibereinstimmen
mit denjenigen zwischen zwei verschiedenen Teilchen. Die Verallgemeinerung
dieser Erfahrung zum ,invarianten Krifteansatz lag nahe, bei dem die
Teilchen nicht mehr als zwei wesensverschiedene Arten angesehen werden,
sondern als Teilchen ein und derselben Sorte, die sich lediglich durch eine
zusitzliche Quantenzahl, die ,Ladungsquantenzahl' unterscheiden. Die
Aussage, in welcher Weise die Krifte dann aubler vom Spin auch von der
Ladung abhingen, lieB sich prazisieren durch eine Anwendung dieser Ge-
dankenginge auf das Studium der Massendefekte schwerer Kerne, wie sie
von Volz2) und Kemmer?) einerseits, von Euler®) andererseits unlingst
durchgefithrt wurde. Die genannten Streuexperimente sowie unsere Kenntnis
der Massendefekte und ungefihren Radien der Atomkerne gestatten ferner,
anzugeben, wie stark die Krifte sein missen, um die richtigen Bindungs-
energien, und wie weit sie reichen miissen, um die richtigen Kernradien zu
ergeben. Diese Daten sind nun zwar mit erheblichen Unsicherheiten be-
haftet, da die Kernradien nur hdchst ungenau definiert sind3), und man

1) Das oft zugunsten der Austauschkriifte angefiihrte Argument, daBl ném-
lich die Absittigung in der Bindungsenergie der schweren Kerne mit gewhn-
lichen Kriften nicht zu verstehen sei, scheint mir fiir sich allein nicht {iber-
reugend, da ja a priori eine starke AbstoBung zwischen zwei Teilchen bei
Anndherung auf kleinere als die mittleren Abstinde in den Atomkernen nicht
auszuschlieBen ist und ebenfalls die Absittigung erkldren kénnte. Da wir
andererseits aus der sicheren Quelle des B-Zerfalls wissen, daB Austausch-
krafte vorliegen, wiirde die Annahme einer solchen kurzreichweitigen AbstoSung
eine iiberfliissige Komplikation bedeuten. Doch ist bisher keineswegs bewiesen,
daB sie nicht vielleicht doch da ist. Eine Entscheidung wird sich wohl erst dann
treffen lassen, wenn wir einmal im Besitze einer konsequenten Theorie des f-Zer-
falls sein werden. — 2) H. Volz, Z8. f. Phys. 105, 537, 1937. — 3) N. Kem-
mer, Nature 146, 192, 1937. — %) H.Euler, Z8. f. Phys. 105, 553, 1937.
— 5) So ergibt eine von Bethe auf Grund des Bohrschen Mehrkorpermodells
ausgefithrte Uberlegung um rund 509 hohere Kernradien fiir die schwersten
Kerne (x-Strahler) als man auf Grund des Gamowschen Einkérpermodells
frither annahm. Diese Betheschen Angaben sind jedoch umstritten; vgl. den
Hinweis bei Heisenberg, Naturwiss. 25, 749, 1937, sowie N. Bohr und
F. Kalckar, Kgl. Danske Vidensk. Selskab, math. fysiske Medd. XIV, 10,
1937.
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aus einer einzigen Zahl — eben der Bindungsenergie — nicht gut den ganzen
Verlauf einer Funktion, etwa der Kraft als Funktion des Abstandes?)
zweier wechselwirkender Teilchen, bestimmen kann.

Immerhin ist-unsere Kenntnis des Kraftgesetzes aus den beschriebenen
Methoden schon recht brauchbar. Wenn wir auch aber einige Dinge noch
keinen Auifschluf} erhalten, z. B. die genawe Form der Ortsabhingigkeit,
so hat das seine Ursache ja eben darin, daB es schwer ist, Experimente zu
erdenken, auf die solche Feinheiten von EinfluB sind, so daff man sie aus
ihnen ablesen konnte. HEsg hat daher guten Sinn, den Versuch zu unter-
nehmen, auf Grund des gegenwartig ,,besten” Kraftgesetzes an die Durch-
rechnung spezieller Probleme der Kernphysik heranzugehen. Dabei zeigt
sich, daf die mathematischen Schwierigkeiten sehr rasch mit wachsender
Teilchenzahl zunehmen. So kommt es, dal eine befriedigende Theorie der
Stofvorginge, an denen nur drei oder vier Elementarteilchen teilnehmen
(z. B. der D + D-Reaktion) noch nicht vorliegt. Es soll die Alifga,be dieser
Arbeit sein, eine moglichst weitgehende theoretische Behandlung der in
diesemn Gebiet von den Experimentalphysikern studierten Erscheinungen
zu geben?).

2. Pragestellung. Abgrenzung der Methode.

Die kernphysikalischen StoBvorgéinge kénnen ganz generell in zwei
Gruppen emngeteilt werden:

Bei den schwereren Kernen verteilt sich die Energie des stoflenden
Teilchens, sowie es auf die Oberfliche des Atomkernes auftrifft, auf alle
Kernbausteine. Bohr3) hat in seiner grundlegenden Arbeit gezeigt, daf3 auf
diese Weise ein Zwischenzustand entsteht, bei dem das stoBlende Teilchen in
den Kern eingebaut ist (compound nucleus), der sich ohne ,,Riickerinnern‘
an seine Entstehung weiter umwandeln kann nach Zeitriumen, diemindestens
10%mal groBer sind als die Perioden der Bewegung von Teilchen im Kern.

1) Fin Fxperiment, das genaueren AufschluB iiber die Reichweite der
Krifte geben kann; haben kiirzlich Teller und Schwinger (Phys. Rev. 52,
286, 1937) erdacht. Die bisher hierzu vorliegenden Messungen von Stern
und Mitarbeitern (ebenda, S.142) scheinen auf Reichweiten zu fithren, die
sicher nicht weit von denjenigen liegen, die wir, etwas willkiirlich, benutzen.
— %) Auf die Massendefekte der Kerne mit 8 oder 4 Teilchen gehen wir in
dieser Arbeit nicht néher ein. Sie sind oft von verschiedenen Autoren berechnet
worden auf jeder Stufe unserer fortschreitenden Kenntnis der Krifte. Mit dem
vorliegenden Kraftansatz wurden sie behandelt in einer Arbeit des Verfassers,
an die im folgenden in Symbolik und Msthode mehrfach angekniipft werden
wird (ZS. f. Phys. 105, 522, 1937). — 3) N. Bohr, Nature 137, 344, 1936;
Naturwiss, 24, 241, 1936.

36%*
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Im mathematischen Formalismus kann dieser aus den Experimenten ge-
folgerte Sachverhalt nichts anderes bedeuten, als daB die Wahrscheinlich-
keit fiir direkte Uberginge aus dem Anfangs- in den Endzustand des Systems
sicher nicht die Wahrscheinlichkeit fiir Ubergiinge zweiter Ordnung iiber-
wiegt, beil denen der Weg iiber einen langlebigen Zwischenzustand einge-
schlagen wird. Die ndhere Diskussion hat gezeigt, dal dies Verhalten daher
rithrt, dafi die moglichen quasistationiren Zustinde bei einigermafBen
schweren Kernen und nicht allzu kleinen Energien schon sehr dicht liegen,
so dafl eine ausgesprochene Resonanzerscheinung fast immer auftritt. s
hat den Anschein, als ob diese Regonanzeindringung in den Kern schon bei
gziemlich leichten Kernen (der Masse 10) uberwiegtl).

Geht man dagegen zu den allerleichiesten Kernen iiber, so kann es nur
zu einer Verteilung der Energie des auffallenden Stobpartners aui sehr
wenige Teilchen kommen. Die Resonanzniveaus liegen dann so weit aus-
einander, daf} es sehr unwahrscheinlich wird, in eines davon hineinzugeraten,
und sie werden so verwaschen, daf die Lebensdauer des Zwischenzustandes,
wenn er iiberhaupt zustande kommt, vergleichbar wird mit den Kernperioden.
Hier werden also die direkten Uberginge aus dem Anfangs- in den End-
zustand tiberwiegen.

Wir konnen diese Erscheinungen am Beispiel der elastischen Streuung
sehr anschaulich auch so ausdriicken: Durchlduft das stoBende Teilchen den
Kern, um ihn sofort wieder zu verlassen, so besteht eine scharfe Beziehung
zwischen den Phasen der einfallenden und der auslaufenden Welle. Auf dem
Vorhandensein einer derartigen Beziehung beruht ja das aus der optischen
Beugungstheorie heriibergenommene Verfahren zur Berechnung einer der-
artigen Streuerscheinung, wie es von Holtsmark, Mott?) u. a. begrundet
worden ist. Es liegt also ein ausgesprochen kohdrenter Streuvorgang vor.
(tanz anders, wenn das stoBende Teilchen lange Zeit im Kern verweilt:
Die zahlreichen Zufalligkeiten der ZusammenstdBe mit den anderen Kern-
bausteinen werden dann entscheidenden EinfluB darauf haben, mit welcher
Phase es den Kern wieder verlaBt. Jede ,,Rickerinnerung® an den Anfangs-
zustand wird dann ausgeloscht sein; wir konnen von inkohdrenter Streuung
sprechen. Physikalisch sind natiirlich alle Ubergange zwischen diesen beiden
wohldefinierten Grenzfillen moglich; der Rechnung zugénglich scheint im
Augenblick nur der eine oder andere Grenziall selbst. Uberwiegt die

1) Wenigstens scheint dies aus Beobachtungen zu folgen, die Bothe auf
dem Physikertag in Bad Kreuznach, Sept. 1937, referiert hat. Vgl. B. Wilhelmy,
Naturwiss. 25, 178, 1937; ZS. . Phys. 107, 769, 1937. — 2) Vgl. etwa N.F.
Mott u. H. 8. W. Massey, Atomic Collisions (Oxford 1933).
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inkohirente Streuung, was bei schwereren Kernen sehr bald eintritt, so muf§
die Rechnung an die von Bohr entwickelten Gedankenginge ankniipfen,
iiberwiegt dagegen die koh&rente, wie es bei den uns hier interessierenden
leichtesten Kernen zutreffen durfte, so ist eine einfachere Form der Dar-
stellung angemessgen.

Es erscheint danach aussichtsreich, fiir diese einfachsten Prozesse die
direkten, kohirenten Uberginge auszurechnen und mit der Erfahrung zu
vergleichen. Die so erhaltenen Wirkungsquerschnitte diirften eher zu klein
(némlich um die inkohédrenten Glieder) als zu groB ausfallen. Ein Versuch
zu einer derartigen Rechnung wurde bisher nur einmal von Dolch?) unter-
nommen fir die einfachste denkbare Reaktion im eigentlichen Sinne:

iD 43D = {T + {H.

Seine Rechnungen ergaben bei einer Energie des stoBenden Deuterons von
100 kV Wirkungsquerschnitte der Grofienordnung 1022 crn2, was um rund
4 Zehnerpotenzen gréfer ist als die zur Zeit besten verfiigbarenexperimentellen
Angaben von Ladenburg. Es wurde bereits vermutet, da die Ursache
dieses Versagens der Theorie in der Wahl der Eigenfunktionen zu suchen
sei, doch schien es zunéchst aussichtslos, eine namhafte Verbesserung herbei-
zufiihren. Es wird einer der Hauptpunkte dieser Arbeit sein, diese Diskre-
panz aufzukliren und durch konsequente Verbesserung der Figenfunktionen
zu beseitigen. Das Verfahren soll zunichst an Hand des einfacheren Drei-
koérperproblems erlgutert werden, wo wir es nur mit elastischer Streuung zu
tun haben. Es wird uns moglich sein, fiir die Streu- und Umwandlungs-
querschnitte beim Drei- und Vierkdrperproblem mit den Experimenten
vergleichbare Angaben zu machen und auch zu einigen Aussagen iiber
Richtungsverteilungen nach dem StoB zu kommen,

3. Erlauterung des Verfahrens am Dreikirperproblem.

Fur das Dreikorperproblem liegen empirische Daten vor iiber den
Zusammenstof eines Neutrons oder Protons mit einem Deuteron. Dabei
sind folgende Prozesse denkbar:

1. Einfangung des stoBenden Teilchens, also entweder Anlagerung,
d.h. Bildung eines 3H oder 3He unter Emission eines harten y-Quants,
oder Reemission (inkohdrente Streuung). Es wurde bereits in Abschnitt 2
gezeigt, daB solche Prozesse sicher nicht sehr wahrscheinlich sind. Der mit
y-Strahlung verbundene ProzeB ist deshalb unwahrscheinlich, weil die

1) H. Dolch, ZS. {. Phys. 100, 401, 1936.
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Strahlungskriifte sehr klein sind gegen die Kernkrifte, also letzten Endes
wegen der Kleinheit von e?/fic.

9. Zertrimmerung des Deuterons, so daB nach dem Stof drei freie
Teilchen entstehen. Dieser Prozel kann erst oberhalb von etwa 8 MV Energie
des stoBenden Teilchens einsetzen, da dies, um dem Impulssatz zu genigen,
héchstens 2/, seiner Energie zur Anregung des Deuterons abgeben kann
und diese 2/; mindestens den Massendefekt von 2 MV aufwiegen muiissen.

8. Kohdrente elastische Streuung. Dieser Proze8 dirfte unterhalb 8 MV
der iberwiegend wahrscheinliche sein. Uber ihn allein liegt experimentelles
Material vor, weshalb er hier eingehender betrachtet werden soll.

Wir legen fir die Krdfte den folgenden Ansatz zugrunde: Die Rolle
der potentiellen Energie zwischen zwei Teilchen 1 und 2 in der Schrodinger-
Gleichung soll der folgende Operator itbernehmen:

— Mg 215 Prg—Hyy Prg+ Byg 215+ Wi, (1)
wobei X, ein Operator ist, der die Spins der Teilchen 1 und 2 vertauscht,
und P, ein analog gebildeter die Ladungen vertauschender Operator).
Die GroBen My,, H,,, Bys, W, sind gewdhnliche Potentialfunktionen des
Abstandes 7y, der beiden wechselwirkenden Teilchen voneinander. Wir
setzen My, =m .V, p Hijs =5 Vis Biog=0 Vo und Wi, =w-Vy,
und Vie= M+ Big+ Hyg+ Wiy =— A e 0ria, (@)
Dabei legen wir fir die Koeffizienten m, §, b und w die besten zur Zeit ver-

fugbaren Werte zugrunde, ndmlich die auf Grund einer Bemerkung von
Kemmer korrigierten Angaben von Volz?):

m=+410/12, h=—2/12, b=+5/12, w = —1/12, (8)
weleche die beobachteten Sittigungserscheinungen in den Massendefekten
der schweren Atomkerne am besten wiedergeben.

Bezeichnen wir nun wieder wie 1. ¢. mit ¢ eine Spinfunktion und mit
eine Ladungsfunktion, so muB die Gesamteigenfunktion eines Systems
aus einem Deuteron und einem dritten Teilchen (Neutron oder Proton)
die Gestalt haben:
¥ = 9280280028 + ¢@81)0@251)0@8,1)
+981,2081,200B812.

1) Die hier zur Anwendung kommende Schreibweise ist die gleiche wie in
der Arbeit des Verfassers, ZS. f. Phys. 105, 522, 1937, die dort eingehend er-
lautert ist. — 2) In einer nach Abschlul der Rechnungen erschienenen
Arbeit von Heisenberg (Naturwiss. 25, 749, 1937) werden diese Koeffizienten
ebenfalls als die wahrscheinlich besten angesehen.
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Diese FEigenfunktion geniigt zunéchst dem Pauli-Prinzip in seiner er-
weiterten Form1), da sie antimetrisch ist in allen drei Teilchen. Der erste
Summand allein besagt: 1 und 2 sind die beiden im Deuteron gebundenen,
8 das freie Teilchen. Die Ortsfunktion ¢ ist in 1 und 2 symmetrisch, wie es
firr den 138-Grundzustand des Deuterons sein muf; ihre Spins sind parallel
und die Ladungseigenfunktion ist antimetrisch. Es moge der Spin des
Deuterons in die z-Riehfung fallen, dann kann sich der Spin des freien
Teilchens parallel ( Quartettzustand mit dem Spin 8/2 und dem Gewicht 2/8)
oder antiparallel (Dublettzustand mit dem Spin 1/2 und dem Gewicht 1/8)
dazu einstellen. Wir machen demgem&B folgende Ansitze fir Spin- und
Ladungsfunktion:

0 (12,8) = a, ;e (Quartett), )
c(12,8) = a, o, B, (Dublett),
0(12,8) = (a,by—a,b)a, (in beiden Fillen). (6)

Wir denken uns die so beschriebene ¥W-Funktion eingesetzt in die
Schrodinger-Gleichung im Konfigurationsraum aller drei Teilchen, wobei
jedes drei Orts-, eine Spin- und eine Ladungskoordinate hat. Dabei fithren
wir als Potential drei Ausdriicke der Form (1) mit den Argumenten 1,2
und 1, 3 und 2, 3 ein. Wir konnen dann zunichst den Operator > o (ﬁ, 3)

¢
auf diese Gleichung anwenden, d. h. iiber alle moglichen Einstellungen des
Ladungsvektors summieren, was noch keinen Unterschied gibt zwischen
Quartett- und Dublettfall. Sodann iiben wir die Operation > o (12, 8)
g

aus, d. h. wir summieren iiber alle moglichen Einstellungen des Spins. Dabei
erhalten wir, wenn wir mit T' den. Operator der kinetischen Energie be-
zeichnen, folgende (leichungen:

Im Dublettfall:

Tq;(1_2,3) "}- (M19+ H12+ W12 + B12) (P(— )

+(W13_‘%H13) 123)+(W23 %Hss)q)(_z 8)
+ M,;;—3By e @8,1) + (M,;, — } B;,) ¢ (18,2
= E-9128); O

im Quartettfall:
TW(I_Q’ 3) + (M, +H,y + Wiy + Byy) v (12,8)
+ (W5 + By3) y)(ﬁ,‘o’) + (Wyy + B,y) y)(ﬁ,&')
+ (M + H )y @81 + My, + Hy ) p(13,2)
= E.-y(12,8). (8
1) Vgl. z. B. F. Hund, ZS. {f. Phys. 105, 202, 1937.
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Darin bedeutet g die Linearkombination
v(I%9) = 2.9 (129 — 9 @51 — ¢ (13,2 ©)
Setzt man hier die Volz-Kemmerschen Koeffizienten nach Gleichung (8)
ein, so entsteht fiir den Dublettfall:
T @28+ V9 (29)
+%V13‘P(23’1)+%V23‘P(ﬁ’2)=E9’(1—2>3) (10)
und fir den Quartettfall:
Typ(A2,3) +Vy,p (1—23> +iV "P(TQ—" 8) + 1V y (1_2’3)
+%713W(§§:1)+%723w(ﬁ,2) =E"/)(1_2:3)- (11)

Es fallt auf, daB die in Gleichung (11) auftretenden Krifte eine viel
starkere Anzichung bedeuten als die in (10). Danach konnte man bei
flichtiger Betrachtung den Eindruck gewinnen, als ob dies Verfahren bei
der Anwendung auf gebundene Zustinde, also bei der Berechnung des
Massendefektes des Tritons, zu der Aussage fithrte, daf der Zustand mit
dem Kernspin 8/2 Grundzustand und derjenige mit dem Spin 1/2 ein an-
geregter Zustand des Tritons sei. Dafl dies nicht der Fall ist, folgt aus
Gleichung (9): Fir die tiefe Lage eines Zustandes ist ja auBer der Intensitét
der anziehenden Krifte die Ortsabhingigkeit der Kigenfunktion von ent-
scheidender Bedeutung. In der Theorie der Atomhiille spielt letztere sogar
fast ausschlieBlich eine Rolle zur Bestimmung der Reihenfolge der Niveaus.
Dabei ist ein Zustand um so tiefer, jo weniger Knotenlinien er hat. Der
tiefste Zustand des Tritons wird also derjenige sein, bei dem ¢ oder v
moglichst nahe kugelsymmetrisch ist. Aus (9) folgt aber, daff im Falle der
Kugelsymmetrie g verschwindet: Der tiefste Zustand im Quartettsystem,
der aus Gleichung (11) berechnet werden kann, ist durch das Pauli-Prinzip
verboten. Dasselbe folgt natiirlich noch anschaulicher fiir den speziellen
Ansatz des Heisenbergschen Oszillatormodells?), wo die Analogie zum
He-Spektrum der Elektronenhiille unmittelbar evident ist.

Die Gleichungen (10) und (11), die die Unterlage bilden maussen fiir die
Berechnung des Ortsanteils der Higenfunktion, unterscheiden sich in
charakteristischer Weise von einer normalen Schrodinger-Gleichung durch
die beiden letzten Glieder der linken Seite, in denen die Eigenfunktion mit
vertauschten Argumenten eingeht. Derartige Ausdriicke treten immer auf,
wenn irgendwelche Austauscherscheinungen berficksichtigt werden miissen;
also entweder wenn Austausehkrifte vorhanden sind, oder aber, wenn durch
die Antimetrisierung der Eigenfunktion der Vertauschbarkeit gleicher

1) W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 96, 473, 193b.
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Teilchen Rechnung getragen wird. Bei uns kommt beides zusammen; in
der Theorie der Elektronenhiille tritt immer nur die zweite Erscheinung
auf. Es ist dort zuerst von Fock?) gezeigt worden, in welcher Weise man
dann die Hartree-Néherung zu erweitern hat, um derartigen Gliedern
Rechnung zu tragen. In dhnlicher Weise werden wir hier verfahren.

Der entscheidende Schritt zur Losung der Gleichungen (10) und (11)
ist der folgende Ansatz: Sind bei einem Stofvorgang Deuteron und stoBendes
Teilchen riumlich noch weit voneinander getrennt, so muf ¢ (12, 8)
offenbar in dret Faktoren zerlegt werden kdnnen:

i+t

P28 = g(n—uDf(P2—r)d" 2,y

wobei ¢ die gewdhnliche Eigenfunktion fir die Relativbewegung der beiden
im Deuteron gebundenen Teilchen ist, die exakt aus der Losung eines Zwei-
kirperproblems erhalten werden kann, und fiir die wir, wie zuerst Wigner?)
gezeigt hat, gendhert

3

2 o\
e e e A (18)

setzen konnen. Die Funktion f beschreibt die Relativbewegung der beiden
Schwerpunkte der stoBenden Teilchen zueinander ; sie geht also asymptotisch
in eine ebene Welle tiber, die tiberlagert ist von einer auslaufenden Kugelwelle.
Endlich bedeutet der dritte, unwesentliche Faktor, daB der Schwerpunkt
des Gesamtsystems aus beiden StoBpartnern sich noch im Raume bewegen
kann. Wahlen wir als Koordinatensystem dasjenige, in dem der Gesamt-
schwerpunkt ruht, so wird 0 = 0, und dieser Faktor entféllt. Diese Ver-
einfachung soll im folgenden stets stillschweigend gemacht werden.
Unsere Niherung besteht nun darin, dal wir postulieren, der Ansatz (12)
solle auch dann noch Sinn haben, wenn die beiden Teilchen zusammen-
stoBen. Physikalisch gesprochen heifit das, wir beriicksichtigen nur den
Finfluf des Deuterons auf die Bahn des stoBenden Teilchens; wir ver-
nachlissigen dagegen dessen Riuckwirkung auf die innere Bewegung des
Deuterons, also die Verzerrung oder ,,Polarisation, die dies durch das aui-
schlagende Teilchen erfahrt. Es ist schwer abzuschitzen, wie groB der
Fehler ist, der von dieser Vernachlissigung herrithrt; er wird sicher klein,
solange die kinetische Energie des aufschlagenden Teilchens klein ist gegen
die Bindungsenergie von 2 MV des Deuterons. Welchen EinfluB er hat,
wenn beide Energien miteinander vergleichbar werden, und insbesondere,

1) V.Fock, ZS. f. Phys. 61, 126, 1930. — ?) E. Wigner, Phys. Rev.
43, 262, 1933.
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ob er dann die GroBenordnung der Resultate beeinfluBt, kann nur die Durch-
fithrung der Rechnung und der Vergleich mit den Experimenten lehren.

Das Ziel unserer weiteren Rechnung wird also sein, die Funktion f
zu bestimmen.

Dazu schlagen wir den konsequenten, durch die Methode von Hartree-
Fock vorgezeichneten Weg ein. Die Rechnung auf Grund des Ansatzes (12)
unterscheidet sich nun freilich in einem Punkte vom iblichen Hartree-
Verfahren: Wahrend man dort die unabhingige Bewegung der Tetlchen
voneinander postuliert und die Eigenfunktion in ein Produkt zerlegt, deren
Faktoren jeweils nur von einer einzigen Teilchenkoordinate abhiingen,
spielen hier die Rolle der Teilchenkoordinaten drei etwas komplizierter
gebaute Freiheitsgrade des Gesamtsystems, ndmlich die Kombinationen:

R=41r,+3r,—1,, (14a)
T =117y (14D)
s=3r,+3r+ i (14¢)

also: Der Abstand der beiden Schwerpunkte voneinander, der Abstand der
beiden das Deuteron bildenden Teilchen voneinander und die Schwerpunkts-
koordinate des Gesamtsystems.

‘Wir wenden uns nun der Behandlung von Gleichung (7) fiir den Dublett-
fall zu, indem wir von den Koordinaten ry, t,, ¥ auf die durch (14) definierten
neuen Koordinaten R, r, s umrechnen. Fir die Gleichung (7) des Quartett-
falles wiirde die Rechnung vollig analog verlaufen. Gleichung (7) geht
aber in:

{_%(-Z—AHMI)—EJF v (r) +§2
+<m-—%b>[V<‘R+—£—)+ v(m—3)|lsmre

(= )lrlas ot (-3
v gl (=330 s
Dabei haben wir noch das Coulomb-Glied €?/r,, hinzugetiigt, das nur im

Falle eines stofenden Protons auftritt und fir ein stoBendes Neutron
wegfillt,

Auf Gleichung (15) wenden wir die Operation an j.dr dsg(r)...
Dann lassen sich die beiden Glieder

jg(’r‘){—hﬂzdt—}—V(’r)}g('r)dr=ED=——2,3TME (16)
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zusammenfassen; sie geben gerade den Massendefekt des Deuterons. Es
tritt in der Gleichung also nur noch die Differenz

Ey—E=—F (17
auf. E’ ist die kinetische Energie der Relativbewegung der beiden StoB-
partner zueinander. Mit diesen Abkiirzungen entsteht

(—on g s =T+ (o= g0) e [P (0t 5)7(n— )]
+ (o0 Sadio

+(m—50) [ v(m+ 5)o(m—5)r(—F —Fr)ar
+jg(r)V<91——;—>.g(9‘t+—;)f(——%+;r>dr) = 0. (18)

In dieser Gleichung hiingen die Funktionen ¥V und g nur von den Betrigen
ihrer Argumente ab. Infolgedessen kann man, wie man leicht iiberlegt,
die Integrale pasrweise zusammenziehen und erhilt

B
{—m-—;—Am—E' + 2w —1b) 592(7)17(9%%) dr

+ oo Sadio
+ (2m—b)jg(r) V(m+g>g<m—%>f<—-9;——zr>dr =0. (19

Fiir die weitere Behandlung von (19) erinnern wir uns an die tibliche
Methode, Streuvorginge nach der Wellenmechanik zu berechnen. Die
asymptotische Form der Losung fiir groffle B muBl im Coulombfeldfreien
Falle des Neutrons sein:

FkR
Zi—kﬁ !
wobel Z = Reos® ist und der ZusammenstoB der Teilchen langs der
Z-Achse erfolgt. Im Falle des Protons tritt an Stelle von (20a):

FO) = — e*7 @1+1) (€% —1) P,(cos ©), (20a)

ikZ+iap o (2kR sinz’%)

fR) = —»e
N 153
o, Qet(kR—aoln2kR——T+2nl)
2k R sin® —
2
(i (kR —agln 2k R)

t—oE 2 @14 1) (@*% — 1) M Py (cos @), (20D)
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wobel ay = e?/hiv und n; = arg (I + iog)! ist. In diesen beiden Formeln
bedeuten jeweils die nicht entwickelten Glieder die Figenfunktion in einem
Felde ohne Kernkréfte. In (20a) sind dann iiberhaupt keine Krifte vor-
handen, und es tritt nur eine ungestérte ebene Welle auf; in (20b) ist die
einzige Storung das Coulomb-Feld, das zu einer logarithmisch mit der Ent-
fernung wachsenden Phasenverschiebung und Anderung der Wellenlinge
in der ebenen Welle fithrt und daneben eine zusitzliche Streuwelle auf-
treten 146t, die in ihrer Abhéingigkeit von @ das Rutherfordsche Streu-
gesetz befolgt. Der Einflull weiterer vorhandener Krifte, die schneller
abklingen als 1/r, duBert sich in den hinzutretenden Gliedern, die in Form
von Kugelfunktionsreihen geschrieben sind. Die §; sind hierin die Phasen-
verschiebungen, die die einzelnen Partialwellen durch die Kernkrafte er-
fahren. Man gewinnt sie, indem man f(R) nach Kugelfunktionen ent-
wickelt:

100 = 3 2 ah(®) Pileos 6), @

und die so far jedes [ aus (19) entstehende Gleichung lost, die nur noch die
eine Koordinate B enthalt. Schreibt man ihre asymptotische Losung fir
grofie R in der Form

. JT
f,(R) = sin (k R—15 + al) (22a)
fiir den NeutronenstoB, und
MR)=sin<kR_z~’23—aomsz+m+al> (22b)

fur den ProtonenstoB, so sind dadurch die Phasen §; bestimmt, Kennt man
diese Phasen, so kann man sofort aus bekannten Formeln der wellen-
mechanischen Beugungstheorie die Wirkungsquerschnitte usw. berechnen.

Wir konnen in unserem Falle noch eine wesentliche Vereinfachung der
Theorie vornehmen. Aus der Wellenkinematik solcher Beugungsvorginge
folgt nimlich der allgemeine Satz, daB die Entwicklung nach Kugel-
funktionen um so schneller konvergiert, je groBer die Wellenlinge A der
gebeugten Welle gegeniiber dem Radius 7, des beugenden Hindernisses ist.
Nun ist A ~ E'~%2, so daB wir uns fir kleine Energien mit dem ersten,
kugelsymmetrischen Gliede der Entwicklung begniigen diirfen. Fine Ab-
schitzung zeigt sofort, dafl in diesem Sinne ,klein* noch Energien von
2 bis 3 MV des stoBenden Teilchens sind. Da sich die Messungen im wesent-
lichen auf diesen Bereich beschrinken, gentigt es also, im folgenden die
Voraussetzung der Kugelsymmetrie einzufithren.
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Damit entfillt von vornherein der Beitrag des Quartettzustandes zur
Streuung. Wir sahen ja bereits, daB in diesem Falle die Eigenfunktion
einen Knoten haben muf, da sie in Spin und Ladung der beiden gleich-
artigen Teilchen symmetriseh ist, also zur Erfillung des Pauli-Prinzips in
ihren Ortern antimetrisch sein muB. Das ist aber unvereinbar mit der
Voraussetzung der Kugelsymmetrie.

4. Lésung von Gleichung (19) fir den kugelsymmetrischen Fall.

Die nichste Aufgabe wird es sein, unter Benutzung der speziellen An-
sitze Gleichung (18) fir die Funktion g und Gleichung (2) fir die Potential-
funktion V die in Gleichung (19} vorkommenden Integrale mit einer kugel-
symmetrischen Funktion

160 = = 1o (B) o)

auszufithren. Dasin der ersten Zeile von (19) stehende gewdhnliche Potential-
glied bietet dabei keine Schwierigkeiten, da im Integranden nur Funktionen
vom Typus der GauBschen Fehlerfunktion auftreten. Etwas schwieriger
ist die Ausfithrung des Coulomb-Gliedes, wo man zu anderen Koordinaten
iibergehen muf, unter denen ;5 vorkommt. In diesem Falle sind nicht
alle Integrationen elementar ausfithrbar, und es bleibt am Fnde ein Fehler-
integral stehen. Einige Schwierigkeiten bieten auch die in der dritten Zeile
stehenden Austauschglieder. Hier empfiehlt sich die Umrechnung von den
Koordinaten 1, R auf

v = —

(S

R—2r und K. (24)

Die Integration uber alle Winkel zwischen den Vektoren t’ und R ist dann
elementar moglich, dagegen bleibt natiirlich ein Integral iber +' stehen,
unter dem die Funktion f (r') auftritt. Die Gleichung (19) geht nach Aus-
filhrung dieser Rechnungen iiber in

842 d*f, , “pe 3l .
_md1;2_'Efo(R)”“(2m_‘b)A(1+’8;> e~ f (R)

+5 0@ V2B, (B

4% Qo022 an
—(-= 2 1M — Ty 4 Y e-2(r'2 4+ R2) (p2ur R —2ur R
<3>A( m b)<n) Q”j-dr fo(')e {e2nr e )

0

=0. (%)
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Der Faktor (3)® im letzten Gliede rithrt dabei her von der Funktional-

determinante der Transformation (24); die Faktoren 2 7 und 1/2u von den

Integrationen iiber die Winkel. Die Abkitirzungen bedeuten:

. — 8 b?
T 8a - b2

T folgenden haben wir die Gleichung zu ihrer weiteren Behandlung um-

he G, u=-3‘(4oc—b”)> (26)

9

geschrieben in die Form:

fo+ B fy + Aot B, 4 4, j A f, () =3B 7D (u B g 2uim 7

—0- 280 m—0 @
mit den Abkiirzungen:
R = %ﬁ: E, ¢= ‘;—l;e'z, = 2V2a. (28)
AI=%A(21;0——I))<1+£>_312; 2 — b = 0.
A,:%?A&m—b’)(%f/z-ﬂgﬁ; -zmb—=%

Die Losung von Gleichung (27) ist schwierig. Dasg fiir Streurechnungen
naheliegendste Verfahren einer numerischen Integration von innen nach
auBen bis zum Abklingen der Krifte und Anschlieflen an die asymptotische
Losung firr grofe R 148t sich in unserem Falle nicht durchfithren infolge
des Integralgliedes. Dessen Behandlung als Storung, wie es etwa bei Fock
fiir die Elektronenhiille geschieht, erscheint hier auch nicht gerechtfertigt,
da es stets einen iiberwiegenden Anteil der streuenden Krifte enthilt;
im speziellen Falle des Dublettzustandes beim Dreikorperproblem enthalt
os wegen A, = 0 sogar die gesamie streuende Kraft.

Nach langerem Probieren wurde schlieBlich das folgende Verfahren
als das brauchbarste befunden: Wir setzen fir die Funktion £, bei kleinen E
eine Reihenentwicklung an:

fo(B) =N -(a;R + azR® + agRS + - - ) e B2 (29)
Beim Finsetzen der Entwicklung in (27) haben wir mit dieser Funktion,
die sicher nur fir kleine B zutrifft, im Austauschgliede iber den ganzen
Bereich 0 <+ <C oo zu integrieren. Nun steht aber im Integranden noch
ein Faktor, der exponentiell mit 7’2 abklingt, so daf wir sicher sein kénnen,
daB die Gebiete groBer #/, in denen unsere Entwicklung merklich falsch wird,



Wirkungsquerschnitte bei Reaktionen zwischen selir leichten Atomkernen. 559

zum Integral nur wenig beitragen. Es wird also gleichgiiltig sein, ob wir
dort unsere Entwicklung oder die richtige Funktion einsetzen. Gleichung(27)
geht dann iiber in eine Summe von Potenzreihen in R, die jeweils mit
Exponentialfaktoren multipliziert sind. Das Integralglied erhilt dann den
PFaktor
— (A ——" VR
exp (l P Z)

wihrend die Glieder f;' und k2f, den Faktor ¢~ "%* enthalten. Wir verfiigen
nun iiber % so, daB diese beiden Exponentialfaktoren iibereinstimmen,

getzen also
2

—ni g=mn oder =V (30)
Benutzen wir auBlerdem noch die Abkiirzungen

80 erhalten wir

o+ B+ die Bl dyen® > a,d, =0, @)
n=1,35...
mit
+ oo
= J dz(z+7Rpe=oe, (©8)

—co

Die Integrale (88) lassen sich nun wieder leicht ausrechnen, und zwar erhilt

J1=TRV£,
g
J, = TRV£(3+1232>
8 o \%¢ ’

_LRlE (5 e
Js—TR“/;<*—.+FTR+TR>, (34)

4 g*

/105 105 21 X
J7=TR‘/— P e ER’+—» 14R4+r6R°>,

945 15 189 18
J =1 n< 2 P2 tpt . % 5 ps 8 P8
= RV T 2637R+2—O_21R—1—61R+1R>.

Entwickelt man in (32) endlich noch ¢~ *®* und @ (¢ R) nach Potenzen
von R? so kann man iiberall den Faktor N - ¢~ 7®* abspalten und erhilt
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durch Koeffizientenvergleich in den ibrigbleibenden Potenzreihen folgendes
Schema linearer Gleichungen fir die a,, wenn wir noch setzen

JT , 1 24— &
4, ‘/B_.T =4, uwd ¢ = il (33)
v 3 !
a,(— 61+ + 4, + 4, — ) +a, (6 +2—GA2)

15, 105 945 |
+ o (4os A2>+“7 <WA2)+“9 (mﬂ*z) =0,
2

a’1<47]2—8‘41 + Cﬂ?)";'&z(_l‘l?? + K +A1-‘C’ + A'gtﬂ)

5, 105 , 815,
+ a (20 + A7)+, (3o A21:2> +a, (2_03‘4272) — 0,

82

— — 64 2 s 52
0 (gAi—0)+ a4 —edit0g) (86)
+oa (— Ry 4+ K+ 4, + 4,7 —C)
a 189

£ s &2 e

a (= 4+ 0 )t alg4—0g)
)
: . 18, .

+a; (—80n+k+4,+4, 7 — C)+q, <72+-(—)_—A2-cﬁ> = 0.

+ ag (4 nt—ed; + O Cﬂ)

Kennt man die Losung dieser Gleichungen, so kennt man die Funktion /,(F)
in dem Gebiet, wo die Krifte wirken, bis auf ihre Amplitude, die man aus
homogenen Gleichungen natiirlich nicht erschlieBen kann. SchlieBt man
diese Lidsung nun an die asymptotische Form (22a) oder (22b) fiir I = 0 an,
jé nachdem, ob es sich um ein Neutron oder ein Proton handelt, so gestatten
die beiden Bedingungen, daB an der Anschlufistelle B = B, sowohl die
Funktion, als die erste Ableitung iibereinstimmen sollen, die Berechnung
der Phase §, und der Amplitude im Innern.

Fir die zahlenmiBige Durchfithrung haben wir die Kraftkonstanten
A =30 und b==1 gewshlt!). Sie sind geeignet zur Darstellung des

1y Als Einheit der Energie benutzen wir im folgenden stets 107 Mc?, ab-
gekiirzt TME (tausendstel Masseneinheit). 1 TME = 0,936 MV. Als Léngen-
einheit dient der Elektronenradius e?/mc® = 2,81 107 cm. Wo andere Ein-
heiten benutzt werden, sind diese stets ausdriicklich hinzugefiigt, z. B. bei.den
Resultaten fiir die Wirkungsquerschnitte, wo auf die gebriuchliche Einheit
10~2% ¢m? umgerechnet wurde.
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Massendefektes des Deuterons nach (18) und (16); die Ausfithrung des ent-
sprechenden Minimumproblems ergibt o = 0,5. Die Reihenentwicklung
wurde nach dem Gliede mit R? abgebrochen; man findet dann die in
Tabelle 1 zusammengestellten Zahlen.

Tabelle 1.
K2 azlay aslay aglag
0 0,592 0,169 + 0,0064
0,1205 0,582 0,155 — 0,0026
0,241 0,572 0,142 — 0,0112
0,362 0,561 0,128 — 0,0202

Die Reihenentwicklung konvergiert also recht gut, besonders fiir kleine
Werte von k2. Fir R << R, (R, = AnschluBstelle) lautet die Eigenfunktion
nach (29):

/® = NRP(R) ¢~ "® mit P(R) =1+ ayR? 4 azB* + -+, (37a)
wobei wir jetzt speziell a, =1 setzen wollen, und die Ableitung
P =NQ(R) e " (87b)
mit
Q(B) =1+ (Ba;—217) B+ (5a5— 27 ag) B* + (Ta; — 27 a5) B -
Fiir R > B, dagegen ist nach (22a) fir den Neutronenstol3:

f9 ==gin (kR + &), (88a)
f@ =Fcos (kR + dy)- (88D)
Die beiden AnschluBbedingungen liefern dann die Gleichungen:
2
N2 = R}e27E} {(Q—(—@> + (P (Ro))z}, (89)
kR,

S P (Ro)

d, = — kR, + arctan <k R, 0 (Rﬁ). (40)

Ein MaB fir die Gite der Niaherung wird es sein, wie stark die Phase 6,
davon abhingt, wo wir die AnschluBstelle hinlegen. Waren /& und f{®
beide streng richtige Losungen, so miiite sich fir jedes B, exakt dasselbe d,
und N2 ergeben. In Wirklichkeit ist f® fir groBe Rq schlecht und f fir
kleine; dazwischen muB irgendwo ein Gebiet liegen, wo beide Funktionen
brauchbare Naherungen sind und wo d6,/d B, verschwindet. Fig.1 zeigt,
daB man fir k% = 0,362, also in.einem ziemlich unginstigen Fall, wo die
Reihenentwicklung am schlechtesten konvergiert, immer noch eine hin-
reichende Konstanz von &, erhilt, um Vertrauen in die Methode zu gewinnen.
Zeitschrift fir Physik. Bd. 108. 37
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Wir werden allerdings weiter unten sehen, daB beim Vierkérperproblem
die Abweichungen von der Konstanz erheblich grofier werden.

2z ——
Fig. 1.
t Berechnete Phase dy als Funktion der

AnschluBstelle Ry fiir die Streaung von
Neuntronen der Energie E, = 2,26 an
Deuteronen.

g 7 Z
1?0-*

Fiir die Streuung von Protonen kann die Berechnung der Phasen ganz
analog durchgefiihrt werden durch Anschluf an (22b). Die Formeln sind
dann ganz dhnlich wie (89) und (40) gebaut.

8. Ergebmisse und Vergleich mit der Erfahrung fir das Dreikérperproblem.

a) Sireuung von Neuftronen on Deuteromen. Im vorigen Abschnitt
wurde gezeigt, wie man die Phase §; berechnen kann. Der Wirkungs-
querschnitt wird nach einer bekannten Formel:

4x 1

P=%3

sin® §,. 1)
Dabei ist vorausgesetzt, daB nur der Dublettzustand (Gewicht §) zur
Streuung beitrigt, und daB auch hier nur die zentralen St6Be mit [ =0
Beitrige Liefern. Im vorigen Abschnitt wurde klargelegt, warum diese
beiden Voraussetzungen weitgehend zutreffen diirften. k2 ist bis auf einen
Faktor die kinetische Energie des stoBenden Teilchens, und zwar ist beim
StoB eines Neutrons der kinetischen Energie B, gegen ein ruhendes Deuteron

_4M_, 4 2

Nl i
k—3752 873 8

E, = 0,1605 E,,. 42)
Bei Berechnung von d, nach der geschilderten Methode erhilt man hieraus
die in Fig.2 dargestellte Wirkungsquerschnittskurve,

Zur Kritik des Verfahrens zeigt Fig.8 die berechneten Wirkungs-
querschnitte als Funktion der willkizlichen AnschluBstelle fiir die Energie
E, = 0 und fir die Energie E, = 2,25 TME. Gewshlt wurde jeweils der
im Minimum von der Funktion angenommene Wert. Man sieht sofort,
daB die Unabhingigkeit des Wirkungsquerschnitts von der AnschluBstelle
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fir die grofere Energie einigermalen gewahrt ist, dagegen fur E, = 0 der
SchluB, der lediglich auf der Lage des Minimums aufbaut, etwas gewagt ist.

Der Vergleich mit dem Experiment kann nur sehr bedingt durchgefihrt
werden, da es schwierig ist, die Energie schneller Neutronen genau anzugeben.
Altere Messungen von Dunning und Mitarbeitern?) fithrten zu zwei Zahlen
fur die totale Schwichung eines Neutronenstromes in einer Deuterium-
schicht: Fiir thermische (C-)Neutronen, also fiir E, =0, erhalten sie

om?
15
: \
cm £
70 B ? 70 le'd
~24|
- @ [\
L£n=225
t 45 g5 ' L
¢ /
L _J
g 7 2 0 7 2
L - A’a-—>
Fig. 2. Berechnete Wirkungs- Fig. 3. Anderung des Wirkungsquerschnitts
querschnitte fiir die Streuung fiir die Strenung von Neutronen an Deute-
von Neutronen an Deuteronen. ronen bei Variation der AnschluBstelle.

@ =410~ cm? und im Falle ,,schneller Neutronen, die alle moglichen
Geschwindigkeiten zwischen 1V und 10 MV umfassen, @ = 1,7 - 10~2% cm2.
Diese Zahlen sind noch nicht unmittelbar vergleichbar mit unseren theoreti-
schen Ergebnissen. Bei C-Neutronen ist zu beachten, daB ihre kinetische
Energie klein ist gegen die Bindungsenergie der Deuteronen im Molekular-
verbande. Sie konnen daher keinen Impuls an die Deuteronen abgeben;
die reduzierte Masse des Systems ist einfach gleich der Masse M des Neutrons,
wiahrend fir die Streuung an freien Deuteronen die reduzierte Masse § M
auftritt. Da die Wirkungsquerschnitte proportional sind dem Quadrat
der reduzierten Masse, folgt

B 4
= 43
q)gebunden 9 ( )

Der Dunningsche Wert fiir C-Neutronen ist zum Vergleich mit der Theorie
also zu ersetzen durch 1,8-10~2% cm® was mit dem theoretischen Wert

1) J. R. Dunning, G.B.Pegram, G. A. Fink u. D. P. Mitchell, Phys.
Rev. 48, 265, 1935.

37*
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1,0 -10~2 cm? einigermafen vergleichbar ist. Neuere Messungen vom
Goldhaber und Briggs!) ergeben den Wert 7 - 10-2¢ em?, auf freie Deu-
teronen korrigiert also 38,1 -10-% c¢m?, was hiermit schlechter iberein-
stimmt.

Der von Dunning?) fir ,sechnelle” Neutronen angegebene mittlere
Wirkungsquerschnitt scheint ebenfalls etwas reichlich groB. Der geringe
Unterschied zwischen diesem Wert und dem von Dunning fiir C-Neutronen
gefundenen wiirde gut zu dem theoretischen Befund passen, daf der
Wirkungsquerschnitt mit abnehmender Energie nur sehr langsam ansteigt.
Doech scheinen sowohl die theoretischen als die experimentellen Zahlen
im Augenblick noch als zu unsicher, um auf einen solchen Vergleich allzuviel
zu geben. Es sollte nur veranschaulicht werden, wie grof die Unsicherheit
noch ist, und in welchemn MaBe man ungefibr Ubereinstimmung er-
warten darf.

b) Streuung. wvon Protonen an Deuteronen. Bei Anwesenheit eines
Coulomb-Feldes erhidlt man nach (20b) fiir das Amplitudenquadrat der
Streuwelle, sobald es gentigt, sich auf den kugelsymmetrischen Anteil mit
1 =0 zu beschrinken:

. (44)

Es ist iiblich, das Verhiltnis der in einen Winkelbereich 2 wsin® d @ ge-
streuten Intensitét zu derjenigen anzugeben, die nach dem Rutherford-
schen Gesetz (also fiir §, = 0) in diesen Bereich gelangen wiirde. Man erhilt
tiir dieses Verhiltnis, wenn man wieder beriicksichtigt, daf nur der Dublett-
zustand beitrigt:

R = _;'JDublett =+ %JQuartett 2 + 1 m ’ (45)

JRutherford 3 3 JRutherford

und weiter aus (44)

B=1+ 3—%“— sin? <%> sin d, cos <60 + o, In sin® (g))
0

4
8ol

= sint (g) sin? 8. (46)

1) M. Goldhaber u. G. H. Briggs, Proc. Roy. Soc. London (A) 162,
127, 1987. — ) Siehe FuBnote 1 auf voriger Seite.
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Dabei rechnet man von dem Winkel & im Schwerpunktssystem um auf
den Winkel 9 imn Koordinatensystem der Beobachtung, in dem das Teilchen
der Masse M, auf das ruhende der Masse M, stoBt, nach der Formel:

tan § sin @

47
cos @ + M, @
M,
Experimente wurden bisher nur von Tuve, Heydenburg und Haf-
stad?l) ausgefithrt fir den StoB von Protonen von 830 kV auf Deuteronen.
Dann ist My/M, =1/2.

Die Berechnung von §; hiangt auch hier wieder von der AnschluBstelle
ab, wie Fig. 4 zeigt. Als bester Wert wurde das Maximum d, = 2,277
{By = 1,25) eingesetzt, womit sich fiir das Streuverhslinis B Werte ergaben,

/50
7

w

i e
S AN Iy dinnns
T/

47
7 7 Z 0 30 60 30 120 750 180°
Fp—a
Fig. 4. Berechnete Phase dy als Funk- Fig. 5. Berechnetes Streuverhiltnis R
tion der AnschluBstelle R, fir die als Funktion des Stremwinkels fiir die
Streuung von 830 kV-Protonen an Den- Strenung von 830 kV-Protonen an Deu-
teronen, teronen.

die von 1 bei 0° bis auf 53 bei 180° ansteigen. Fig. 5 veranschaulicht diesen
Verlauf; links ist der Anstieg der Kurve bei kleinen Winkeln in groBerem
OrdinatenmaBstab noch einmal herausgezeichnet.

Die von Tuve und Mitarbeitern angegebenen MeBpunkte stimmen im
Bereich der Vorwartsstreuung, d. h. fir Ablenkungen bis zu 90° quantitativ
mit den theoretischen Werten tiberein. Fir groBere Winkel dagegen ergibt
sich ein vollig von der theoretischen Erwartung abweichendes Bild. Bei
¥ = 1260 erhalten sie statt unseres Wertes R = 45,7 einen jihen Anstieg

!) M. A. Tuve, N.P.Heydenburg u. L.R. Hafstad, Phys. Rev. 50,
806, 1936.
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der Kurve auf B = 2275. Dazu ist zu bemerken: Ein so schroffer Anstieg
ist sicher in keiner Weise zu verstehen. Selbst bei Mitwirken von P-Streuung
in betrichtlichem Umfange, die sich auch in einem Beitrag des Quartett-
zustandes zur Streuung duflern wiirde, kénnte man niemals eine Diskrepanz
um einen Faktor 50 verstehen, wie sie hier vorlige. Sollte sich daher das
Tuvesche Ergebnis bewahrheiten, so lige eine ernste Schwierigkeit vor,
da es unabhingig von der Art unserer Niherung in Widerspruch stinde
zu den Grundlagen der Wellenkinematik und damit der quantenmechani-
gchen Methode iiberhaupt?).

Nun bezeichnen die Autoren ihre Exgebnisse allerdings selbst erst als vor-
laufig. Der auffillige Unterschied zwischen dem Bereich der Vorwirts- und
Rickwirtsstreuung geht vielleicht teilweise doch zuriick auf das verschiedene
experimentelle Verfahren, was sie in diesen beiden Gebieten anwenden:
Im vorwirtsliegenden Winkelbereich (& < 90%) zihlen sie die Zahl der
gestreuten Protonen aus; im riickwértsliegenden dagegen, wo deren Inten-
sitdt sehr stark abgenommen hat, die Zahl der vorwirtslaufenden Ricksto8-
deuteronen. Es wird sich also empfehlen, weitere Angaben der Autoren
abzuwarten.

Es soll nicht unbemerkt bleiben, daB die quantitative Ubereinstimmung
zwischen Theorie und Experiment im Bereich der Vorwirtsstreuung durch-
aus zufillig sein kann; doch sollte der allgemeine Verlauf von Streu-
experimenten durch die Kurve Fig. 5 bis auf einen Faktor 2 bei 180° dar-
gestellt werden.

6. Berechnung der Eigenfunkiionen fir das Vierkorperproblem.
Nachdem wir am einfachen Falle des Dreikorperproblems unsere

Methode studiert haben, kénnen wir uns dem schwierigeren, aber inter-
essanten Vierkorperproblem zuwenden. Hier hat praktisches Interesse
nur der eine Fall, daB das stoBende Teilchen ebenfalls ein Deuteron ist,
und die Reaktion eintritt:

D+ 2D =T+ H+4,22TME
oder

’D +2D = $He + !n 4 8,37 TME.

Hier tritt also zum ersten Male eine im eigentlichen Sinne kernchemische
Umwandlung ein. Es gentigt daher nicht mehr die Betrachtung eines
stationiren Zustandes, der sowohl das Verhalten vor als nach dem StoB

1) Diese Schwierigkeit wird auch in der inzwischen erschienenen Arbeit
von H. Primakoff, Phys. Rev. 52, 1000, 1937, diskutiert.
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umfaft, sondern es ist notwendig, die Wahrscheinlichkeit auszurechnen
fir den Ubergang eines Anfangszustandes aus zwei Deuteronen in einen
Endzustand aus Triton und Proton. Dabei wollen wir zundchst nur die
Uberginge zwischen Zustinden betrachten, welche den Drehimpuls I =0
sowohl vor als nach dem Stof haben. Dann muf} auch der Spin des Systems
vor und nach dem StoB der gleiche sein. Wir haben also drei Moglichkeiten:

a) Quintettzustand (Gewicht 2): Die Spins der beiden Deuteronen
stehen parallel, |1; + 15| == 2. Da nach dem StoB zwei Teilchen entstehen,
deren jedes nur den Spin 1/2 hat, kann dieser Zustand nicht vor und nach
dem StoB den Bahnimpuls ! = 0 haben und gleichzeitig seinen Gesamt-
drehimpuls behalten. Der Quintettzustand liefert also erst Beitriige zur
P-Umwandlung.

b) Triplettzustand (Gewicht 2): |i; 4+1i,| =1. Hier ist es nun zwar
moglich, auch nach dem Zusammenstol den Spin1 zu bewahren, indem
man die Spins von Triton und Proton parallel stellt. Nun verdankt aber
das Triton seinen ganzen Spin dem in ihm gebundenen Proton; mit anderen
Worten: Im Endzustand muf die Eigenfunktion in den Spins (und Ladungen)
der beiden Protonen symmetrisch sein, also antimetrisch in ihren Ortern.
Das ist aber unvertriglich mit der Kugelsymmetrie; der Triplettzustand
tragt ebenfalls erst zur P-Umwandlung bei.

e) Singulettzustand (Gewicht 3): |t + 15| = 0. Nach dem StoB
milssen die Spins von Triton und Proton antiparallel stehen, also auch die
Spins der beideén Protonen. Nur hier ist es moglich, sowohl vor als nach
dem StoB einen kugelsymmetrischen Zustand, alse S-Umwandlung, zu
bekommen.

Wir stellen fest, daB wir fiir die Berechnung der S-Umwandlung, wie
sie in dieser Arbeit ausschlieBlich durchgefiihrt werden soll, uns begniigen
diirfen mit der Betrachtung des Singulettzustandes und von vornherein
den Gewichtsfaktor I im Wirkungsquerschnitt anzubringen haben.

Gleichzeitig erklart dieser Sachverhalt vielleicht auch die Beobachtung -
von Neuertl), sowie von Kempton, Browne und Maasdorp?), da8
schon fir sehr langsame Deuteronen von 100 bis 200 kV Energie sich keine
im Schwerpunktssystem kugelsymmetrische Richtungsverteilung der bei
der Umwandlung entstehenden Protonen ergab, sondern ihre Intensitit
als Funktion des Winkels etwa das Gesetz

J~2 4 cos2@

1) H.Neuert, Phys. Z8S. 38, 122, 1937. — 2) A, E. Kempton, B.C.
Browne u. R. Maasdorp, Proc. Roy. Soc. London (A) 157, 386, 1937,
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befolgt?). Die P-Umwandlung sollte also ungefshr halb soviel zum Wir-
kungsquersehnitt beitragen wie die S-Umwandlung. Mit anderen Worten:
Die S-Umwandlung ist durch eine Auswahlregel zwar nicht vollig, aber
doch zam grifiten Teil verboten ; wihrend sie sonst die P-Umwandlung weit
therwiegen wiirde, macht sie in Wirklichkeit nur noch ungefshr das Doppelte
davon aus. FEin solches ,Beinaheverbotensein® bedeutet aber gerade
unser Gewichtsfaktor 1.

Wir miissen uns hier mit diesem qualitativen Hinweis begniigen, da
eine quantitative Bestimmung des Verhdltnisses von S- und P-Umwandlung
zueinander schwierig ist und wohl auch auBerhalb der Tragweite unseres
Niaherungsverfahrens liegt. Wir beschrinken uns daher im folgenden aus-
schlieBlich auf die Betrachtung des Singulettiiberganges allein.

Schreiben wir fiir die Ortsfunktion, welche besagt, daB 1 und 2 das erste,
8 und 4 das zweite Deuteron bilden, kurz:

(p(ﬁ,3_4) = @y {48)

so konnen wir die Eigenfunktion des Anfangszustandes schreiben wie folgt:

l

Y, = ¢ (12,84« a,B;8, (a, b, —ay b)) (a,b, — a, b;)
+ @ 84, 1—2) B, B, s, (@, by — ay b)) (ag b, — a, by)
— ¢ (28,41) B, 0, %, B, (ag by — a3 b,) (@, b, — a, b))
— @ (41,28) «, B, By, (@b, — azby) (@, b, — a, b,)

|

— @(BL24) a, B, 03B, (a, b, — ag b)) (a3 b, — a, by)
— ¢ @4 31) B, 0 By, (a4, by — a5 by) (a3 b, — a, by) (49)
Fir den Fndzustand soll
p(128,4) = o, (50)

bedeuten: Das vierte Teilchen ist das freie Proton, wihrend 1, 2 und 3 das
Triton bilden. Die Eigenfunktion eines Tritons ist in der zitierten Arbeit
des Verfassers angegeben; sie ist das Produkt einer Ortsfunktion mit dem
Spin-Ladungsfaktor:
(eyBy — ttay) thg - G1laby + (a By — g fia) &y - Gg03by
+ (g By — %y B3) 0g * U304 by (51)

1y Nach einer Angabe von Oliphant auf der Konferenz in Kopenhagen,
Sept. 1937, erhilt man fiir die alternative Emission der Neutronen praktisch
kugelsymmetrische Richtungsverteilung. Die Frage diirfte also auch experimen-
tell noch nicht ganz geklirt sein. Ich danke Frau Prof. Meitner fiir den freund-
lichen Hinweis auf diese Mitteilung.
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Die Gesamteigenfunktion fir den Endzustand lautet daher:

Wy = @y faby [(0y By — 0z By) o3 - 0305 b3 + (%9 f3 — 03 B) 21090304
(g f1— 0y f3) g - a5, by
— @3 B3bg [(wg By — 21 Bg) &g " 0409 by + (o) By — 02 8y) g0 05D,
+ (g Ba— 04 fo) g - Ag4b4]
+ @aBabs [ 85— g Bg) &1 A304by + (g B — 01 By) 013~ 3401 b5
+ (1 By — o5 1) %y " G105,
— @1 B1by [(0a By — 03 By) 0y - @030, + (038, — g Bp) &y * 630,05
+ (g By — %2 Bg) g - A4 05b4]. (52)
Unser Verfahren lduft nun ganz analog zu dem beim Dreikdrperproblem
ausgefithrten weiter. Wir schreiben zunichst die durch Summation tiber
Spin und Ladung entstehenden Schrédinger-Gleichungen fiir den Anfangs-
und Endzustand hin, also die Analoga zu Gleichung (7):
Anfangszustand :

Toro+{(Mya+ Wyp+ Hyp+ Byp) + (Myy+ Wi+ Hyy + Byy)
+ (Wis—Hyg) + (Woy—Hyp) + Wiy + W23} P12
+ (My3— Byy) @as + (Maq— Byy) p14+ My, 9ay
+ Mys 013 =E " 912, (53)

Endzustand :

To,+ {(Mm + Wi+ Hyp+ Byy) + (M3 + Wig—Hyg— By
F Myg+ Wog) + Wiy + Way— Hyp) + (W + By} ¢4
+ Mys 91+ (Myy— Byy) o+ (M, + Hgy) @3 =E - @, (54)

Fir die Losung machen wir wieder .den analogen Ansatz wie im Falle des
Dreikorperproblems: Im Anfangszustand setzen wir

—ard 4 T, + 1 T, 4T
Prg = € (rfg+ 24))‘(_1_2_5!_3_2_5). (55)
D.h. wir nehmen an, daf die Wechselwirkung der beiden Deuteronen
lediglich darin besteht, da8 sie die Bewegung ihrer Schwerpunkte zueinander
gegenseitig beeinflussen, nicht aber sich gegenseitig polarisieren.

Wir fithren die Koordinaten ein

S=1t+ it +it+irs L, =54+1%R, + iR,
R =1—1,; r, =s5s—31R, + iR, (56)
R, = Ty—1I,; T, =25 + 1R, — iR,
m=%r1+%‘r2’_‘%rs_%r4§ L, =S — iR, —IR.

A =} ds+ 245, + 2 A, + Ag. (67)
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Geht man in (54) mit dem Ansatz (55) ein und bt den Operator
f[asam, dR,e—=i+7

darauf aus, so bleibt eine zu (19) analoge Gleichung stehen, nimlich:-
i2 6 h?
— g3 Al O + (Sre—E) ®

2
o
4eab? %2

e_ua-}-b? f(m)

—2dmtw o+ (12 O+ S BEVaR O

—3

—-2A(2m—b)(1-|—£)

2

3
—24@2m—b)- 3(£> Qe+ bz)ﬂtzjdm’ e~ @+ R+ MRR £ (R = 0, (58)
T

Hierin bedeutet die GroBe

8 24 B(1+2) =2k 59
e —Amtw b (14) =28 (@)
zweimal den Massendefekt des Deuterons, also = — 4.6 TME.

Die analoge Behandlung der Gleichung (54) fiir den Endzustand erfolgt
auf Grund des Ansatzes:

@, = e—/’(’l'ﬂ'l"'i%s“"gﬂf(]i%ﬁ?—Q), (60)

der besagt, daB das Triton durch das Proton nicht polarisiert wird. Diese
Voraussetzung ist wahrscheinlich weniger gut erfillt als die analoge fiir den
Anfangszustand, denn es ist zwar die Bindungsenergie des Tritons mit
rund 9 TME sehr viel groBer als die der Deuteronen, dafiir ist aber auch
die kinetische Energie der Teilchen im Endzustand viel groBer, niamlich
um rund die Hilfte hiervon. Als Koordinaten wihlen wir sinngemi8:

s=}rtitatirg+1r; 1y =5+%R, +3R, +1R;

Ry= 11— 1 =s—3iR +3IR, +1N; (61)
Ra= To— Iy p=5s—3R, —§R, +1N;
m =%r1+%r2+%r3_ 1‘4; 1‘4=5 —%m.

a4 = %Ag +%Am+2Am1 +2Am2—2 7911- Vﬂz. (62)
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In der Wahl der Koordinaten R, und R, liegt natirlich eine gewisse Willkiir,

die sich aber wohl nicht vermeiden lift. Bildet man die zu (58) analoge

Gleichung, so entsteht
2 h? (9 R?

b2

f—E)10 ——3A<m+m)(1+36)"3’2f(m>

—ABw+b—0) (1+ ﬁ>—% exp( 92’:?;912);‘( )

Asnf(m

+ Lo VERI®
—ABm—b4t r)).(%f(%)g' jd‘ﬁ' oxp [__5(sm m'2+§§nm')

— P E—RP o) =0 )
Dabei konnen die beiden Glieder

2 —3[y

_ﬂ_.3A(m +m) (1 + bﬂ) — Ep = —9TME, (64

zum Massendefekt des Tritons zusammengefaBt werden.

In die Gleichungen (58) und (63) fithren wir als nichsten Sehritt nun
die Voraussetzung der Kugelsymmetrie ein:

@) = 5 1o (B). 65)

Dann kann man im Integralgliede jeweils die Integration iiber die Winkel
ganz dhnlich wie friher ausfiihren. Man wird in beiden Fillen auf eine
Gleichung gefithrt vom Typus der Gleichung (27), in der nur die Konstanten
k2, Ay, Ay, 8, A, p, C, § jetzt andere Werte haben als beim Dreikérperproblem.
Auch das Losungsverfahren, also Reihenentwicklung nach (29) und Zurtick-
fithrung auf das lineare Gleichungssystem (86), kann man genau so durch-
fithren wie frither. Es ist also nur noch nétig, die Werte der genannten
Konstanten anzugeben, und zwar erhilt mau Tabelle 2.

Die Zahlenwerte, mit denmen gerechnet wurde, sind 4 =80, b =1
und die sich aus Gleichung (59) und (64) ergebenden zugehorigen o = 0,5
und f = 0,35, die jeweils die Energie des Deuterons bzw. des Tritons zu
einem Minimum machen. Die GroBe E’ bezeichnet die Energie im Schwer-
punktssystem; im Anfangszastand ist daher B’ = } E, wenn E, die
kinetische Energie des stoBenden Deuterons ist, und im Endzustand
E =1} E,+ U, wenn U die Wirmetonung (= 4,22) ist.
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Tabelle 2.
e
Koeftizient Anfangszustand Endzustand
SME _, o _3M_,
k2 kﬂ:‘“ﬁT;E =E__2ED kl=é—h7E; E =E——ET
4 M bt\—3y | BM b2\—3j
) T ACw—Y) (14, | 55 AGw+D—b) (1+W)
1
9w —f =
w-—b=0 3m+b—b=%~
2M a\¥z | BM 943 B\%=
) 14 em— (S)" | 554(y) Bm—b+b) (L)
2 2m‘*b=5/4 3m b+b_§
o 712
, 4ab? 952
Totb? 9B 1 b2
9
2 — b2
y) 204 b 16(5/5‘+0)
9
N) _ — b2
p b 75 B — b9
9
7 = A2 p? 2 Vo (o B2) ZVﬁ(ﬁHﬂ)
0, T s=n+i T="4 o=n+k ="
, 7 \¥2 7 \3e
4; 4 (%) 4 (%)
2M 3M
iiay’: ) iy’
c 72 © 378
r 2V 3Vp
T e 17 Mo
o-Fo|  efzie » 2%

Setzt man wieder a; = 1, so lauten die Koeffizienten fir den Anfangs-

zustand numerisch:

g =

a5 —

an

0,225 — 0,0615 k2,
— 0,280 — 0,0660 k2,
0,316 — 0,0423 k2,

(66)

ag = — 0,1826— 0,0197 k2,
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und fir den Endzustand, wo wir a; statt a; schreiben wollen:
a; = 0,1510 —0,0755 (k'2 —1,160), 1

I3

ag = — 0,285 — 0,0717 (k'2 — 1,160), (67)
a, = 0,249 —0,0514 (k'2— 1,160). J

Dabei ist 1,160 der Wert von k2 fir 100 kV. Die Korrekturen in (66)
und (67), die durch die Abhingigkeit von k? und %2 hineinkommen, sind
durchweg klein fiir kinetische StoBenergien bis zu einigen hundert kV.
Sie wurden jedoch beriicksichtigt. Man sieht, daB die Koeffizienten hier
sehr viel langsamer abklingen wie im Falle des Dreikdrperproblems. Die
Konvergenz ist schlechter, und die Resultate mbgen quantitativ nicht
allzu zuverlissig sein, diirften aber auf jeden Fall die GroBenordnung der
Erscheinung richtig wiedergeben.

Als Normierung wollen wir vorléufig annehmen, dafl im AuBenraum
die Funktion durch Gleichung (22b) mutatis mutandis dargestellt wird.
Den Normierungsfaktor, der den Anschluf hieran erlaubt, nennen wir
wieder N, bzw. N’ fiir den Endzustand. Dabei konnen wir im Endzustand
genau wie frither verfahren und finden bei 100 kV N’ = 1,067, wenn wir
die AnschluBstelle Ry =1, und N’ = 1,356, wenn wir B, = 1,5 wihlen.

Im Anfangszustand dagegen liegen die Verhiltnisse ein wenig kom-
plizierter. Hier ist die Energie der Teilchen so klein (z. B. 100 kV), daB
wir uns noch unterhalb des Gipfels des Gamow-Berges befinden. Die
asymptotische Losung (22b) ist aber nur dann verwendbar, wenn die
kinetische Energie des stoBenden Teilchens groBl wird gegen den Betrag
der Coulomb-AbstoBung. Das tritt, wie man sich leicht ausrechnet, erst sehr
weit auBlen, fir B =10 bis 20 Elektronenradien ein, wo unsere Reihen-
entwicklung (66) léngst nicht mehr konvergiert. Infolgedessen wurde die
AnschluBistelle Ry, bis zu der (66) benutzt wird, wie bisher in eine Gegend
gelegt, wo die eigentlichen Kernkrifte ziemlich abgeklungen sind (1 bis
2 El. Rad.) und von da ab durch den Gemow-Berg hindurch die Diffe-
rentialgleichung unter Auslassung der Glieder mit den Kernkriften, aber
unter Mitnahme des Coulomb-Feldes, numerisch integriert bis zn so groBen
B-Werten, dafl die asymptotische Darstellung anwendbar ist. Auf diese
Weise wurden folgende Amplitudenwerte fir den Anfangszustand erhalten
(Anschlufistelle By = 1,5; in dieser Gegend ist N ziemlich unabhingig von
By, fur groBere R, dagegen wichst es an) (siehe Tabelle 8).

Dabei sind in der letzten Spalte die ,,Gamow-Faktoren* zusammen-
gestellt. Hatte man ein reines Coulomb-Feld, so wire der Wert der Bigen-

1
funktion f = B fo (R} an der Stelle B = 0 nicht, wie es hier herauskommt,
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= N, sondern = }/G. Daher stellt }G den Anteil dar, den das Coulomb-Feld
zur Verkleinerung der Amplitude im Innern beitrigt. Fiir die Diskussion
der Eigenfunktionen vgl. Abschnitt 8.

Tabelle 3.
By ¥ ' Nik Ve
0,1 0,0473 0,353 0,218
0,2 0,1061 0,660 0,364
0,3 0,1540 0,662 0,450
0,6 0,233 0,717 0,650
0,7 0.294 0,827 0,610

7. Berechnung der Wirkungsquerschnitte fir die D 4 D-Reaktion.

Zur Berechnung des Wirkungsquerschnittes miissen wir zunichst
das Matrixelement fiir den Ubergang aus dem Anfangs- in den Endzustand
kennen: jq,: V¥, dv

ae = s
Viwrw,de V[ Prwode

wobel V den gesamten Operator der potentiellen Energie des Systems be-
deutet, also die Summe von sechs Ausdriicken der Form Gleichung (1)

in den sechs moglichen Kombinationen je zweier Teilchenabstinde. Normiert
man die Eigenfunktion so, daf

(68)

wird, so wird -de vis =1, Idr(pf =1 ©9)
Hy, = _AJ.dre_bﬂnrlgz{‘PJ(plx(b“‘Qm)+‘P24(b""2m)"“p34]
+ @5 [— @ya+ (=20 +h—2m+b) ¢, I} (70)
Darin ist
pb—2m=—4p)—2w0=0,—2w+h—2m+b=—2
Statt dessen konnen wir auch schreiben
Hy, = —Afdvg, g, {—be g0 h_s 0y, o)

unter der Voraussetzung, daBl g, = @, ist, d. h. daB die Eigenfunktion
des Anfangszustandes invariant ist gegen eine Vertauschung der beiden
Deuteronen, wie es fiir S-Zusténde der Fall ist. Fir die Integration erweist
es sich als zweckm#Big, die Koordinaten einzufithren:

s=% T+ 3ra 4+t +dr; vy =s — 3R,
Ro=—t1+3t,+3r5+3r; rp=5—1 — iR, (72)
ma:—% rl_%r2+%’r3'—%r4; I3 —5% . +§Ra+%me:

t= 1 1y t,=s+1—R,+ 2R,
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Auf diese Weise entsteht aus (71):
H,,=—A[dsdR,dR,dr exp — {8 QR+ 6R2 1612+ IR, 1 —6R, 1)
2
+a(GRE 2R+ 41" - 6R 1 —4R, 1)
2
DR O (R {2 T (3Re+ Ra)? __ — 02 (—E Mot Mg—21)?
-——%6_112 (—%%e—f)ia—-t)a}. (73)

Die Integration fiber s gibt einfach als Faktor das Normierungsvolumen V.
Die Integration tiber r kann ausgefiihrt werden ohne Kenntnis der Funk-
tionen f® und f fir Anfangs- und Endzustand. Sie wurde sofort numerisch
durchgefithrt mit den obengenannten Zahlenwerten der Konstanten 4, b,
o, f; nach ihrer Durchfithrung bleiben noch vier Integrale stehen vom
Typus

Time = [ARGAR, 0 (R) 0 (R 6~ (R HE T F20%R), g

In diesen Integralen kann zunfiehst die Integration iber die Winkel ebenfalls
ausgefithrt werden ohne Kenntnis der Funktionen f® und 7. Sodann
sind die bekannten Reihenentwicklungen fiir diese Funktionen einzufiihren.
Die Integrationen kénnen dann sidmtlich elementar ausgefithrt werden;
die ziemlich komplizierten SchluBformeln, die sich so ergeben, sollen nicht
ausfihrlich hingeschrieben werden. Die Rechnung wurde durchgefithrt
fir die Energie E, = 100 kV; sie ist nahezu unabhiingig davon, ob man
die Fnergie um einige 100 kV veréindert. Man erhilt schlieflich bei Nor-
mierung der Eigenfunktionen nach (69), wobei jetzt d das Volumenelement
in den Integrationskoordinaten, also ds drd®R,dR, bedeutet, das Be-
sultat:

H,,=—0301A4NN. (75)

Das gilt unter der Voraussetzung, daf die Normierung von f, im Anfangs-
und Endzustand jeweils auf die Amplitude1 firr grole R geschieht.

Nun miissen die Funktionen aber so normiert sein, dal g;, und ¢,
agsymptotisch in ebene Wellen iibergehen, wenn der Abstand der stoBenden
Teilchen groB ist. Daher geht

@ w;:l:-e”g‘a ; (sinkRa >’
Vv Vv \ kR,
also
f@ 1 sinkR,
—_ —
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An Stelle des Normierungsfaktors N muB also treten ——=" N, ent-

1
1 kYV
sprechend an Stelle von N’ der Faktor ;= 7 VV N’. Wir erhalten damit end-
giltig (wegen 0,301 4 = 9,02):

H, - 22NN
ae V kK

Nach einer bekannten Formel findet man den Wirkungsquerschnitt aus
dem Matrixelement wie folgt:

(76)

= Ton L g IHLL @
Dabei ist 3 der dem Smgulettzustand entsprechende Gewichtsfaktor,
0g ist die Anzahl der moglichen Energieendzustinde im Energieintervall 1,
also die Dichte der méglichen Niveaus, in die das System iibergehen kann.
Ohne den Faktor V/v, (Normierungsvolumen durch Geschwindigkeit im
Anfangszustand) wiirde (77) die Wahrscheinlichkeit eines Uberganges in
der Zeiteinheit bedeuten; dieser Faktor macht daraus definitionsgema8
den Wirkungsquerschnitt. Die Dichte gz der Niveaus im Endzustand
kann man berechnen aus

dapldp.V
P = “WdE B (78)
wobei p, der Impuls im Endzustand ist, also, da die reduzierte Masse aus
Triton und Proton =%M ist, 'pe = iiv— E,. Es wird daher
pedp. 1 d o _8M ~ 8MqBM
dEe - 2pedEe(pe)_ 4 pe'— 4 2 Ee'
Ferner ist v, = VEy/M, so dal man erhalt
A 4 3
QE = S—ﬂ'ﬁM‘/-_MEe
und 1 '3 M2V
= — V= 3 (M9
¢_12n 2 Rt VE |Haof* )

Fithrt man endlich noch die Beziehung ein, E, =1 E, 4 U (U = 4,22),
so entsteht unter Benutzung von (76):

1 ‘s M2 E, 1E,+U NN'\?
“malew ' E—: 815 (77 ) )
oder numerisch in Binheiten von 10-26 ¢cm? die SchluBformel fiir den
Wirkungsquersehnits: —
& = 1,088( iv_>2 V 1B, +422 (81)
\ k E,
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Dabei ist von der Tatsache Gebrauch gemacht, daff N’ und ¥ sicher nur
wenig von der Energie E, abhingen und ihr Wert fir 100 kV, der oben
angegeben wurde, ein fiir allemal eingesetzt. Die ganze Energieabhingigkeit
des Wirkungsquerschnittes rithrt also von der Normierungskonstanten
des Anfangszustandes her, sowie von dem Wurzelfaktor, der die einfache
anschauliche Bedeutung hat: Je langer die beiden Teilchen beisammen sind,
um so lieber werden sie miteinander reagieren.

8. Diskussion des D + D-Wirkungsquerschnities.

Die SchluBformel (81) ergibt mit den in Tabelle 8 zusammengestellten
Werten von N/k die Wirkungsquerschnittskurve, die in Fig. 6 gezeichnet
ist. Wir kinnen das Ergebnis unserer Rechnung
sowohl mit einer dlteren Rechnung von Doleh . zp
vergleichen, also mit experimentellen Zahlen. 7

Die experimentellen Werte fiir die Wirkungs-
querschnitte dieser Reaktion waren anfangs 173
umstritten. Heute konnen wir mit Sicherheit ¢ L
jhre GrdBenordnung von einigen 10-26 e¢m?
angeben. Die besten zur Zeit verfiigbaren
Werte scheinen Messungen von Ladenburg?) ’ VT
zu sein, und zwar folgende Zahlen: Fiir £y —n

Eo =0,11: o = 2, fur EO =03:0 = 3, Fig. 6. Berechnete Wirkungs-
sowie eine Messung von Fermi und Amaldi?) ~— duerschuitte fir die D+ D-
tur E, = 0,7: @ = 18 in Einheiten 10-26 cm?,

Dasg stimmt mit der von uns berechneten GriBenordnung gut iberein.
Dagegen wird von unserer Rechnung in keiner Weise der schroffe An-
stieg wiedergegeben, der zwischen 0,8 und 0,7 MV beobachtet wurde. Fir
seine FErklirung stehen zwei Méglichkeiten zur Verfiigung: Entweder
ist die Ursache die Umwandlung im P-Zustand oder ein dort liegendes
Resonanzniveau, das dem angeregten a-Teilchen zugehdrt. Die Rechnung
von Hylleraas®) iiber die angeregten Zustinde des x-Teilchens ergibt in
der hierfiir in Frage kommenden Zone einen S- und einen D-Zustand ; doch
scheint mir schwer abzusehen, in welchem Umfange aus den Hylleraas-
schen Rechnungen bindende quantitative Schliisse gezogen werden dirfen.
Unsere Niherung gestattet ebenfalls keine Entscheidung dieser Frage.

1) R.Ladenburg u. M. H. Kanner, Phys. Rev. 52, 911, 1937. —
2) E.Fermi u. E. Amaldi, Phys. Rev. 50, 899, 1936. — 3) E. Hylleraas,
Z8. f. Phys. 107, 258, 1937.
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Messungen iiber die Richtungsverteilung bei hoheren Energien als 200 kV
kénnten vielleicht AufschluB hieritber geben.

Sehr interessant ist der Vergleich mit dem Ergebnis der Dolehschen?)
Rechnung. Dolch setzt die Higenfunktionen in ganz dhnlicher Weise an,
wie es hier geschieht, 1ost aber die Schrodinger-Gleichung fiir die Relativ-
bewegung der beiden Schwerpunkte zueinander nicht, sondern fithrt hier
einfach als Naherung eine ebene Welle ein, deren Amplitude er durch Hinzu-
fiigung eines Gamow-Faktors V'E‘ im Anfangszustande verringert. Damit
ergeben sich Wirkungsquerschnitte, die um mebr als vier Zehnerpotenzen
hoher liegen als die von uns berechneten.

Zur Erklarung dieses Versagens der Dolchschen Niherung haben wir
vor allem gzwei Effekte zu beachten:

1. Wellenlingeneffekt: Fir etwa R <1 bewegen sich die beiden Deu-
teronen in einem Gebiet starker gegenseitiger Anziehung. Sie stiirzen
daher, sobald sie sich soweit gensihert haben, mit erhohter Geschwindigkeit
aufeinander zu: Die Wellenlidnge in diesem Bereich ist verkiirzt. Im Anfangs-
zustand ist nun wegen der Kleinheit der kinetischen StoBenergie' gegeniiber
den Kernenergien die Wellenlinge weit auflen sehr groll gegen Kern-
dimensionen; im Innenraum wird sie etwa = 2 Elektronenradien. Diese
Wellenlingenverkiirzung ist bei Dolch auBer acht gelassen; er rechnet
auch fir kleine R mit der Eigenfunktion groBer Wellenlinge. Zeichnen wir

1 :
die Funktion f(R) = 73 fo (B) auf, so erhalten wir, wenn wir zunéchst

anf gleiche Amplitude 1 an der Stelle B = 0 normieren, das Bild der Fig. 7.
Die Werte der Eigenfunktion sind durchweg verkleinert; in einigen Ge-
bieten ist die Eigenfunktion sogar negativ,so daB sich bei der Bildung des
Integrals H,, einige Teile gegenseitig Weginterfeiieren. Im Endzustand
ist der Unterschied natiirlich Iange nicht so betriichtlich, aber immerhin
noch deutlich merkbar. Insgesamt ergibt sich hieraus eine- Verkleinerung
des Matrixelements H,, um rund den Faktor 10, also des Wirkungsquer-
schnittes um den Faktor 100 gegeniiber der Dolchschen Rechnung.

2. Ampl’itudeheﬁekt. Ta.b/elle3 zeigt, daB an Stelle der von Dolech
benutzten Amplitude Y@ im Anfangszustand das viel kleinere N tritt.
Fiir 100 kV wird dadurch der Wirkungsquersehnitt weiter um den Faktor

N2/G = (0,0478/0,218)% = 1/21,8
verkleinert. Im Endzustand ist dieser Effekt viel weniger ausgeprigt,
ergibt aber immer noch den Faktor 1,6. Damit wird eine Verkleinerung

1) H. Doleh, Z8. f. Phys. 100, 401, 1936. -
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gegeniiber dem D olehschen Wirkungsquerschnitt um rund den Faktor 3000
erhalten. Daf} der Unterschied in Wahrheit noch rund eine Zehnerpotenz
mehr ausmacht, hat seine Ursache teils in dem Gewichtstaktor 1/9, teils
in den Unterschieden im Kraftansatz.

Der Amplitudeneffekt ist anschaulich leicht zu verstehen. Auch er
tritt ganz generell in jedem anziehenden Potentialfeld ein. Als Beispiel
betrachten wir ein ,,Kastenpotential‘ Fig. 8. Darunter gezeichnet -ist die

14
Y I r
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2 \\ [ %0olet] 146 I
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F0olch) | /
44 \ g r
2
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Fig. 7. Eigenfunktionen des Fig.8. ,Wellenléingeneffekt* und
Anfangs- und Endzustandes »Amplitndeneffekt* im Spezialfall
nach unserer Rechnung und des Kastenpotentials.

in der Niherung vonDoleh.
Normierung willkiirlich.

y-Funktion fir ein Energieniveau ;. Man sieht anschaulich, wie mit dem
Wellenldngenverkirzungseffekt Hand in Hand eine Amplitudenverkleinerung
im Innengebiet geht, verglichen mit dem AuBengebiet. Nur wenn die Eigen-
funktion an der AnschluBlstelle gerade zufdllig horizontale Tangente hat,
ist die Amplitude innen und auBen die gleiche: Wir sprechen dann von
Resonanz (Einkorperresonanz!). Die von uns berechneten Eigenfunktionen
sind nicht genau genug, um entscheiden zu konnen, ob nicht eine Resonanz
in diesem Sinne bei Energien um 700 kV herum auftritt und die Grofe
des experimentellen Querschnittes dort verstindlich macht.

Berlin-Dahlem, Kaiser Wilhelm - Institut fiir Chemie, physikalisch-
radioaktive Abteilung, im Dezember 1937.




