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(Aus dem Kaiser Wilhelm-!nst i tu t  fiir Chemie, 

physikalisch-radioaktive Abteilung.) 

W i r k u n g s q u e r s c h n i t t e  be i  R e a k t i o n e n  z w i s c h e n  sehr 
l e i c h t e n  A t o m k e r n e n  ~). 

Von S. Flfigge in Berlin-Dahlem. 

Mit 8 Abbildungen. (Eingegangen am 10. Januar 1938.) 

Es werden StoBprobleme behandelt, an denen bis zu vier Elementarteilchen in zwei 
Atomkernen auftreten. Empirische Daten liegen zun~chst vor fiber die elastisehe 
Streuung von Neutronen und Protonen an Deuteronen. Das Hauptproblem ffir 
die Durchffihrung der Rechnung ist die Wahl geeigneter approximativer Eigen- 
funktionen. Als N~herung wird angenommen, dab das Deuteron beim Auf- 
treffen auf das Proton oder Neutron seine Gestalt beibeh~lt (Vernachl~ssigung 
d'er ,Polarisation") und unter dieser Voraussetzung die im Sinne eines Hartree- 
Fock-Verfahrens ,,beste" Eigenfunktion bestimmt, indem dureh Integration 
fiber Mle Koordinaten aul]er dem Abstande des Neutrons oder Protons yore 
Deuteronsehwerpunkt das Problem auf einen einzigen Freiheitsgrad reduziert 
und die fibrigbleibende Integrodifferentialgleichung fiir diesen Freiheitsgra.d 
durch Reihenentwieklungen und numerische Methoden mSgliehst genau gelSst 
wird. Die erhaltenen Streuquerschnitte liegen um 10 -24 cm 2 herum und fallen 
langsam mit wachsender Energie ab. Sie sind etwas kleiner als die experimentellen 
Zah]en. - -  Ffir die Streuung yon Protonen yon 830 kV an Deuteronen wird die 
Richtungsverteilung ausgereehnet und mit den Experimenten von Tuve ,  
H e y d e n b u r g  und H a f s t a d  vergliehen. - -  Ffir die D + D-Reaktion .als ein- 
faehster Kernumwandlung (mit vier Elementarteilehen) wurde mit Hilfe analog 
gebauter Eigenfunktionen die Ubergangswahrseheinlichkeit aus einem D -~ D- 
Anfangs- in einen T + H-Endzustand ausgereehnet. Die Integrodifferential- 
gleichung ffir die Relativbewegung der beiden Deuteronenschwerpunkte im 
Anfangszustand bzw. die Bewegung des Protons zum Tritonschwerpunkt im 
Endzustand wurde wieder mSgliehs~ exakt gelSst. Dabei ergibt sich eine starke 
Verringerung der Amplitude ffir kleine Abst~nde, die, verbunden mit der Ver- 
kiirzung der Wellenl~nge, in diesem Gebiet dazu ffihrt, dal] die Wirkungsquer- 
schnitte um einen Faktor 104 kleiner werden als in den bisher vorliegenden 
Rechnungen von Doleh.  Man kommt damit in die GrSl]enordnung der experi- 
rhentellen Zahlenwerte yon L a d e n b u r g u. a. (einige 10-26 cm2). __ Es werden 
ferner einige Auswahlregeln diskutiert, die es vielleieht verst~ndlieh machen, 
dab bei der D -~ D-Reaktion charakteristische Abweichungen yon der kugel- 

symmetrischen Verteilung der Trfimmer beobachtet wurden. 

1. E~nleitung. 

Die Kr~fte, die zwischen den Elementarbausteinen des Atomkerns, den 

Protonen und Neutronen, wirken, sind uns heute in grol~en Ziigen bekannt.  

1) Vorgetragen in der Sitzung vom 10. November 1937 der Berliner Physi- 
kalischen Gesellschaft. 
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Derfl-Zerfall hat  uns gelehrt, dal~ sie mindestens zum Teil den Charakter von 
Austausehkr~ften 1) haben miissen, d. h. dal~ sie eine •bergangswahrschein- 

liehkeit liefern milssen far die Umwandlung eines Neutrons in ein Proton 

und umgekehrt. Die Streuung langsaraer Neutronen an Protonen lehrt uns, 

dal] die Kr~fte spinabh~ngige Anteile enthalten miissen; aus der Streuung 

yon Protonen an Protonen endlich wissen wit, dal~ wenigstens bei anti- 

parallelen Spins die Krgfte zwisehen zwei gleichartigen Teitehen, abgesehen 

v o n d e r  kleinen C o ulorn b sehen Abstol3ung, quantitativ iibereinstimmen 

mit denjenigen zwischen zwei versehiedenen Teilehen. Die Verallgemeinerung 

dieser Erfahrung zum ,,invarianten Krgfteansatz" lag nahe, bei dem die 

Teilchen nieht rnehr als zwei wesensverschiedene Arten angesehen werden, 

sondern als Teilehen ein und derselben Sorte, die sieh lediglieh dutch eine 
zusgtzliehe Quantenzahl, die ,,Ladungsquantenzahl" unterseheiden. Die 

Aussage, in welcher Weise die Kr~fte dann aul3er vom Spin aueh yon der 
Ladung abhgngen, lieB sieh prgzisieren dureh eine Anwendung dieser Ge- 

dankeng~nge auf das Studium der Massendefekte schwerer Kerne, wie sie 

yon Volz  2) und K e m m e r  s) einerseits, yon E u ! e r 4  ) andererseits unlgngst 

durehgefiihrt wurde. Die genannten Streuexperimente sowie unsere Kenntnis 

der Massendefekte und ungefghren l~adien der Atomkerne gestatten ferner, 

anzugeben, wie stark die Krgfte sein rnfissen, um die richtigen Bindungs- 

energien, und wie welt sie reiehen mi~ssen, um die richtigen Kernradien zu 

ergeben. Diese Daten sind nun zwar mit erhebliehen Unsicherheiten be- 

halter, da die Kernradien nut hSehst ungenau definiert sindS), und man 

1) Das oft zugunsten tier Austauschkrafte angeftihrte Argument, da6 n~m- 
lieh die Abs~ttigung in der Bindungsenergie der schweren Kerne mit gewShn- 
lichen Kr/s nieht zu verstehen sei, scheint mir fiir sich allei~ nicht iiber- 
zeugend, da ja a priori eine starke Abstol]ung zwischen zwei Teilchen bei 
Ann~herung auf kleinere als die mittleren Abst~nde in den Atomkernen nicht 
auszusehliel~en ist und ebenfalls die Abs~ttigung erkl/~ren k~nnte. Da wit 
andererseits aus der sicheren Quelle des fi-Zerfalls wissen, dal] Austausch- 
kr~ifte vor]iegen, wiirde die Annahme einer solchen kurzreiehweitigen Abstol]ung 
eine fiberfliissige Komplikation bedeuten. Doeh ist bisher keineswegs bewiesen, 
dab sie nicht vie]leicht doch da ist. Eine Entseheidung wird sieh wohl erst dann 
treffen lassen, werm wir einmal im Besitze einer konsequenten Theorie des fl-Zer- 
falls sein werden. - -  2) H. Volz, ZS. f. Phys. 105, 537, 1937. - -  a) N. Kem-  
mer,  Nature 146, 192, 1937. - -  t) H. Eu le r ,  ZS. f. Phys. 105, 553, 1937. 
__ 5) So ergibt eine von Be the  auf Grund des ~Bohrschen Mehrk5rpermodells 
ausgeffihrte -(Tberlegung um fund 50 % hShere Kernradien fClr die schwersten 
Kerne (~-Strahler) als man auf Grund des Gamowsehen EinkSrpermodells 
frfiher annahm. Diese Betheschen Angaben sind jedoch umstritten; vgl. den 
ttinweis bei He i senbe rg ,  Naturwiss. 25, 749, 1937, sowie N. B o h r  und 
F. K a l e k a r ,  Kgl. Danske Vidensk. Se]skab, math. fysiske Medd. XIV, 10, 
1937. 
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aug einer einzigen Zahl - -  eben der Bindungsenergie - -  nicht gut den ganzen 

Verlauf einer Funktion, etwa der KrafL als Funktion des Abstandes 1) 

zweier wechselwirkender Teilchen, bestimmen kann. 

Immerhin ist.unsere Kenntnis des Kruftgesetzes aus den beschriebenen 

MeLhoden schon recht brauchbar. Wenn wJr auch fiber einige Dinge noch 

keinen Aufsch]ul3 erh~Iten, z.B. die genaue Form der Ortsabh~ngigkeit, 

so hal d~s seine Ursache ja eben darin, dal~ es schwer ist, Experimente zu 

erdenken, auf die solche Feinheiten yon Einflul3 sind, so dal] man sic aus 

ihnen ablesen kSnnte. Es hat daher guten Sinn, den Versuch zu unter- 

nehmen, auf Grund des gegenw~rtig ,,besten" Kraftgesetzes an die Darch- 

rechnung spezieller Probleme der Kernphysik heranzugehen. Dabei zeigt 

sieh, dal] die mathematischen Schwierigkeiten sehr rasch rail wachsender 

Teilchenzahl zunehmen. So kommt es, dal3 eine befriedigende Theorie der 

Stoi~vorg~nge, an denen nur drei oder vier Elementarteilchen teilnehmen 

(z. B. der D + D-l~eaktion) noch nicht vorliegt. Es soll die Aufgabe dieser 

Arbeit sein, eine mSglichst weitgehende theoretische Behandlung der in 

diesem Gebiet yon den Experimentalphysikern studierten Erseheinungen 

zu geben 2). 

2. Fragestellung. Abgrenzung der Methode. 

Die kernphysikalischen Stol]vorg~nge kOnnen ganz genere]l in zwei 
Gruppen eingeteilt werden: 

Bei den schwereren Kernen verteilt sich die Energie des stol]enden 

Teilchens, sowie es auf die Oberfl~ehe des Atomkernes auftrifft, auf alle 

Kernbausteine. B ohr 3) hat in seiner grundlegenden Arbeit gezeigt, dal~ auf 

diese Weise ein Zwischenzustand entsteht, bei den das stol]ende Teilchen in 

den Kern eingebaut ist (compound nucleas), der sieh ohne ,,R~ckerinnern" 

an seine Entstehung welter umwandeln kann nach Z eitriiumen, diemindestens 

106real grS~er sind als die Perioden der Bewegung yon Teilchen im Kern. 

1) Ein Experiment, das genaueren Aufschlul3 flber die I~eichweite der 
Kr~ifte geben kann; haben kiirzlieh Teller und Sehwinger (Phys. Rev. 52, 
286, 1937) erdacht. Die bisher hierzu vorliegenden Messungen yon Stern 
und Mitarbeitern (ebenda, S. 142) scheinen auf Reichweiten zu ftihren, die 
sicher nicht weit yon denjenigen liegen, die wir, etwas willkiirlich, benutz~n. 
__ 3) Auf die Massendefekte der IKerne mit 3 oder 4 Teilchen gehen wir in 
dleser Arbeit nieht n~her ein. Sie sind oft yon versehiedenen Autoren berechnet 
worden auf jeder Stufe unserer fortschreitenden Kermtnis der Krafte. Mit dem 
vorliegenden 1Kraftansatz wurden sic behandelt in einer Arbeit des Verfassers, 
an die im folge~den in Symbolik und Methode mehrfaoh angeknfipft werden 
wird (ZS. f. Phys. 105, 522, 1937). - -  3)N. Bohr, Nature 137, 344, 1936; 
Naturwiss. 24, 241, 1936. 

36* 
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hn mathenaatischen Formalismus kann dieser au~ den Experimenten ge- 
tolgerte Sachverhalt niehts anderes bedeuten, als dab die Wahrscheinlich- 
keit f~r direkte Uberg~nge aus dem Anfangs- in den Endzustand des Systems 
sicher nicht die Wahrseheinlichkeit ftir ~berg~nge zweiter Ordnung iiber- 
wiegt, bei denen der Weg fiber einen langlebigen Zwisehenzustand einge- 
~chlagen wlrd. Die n~here Diskussion hat gezeigt, dab dies Verhalten daher 

rfihrt, dM] die mSgliehen quasistationi~ren Zusti~nde bei einigermM3en 
schweren Kernen und nicht allzu kleinen Energien schon sehr dicht liegen, 
so dal] eine ausgesproehene l~esonanzerscheinung ~ast immer auftritt. Es 
hat den Ansehein, als ob diese Resonanzeindringung in den Kern sehon bei 
ziemlieh leiehten Kernen (der Masse 10) fiberwiegtl). 

Geht man dagegen zu den allerleichtesten Kernen fiber, so kann es nur 
zu einer Verteilung der Energie des auffallenden Stol3partners aui sehr 

wenige Teilchen kommen. Die Resonanzniveaus liegen dann so weir aus- 
einander, dal3 es sehr unwahrscheinlich wird, in eines davon hineinzugeraten, 
und sie werden so verwaschen, dal~ die Lebensdauer des Zwischenzust~ndes, 
wenn er iiberhaupt zustande kommt, vergleichbar wird mit den Kernperioden. 
Hier werden also die direkten Uberg~tnge aus dent Anfangs- in den End- 

zustand iiberwiegen. 
Wir kSnnen diese Erscheinungen am Beispiel der elastisehen Streuung 

sehr anschaulich auch so ausdrficken: Durchl~uft das stol3ende Teitchen den 
Kern, um ihn sofort wieder zu verlassen, so besteht eine scharfe Beziehung 

zwisehen den Phasen der einfallenden und der auslaufenden Welle. Auf dem 
Vorhandensein einer derartigen Beziehung beruht ja das aus der optischen 
Beugungstheorie heriibergenommene Verfahren zur Bereehnung einer der- 

artigen Streuerscheinung, wie es yon H o l t s m a r k ,  Mot t  ~) u. a. begri~ndet 
worden ist. Es liegt also ein ausgesproehen kohiirenter Streuvorgang vor. 
Ganz anders, wenn das stol3ende Teilehen lange Zeit im Kern verweilt: 
Die zahlreiehen Zuf~lligkeiten der ZusammenstSl3e mit den anderen Kern- 
bausteinen werden dann entseheidenden Einflu~ darauf haben, mit welcher 
Phase es den Kern wieder verl~13t. Jede ,,Riiekerinnerung" an den Anfang~- 
zustand wird dann ausgelSscht sein; wir kSnnen von inkoh~renter Streuung 
spreehen. Physikalisch sind nattirlich alle Uberg~nge zwisehen diesen beiden 
wohldefinierten Grenzf~l|en mSglieh; der Reehnung zug~nglich seheint im 
Augenbliek nur der eine oder andere Grenzfall selbst. Uberwiegt die 

1) Wenigstens scheint dies aus Deobachtungen zu folgen, die Bothe auf 
dem Physikertag in :Bad Kreuznaeh, Sept. 1937, referiert hat. Vgl. E. Wilhelmy,  
Naturwiss. 25, 173, 1937; ZS. f. Phys. 107, 769, 1937. - -  3) Vgl. etwa N. F. 
Mott  u. H. S. W. Massey, Atomic Collisions (Oxford 1933). 
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inkohgrente Streuung, was bei schwereren Kernen sehr bald eintritt, so mul~ 
die Rechnung an die yon B ohr  entwickelten Gedankenggnge anknOpien, 

Oberwiegt dagegen die kohgrente, wie es bei den uns hier interessierenden 
leichtesten Kernen zutreffen dOrfte, so ist eine einfachere Form der Dar- 
stellung angemessen. 

Es erscheint danaeh aussichtsreich, ffir diese einfachsten Prozesse die 
direkten, kohgrenten Uberggnge auszureehnen und mit der Erfahrung zu 
vergleiehen. Die so erhaltenen Wirkungsquerschnitte dgrften eher zu klein 
(ngmlich um die inkohgrenten Glieder) als zu grol~ ausfallen. Ein Versueh 
zu einer derartigen Reehnung wurde bisher nur einmal yon D oleh 1) unter- 
nommen ffir die einfachste denkbare Reaktion im eigentlichen Sinne: 

~D + ~D = ,~T + ~H. 

Seine :Rechnungen ergaben bei einer Energie des stol~enden Deuterons yon 
100 kV Wirkungsquerschnitte der GrSl~enordnung 10 -22 cm 2, was urn fund 

4 Zehnerpotenzen grS/3er ist als die zur Zeit bestenverffigbarenexperimentellen 
Angaben yon L a d e n b u r g .  Es wurde bereits vermutet, da~ die Ursache 
dieses Versagens der Theorie in der Wahl der Eigenfunktionen zu suchen 
sei, doch schien es zunachst aussichtslos, eine namhafte Verbesserung herbei- 
zuffihren. Es wh'd einer der Hauptpunkte dieser Arbeit sein, diese Diskre- 
panz aufzukl~ren und durch konsequente Verbesserung der Eigenfunktionen 
zu beseitigen. Das Verfahren soll zun~chst an Hand des einfacheren Drei- 
kSrperproblems erl~utert werden, wo wir es nur mit elastischer Streuung zu 
tun haben. Es wird uns mSglich sein, for die Streu- und Umwandlungs- 
querschnitte beim Drei- und VierkSrperproblem mit den Experimenten 
vergleichbare Angaben zu machen und auch zu einigen Aussagen Ober 
Richtungsverteilungen nach dem Stol] zu kommen. 

3. Erl5uterung des Ver/ahrens am DreikSrperproblem. 

Ffir das DreikSrperproblem liegen empirisehe Daten vor fiber den 
Zusammenstol3 eines Neutrons oder Protons mit einem Deuteron. Dabei 
sind folgende Prozesse denkbar: 

1. Ein/angung des stol~enden Teilehens, also entweder Anlagerung, 
d.h.  Bildung eines 3H oder SHe unter Emission eines barren ~,-Quants, 
oder Reemission (inkoh~rente Streuung). Es wurde bereits in Absehnitt 2 
gezeigt, dab solche Prozesse sicher nicht sehr wahrscheinlich sind. Der mit 
~-Strahlung verbundene Prozel$ ist deshalb unwahrseheinlich, weft die 

1) H. Dolch, ZS. f. Phys. 100, 401, 1936. 
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Strahlungskr~fte sehr klein sind gegen die Kernkrgfte, also letzten Endes 
wegen der Kleinheit yon eg"/hc. 

2. Zertr~mmerung des Deuterons, so dab naeh dem Stof$ drei freie 
Teitehen entstehen. Dieser Prozel~ kann erst oberhalb yon etwa 3 MV Energie 
des stol~enden Tei!chens einsetzen, da dies, urn dem Impulssatz zu genagen, 
hSehstens 2/s seiner Energie zur Anregung des Deuterons abgeben kann 
und diese 9'/s mindestens den Massendefekt yon 2 MV aufwiegen miissen. 

8. Kohi~rente elast~sche Streu~ng. Dieser Prozel3 dilrfte unterhalb 8 MV 
der ilberwiegend wahrscheinliehe sein. Uber ihn allein liegt experimentelles 
Material vor, weshalb er hier eingehender betraehtet werden sell. 

Wit legen far die Kr6t[te den folgenden Ansatz zugrunde: Die Rolle 
der potentiellen Energie zwischen zwei Teilchen 1 und 2 in der SehrSdinger- 
Gleichung sell der folgende Operator abernehmen: 

- -  MI~ 2713 PI~- -  HI~ P12 + BI2 XI~ + WI~, (1) 

wobei 271 ~ ein Operator ist, der die Spins der Teilehen 1 und 2 vertauscht, 
mad PI~ ein analog gebildeter die Ladungen vertausehender Operator1). 
Die GrSBen M12 , HI~ , BI~ , W12 sind gewShnliehe Potentialfunktionen des 
Abstandes rl~ der beiden weehselwirkenden Teilehen voneinander. Wir 

setzen MI~ = m .  V12, H12 : D" VI$, BI~ : b .  V12 und W12 : m �9 V12 

und Vl~ : MI~ + BI~ + HI~ q- WI~ : - -  A e--b~r~. (9) 

Dabei legen wir ffir die Koeffizienten m, t), b mad m die besten zur Zeit ver- 
fiigbaren Werte zugrunde, ngmlieh die auf Grund einer Bemerkung yon 
K e m m e r  korrigierten Angaben yon Volz2): 

m = + l o / 1 9 ,  ~ = - - ~ / a 2 ,  b = + 5 /12 ,  m = - - a / a 2 ,  (s) 

welehe die beobaehteten Sgttigmagserseheinungen in den Massendefekten 
der sehweren Atomkerne am besten wiedergeben. 

Bezeiehnen wit nun wieder wie 1. c. mit a eine Spinfunktion und mit 
eine Ladungsfmaktion, so mul3 die Gesamteigenfunktion eines Systems 
aus einem Deuteron und einem dritten Teilchen (Neutron oder Proton) 
die Gestalt haben: 

= ~ 0 ( 1 9 ` , ~ ) ~ ( ~ , s ) e ( 1 ~ , s )  + ~o, (~ s, a) ~ (u s ,1)  e (9`s ,])  

+ ~o (a 1, 9,) s (a 1, 9`) o (s :, 9`). (4) 

~) Die bier zur Anwendung kommende Schreibweise ist die gleiche wie in 
der Arbeit des Verfassers, ZS. f. Phys. 10ft, 522, 1937, die dort eingehend er- 
l~utert ist. - -  2) In einer naoh Abschlul~ tier Rechnungen erschienenen 
Arbeit yon He i senbe rg  (Naturwiss. 25, 749, 1937) werden diese Koeffizienten 
ebenfalls als die wahrsr besten angesehen. 



Wirkm~gsquersehnitte bei Reaktionen zwischen sehr leiehten Atomkernen. 551 

Diese Eigenfunktion geniigt zuni~ehst dem Pauli-Prinzip in seiner er- 
weiterten Form1), da sie ~ntimetrisch ist in allen drei Teilehen. Der erste 
Summand alMn besagt: 1 und 2 sind die beiden im Deuteron gebundenen, 
8 das freie Teilehen. Die Ortsfunktion ~ ist in 1 und 2 symmetrisch, wie es 
f ~  den 13S-Grundzustand des Deuterons sein muG; ihre Spins sind parallel 
und die Ladungseigenfunktion ist antimetriseh. Es m6ge der Spin des 
Deuterons in die z-~ichtung ialten, dann kann sich der Spin des freien 
Teilchens parallel ( Quartettzustand mit dem Spin 8/2 und dem Gewicht 2/8) 
oder antiparallel (Dublettzustand mit dem Spin 1/2 und dem Gewicht 1/8) 
dazu einstellen. Wir maehen demgemiD~ folgende Ansi~tze fflr Spin- und 
Ladungsfunktion: 

a (1 2, 3) : cr 1 ~2 ~.~ (Quar~e~t!, t 
a (12--, 8) -- ~, ~2 fis (Dublett), j (5) 

@ (12, 3) ---- (a, b~ - -  a~ bl) a 3 (in beiden F~llen). (6) 

Wit denken uns die so besehriebene T-Funktion eingesetzt in die 
Sehr5dinger-Gleichung im Konfigurationsrattm aller drei Teilchen, wobei 
jedes drei errs-, eine Spin-und eine Ladungskoordinate hat. Dabei f0hren 
wir als Potential drei Ausdriicke der Form (1) mit den Argumenten 1, 2 

und 1, 3 und 2, 3 ein. Wir kSnnen dann zunii.chst den Operator ~ ~ (~'~, 8) 
@ 

auf diese Gleiehtmg anwenden, d. h. fiber alle mSgliehen Einstellungen des 
Ladm~gsvektors summieren, was noch keinen Unterschied gibt zwisehen 
Quartett- und Dublettf~ll. Sodann tiben wit die Operation ~ a (1--2, 3) 

q 

aus, d. h. wir summieren fiber alle m6gliehen Einstellungen des Spins. Dabei 
erhalten wit, wenn wir mit T den Operator der kinetischen Energie be- 
zeichnen, folgende Gleiehungen: 

Im Dubtettfalh 

T q~ (1 '2, 8) + (M~ 2 + H~ 2 + W, 2 + B~ 2) ~ (1 2, 3) 

*3w (Wi 3 - -  �89 H13) ~9 (1 2, 3) q-- (W2~ - -  1 H2s) ~o (1 2, 8) 
+ (M,3 - -  �89 B~)  ~o (23,1) + (M23 - -  �89 Bs~) q~ (1 3,2) 

= E.  q~ (12, 8); (7) 
im Ouartettiall: 

Ty~(1 2,3) + (Ma2 q-H,2 + W,~ + B12 ) ~p (12,8) 

+ (w,~ + B~) W (12,8) + (W2~ + B~) ~ 0~,8) 
+ (MI~ + H,s  ) V (23,1) + (U2~ + H~z) V (1 3,2) 

= E. W (~ ~,~). (S) 

~) Vgl. z .B .F .  Hund,  ZS. L Phys. 105, 202, 1937. 
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Darin bedeutet yJ die Linearkombination 

~d (1 2, 8) = 2. rp (1 2, 8) - -  ~p (2 8, 1) - -  ~o (1 3, 2). (9) 

Setzt man hier die V o 1 z- K e m m e r sehen Koeffizienterl nach Gleichur~g (8) 
ein, so entsteht fiir den Dublettfall: 

T ~0 ( 1 2 , 3 ) +  V,~ ~002,~) 
+ ~ G ~ ~ (l 8, e) E ~0 (12, 8) (10) + ~ V~3 ~ (9,8,1) ~ = 

und fflr den Quartettfall: 

T ~o (12, a) + v~ ~ ~ (12, 8) + ~ v 1~ ~ (12, 8) + ~ G ~ ~ (12, 8) 

+ t T z l ~ ( 2 8 , 1 )  + ~ G ~ ( 1 3 , 2 )  = EW(19,,8). (11) 

Es fallt auf, dab die in Gleiehung (11) auftretenden Kriifte eine viel 
st~rkere Anziehung bedeuten als die in (10). Danaeh kSnnte man bei 
fliiehtiger Betraehtung den Eindruek gewinnen, als ob dies Verfahren bei 
der Anwendung auf gebundene Zust/~nde, also bei der Bereehnung des 
Massendefektes des Tritons, zu der Aussage fiJhrte, dal~ der Zustand mit 
dem Kernspin 8/~ Grundzustand und derjenige mit dem Spin 1/2 ein an- 
geregter Zustand des Tritons sei. Dal] dies nieht der Fall ist, folgt aus 
Gleichung (9) : Fiir die tiefe Lage eines Zustandes ist ja aul~er der Intensit/~t 
der anziehenden Kr~fte die Ortsabh~ngigkeit dot Eigenfunktion yon ent- 
scheidender Bedeutung. In der Theorie tier Atomhtille spielt letztere sogar 
fast aussehliel31ieh eine ~olle zur Bestirnmung der Reihenfolge der Niveaus. 
Dabei ist ein Zustand um so tieIer, je weniger Knotenlinien er hat. Der 
tiefste Zust~nd des Tritor~s wird also derjenige sein, bei dem (p oder 
mSgliehst nahe kugelsymmetrisch ist. zkus (9) folgt aber, dab im Falle der 
Kugelsymmetrie ~ versehwindet: Der tiefste Zustand im Quartettsystem, 
der aus Gleichung (11) bereehnet werden kann, ist dureh das Pauli-Prinzip 
verboten. Dasselbe folgt nati]rlieh noeh ansehaulieher fiir den speziellen 
Ansatz des He isenbergschen  Oszillatormodellsl), we die Analogie zum 
He-Spektrum der Elektronenhiille unmittelbar evident ist. 

])i~, Gleichungen (10) und (11), die die Unterlage bilden rai~ssen for die 
Berechnung des Ortsanteils cter Eigenfunktion, unterscheiden sieh in 
charakteristiseher Weise von einer normalen Schr5dinger-Gleichung dureh 
die beiden letzten Glieder der linken Seite, in denen die Eigenfunktion mit 
vertauschten Argumenten eingeht. Derartige Ausdriicke treten immer auf, 
wenn irgendwelehe Austauseherseheimmgen berficksiehtigt werden mflssen; 
also entweder wenn Austauschkr~fte vorhanden sind, oder aber, wenn durch 
die Antimetrisierung der Eigenfunktion der Vertauschbarkeit gleicher 

~) W. t te isenberg ,  ZS. f. Phys. 96, 473, 1935. 
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Teilehen Reehnung getragen wird. Bei uns kommt beides zusammen; in 

der Theorie der Elektronenh~lle tritt immer nur die zweite Erseheinung 
auf. Es ist dort zuerst yon F o c k  1) gezeigt worden, in weleher Weise man 
dann die Hartree-N~herung zu erweitern hat, um derartigen Gliedern 
tLeehnung zu tragen. In ~hnlieher Weise werden wir hier verfahren. 

Der entscheidende Sch,ritt zur L6sung der Gleiehungen (10) und (11) 
ist der folgende Ansatz: Sind bei einern StoBvorgang Deuteron and stol3endes 
Teilehen r~umlieh noch weit voneinander getrennt, so mull q (i-~, 8) 
offenbar in drei Faktoren zerlegt werden kSnnen: 

2 - -  r3 e , (12 )  

wobei g die gewShnliehe Eigenfunktion ffir die :Relativbewegung der beiden 
im Deuteron gebundenen Teilchen ist, die exakt aus der LSsung eines Zwei- 
kSrperproblems erhalten werden kann, und ffir die wit, wie zuerst W i g n e r  ~) 

gezeigt hat, gen~hert 
/P~Or , \ 3 /~  _ - _ ' 2  

setzen kSnnen. Die Funktion f besehreibt die l~elativbewegung der beiden 
Sehwerpunkte der stol~enden Teilehen zueinander; sie geht also asymptotisch 
in eine ebene Welle fiber, die fiberlagert ist yon einer auslaufenden Kugelwelle. 
Endtich bedeutet der dritte, unwesent]iche Faktor, dab der Sehwerpunkt 
des Gesan~tsystems aus beiden StoBpartnern sieh noeh im Raume bewegen 
kann. W~hlen wir als Koordinatensystem dasjenige, in dem der Gesamt- 
schwerpunkt ruht, so wird ~o - -  0, und dieser Faktor entf~llt. Diese Ver- 
einfaehung sell ira folgenden stets stillsehweigend gemaeht werden. 

Unsere N~herung besteht nun darin, dal] wir postulieren, der Ansatz (12) 
solle auch dann noeh Sinn haben, wenn die beiden Teilehen zusammen- 
stol]en. Physikalisch gesprochen heist das, wir beroeksichtigen nur den 
Einflu~ des Deuterons auf die Bahn des stol~enden Teilehens; wir ver- 
naehl~ssigen dagegen dessen Riickwirkung auf die innere Bewegung des 
Deuterons, also die Verzerrung oder ,,Polarisation", die dies durch das auf- 
sehlagende Teilehen erf~hrt. Es ist sehwer abzusch~tzen, wie grol~ der 
Fehler ist, der von dieser Vernaehl~ssigung herr~hrt; er wird sieher klein, 
solange die kinetisehe Energie des aufsehlagenden Teilchens klein ist gegen 
die Bindungsenergie yon 2 MV des Deuterons. Welehen Einflul3 er hat, 
wenn beide Energien miteinander vergleiehbar werden, und insbesondere, 

1) V. Fock,  ZS. f. Phys. 61, 126, 1930. - -  *) E. Wigner,  Phys. Rev. 
43, 252, 1933. 
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ob er daD_a die GrSl~enordnung der Resultate beeinflul~t, kann nut die Durch- 
ffihrung der l~eehnung und der Vergleich mit den Experimenten lehren. 

Das Ziel unserer weiteren l:technung wird also sein, die Funktion / 
zu bestimmen. 

Dazu schlagen wir den konsequenten, dutch die Methode yon H a r t r e e -  
F o e k  vorgezeichneten Weg ein. Die Rechnung auf Grund des Ansatzes (12) 
unterseheidet sieh nun ffeilieh in einem Punkte yore fibliehen Hartree- 
Verfahren: W~hrend man dort die unabh~ngige Bewegung der Teilchen 
voneinander postuliert und die Eigenfunktion in ein Produkt zerlegt, deren 
Faktoren jeweils nur yon einer einzigen Teilehenkoordinate abhiingen, 
spielen hier die Rolle der Teilchenkoordinaten drei etwas komplizierter 
gebaute Freiheitsgrade des Gesamtsystems, n~mlich die Kombinationen: 

9t : �89 �89 (14a) 

: r l  - -  z2, (14 b) 
~ = l r l . ~  1 1 . ~:~ + (14e) ~3 '  

also: Der _~bstand der beiden Schwerpunkte voneinander, der Abstand der 
beiden das Deuteron bildenden Teilchen voneinander und die Sehwerpunkts- 
koordinaCe des Gesamtsystems. 

Wit vcenden uns nun der Behandhmg von Gleichung (7) ffir den Dublett- 
fall zu, indem wir yon den Koordinaten rl, ~ ,  ra auf die durch (14) definierten 
neuen Koordinaten 91, r, ~ umrectmen. Ffir die Gleiehung (7) des Quartett- 
Ialles wfirde die Reehnung vSllig analog verlaufeIl. Gleiehung (7) geht 
fiber in: 

1__ h ~ /8  A~)__E + V (r) + e ~ 
?'] $ 

91 3 

Dabei haben wir noch das Coulomb-Glied eU/rla hinzugefiigt, das nut im 
Falle eines stol3enden Protons auftritt und ffir ein stoBendes Neutron 
wegfiillt. 

Auf Gleichung (15) wenden wit die Operation an ~ dr ds g (r) . . .  
Dann lassen sich die beiden Glieder 

~ - A ~ + V ( r )  g(r) d r = E D  = - - 2 ,  STME (16) 
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zusammenfassen; sie geben gerade den Massendefekt des Deuterons. Es 
tritt in der Gleiehung also nur noch die Differenz 

E n - -  E = - -  E' (17) 

auf, E' ist die kinetisehe Energie der Relativbewegung der beiden StoB- 
partner zueinander. Mit diesen Abk~rmmgen entsteht 

e 2 
r / ! (~) + .f g~ (r) d 

t l . / \ l ", r !R 3 + Jg(r) V t , - - ~ ) g t ! R q - ~ ) / [ - - ~ + ~ r ) d r  i -~0. (18) 

In dieser Gleichung hgngen die Funktionen V und g nut yon den Betrggen 
ihrer Argumente ab. Infolgedessen kann man, wie man leieht ~berlegt, 
die Integrale paarweise zusammenziehen und erhi~lt 

I" 2Mh' 32 A~ -- E' -b (2m -- t)) I g' (r) V (~ + 2)  dr 

'rl 3 

r ~ r ~ 3 0 d r  ~- 0. (19) - ~ ( 2 m - - b )  f g ( r ) V ( ~ R + ( O g  ( - - ~ ) ! (  2 4 

FiZz die weitere Behandlung yon (I9) erinnern wir uns an die iibtiehe 
Methode, Streuvorg~nge nach der Wellenmeohanik zu berechnen. Die 
asymptotische Form der LSsung ftir grol~e R mull im Coulombfeldfreien 
Falle des Neutrons sein: 

e ikR 
1(~) = -~ d k z - { - ~ ~ ( 2 l ~ - l ) ( e  ~ l ~ t - 1 )  Pt(cosO), (20a) 

wobei Z ---- R cos O ist und der ZusammenstoB der Teilchen l~ngs der 
Z-Achse erfdlgt. Ira Falle des Protons tritt an Stelle yon (20a): 

l ( ~ )  = --~ 
0~~ 0 ei (k R -- ao ln2k  R --  ~ * 2  ' l )  

2 k R sin e - -  
2 

e i ( k R - - a  o l n 2 k R )  (e 2 id  l -}- 2ikR ~']~ (2 / + 1) --1)e2i~p~(cosO), (20b) 
l 
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wobei ~o ----- e~/hv und ~Tz~ arg (1 ~ i ~ ) !  ist. In diesen beiden Fomeln  
bedeuten jeweils die nicht entwickelten Glieder die Eigenfunktion ia einem 
Felde ohne Kernkr~tfte. In (20a) sind dann iiberhaupr keine Kr~fte vor- 
handen, und es tritt nur eine ungestSrte ebene Welle auf; in (20b) is~ die 
einzige St6rung das Coulomb-Feld, dab zu einer logarithmisch mit der Ent- 
fernung waehsenden I~hasenverschiebung und ~nderung der Wellenl~nge 
in der ebenen Welle ftihrt u n d  daneben eine zus~tzliche Streuwelle auf- 
treten l~l~t, die in ihrer Abhi~ngigkeit yon O des Ru th e r fo rd seh e  Streu- 
gesetz befolgt. Der Einflul3 weiterer vorhandener Kr~fte, die schneller 
abklingen als 1/r, ~ul~ert sich in den hinzutretenden Gliedern, die in Form 
yon Kugelfunktionsreihen geschrieben siad. Die (~ sind hierin die Phasen- 
verschiebungen, die die einzeinen Partialwellen durch die Kernkr~fte er- 
fahren. Man gewinnt sie, indem man /(9~) nach Kugelfunk~ionen ent- 
wiekelt: 

1 
/ (9~) : ~- ~ el/t (R) Pt (cos O), (21) 

und die so fiir jedes 1 aus (19) entstehende Gleiehung 15st, die nur noeh die 
eine Koordinate /~ enth~ilt. Sehreibt man ihre asymptotische LSsung fiir 
grol]e R in der Form 

/ g~ k /~(~) = s i n i k ,  + 

flit den Neutronensto~, und 

( - ) /z (R) = sin k R - -  1 ~- - -  e 0 In 2 k R ~- ~z ~- (~ (22 b) 

fiir den Protonenstol~, so sind dadurch die Phasen ~ bestimmt. Kermt man 
diese Phasen, so kann man sofort aus bekannten Formeln der wellen- 
meehanisehen Beugungstheorie die Wirkungsquerschnitte usw. berechnen. 

Wir kSnnen in unserem Falle noch eine wesentliche Vereinfachung der 
Theorie vornehmen. Aus der Wellenkinematik solcher Beugungsvorggnge 
folgt n~mlich der allgemeine Satz, dal~ die Entwieklung naeh Kugel- 
funktionen um so sehneller konvergiert, je grSl3er die Wellenl~nge ~ der 
gebeugten Welle gegeniiber dem Radius r o des beugenden Hindernisses ist. 
Nun ist ~ ~-~ E'J]2, so dal~ wir uns flit kleine Energien mit dem ersten, 
kugelsymmetrischen Gliede der Entwiekinng begnfigen diirfen. Eine Ab- 
sch~tzung zeigt sofort, dal3 in diesem Sinne ,,klein" noeh Energien yon 
2 bib 3 MV des stol~enden Teilchens sin& Da sich die Messungen im wesent- 
lichen auf diesen Bereich beschr~nken, geniigt es also, im folgenden die 
u dor Kugelsymmetrie einzufiihren. 
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Damit entf/illt yon vornherein der Beitrag des Quartettzustandes zur 
Streuung. Wit sahen ja bereits, dab in diesem Falle die Eigenfunktion 
einen Knoten haben muB, da sie in Spin und Ladung der beiden gleieh- 
artigen Teilchen symmetriseh ist, also zur Erfiillung des Pauli-Prinzil)s in 
ihren Ortern antimetrisch sein muB. Das ist abet unvereinbar mit der 
Voraussetzung der Kugelsymmetrie. 

4. L6sung yon Gleichung (19) f~r den kugeIsymmetr~schen Fall. 

Die niiehste Aufgabe wird es sein, unter Benutzung der speziellen An- 
s~tze Gleichung (13) fiat die Funktion g und Gleiehung (2) ftir die Potential- 
funktion V die in Gleiehung (19) vorkommenden Integr~le mit einer kugel- 
symmetrischen Funktion 

1 
/ ( ~ )  = ~ [o (R) (28) 

auszuftihren. Das in der ersten Zeile yon (19) stehende gewShnliehe Potential- 
glied bietet dabei keine Schwierigkeiten, da im Integranden nur Funktionen 
veto Typus der GauBsehen Fehlerfunktion auftreten. Etwas schwieriger 
ist die Ausftihrung des Coulomb-Gliedes, we man zu anderen Koordinaten 
iibergehen muB, uater denen rla vorkommt. In diesem Falle sind nicht 
alle Integrationen elementar ausftihrbar, und es bleibt am Ende ein Fehler- 
integral stehen. Einige Schwierigkeiten bieten aueh die in der dritten Zeile 
stehenden Austausehglieder. Hier empfiehlt sich die Umreehnung yon den 
Koordinaten 1:, ~R auf 

r' = - - � 8 9  und ~. (24) 

Die Integration tiber alle Winkel zwisehen den Vektoren ~' und ~R ist dann 
elementar mSglieh, dagegen bleibt natiirlieh ein Integral tiber r' stehen, 
unter dem die l~unktion f (r') auftritt. Die Gleichung (19) geht naeh Aus- 
fiihrung dieser Rechnungen tiber in 

8 h ~ d 2 fo "b o. _ 3/~ 
- - 4 M  1 + S ; )  

e 2 

+ r (2 R)/o (R) 
oo 

- - \ 3 /  \ U /  2 / z J  r'f~ 
0 

= 0.  (25)  
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Der Faktor (~)8 im letzten Gliede rfihrt dabei her yon der Funktional- 
determinante der Transformation (24); die ~aktoren 2 ~ und 1/2# yon den 
Integrationen fiber die Winkel. Die Abkiirzungen bedeuten: 

8:r b ~ 4 (5 ,r  ~ =  ( 4 ~ - - b ~ ) ,  ~ - -  (9,6) 
: ~-.  8 ~ + b  ~ 

hn  folgenden haben wir die Gleiehung zu ihrer weiteren Behandlung um- 

gesehrieben in die Form: 
c o  

1o + k~/o + A~ e - ' :~ /o  + A~ [ d r' 18 (r') e -~+~ '~ ) ( e~ .~ , . '  __ e--~,,,~ ~') 
J 

�9 0 (R) = 0 (27) 

mit den Abkfirzungen: 

k: 4 M E ,  4 M  .~ 
= 3h 2 , C = H e ,  

A ~ _ 4 M  A ( g m - - D )  1 +  
3 h 2 8 ~/ 

- -  3 h  2 3 - ~ - /  " 

= ~ ~ /~ .  i9,8) 

2 m - - b = 0 .  

5 
4cr  -2;b 2 r o b - -  = ~-. 

Die LSsung yon Gleiehung (27) isg sehwierig. Das fi~r Streureehnungen 
naheliegendste Verfahren einer numerisehen Integration yon innen naeh 
auften his zum Abklingen der Krgfte und AnschlieJ]en an die asymptotisehe 
L5sung ffir grol3e R li~13t sich in unserem Falle nicht durchffihren infolge 
des Integralgliedes. Dessen Behandlung als St6rung, wie es etwa bei F o e k  
ffir die Elektronenhfille gesehieht, erscheint hier auch nicht gerechtfertigt, 
da es stets einen fiberwiegenden Anteil der streuenden Kri~fte enthiilt; 

im speziellen Falle des Dublettzustandes beim DreikSrperproblem enthi~lt 
es wegen A 1 = 0 sogar die gesamte streuende Kraft. 

Naeh lgngerem Probieren wurde sehliel~lieh das iolgende Verfahren 
als das brauehbarste befunden: Wit setzen ffir die Funktion/o bei kleinen R 

eine :Reihenentwieklung "an: 

/o (R) --- N �9 ( a i r  + a3R3 -~ asR5 + �9 �9 ") e-nZ2. (29) 

Beim Einsetzen der Entwicklung in (27) haben wit mit dieser Funktion, 
die sicher nur ffir kleine B zutrifft, fin Austausehgliede fiber den ganzen 
Bereich 0 < r '  < r zu integrieren. Nun steht aber im Integranden noeh 
ein Faktor, der exponentiell mit r '  2 abklingt, so dal~ wit sicher sein k6nnen, 
dal~ die Gebiete grol~er r ' ,  in denen unsere Entwicklung merklich falsch wird, 
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zum Iutogral  nur wenig beitragen. Es wird also gleiehgtiltig sofia, ob wir 

dort unsere Entwioklung odor die richtige Funktion einsetzen. Gloiohung (27) 

geht dann tiber in oino Summe yon Potenzreihon in R, die jowefls mi t  
Exponen*ialfaktoren multipliziort sind. Das Integralgliod orh~lt dann den 
Faktor  

exp--i2 # ~ )  R ~, 

t!  
w~hrend die Gliedor [o und k2/o den Faktor  e - n  R* enthalten. Wir verftigen 
nun fiber ~7 so, dab diese beiden Exponentialfaktoren tibereinstimmen, 
setzen also 

r/ + 2 - -  r/ odor ~7 = ~ / ~ - - / z 2 .  (30) 

Benutzen wir auBerdem noch die Abkilrzungen 

a = V+ ,% und v-- ~-- # (81) ~+2--~ '  
so erhalten wir 

['o' + k~/o + A~e-~R2/o + A~e-~R2 ~ a.J,, = 0 ,  (32) 
n ~  1~ 3, 5 . . .  

mit 
+ c o  

J. = ] dz(x+zR?*e -'*~. (83) 
- - c o  

Dio Intogralo (33) lassen sich nun wioder loicht ausreohnen, und zwar erhs 
m a n  

) J8 = v R ('~a + "c~ R~ ' 

J s =  z 'B ~a~a,~ + a 

J9 = ~: R \16~a  4 + ~ + ~ + a + Ts Rs 

Entwickelt  man  in (32) endiioh noch e -*R2 und ~b (~B) nach Potenzon 
von R ~, so kann man tiberall den Faktor  N .  e -~'R2 abspalten und orh:,ilt 
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durch Koeffizientenvergleieh in den fibrigbleibenden Potenzreihen folgendes 

Schema linearer Gleichungen for die an, wenn wir noch setzen 

A 2 �9 T ---- .4' 2 und C' ]/n C. (35) 

( 8 A'~) a~(--6~+k ~+A~+A'~-C')+a~ 6 + ~  
 1o5 ,, ( 94 A,  

{lo5 /815 4' 

~2 
al ( ~ - ~ 1 - - ' ' 4 '  (4712--8~1 C' 

+ a  5 ( - 2 2 ~ / + k  ~ + A , + A ' 2 T ' - C ' )  

21 , 4\ /189 , ~x 

sa C' ~6 s~ 

Kenn t  man  die LSsung dieser Gleichungen, so kennt  man die Funkt ion/o(R)  

in dem Gebiet, we die Kraf te  wirken, bis auf ihre Amplitude,  die man aus 

homogenen Gleichungen natiirl ieh nieht erschliel3en kann. Schliel3t man 

diese LSsung nun an die asymptotische Form (22 a) oder (22 b) ftir 1 --~ 0 an, 

je  naehdem, ob es sich um ein Neutron oder ein Proton handelt ,  so gestat ten 

die beiden Bedingungen, dal3 an der Ansehlul]stelle R--~ R o sowohl die 

Funkt ion,  als die erste Ablei tung fibereinstimmen solien, die Berechnung 

der  Phase (~0 und der Ampli tude im Innern.  
Fi i r  die zahlenm~13ige Durchfiihrung haben wir die Kraf tkonstanten 

A = 30 und b - - :  1 gewiihltl). Sie sind geeignet zur Darstellung des 

x) Als Einheit cter Energie benutzen wir im Iolgenden stets 10 -a Mc 2, ab- 
gekiirzt TME (tausendstel Masseneinheit). 1 TME = 0,936 MV. Ms L~ngen- 
einheit dient tier Elektronenradius e2/mc 2 = 2,81 �9 10 -la cm. We andere Ein- 
heiten benutzt werden, sind diese stets ausdriieklieh hinzugefiigt, v,. B. bet_ den 
Resultaten Iiir die Wirkungsquersehnitte, we auf die gebr/iuchliche Einheit 
10 -~* em ~ umgerechnet wurde. 
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Massendefektes des Deuterons nach (13) und (16); die Ausfiihrung des ent- 
sprechenden ~VIiniraumproblems ergibt ~----0,5. Die Reihenentwicklung 
wurde nach dem Giiede mit /~7 abgebrochen; man findet dann die in 
Tabelle I zusammengestellten Zahlen. 

T a b e l l e  1. 

~:2 l a~lal 0 0,592 
0,1205 0,582 
0,241 0,572 
0,362 0,561 

aslai a~ial 

0,169 +0,0064 
0,155 --0,0026 
0,142 --0,0112 
0,128 --0,0202 

Die Reihenentwicklung konvergiert also rech~ gut, besonders fiir kleine 
Werte yon k 9'. Fiir R ~ R o (/t o --~ Anschlul~stelle) lautet die Eigenfunktion 

nach (29): 

[o ( ~ - ~ N R P ( R )  e -  ~R~ mit P(R)  ~--1 + a ~ R  2 + a  5R 4 + . . . ,  (87a) 

wobei wit jetzt  speziell a 1 ~--- 1 setzen wollen, und die Ableitung 

1o r176 --~ NQ (R) e -~R2 (37b) 
mit 

Q (R) : 1 ~- (3 a 3 - -  2 ~7) R2 + (5 a s - -  2 z] a3)/~a _[_ (7 a~ - -  2 ~? a s ) /~  + . "  

Fa r  R ~ t t  o dagegen is~ nach (22 a) ftir den Neutronenstot~: 

[~a) : sin (kR  + (~o), (88a) 

[~)' = k cos (kit  + ~o)" (88b) 

Die beiden AnschluBbedingungen liefern dann die Gleiohungen: 

N-~ = R~ e -  ~ R~~ I(Q k R o / + (P  (R"))~} , (89) 

C 0 = - - k R  o-k- arctan ( k R  o 
P (Ro)~. Q (Ro~/ (4o) 

Ein )/[a13 fiir die Giite der Ni~herung wird es sein, ~ie stark die Phase (~o 
davon abhi~ngt, wo wit die AnschluBstelle hinlegen. W~ren fo (0 und f(a) 
beide streng richtige LSsungen, so mtiBte sich ftir jecles R o exakt dasselbe ~o 
und N ~ ergeben. In Wirklichkeit is t /o (0 fiir groBe ~o schlech~ und/o  (a) fiir 
kleine; dazwischen mug irgendwo ein Gebiet ]iegen, wo beide Funktionen 
brauchbare Ni~herungen sind und wo ddo/dR o verschwindet. Fig. 1 zeigt, 
dag man ffir k ~ = 0,362, also in einem ziemlich ungimstigen Fall, wo die 
Reihenentwicklung am schlechtes~en konvergiert, immer noch eine hin- 
reichende Konstanz yon (~o erhi~lt, urn Vertrauen in die Methode zu gewinnen. 

Zeitachrift fiir Physik. Bd. 108. 37 
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Wir werden allerdings welter un ten  sehen, dab beim VierkSrperproblem 
die Abweiehungen yon der Konstanz erheblich grSBer werden. 

0 1 

Fig. 1. 
Bereehnete Phase  r als Funktien der 
Ansehlul~stelle R• ffir die S t r euung  yon 
Neutronen der Energle E n ~ 2,25 an 

Deuteronen. 

Fiir die Streuung yon Protonen ka~n die Bereehnung der Phasen ganz 
analog durchgefiihrt werden dutch Ansehlu~ an (22b). Die Formeln sind 
dann ganz ~hnlieh wie (89) und (40) gebaut. 

5. Ergebn~sse und Vergle~ch mit der Er/ahrung /~r das DreikSrperproblem. 

a) Streuung yon Ne~tronen an Deuteronen. Im vorigen Abschnitt 
warde gezeigt, wie man die Phase J0 berechnen kaxm. Der Wirkungs- 
querschnitt wird nach einer bekannten Formeh 

- - k  2 8 sins (~o" (41) 

Dabei ist vorausgesetzt, dab nur der Dublettzustand (Gewieht }) zur 
Streuung beitr~gt, und dab aueh bier nut die zentralen StSBe mit l ~ 0 
Beitr~ige liefern. Im vorigen Abschnitt wurde klargelegt, warum diese 
beiden Voraussetzungen weitgehend zutreffen diirften, k 2 ist bis auf einen 
Faktor die kinetisehe Energie des stoBenden Teflehens, und zwar ist beim 
StoB eines Neutrons der kinetisehen Energie En gegen ein ruhendes Deuteron 

kS 4 M  E' 4 M  2 = ~-~ = ~-~ -~ E~ = 0,1605 E~. (42) 

Bei Bereehuung yon ~o nach der gesehilderten Methode erhi~lt man hieraus 
die in Fig. 2 darges~ellte Wirku~gsquerschnit~sku~ve. 

Zur Kritik des Verfahrens zeigt Fig. 8 die bereehneten Wirkungs- 
quersehnitte als Funktion der willkfirlichen AnsehluBstelle flit die Energie 
E,~ : 0 und ftir die Energie En ~ 2,25 TME. Gew~hlt wurde jeweils der 
im Minimum yon der Funktion angenommene Wert. Man sieht soiort, 
dab die Unabhiingigkeit des Wirkungsquerschni~ts vonder  • 
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fi~r die grS~ere Energie einigermal3en gewahrt ist, dagegen fiir En = 0 der 
Sehlul~, der lediglieh auf der Lage des Minimums aufbaut,  etwas gewagt ist. 

Der Vergleich mit  dem Experiment  kann nut  sehr bedingt durehgefiihrt 
werden, da es sehwierig ist, die Energie schneller Neutronen genau anzugeben. 
-~ltere N[essungen yon D u nn  in g und Mitarbeitern 1) ffihrten zu zwei Zahlen 
f~r die totale Schw~ehung eines Neutronenstromes in einer Deuterium- 
schieht: FOr thermische (C-)Neutronen, also fiir En = 0, erhalten sie 

c~ 

�9 10 -2t 
c.~ 2 

l o, s o,s 

& ---,. 

Fig. 3. Berechnete Wirkungs- 
querschnitte ffir die Streuung 
y o n  N e u t r o n e n  an  D e u t e r o n e n .  

3 
t-n=g2s 

0 7 f 

Fig. a. ~mderung des  W i r k u n g s q u e r s c h n i t t s  
fiir die  S t r e u u n g  y o n  N e u t r o n e n  an D e u t e -  
r o n e n  bei Yariation der  A n s c h l u B s t e l l e .  

= 4 �9 10 -24 cm ~ und im Falle ,,schneller" Neutronen, die alle mSgliehen 
Gesehwindigkeiten zwisehen 1 V und 10 NIV umfassen, O = 1,7.10 -~4 cm 2. 
Diese Zahlen sind noch nieht unmittelbar vergleichbar mit  unseren theoreti- 
schen Ergebnissen. Bei C-Neutronen ist zu beachten, dab ihre kinetische 
Energie klein ist gegen die Bindungsenergie der Deuteronen im Molekular- 
verbande. Sie kSnnen daher keinen Impuls an die Deuteronen abgeben; 
die reduzierte Masse des Systems ist einfach gleich der ~fasse M des Neutrons, 
wghrend fi~r die Streuung an freien Deuteronen die reduzierte 3Iasse w M 
auftritt .  Da die Wirkungsquerschnitte proportional sind dem Quadrat 
der reduzierten 3fasse, folgt 

r  4 

Der D u n n i n g s c h e  Wert  for C-Neutronen ist zum Vergleieh mit der Theorie 
also zu ersetzen durch 1 ,8-10 - ~  cm ~, was mit dem theoretischen Weft  

1) j .  1~. D u n n i n g ,  G. 13. P e g r a m ,  G. A. F i n k  u. D. P. Mi tche l l ,  Phys. 
Bey. 48, 265, 1935. 

37* 



564 S. Fltigge, 

1,0 "10-~4cm u einigermal~en vergleichbar ist. Neuere Messungen vor~ 
G o l d h a b e r  und B r i g g s  1) ergeben den Wert 7 �9 10 -24 cm ~, auf freie Deu- 

teronen korrigiert also 3 ,1 .10  -84 cm u, was hiermit schlechter iiberein- 
stimmt. 

Der yon D u n n i n g  2) fiir ,,schnelle" Neutronen angegebene mittlere 

Wirkungsquerschnitt scheint ebenfalls etwas reichlich groK Der geringe 

Unterschied zwischen diesem Weft und dem yon D u n  n in g ftir C-Neu~ronen 

gefundenen wfirde gut zu dem theoretischen Befund passen, dafi der 
Wirkungsquerschni~t mi~ abnehmender Energie nur sehr langsam ansteigt. 

Doch scheinen sowohl die theoretischen als die experimentellen Zahlen 

im Augenblick noch als zu unsicher, urn auf einen solchen Vergleich allzuviel 

zu geben, Es sotlte nur veranschaulicht werden, wie groB die Unsicherheit 
noch ist, und in welchem Maf~e man ungef~hr Ubereinstimmung er- 
warten darf. 

b) Streuung yon Protonen an Deuteronen. ]3ei Anwesenheit eines 

Coulomb-Feldes erhi~lt man nach (BOb) fiir alas Amplimdenquadrat der 

Streuwelle, sobald es geniigt, sich auf den kugelsymmetrischen Anteil rnit 
1 = 0 zu beschri~nken: 

- ~  ~ 1 (e 2 ~ ~o ~ 1) (44) J = % o e  2 + 2 - T ~  ~-" 
2 k R sin ~ - -  I 

Es ist iiblich, das Verhiiltnis der in einen Winkelbereich 2 7~ sin O d 0 ge- 

streuten Intensit~t zu derjenigen anzugeben, die nach dem R u t h e r i o r d -  

schen Gesetz (also fiir ~3o = 0) in diesen Bereich gelangen wfirde, Man erh~lt 
fiir dieses Verh~ltnis, wenn man wieder berticksichtigt, dal3 nur der Dublett- 
zustand bei~ri~gt: 

1 
-~ Jquane t t  R = ~ JDublett  "q- 

JRutherford = "-8 -~- 

und weiter aus (44) 

4 . 2 / 0 ,  . o ( 
R = 1 q- - -  sm ~--~ sm o 0 cos \r q- 

8 %  \ 2 /  

q- 8--~0~ sin' ( O )  sin2 (~0. 

1 JDublett  

JRutherford ' 
(45) 

(46) 

1) M. Go ldhabe r  u. G.H.  Briggs ,  Proc. Roy. Soc. London (A) 162, 
127, 1937. - -  2) Siehe Ful3note 1 auf voriger Seite. 
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Dabei reehnet man yon dern Winkel O irn Sehwerpunktssystern urn auI 

den Winkel 0 irn Koordinatensystern der Beobachtung, in dern das Teilchen 

tier Masse M z auf das ruhende der Masse M s stSgt, naeh der Formel: 

sin O 
tan ~ = M,"  (47) 

cos O + M-~ 

Experimente wurden bisher nut yon T u v e ,  H e y d e n b u r g  und H a f -  
s t a d  1) ausgefiihrt flit den Stog yon Protonen yon 830 kV auf Deu~eronen. 
Dann ist M1/M ~ = 1/2. 

Die Bereehnung yon ~o hi~ngt aueh hier wieder yon der Anschlugstelle 
ab, wie Fig. 4 zeigt. Als bester Wert wurde das Maximum Oo ~ 2,277 
(R o ~ 1 ,~5) eingesetzt, wornit sieh far das StreuverhNtv_is R Werte ergaben,. 

0 2 

Fig. 4. Bereehnete Phase Jo als Funk- 
tlon der AnsehluBstelle Ro flit die 
Streuung yon 830 kV-Protonen an Deu- 

teronen. 

f 
0 30 60 90 120 150 180 ~ 

Fig. 5. Bereehnetes Streuverhaltnis R 
als Funktion des Streuwinkels fitr die 
Streuung yon 830 kV-Protonen an Deu- 

teronen. 

die yon I bei 0 ~ bis auf 58 bei 1800 ansteigen, Fig. 5 veranschaulieht diesen 
Verlauf; links ist der Anstieg der Kurve bei kleinen Winkeln in grS[~erern 
OrdinatenmaBstab noch einrnal herausgezeiehnet. 

Die yon T u v e  und Mitarbeitern angegebenen Megpunkte stirnrnen im 
Bereich der Vorwiirtsstreuung, d. h. flit Ab]enkungen bis zu 900 quantitativ 
mit den theoretischen Werten tiberein. Ftir grSgere Winkei dagegen ergibt 
sich ein vSllig yon der theoretischen Erwartung abweichendes Bild. Bei 
v ~ = 126 ~ erhalten sie start unseres Wertes R ----- 45,7 einen jahen Anstieg 

1) M. A. Tuve,  N. P. H e y d e n b u r g  u. L. R. H a f s t a d ,  Phys. Rev. 50, 
806, 1936. 
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der Kurve auf R -~ 2275. Dazu ist zu bemerken: Ein so schroffer Anstieg 
ist sicher in keiner Weise zu verstehen. Selbst bei Mitwirken yon P-Streuung 
in betriiehtlichem Umfange, die sieh auch in einem Beitrag des Quartett- 
zustandes zur Streuung gul3ern wiirde, k6nnte man niemals eine Diskrepanz 
um einen Faktor 50 verstehen, wie sie hier vorliige. Sollte sieh daher das 
Tuvesche Ergebnis bewahrheiten, so liige eine ernste Seh~ierigkeit vor, 
da es unabhi~ngig yon der Art unserer Ni~herung in Widerspruch sti~nde 
zu den Grundlagen der Wellenkinematik und damit der quantenmeehani- 
schen ~ethode iiberhauptl). 

Nun bezeiehnen die Autoren ihre Ergebnisse allerdings selbst erst als vor- 

l~ufig. Der auffiillige Untersehied zwisehen dem Bereich der Vorwiirts- und 
Riiekw~rtsstreuung geht vielleicht teilweise doch zuriick auf das versehiedene 

experimentelle Verfahren, was sie in diesen beiden Gebieten anwenden: 
Im vorwartsliegenden Winkelbereieh (v ~ < 90 ~ zi~hlen sie die Zahl der 
gestreu~en Protonen aus; im riiekwi~rtsliegenden dagegen, wo deren Inten- 
sitar sehr stark abgenommen hat, die Zahl der vorwi~rtslaufenden Riicksto/~- 
deuteronen. Es ~ird sieh also empfehlen, weitere Angaben der Autoren 
abzuwarten. 

Es soll nieht unbemerkt bleiben, dal~ die quantitative Ubereinstimmung 
zwisehen Theorie und Experiment im Bereich der Vorw~rtsstreuung dureh- 
aus zuf~llig sein kann; doeh sollte der allgemeine Verlauf yon Streu- 
experimenten durch die Kurve Fig. 5 his auf einen Faktor 2 bei 1800 dar- 

gestellt werden. 

6. Berechnung der Eigen/unktionen /~r das V~erkSrperproblem. 
Nachdem wit am einfachen Falle des DreikSrperproblems uasere 

Methode studiert haben, kSnnen wir uns dem schwierigeren, abet inter- 
essanten VierkSrperproblem zuwenden. Hier hat praktisches Interesse 
nur der eine Fall, dal3 das sto•ende Teilchen ebenfalls ein Deuteron ist, 

und die l~eaktion eintrit~: 

[D + = + + 4,22 

oder 
[D + = +1on + 8,87 TME. 

Hier tritt also zum ersten Male eine im eigentlichen Sinne kernchemische 
Umwandlung ein. Es geniigt daher nicht mehr die Betrachtung eines 
station~ren Zustandes, der sowohl das Verhalten vor als nach dem StoB 

1) Diese Schwierigkeit wird auch in der inzwischen erschienenen Arbeit 
von H. P r imakof f ,  Phys. Rev. 52, 1000, 1937, diskutiert. 
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umfal~t, sondern es ist notwendig, die Wahrscheinlichkeit auszurechnen 
flit den Ubergang eines Anfangszustandes aus zwei Deuteronen in einen 
Endzustand aus Triton und Proton. Dabei wollen wit zunachst nut die 
Uberg~inge zwisehen Zust~nden betraehten, welche den Drehimpuls l ~ 0 
sowohl vet als nach dem StoB haben. Dann muB auch der Spin des Systems 
vet und naeh dem StoB der gleiehe sein. Wit haben also drei MSgliehkeiten: 

a) Quintettzustand (Gewieht ~): Die Spins der beiden Deuteronen 
stehen parallel, lil ~ is l --  2. Da nach dem StoB zwei Teilehen entstehen, 
deren jedes nut den Spin 1/2 hat, kann dieser Zustand nieht vet und naeh 
dem StoB den Bahnimpuls 1 : 0 haben und gleichzeitig seinen Gesamt- 
drehimpuls behalten. Der Quintettzustand liefert also erst Beitr~ge zur 
P-Umwandlung. 

b) Tr~plettzus~and (Gewicht ~): 1il -~ [21 : 1. Hier ist es nun zwar 
mSglieh, auch nach dem ZusammenstoB den Spin I zu bewahren, indem 
man die Spins yon Triton und Proton parallel stellt. Nun verdankt aber 
das Triton seinen ganzen Spin dem in ihm gebundenen Proton; mit anderen 
Worten: Im Endzustand muB die Eigenfunktion in den Spins (und Ladungen) 
der beiden Protonen symmetrisch sein, also antirnetrisch in ihren Ortern. 
Das ist abet unvertr~glieh mit der Kugelsymmetrie; der Triplettzustand 
tr~gt ebenfalls erst zur P-Umwandlung bei. 

c) S~ngulettzustand (Gewieht { ) : l i l  + i21 = 0. Naeh dem StoB 
miissen die Spins yon Triton und Proton antipa~allel stehen, also aueh die 
Spins der beiden Protonen. Nut bier ist es mSglieh, sowohl vet als naeh 
dem StoB einen kugelsymmetrischen Zustand, also S-Umwandlung, zu 
bekommen. 

Wir stellen fest, dab wir ffir die Bereehnung der S-Umwandlung, wie 
sic in dieser Arbeit aussehliel~lieh durehgefiihrt werden sell, uns begniigen 
diirfen mit der Betrachtung des Singulettzustandes und yon vornhereiD 

1 im Wirkungsquersehnitt anzubringen haben. den Gewiehtsfaktor 

Gleiehzeitig erklart dieser Saehverhalt vielleieht auch die Beobachtung 
yon Neuer t l ) ,  sowie yon K e m p t o n ,  B ro w n e  und ~Iaasdorp~), dab 
sehon flit sehr langsame Deuteronen von 100 bis G00 kV Energie sich keine 
im Schwerpunktssystem kugelsymmetrische l~iehtungsverteilung der bei 
der Umwandlung entstehenden Protonen ergab, sondern ihre Intensit~t 
als Funktion des Winkels etwa das Gesetz 

J ~ 2 + cos ~ O 

~) H. Neuer t ,  Phys. ZS. 38, 122, 1937. - -  2) A. E. Kempton ,  B.C. 
Browne u. R. Maasdorp,  Prec. Roy. Soc. London (A) 157, 386, 1937. 
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befolgtl). Die P-Umwandlung sollte also ungef~hr halb soviel zum Wir- 
kungsquersehnitt beitragen wie die S:Umwandlung. ~ i t  anderen Worien: 
Die S-Umwandlung ist durch eine Auswahlregel zwar nieht vSllig, abet 
doch zum grSl~ten Teil verboten; w~hrend sie sonst die P-Umwandlung welt 
i~berwiegen wiirde, maeht sie in Wirklichkeit nur noeh ungefi~hr das Doppelte 
davon aus. Ein solches ,,Beinaheverbotensein" bedeutet aber gerade 
unser Gewiehtsfaktor }. 

Wit raiissen tins bier mit diesem qualitativen Hinweis begniigen, da 
eine quantitative Bestimmung des Verhi~ltnisses yon S- und P-Umwandlung 
zueinander schwierig ist tmd wohl auch auf~erhalb der Tragweite unsexes 
N~therungsverfahrens ]iegt. Wir beschri~nken uns daher im folgenden aus- 
schliei~lich auf die Betrachtung des Singulettiiberganges allein. 

Sehreiben wir fiir die Ortsfunktion, welche besagt, dal~ 1 und 2 das erste, 
8 und 4 alas zweite Deuteron bi!den, kt~rz: 

~0 (12 ,  3 4) ---- ~0,2, (48) 

so kbnnen wit die Eigenfunktion des An~angszustandes sehreiben wie folgt: 

~ a  = ~ (1 2, 3 4) a l  % fls f14 (al b~ - -  a 2 bl) (% b 4 - -  a 4 b3) 

+ ~ (8 4,1 u) ~ fl~ ~ ~ (a, b~ - -  a~ bl) (a~ b, - -  a, b~) 

- -  q~ (2 8, 4 1) fl, ~2 ~s fl~ (a~ b 3 - -  a 3 b2) (a~ b~ - -  a 1 b~) 

~0 (8 1, 2 4) ~1 f12 (~3 ~4 (61 b3 - -  as bx) (as b, - -  a 4 b~) 

Fiir den Endzustand soll 
(i 2 3, 4) = ~0~ (5O) 

bedeuten: Das vierte Teilehen ist das freie Proton, w~hrend 1, 2 und 3 das 
Triton bilden. Die Eigenfunktion eines Tritons ist in der zitim'ten Arbeit 
des Verfassers angegeben; sie ist das Produkt einer Ortsfunktion mit dem 

Spin-Ladungsfaktor: 

(~1fl2- 0~2fll) ~a'alaub3 "~- (~2fl3- a3f~2) ~1" a2aab~ 
-~ (~afl~--r162 ~ .  aaa~b~. (51) 

~) Nach einer Angabe yon Oliphant  auf der Konferenz in Kopenhagen, 
Sept. 1937, erh~lt man ffir die alternative Emission der Neutronen praktiseh 
kugelsymmetrische Richtungsverteilung. Die Frage dfirfte also aueh experimen- 
tell noch nicht ganz gekl~rt sein. Ich danke Frau Prof. Meitner  ~iir den freund- 
lichen Hinweis auf diese Mitteilung. 
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Die Gesamteigenfunktion ffir den Endzustand lautet daher: 

~/* = ~P4f14b4 [((~1 ~ 2 -  G(2fll) ~ ala2 b3 § ( (zsf l3-  ~ fl2) ~ 
-~ (0~3/51 - -  r f13) ~2" aaalbz] 

(~3 Bab3 [(r - -  ~ ~162 "aaalb2 § (alfl2 - -  (xsB1) ~ 
+ (0~SB 4 - -  {XaflS) Or 

§ ~sf1262 [(~r [{4 - -  cr ~ a3aabl § (~ - -  ~1fl4) ~3 "a4alb3 
§ (0r ~3fll) ~4 "alaaba] 

- -  ~~ [((Z2fl3 --- 0(3 B2) (Z4 "asa3ba § (~3/~4- ~zafla)a2' aaaab2 
+ ( a a f l 2 -  ~2fl4) ~3 "aaasba]" (52) 

Unser Vedahren li~uft nun ganz analog zu dem beim DreikSrperproblem 
ausgeffibxten weibr. Wit schreiben zuniehst die dutch Summation fiber 
Spin und Ladung ents~ehenden SehrSdinger-Gleichungen ffir den Anfangs- 
mid Endzustand hin, also die Analoga zu Gleiehung (7): 

Anfangszustand : 

T~i2  § {(MI2 + W I 2 §  H I S +  BI2) § (M84+ W a a +  H 3 4 §  B3a) 
§ (W18--H13) § (W24--H24) § W14~- W23} 91~. 
§ (M13-- B13) 923 + (M~a-- B~.,) ~14 § M14 924 
§ M23 ~13 : E .  ~o12 , (5~) 

Endzustand: 

T94 + {(MI2 + W12 + H12 + B12) + (M13 + W i a - - H I 3 - -  B13 ) 
-}- (M23 + W23) + W14 § (W24--  H24) -3V (W34 2V B34)} ~~ 
+ Mi ,  9i  + (M~ - -  B~,) ~o~ + (M~ + Hs,  ) 93 ---- E .  ~ , .  (5~) 

FOr die Lbsung maehen wir wieder den analogen Ansatz wie im Falle des 
Dreikbrperproblems: Im An/angszustand setzen wir 

qo, s = e-~(r~s+~) / (r ,  +2 r s -  r3+ r~.). (55) 

D.h. wir nehmen an, dab die Wechselwirkung der beiden Deuteronen 
lediglich darin besteht, dab sie die Bewegung ihrer Schwerpunkte zueinander 
gegenseitig beeinflussen, nicht abet sich gegenseitig polarisieren. 

Wit fiihren die Koordinaten ein 

--�88188188188 r,=~+�89 
9{, = r 1 - r 2 ;  r~ = S - - � 8 9  t 

1 �9 

+ ~ ,  
+ �89 9{, 
--�89189 

(56) 

A = �88 d~ + 2/l~t + 2A~2 +/l~. (57) 
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Geht man in (54) mit dem Ansatz (55) ein und iibt den Operator 

d 6 d ~  1 d ~ e -  
f _ _. ~ + ~)  

darauf aus, so bleibt eine zu (19) analoge Gleichung stehen, niimlich~ 

~ M / t ~ f ( ~ ) +  - -  _ ~  (~) 

b ~ ,~- s/, e ~ 
- -  ~..a (m + w + i~ + ~) 1 + ~ /  / (~) + ~ ~ (2 V~ ~) / (~) 

b 2, --312 4e~b2 
_ 2 A ( 2 m _ D ) ( I  +YL-~ e-~-E+~/(g{) 

_ 2 A (2 m -  b ) . 8 ( ~ ) s "e- (, ~, + b') ~ I d ~.R' e-(, ,~ + ~2) ~{'2 + ,b~ ~ ~' f (~R') = O. (58) 

Hierin bedeute~ die GrbBe 

6 t~ ~ ( b~ ~ -  ~l.~ 
- ~  ~ - -  2 A (m + m + ~ + b) 1 + ~-~/ = 2 E~, (59) 

zweimal den Massendefekt des Deuterons, also - - -  4.6 TME. 

Die analoge Behandlung der Gleichung (54) ftir den Endzustand erfolg~ 
auf Grund des Ansatzes: 

~, = _ac , ; ,+ ,~+ ,h )  1 (r, + r, + r~ ) 
8 --r~ , 

(60) 

tier besagt, dab das Triton durch das Proton nicht polarisiert wird. Diese 
u ist wahrseheinlieh weniger gut erfiill~ als die analoge fiir den 
Anfangszustand, denn es ist zwar die Bindungsenergie des Tritons mit 
fund 9 TME sehr viel grSl~er als die der Deuteronen, daftir ist aber such 
die kinetisehe Energie der Teilchen im Endzustand viel gr5Ber, niimlich 
um fund die HMfte hiervon. Als Koordinaten wiihlen wit sinngemiiB: 

= i r ~ + I r 2 + � 8 8  +�88 
~){I == "~1--  172; 

--~ i+3 2+ �89 r4; 

~1 = S + ~S'J{ 1 + � 8 9  + ~ ;  

-----5 1~1~ 2 ~  ~3 - - ~ u - - ~ , 2  +{9{;  
(61) 

A = {A~+4-A~+2A~8 + 2 A ~ - - 2 V ~ . V ~ .  (6~,) 
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In der Wahl der Koordinaten ~1 und ~2 liegt natfidieh eine gewisse Willkfir, 
die sich aber wohl nicht vermeiden l~Bt. Bfldet man die zu (58) analoge 
Gleichung, so entsteht 

2 h2 ( ~ f l _ _  A ' m m ' / 1  b~\ -3'2 
8 M + 

b ~ ,~- ~12 9 flb 2 

e l 

+ ~ ~ (8 l/fin) / (~) 

r 45 / ~ 6 ~9 t ' )  

96 b 2 (~ - -  ~ ' ) 2 ] / (~ ' )  -- 0. (68) 

~abei k5rmen die beiden Glieder 

9h2p--3A (m + m ) ~ l  ~ ]  = E T ~ - - -  - - 9 TME,  (64) 
M 

zum Massendefekt des Tritons zusammengefal~t werden. 

In die Gleiehungen (58) und (63) ffihren wir ats n~ehsten Sehritt nun 
die Voraussetzung der Kugelsymmeirie ein: 

1 
/ (~) = ~-/o (n). (65) 

Dann kann man im Integralgliede jeweils die Integration fiber die Winkel 
ganz ~hnlieh wie frfiher ausffihren. Man wird in beiden FMlen auf eine 
Gleiehung geffihrt yore Typus der Gleichung (27), in dernur die Konstanten 
k 2, A 1, A 2, e, 2, #, C, ~ j etzt andere Werte haben als beim DreikSrpezproblem. 
Auch das L0sungsverfahren, also l~eihenentwieklung nach (29) und Zurfick- 
fiihrung auf das lineare Gleichungssystem (B6), kann man genau so durch- 
fiihren wie friiher. Es ist also nur noeh nStig, die Werte der genannten 
Konstanten anzugeben, und zwar erh~lt man Tabelle 2. 

Die Zahlenwerte, mit denen gerechnet wurde, sind A ~---30, b----1 
und die sieh aus Gleichung (59) und (~4) ergebenden zugehSrigen cr ~ 0,5 
and fl ~ 0,35, die jeweils die Energie des Deuterons bzw. des Tritons zu 
einem ~(inimum machen. Die GrSl~e E' bezeichnet die Energie im Sehwer- 
pm~ktssystem; im Anfangszustand ist daher E' ----- { E o, werm E o die 
kinetisehe Energie des stol~enden Deuterons ist, aud im Endzustand 
E'--~ �89 E o + U, wean U die Wi~rmet5nung ( =  4,22) ist. 
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T a b e l l e  2. 

Koeffizient Anfangszustand Endzustand 

k 2 

A1 

A2 

2 M E '  
k ~ h2: ; E" = E - - 2 E 2 )  

4 M  ( 1 +  b'~ '1-- a12 

2 w - O  = o  

- ~ -  �9 16 A ( 2 m - - b )  

2 m - - b  = 5/t 

4 o~ b 2 
4 ~z.q- b 2' 

3 M _, E" = .E E T k "'~ = ~ 2.; ; - -  

b~ ~ - -  a/2 
3 M A  (3m + b - -  [~) ( 1 + ~ f l ]  

1 
3 w + b - b  = T  

3 M  

23 

9 fl.b ~ 
9 fl -q- b ~ 

(5 fi + b~) 2 2~r ~ 

i ~ b~ 9 1 6  (3 fl - -  b 2) 

= ~ 2 V~ (~ --1- bU) 

2 M e ~  
h2 

a, v a = v -t- )~; T = ~ 
ct 

G 

m 

8 h, ~ 
2~ 

C" = ~ C  

Vfl (fl 't- b 2) 

]1 

(7 

3 M e ~  
2h2 

~ / ~  Meg 
9 h, z 

Setzt  m a n  wieder a 1 ----- 1, so ]auten  die Koeff izienten fiir den Anfangs-  

zus tand  numer isch :  

a a =- 0,29,5 - -  0,0615 k 2, / 

/ a 5 ~ - -  0,280 - -  0,0660 k 2, 

a T z - - 0 , 3 1 6  - - 0 , 0 4 2 3  k 2, [ 

! % = - -  0 , 1826 - -  0,0197 k 2, 

(66) 
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t 

und fiir den Endzustand, we wir a i statt a i schreiben wollen: 

/ a,~ ~ 0,1510 - -  0,0755 (k '2 - -  1,160), 
a,5 = - -  0,285 - -  0,0717 ( k  '2 - -  1,160), [ (67) 

a 7 ~ - -  0,349 - -  0,0514 (k ' ~ -  1,160). ) 
Dabei ist 1,160 der Weft yon k '~ it~r 100 kV. Die Korrekturen in (66) 
und (67), die dureh die Abhi~ngigkeit yon k s tmd k '2 hineinkommen, sind 

durehweg klein ft~r kinetisehe Sgogenergien bis zu einigen hundert kV. 
Sie wurden jedoeh bert~eksiehtigt. 5fan siehg, dag die Koeffizienten bier 
sehr viel langsamer abklingen wie im Falle des DreikSrperproblems. Die 
Konvergenz ist schleehter, und die Resultate mSgen quantitativ nieht 
allzu zuverl~ssig sein, dilrften abet auf jeden Fall die GrSBenordnung der 
Erscheinung richtig wiedergeben. 

Als Normierung wollen wir vorl~ufig annehmen, dab ira AuSenraum 

die Funktion durch Gleichung (32b) mutatis mutandis dargestellt wird. 
Den Normiemngsfaktor, der den Anschlu~ hieran erlaub~, nennen wir 
wieder N, bzw. N'  filr den Endzustand. Dabei kSnnen wir ira Endzustand 

genau wie friiher verfahren und linden bei 100 kV -N' : 1,067, wenn wir 
die Ansehlul~stelle R o ~ 1, und N '  ~ 1,356, wenn wir R o : 1,5 w~ihlen. 

Im Anfangszustand dagegen liegen die Verh~l~nisse ein wenig kom- 
plizierter, tiler ist die Energie der Teilehen so klein (z. B. 100 kV), dab 
wir uns noch unterhalb des Gipfels des Gamow-Berges befinden. Die 
asymptotisehe LSsung (33b) ist aber nur dann verwendbar, wenn die 
kinetische Energie des stol~enden Teilehens grol~ wird gegen den Betrag 
der Coulomb-Absto6ung. Das tritt, wie man sich leieht ausrechnet, erst sehr 
weir auBen, ffir R ~ 10 bis 30 Elektronenradien ein, we unsere Reihen- 
entwicklung (66) l~ingst nicht mehr konvergiert. Infolgedessen wurde die 
AnschluBstelle Re, Dis zu der (66) benutzt wird, wie bisher in eine Gegend 

gelegt, we die eigentlichen Kernkr~fte ziemlieh abgeklungen sind (1 bis 
2 El. Rad.) und yon da ab dureh den Gamow-Berg hindureh die Diffe- 
rentialgleiehung tinter Auslassung der Glieder mit den Kernkr~ften, abet 
unter Mitnahme des Coulomb-Feldes, numeriseh integriert bis zu so groBen 
~-Werten, dab die asympto~isehe Darstellung anwendbar ist. Auf diese 
Weise wurden folgende Amplitudenwerte filr den Anfangszustand erhalten 
(AnsehluBstelle R o ~ 1,5; in dieser Gegend ist N ziemlieh unabh~ngig yon 
Re, ii/r grSBere R o dagegen w~iehst es an) (siehe Tabelle 8). 

Dabei sind in der letzten Spalte die ,,Gamow-Faktoren" zusammen- 
ges~ellt. }t~tte man em reines Coulomb-Feld, so w~re der Wert der Eigen- 

1 
funktion f ~ ~- [o (R) an der S t e l l e / / - ~  0 nicht, wie es hier herauskommt, 



574 S. Fliigge, 

== N, sondern = V ~. Daher stellt )/G den Anteil dar, den das Coulomb-Feld 
zur Verkleinerung der Amplitude im Innern beitrggt. ~iir die Diskussion 
der Eigenfunktionen vgl. Absehnitt 8. 

0,1 
0,2 
0,3 
0,5 
0,7 

Tabelle 3. 

1" 0,0473 0,353 
0,1061 0,560 
0,1540 0,662 
0,233 0,777 
0,294 0,827 

0,218 
0,364 
0,450 
0,550 
0,610 

7. Berechnung der W4rkungsquerschn~tte /~r die D + D-Reaktion. 

Zur Berechnung des Wirkungsquerschnittes mtissen wir zun~chs~ 
das Mar fiir den ~bergang aus dem Anfangs- in den Endzustand 
kennen: 

S ~e* V ~~ a d ~" 
Has = , (68) 

wobei V den gesamten Operator der ,potentiellen Energie des Systems be- 
deuteL also die Summe yon seehs Ausdriicken der Form Gleichung (1) 
in den seehs mSglichen Kombinationen je zweier Teilehenabstgnde. Normiert 
man die Eigenfunktion so, dab 

j" d = 1, d = 1 (6o) 
wird, w i r ( t  s o  

Has = - -  A ~ d ,  e-b%[2{9,[9,  3 (b - - 2 m ) +  ~%4 (~ - - 2 m ) - -  9a,] 
+ ~ [ _  %, + ( _  o, m + ~ - -  2 m + ~) 9 ,  4]}. (70) 

Darin ist 

b - - 2 m  = - - ~ ,  I ) - - 2 m  = 0, - - 2 m  + I ) - - 2 m  + b  --  4" 

S~att dessen kSrmen wir aueh sehreiben 
.2 r 2 . 2 r 2  -2 2 ~2r2 

._5 - - o  1 2 _ _  - - o  1 3 ~  - - o  r24 5 Ha, = - - A ~ d z v ,  V,,{ 4e e e __ze  -o  =a}, (71) 

unter der Voraussetzung, daB ~12 = q~aa ist, d.h. dab die Eigenfunktion 
des Anfangszustandes invariant ist gegen eine Vertauschung der beiden 
Deuteronen, wie es fiir S-Zustgnde der Fall ist. Ffir die Integration erweist 
es sieh als zweckmiiBig, die Koordinaten einzufiihren: 

9t~ = 1  r l - - � 8 9 1 8 9  r a : ~ -  + 9 1 ~ + i ~ R , ,  (72) 

r = r 1 -  r 2 ;  r4=5 + r - - ~ ) ~ a - ~ e .  
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Auf diese Weise entsteht aus (71): 

- -  { f l  ( ~ } t  e -1- 6 ~  a -~- 6r~-~ - 9~tl~r ~ 6 ~ a ~ )  H,~ = __A (d~  d ~ d g t e d r  ex p 9 ~ 

~ ( ~ e  "t-2~la ~ + 4r  2 + 

�9 ( ~ a )  / Ce) (~e )"  { - -  5 e--  b2 r 2  e-- 52 (g ~le -1- ~a) _ _  e 

5 - 6 ,  ( -  ,z . -  (78) ~ e  

Die Integration fiber z gibt einfaeh als Faktor das Norrnierungsvolurnen V. 
Die Integration fiber r kann ausgefithrt werden ohne Kermtnis der Funk- 
tionen/(a) mad/(e) ifir Anfangs- und Endzustand. Sie wurde sofort numerisch 
durehgefiihrt rnit den obengenannten Zahlenwerten der Konstanten A, b, 
~, fi; nach ihrer Durchffihrung bleiben noch vier Integrale stehen yore 
Typus 

J~_~ = ] dN,,d~l,/(~)(~t~)/(e)(~t~)e-(A'~'~ + ~ ' ~  +~c~'~"). (74) 

In diesen Integralen kann zun~ehst die Integration t~ber die Winkel ebenfalts 
ausgeftthrt werden olme Kenatnis der Funktionen /(a~ und /r Sodann 
sind die bekannten :geihenentwiekhmgen ftir diese Funktionen einzuffihren. 
Die Integrationen kSnnen dana s~rntlieh elernentar ausgefi~hrt werden; 
die ziemlieh kornplizierten Sehlul3formeln, die sieh so ergeben, sollen nieht 
ausfiihrlieh hingesehrieben werden. Die t{eehnung wurde durehgeffihrt 
ffir die Energie E o = 100 kV; sie ist nahezu unabh~ngig davon, ob man 
die Energie urn einige 100 kV ver~ndert. Man erh~It sehlieBlieh bei Nor- 
rnierung der Eigenfunktionen naeh (69), wobei jetzt d'~ das Volurnenelernent 
in den Integrationskoordinaten, also ds dr d~tla d~te bedeutet, das Re- 
sultat : 

Hae = - -  0,301 A N N'. (75) 

Das gilt unter der Voraussetzung, dal3 die Norrnierung yon [o im Anfangs- 
und Endzustand jeweils auf die Amplitude 1 far groBe R gesehieht. 

Nun mtissen die Funktionen abet so normiert sein, dab ~19. und ~% 
asymptotiseh in ebene Wellen tibergehen, wenn der Abstand der stogenden 
Teilehen grog ist. Daher geht 

1 . e i ~  = 1 (sinkR,~ +..., 
/ 

also 
1 sin k R~ 

/(~ l/V- k 



576 S. Flfigge, 

1 
An Stelle des Normierungsfaktors N muB also treten ~---~.  N, ent- 

1 
spreehend an Stelle yon N' der Faktor k ~  N'. Wir erhalten damit end- 

gtiltig (wegen 0,801 A ~ 9,02): 
9,02 N N' 

H ~  = -  V - k - k  --z" (76) 

Naeh einer bekannten Formel finder man den Wirkungsquersehnitt aus 
dem Matrixelement wie folgt: 

r 2 ~  V 1 
= ~ -  o~ --v~ 9-1H~i~" (77) 

Dabei ist ~ der dem Singulettzustand entsprechende Gewichtsfaktor, 
~E ist die Anzahl der mSgliehen Energieendzust~nde im Energieintervall 1, 
also die Dichte der mbglichen Niveaus, in die das System fibergehen kann. 
Ohne den Faktor Viva (Normiertmgsvolumen dutch Gesehwindigkeit im 
Anfangszustand) wiirde (77) die Wahrseheinliehkeit eines Uberganges in 
der Zeiteinheit bedeuten; dieser Faktor maeht daraus definitionsgemi~B 
den Wirkungsquersehnitt. Die Dichte ~E der Niveaus im Endzustand 
kan~ man berechnen aus 

4 p dpo7 (TS) 
~E = h 3 d E~ ' 

wobei p~ der Impuls im Endzustand ist, also, da die reduzierte Masse aus 

Triton und Proton --~ __8 Mis t ,  ~2 = __8 M E~, Es wird daher 
4 0. 

p~dpe 1 d 8M ~ _ ~ / ~  

Ferner ist v a = ~Eo/M, so dab man erhalt 

~E-- 8 ~  h ~M ME. 
und 

r - x . 2 .  K 
F~hrt man endlich noeh die Beziehung ein, E~ ~ �89 E o + U (U ~ 4,22), 
so entsteht unter Benutzung yon (76): 

1 V '~M'I / �89  I N N ' ,  ~ 
---- 12 ~ ~ V )~o 81,5.~-~-~) (80) 

oder numerisch in Einheiten yon 10 -e~ cm ~ die SchluBformel flit den 

Wirkungsquersehaitt: 
q5 : 1,083(N)~1//�89 E~ + 4'22 [ . (sl) 
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Dabei ist yon der Tatsache Gebraueh gemacht, dal~ N'  and k' sicher nut 
wenig yon der Energie E o abh~ngen und ihr Weft ftir 100 ku der oben 
angegeben wurde, ein flit allemal eingesetzt. Die ganze Energieabh~ngigkeit 
des Wirkungsquerschnittes rtihrt also yon der Normierungskonstanten 
des A~fangszustandes her, sowie yon dem Wurzelfaktor, der die einfaehe 
ansehauliehe Bedeutung hat : Je liinger die beiden Teilchen beisammen sind, 
nm so lieber werden sie miteinander reagieren. 

8. Diskussion des D Jr D-Wirkungsquerschns 

Die Schlul~formel (81) ergibt mit den in Tabelle 3 zusammengestellten 
Werten yon N/k die Wirkungsquerschnittskurve, die in Fig. 6 gezeichnet 
ist. Wit kSnnen das Ergebnis unserer l~echnung 
sowohl mit einer Mteren Rechnung yon D oleh 
vergleiehen, also mit experimentellen Zahlen. 

Die experimentellen Werte ftXr die Wirkungs- 
quersehnitte dieser Reaktion waren anfangs 
umstritten. Heute kSnnen wir mit Sicherheit 
ihre Gr5Benordnung yon einigen 10 -2e em 2 
angeben. Die besten zur Zeit verftigbaren 
Werte scheinen Messangen yon L a d e n b u r g  1) 
zu sein, und zwar folgende Zahlen: Far  
E o : 0 , 1 :  ~ b = 2 ,  fiir E o ~ 0 , 8 : ~ 5 = 8  , 
sowie eine gessung yon F e r m i  und Am a l d i  2) 
ftir E o ~ 0,7: ~D -~ 18 in Einheiten 10 -2e era ~. 

. 2,,~ .....:=_ .~. 
�9 1 0 - 2 6  ~ ' 

r  !'f 
o 0,2 o,~ o,~ 

Eo-.---,- 
Fig. 6. Berechnete Wirk~mgs- 
querschnit te  fiir die D + D- 

Reaktion.  

Das stimmt mit der yon uns berechneten GrSl~enordnung gut tiberein. 
Dagegen wird yon unserer Rechnung in keiner Weise der schroffe An- 
stieg wiedergegeben, der zwischen 0,3 und 0,7 MV beobaehtet wurde. Ftir 
seine Erkl~rung stehen zwei ~Sgliehkei~en zur Verfiigung: Entweder 
ist die Ursaehe die Umwandlung im P-Zustand oder ein dort liegendes 
~Resonanzniveau, das dem angeregten ~-Teilehen zugehSrt. Die Reehnung 
yon H y ] l e r a a s  3) tiber die angeregten Zustiinde des :r ergibt in 
tier hierftir in Frage kommenden Zone einen S- und einen D-Zustand; doch 
seheint mir sehwer abzusehen, in welchem Umfange aus den H y l l e r a a s -  
schen Reehnungen bindende quantitative Sehltisse gezogen werden dtirfen. 
Unsere N~herung ges~attet ebenfalls keine Entseheidung dieser Frage. 

1) R. L a d e n b u r g  u. M.H. Kanner ,  Phys. Rev. 52, 911, 1937. - -  
2) E. Fermi  u. E. Amaldi ,  Phys. Rev. 50, 899, 1936. - -  a) E. Hy l l e raas ,  
ZS. f. Phys. 107, 258, 1937. 
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Messungen fiber die Richtungsverteihmg bei hSheren Energien als 200 kV 
kSnnten vielleicht Aufschlul] hiertiber geben. 

Sehr interessant ist der Vergleieh rait dera ErgebniS der Dolehschen 1) 
Rechnung. D olch setzt die Eigenflmktionen in ganz ~hnlieher Weise an, 
wie es bier gesehieht, 15st abet die SehrSdinger-Gleichang ftir die l~elativ- 
bewegung der beiden Sehwerpunkte zueinander nicht, sondern fiihrt hier 
einfaeh als N~herung eine ebene Welle ein, deren Amplitude er dureh Hinzu- 
ftigung eines Garaow-Faktors ~/'G ira Anfangszustande verringert. Daraig 
ergeben sieh Wirkungsquerschnitte, die ura raehr als vier Zehnerpotenzen 
hSher liegen als die yon uns bereclraeten. 

Zur Erkl~rung dieses Versagens der D o leh sehen Ngherung haben wir 
vor allera zwei Effekte zu beaehten: 

1. WellenlgngeneHekt: Fiir etwa R ~ 1 bewegen sieh die beiden Deu- 
teronen in einera Gebiet starker gegenseitiger Anziehung. Sie stt~rzen 
daher, sobald sie sieh soweit gen~hert haben, rait erhShter Gesehwind!gkeit 
aufeinander zu: Die Wellenl~nge in diesera Bereich ist verkiirzt. Ira Anfangs- 
zustand ist nun wegen der Kleinheit der kinetisehen Stol~energie gegentiber 
den Kernenergien die Wellenl~nge weir aul]en sehr groB gegen Kern- 
diraensionen; ira Innenraura wird sic etwa ~ 2 Elektronenradiem Diese 
Wellenlgngenverkfirzung ist bei Dolch  aul3er ~eht gelassen; er rechnet 
aueh ftir kleine R rait der Eigenfunktion grol]er Wellenl~nge. Zeichnen wir 

1 
die Funktion f ( R ) = ~ - [ o  (R) auf, so erhalten wit, wean wit zan~ichsg 

auf gleiche Amplitude 1 an der Stelle R ~ 0 norraieren, das Bild der Fig. 7. 
Die Werte der Eigenfunktion sind durehweg verkleinert; in einigen Ge- 
bieten ist die Eigenfunktion sogar negativ,so da/~ sieh bei der Bildung des 
Integrals H ~  einige Teile gegenseitig wegintefferieren. Ira Endzustand 
ist tier Untersehied nat~rlieh lange nieht so betr~chtlich, abet iraraerhin 
noeh deutlich raerkbar. Insgesarat ergibt sieh hieraus eine Verkleinerung 
des ~tatrixeleraents Hae ura fund den Faktor 10, also des Wirkungsquer- 
schnittes urn den F~ktor 100 gegentiber der Dolchschen Rechnung. 

2. AmplitudeneHekt. Tabelle 3 zeigt, dab an Stelle der yon Doleh  
benutzten Amplitude ~]~ ira Anfangszustand das viel kleinere N tritt. 
F o r  100 kV wird dadurch der Wirkungsquersehnitt welter ura den Faktor 

N~/a = (0,0478/02.18) ~ = 1/21,3 

verkleinert. Ira Endzustand ist dieser Effekt viel weniger ausgepr~igt, 
ergibt aber iraraer noeh den Faktor 1,6. Darait wird eine Verkleinerung 

1) H. Dolch, ZS, f. Phys. 100, 401, 1936. 
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gegen~ber dem ]3 o I chschen Wirkungsquerschnitt um fund den Faktor 8000 
erhalten. DaB der Untersehied in Wahrheit noch fund eine Zehnerpotenz 
rnehr ausrnacht, hat seine Ursaehe teils in dem Gewichtsfaktor 1/9, teils 
in den Unterschieden im Kraftansatz. 

Der Arnplitudeneffekt ist anschaulich leieht zu verstehen. Auch er 
tritt ganz generell in jedem anziehenden Potentialfeld ein. Als Beispiel 
betrachten wir ein ,,Kastenpo~ential" Fig. 8. Darunter gezeiehnet-ist die 

0,8 

0 

f~/Do/ch/ 

0 2 

Fig. 7. Eigenfunktionen des 
Anfangs- und Endzustandes 
nach unserer  Rechnung und 
in der N~herung yon D o 1 c h. 

Normierung winkfirlieh. 

Fig. 8. .Wellenlangeneffekt ~ und 
,Amplitudeneffekt ~ lm Spezialfall 

des Kastenpotentials. 

~-Funktion fiir ein Energieniveau E 0. Man sieht ansehaulieh, wie rnit dem 
Wellenl~ngenverk~rzungseffekt Hand in Hand eineAmplitudenverkleinerung 
im Innengebiet geht, verglichen mit dern Aul3engebiet. Nur wenn die Eigen- 
funktion an der Anschlul~stelle gerade zufAllig horizontale Tangente hat, 
ist die Amplitude innen und aul3en die gleiehe: Wir spreehen dann yon 
~Resonanz (EinkSrperresonanzl). Die yon uns bereehneten Eigenfunktionen 
sind night genau genug, urn entseheiden zu kSnnen, ob nicht eine l~esonanz 
in diesem 8inne bei Energien urn 700 kV herum auftritt und die GrSlte 
des experimentellen Quersehnittes dort verst~ndlich rnacht. 

BerIin-Dahlem, Kaiser Wflhelm-Institut fiir Chemie, physikalisch~ 
radioaktive Abteilung, im Dezember 1937. 


