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Angeniiherte Tschebyscheff-Approximation 
einer Stammfunktion --  eine Modifikation des Verfahrens 

yon Clenshaw und Curtis 
V o n  

SIEGFRIED FILIPPI 

1. Einleitung 

Die gebr~iuchlichen Methoden der numerischen Quadratur beschr~inken sich 
auf die Auswertung eines bestimmten Integrals der Form 

b 

I : f /(x) dx. 
a 

Neben die Quadraturaufgaben dieser Art stellt sich gelegentlich auch das all- 
gemeinere Integrationsproblem, einen analytischen Naherungsausdruek ffir die 
Stammfunktion 

F(x) = f /(u) du (a<~x<=b) 

zu einem in analytischer Form vorliegenden Integranden /(x) zu finden. Die 
fiblichen Quadraturverfahren erlauben nur eine schrittweise Integration und 
ffihren nach sukzessiven numerischen Quadraturen yon /(x) fiber angrenzende 
Teilintervalle in [a, b] auf eine diskontinuierliche Wiedergabe yon F(x) in Form 
einer Wertetabelle. Das im folgenden behandelte Verfahren liefert dagegen einen 
handlichen analytischen N~iherungsausdruck, der die Berechnung beliebiger Funk- 
tionswerte yon F(x) innerhalb des Intervalls [a, b~ ohne Tafelinterpolation ge- 
stattet, und stellt dartiber hinaus eine angen~therte Tschebyscheff-Approximation 
der Stammfunktion fiber einer finiten Integrationsbasis dar. Mal3geblich ffir den 
letztgenannten Effekt ist eine spezielle Stfitzstellenwahl zur Interpolation des 
Integranden. Auch bei reinen Quadraturaufgaben tiber ein festes Intervall kann 
dieses Verfahren bei Benutzung yon elektronischen Rechenmaschinen einen Ver- 
gleich mit anderen Verfahren zur numerischen Quadratur wegen seiner einfachen 
Fehlerkontrolle, die den Rechenaufwand nicht wesentlich fiber den gerade not- 
wendigen Mindestumfang hinauswachsen liil3t, durchaus bestehen. 

Ein ~ihnliches Verfahren haben bereits CLENSHAW und CURTIS (vgl. Ill) ent- 
wickelt, an das wir uns insbesondere in der praktischen Durchffihrung unserer 
Methode weitgehend anlehnen k6nnen. CLENSHAW und CURTIS hatten vor allem 
die formale Einfachheit und die Wirtschaftlichkeit ihres Verfahrens im Auge, 
mit der eine gegebene Funktion mittels Interpolation in eine finite Reihe von 
Tschebyscheff-Polynomen entwickelt werden kann. Unsere Modifikation des 
Verfahrens von CLENSHAW und CURTIS erreicht bei gleicher Stfitzstellenzahl eine 
hShere Approximationsgfite unter Wahrung aller tibrigen Vorzfige. 
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2. Opt imale  Stfi tzstel len zu r  In t e rpo la t ion  

Durch eine lineare Variablensubst i tut ion sei das gegebene finite In terval l  [a, b] 
auf das Grundinterval l  [ - - t ;  l]  t ransformiert .  Bei s te t igem In tegranden  /(x) 
yon beschr/ inkter  Variat ion lfiBt sich die S t ammfunk t ion  

x 

F ( x ) = F ( - - t ) + f / ( u ) d u  (--t<_x<_1) 
- - 1  

durch eine Reihe yon Tschebyscheff -Polynomen T,,(x) in der Fo rm 

F(x) = A- 2- + A1T~(x ) + A2T2(x ) + ... + A~T~(x) + ... (1) 

approximieren.  

Dabei  sind die Koeffizienten A n durch 
+ 1  

2 f F(x) Tn(x ) A ,  = ~ d V l  x ~ dx ( n = 0 , 1 , 2  . . . .  ) (2) 
- -1  

zu bes t immen.  Mit Hilfe der Relat ion 

Tn(x ) ~ d 
V~_ x 2 - ,,2 -d-x IV ~ -  x2 T,~ (x)] (n ~ 1) 

erh~lt m a n  nach partiel ler  In tegra t ion  in (2) wegen F' ( x )= / ( x )  ftir die Koeffi-  
zienten A ,  aueh den Ausdruck 

+ 1  

A -- ~ f / ( x )  T ' ( x ) V l - - x 2 d x  ( n ~ t )  (3) r - -  ~ , n 2  * 

- -1  

Nun bilden die Polynome 

, sin (n arc cos x) , sin n t 
T~ (x) = n sin (arc cos x) oder T~ (cos t) = n s i n ~  (4) 

ebenfalls ein Orthogonalsystem.  Es bestehen die Orthogonal i t~tsrelat ionen 

+1 ~ 1 0  ffir n ~ = m  
f T ' ~ ( x ) T ~ ( x ) V t - - x ' d x ~ n m f s i n n t s i n m t d t - - - -  n 2 ftir n = - m  

- -1  0 " 

Die Koeffizienten A ,  in (1) sind also nach (3) zugleich die Koeffizienten der 
veral lgemeiner ten Fourier-Reihe 

/(x) ~- A 1 + A~ it2 (x) -]- A 3 T~ (x) + . . .  + A ,  T,~ (x) + . . . ,  

welche mi t  der Ablei tung yon (t) i ibereinst immt.  Die Pa r t i a l summen  

qN_~ (x)= A~ + A2T~ (x) + ... + AN TN(X) (5) 

vermi t te ln  freilich keine Tschebyscheff -Approximat ion  des In teg randen  ](x) 
- -  was ftir unsere Zwecke auch gar nicht erforderlich ist - - ,  sondern werden 
durch die Bedingung 

+ 1  

f [/(x) -- qN-1 (x)] 2 V 1 -- X* dx = min (6) 
- -1  
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charakterisiert. Diese Reihenentwicklung ist ftir uns besonders interessant. Ein 
Lagrangesches Interpolationspolynom qN_l(x) ftir /(x) wird n~mlich mit der 
exakten Partialsumme qg--1 (X) in der Regel optimale l~bereinstimmung erzielen, 
wenn als Interpolationsknoten x~, x2 . . . . .  XN die Nullstellen des N-ten Ortho- 
gonalpolynoms in [ - - 1 ; t j  beztiglich der Gewichtsfunktion V l - x  2 zugrunde 
gelegt werden, also gerade die Nullstellen yon T~v+l(x ). Denn wir haben als 
Interpolationsrestglied unter der Voraussetzung der Existenz der N-ten Ableitung 
yon  / (x) 

/(X)--qN--1 ( X ) :  RN(X ) ~- _ ~ ! ~ ) "  [(N, (~), 

wobei 
N 

~(x) : / / ( x -  x,) 
r= l  

und ~ eine noch von x abhAngige Stelle im Interpolationsintervall ist. Setzen 
wir nun ftir qN-1 (x) das Interpolationspolynom qx--1 (X) in (6) ein, dann erhalten 
wir 

+I  +I  [ l(")(~) l~. { f[R N (x)] 2 V t --  X z dx = [ ~ j  ,] [~N (X)] ~ V 1 ~ dx = min. (7) 
--1 --1 

Der Ausdruck /(NI (~) in RN(x ) entzieht sich einer gezielten Beeinflussung durch 
die Wahl der Sttitzstellen und kann nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz 
der Integralrechnung aus dem Integranden in (7) abgespalten werden. Die 
Minimalisierung des verbleibenden Integrals in (7) aber erzeugt eindeutig das 
N-te Polynom aus dem Orthogonalsystem in [ - - t ;  l J beztiglich V l - x  2, woraus 
die Beziehung 

Tk+l(x) 

folgt. Die finite Reihenentwicklung unseres Interpolationspolynoms 

~ - l ( X )  = al + a~ T;(x) + a3 T; (x) + ... + afl; j  (x) (8) 

liefert dann in ihren Koeffizienten a~ auch die in der Regel besten N~herungen 
ftir die Gesamtheit der A,  aus (5), die sich dutch eine Lagrangesche Interpolation 
yon /(x) mit N Stiitzstellen erreichen lassen. Unmittelbar aber k6nnen wit diese 
Koeffizienten a. ,  welche zun~tchst nur die A~ aus (3) vertreten, auch als einen 
v611ig gleichwertigen Ersatz ftir (2) ansehen und eine N~therung der Tschebyscheff- 
approximierenden N-ten Partialsumme von (t) in der Form 

F(x) ~-QN(X) = ~ -  + al Tl(x ) + a~T2(x ) + . . .  + aN TN(X) (9) 

anschreiben. Lediglich das erste Glied ao]2 ist in (8) nicht enthalten. Wir be- 
stimmen es nachtriiglich (vgl. (8) in [1]) wie eine Integrationskonstante dutch 
die Koinzidenzforderung QN(--I)-----F(--t) aus der Reihe 

~ -  = F ( - -  t) + a~ - -  a2 + a3 - -  + - . .  + ( - -  t) N+~ aN. (10) 
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3. Praktische Durchffihrung des Verfahrens 

Wir substituieren in (8) x = cos t, multiplizieren mit  sin t und erhalten wegen (4) 

qN- 1 (COS t) sin t = a 1 sin t + 2 as sin 2 t + .. .  + N a N sin N t. 

Zur rationellen Berechnung der Koeffizienten a ,  kann  man die gel~iufigen Formeln 
der tr igonometrischen Interpolat ion auf die ungerade periodische Funkt ion  
/(cos t )s in t in Anwendung bringen. Man erh~ilt dann ftir die ersten N Koef- 

rze 
fizienten a ,  mit  den auf der t-Achse ~iquidistanten Sttitzstellen t , = -  den N + I  
Ausdruck 

N 
a , - -  n(N+l)2 ~ [ (cos t,) sin t, s i n n t ,  (n = l, 2, . . . ,  X) . (11) 

r = l  

Von ausschlaggebender Bedeutung ist dabei die Tatsache,  daB in x , = c o s  t, 
genau die Nullstellen von T~+ 1 (x) erscheinen. 

Damit  haben wir unser Ziel schon erreicht, denn ( t l)  liefert mi t  (I0) --  im 
Gegensatz zum Verfahren von CLENSHAW und CURTIS - -  zugleich die endgtiltigen 
Koeffizienten der Reihe (9). Ist  nur das bes t immte  In tegra l  tiber [ - - 1 ;  t ]  
gesucht, so brauchen wir (1t) lediglich ftir die ungeraden n auszuftihren, wobei 
wir die Relation 

+1 
f [ (X) d x  : V ( !  ) - -  V ( - -  1 ) : 2 (gg1-1- a3 -1- lg5 + "" ") (12)  

erhalten. -x 

Zur vereinfachten Summenbi ldung in (1t) bedient man  sich mit  Vorteil einer 
Rekursionsformel. Ha t  man  etwa eine finite Reihe der Fo rm 

p (t) = cl sin t + c2 sin 2 t + . . .  + CN sin N t ( t 3) 

gegeben und wird der Summenwert  far ein festes t ,  gesucht, so berechnen wit 
eine Zahlenfolge z N, ZN_ 1 . . . . .  Z 1 sukzessiv mit den Star twerten ZN+I=ZN+Z----O 
nach der Vorschrift 

z, = 2 z,+ 1 cos t n --  z,+ ~. + c,. (l 4) 

Dann ist p ( t , ) = z l s i n  t , .  Ersetzen wir n/imlich die c r in (13) durch 

Cr= Z r - -  2Zr+lCOS tn "+- Zr+ 2 

und ordnen wir die Reihe nach steigenden Indizes urn, so erhalten wir 

N 
p (t) ----- z 1 sin ~ + ~ [sin r t ,  - -  2 cos t. sin (r --  1) t~ + sin (r - -  2) t.~ z,, 

r=*t 

wobei unter  dem Summenzeichen jedes Glied identisch verschwindet.  Nun 
kSnnen wir in (1t) sin n t , = s i n  r t~ setzen und  die Summe nach (14) mit  c , =  
/(cos t ,)sin t, auswerten, wobei wit  den Ausdruck 

2 z  1 sin tn 
a n - -  n ( N + l )  

erhalten. Eine iihnliche Rekursionsformel zur Auswertung einer finiten Reihe 
yon Tschebyscheff-Polynomen ist bereits frtiher yon CLENSltAW (vgl. (15) in [1] 
und den dortigen Literaturhinweis) angegeben worden. 
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Zur Genauigkeitskontrolle k6nnen wir ganz dem in [1] beschrittenen Wege 
folgen. Wir berechnen, nachdem wir mit  irgendeinem Anfangswert N = N  1 be- 
gonnen haben, einige der letzten Koeffizienten, etwa die letzten drei aN, aN_ 1 
und aN_ 2. Sind diese drei Koeffizienten im Vergleich mit einer vorgeschriebenen 
Fehlerschranke s vernachl~issigbar, dann wird die Rechnung nach Ermitt lung 
der tibrigen Koeffizienten vervollst/indigt. Anderenfalls starten wir mit N~= 
2N1 + 1 wieder die Rechnung usf., bis schlieBlich die Forderungen an die letzten 
drei Koeffizienten erftillt sind. Dabei k6nnen alle einmal berechneten Werte 
/(cos t,) sin t, in jede folgende Stufe der Rechnung iibernommen werden, und 
zwar erscheinen sic darin als die Glieder mit  geradzahligen Indizes. Diese Eigen- 
schaft der Sttitzstellenverteilung, die schon das Verfahren von CLENSHAW und 
CURTIS (vgl. [1]) auszeichnet und seine vorztigliche Wirtschaftlichkeit begriindet, 
bleibt also auch bier ungeschm~ilert erhalten. 

4. Beispiele 

Wir ftihren die Reihenentwicklung (9) zun~ichst fiir 

x 

F(x )=e- l  + f e"du ( - - l ~ < x _ < l )  
--1 

mit Itinf Sttitzstellen aus. Die wahren Koeffizienten A n lassen sich hier mit  
Hilfe der Besselschen Funktionen erster Gat tung I n (x) far rein imagin/ires Argu- 
ment  durch die Relation 

+ 1  n 

An 2 f eXTn(x) d x =  2 f =- ~ ~ ~ eC~ 
- - 1  0 

exakt angeben. Die folgende Tabelle t gibt die auf diese Weise ermittelten 
Koeffizienten A n, die gem~tB (tt)  bereehneten Koeffizienten a~ und zum Ver- 
gleieh aueh die Koeffizienten b n, die man nach dem Verfahren yon CLENSHAW 
und CURTIS (vgl. [1]) bei Berechnung mit  ebenfalls fiinf Sttitzstellen erh~tlt, 
an. Die erste Zeile der Tabelle t enth~ilt die Werte Ao/2 bzw. ao/2 und bo/2! 

Tabelle I 

n An an Fehler (%) bn Fehler (%) 

!,266o 659 
1,t3o3 t82 
o,2714 953 
0,0443 368 
0,0054 742 
o,ooo5429 

1,2661 037 
1,t3o3182 
o,2714 953 
0,0443 368 
0,0054 738 
o,ooo5384 

--o, oo3 
o 
o 
o 
0,007 
0,830 

t,266o 967 
1,13o2 959 
o,2713 604 
0,0443444 
0,0056100 
o,ooo5474 

-- 0,002 
0,003 
0,050 

-o,o17 
--2,481 
--o,83o 

Aus der Tabelle t ist zu ersehen, dab die Koeffizienten A n durch die nach 
unserer Methode gefundenen an hervorragend approximiert werden. Der Fehler 
(ao--Ao)/2= 0,0000378 ist erwartungsgem~iB ann~thernd yon der Gr6ge des 
ersten vernachl~issigten Koeffizienten a6, dem Abbruchfehler der Reihe (10). Der 
exakte Wert yon A s ist As=0,0000449. AufschluBreich sind auch die sorgf~tltig 



Angen/iherte Tschebyscheff-Approximation einer Stammfunktion 325 

berechneten  Feh le rkurven  der  beiden N/iherungen (vgl. Fig. l ) ,  wobei  wir  
zur Abkt i rzung das Verfahren y o n  C L E N S H A W  u n d  C U R T I S  b z w .  das yon uns 
hier  modif iz ier te  Verfahren von CLENSHAW und  CURTIS mi t  , ,CC--V"  bzw. 
,,mod. C C - - V "  bezeichnen.  
Auch das  be s t immte  In tegra l  
t iber [ - -  t ; 1] wird  nach dem 
mod  CC-Verfahren mi t  e inem 
wahren Fehler  von t ,56 �9 10 -5 
e twas  besser approx imie r t  
als nach dem CC-Verfahren 
mi t  e inem wahren  Fehler  
yon 2 , 7 .  t0  -5 . Die gr6B- 
ten Abweichungen im In-  
nern des In te rva l l s  [ - -  1 ; I j 
(vgl. Fig. 1) be t ragen  be im 
mod.  CC-Verfahren 9 "  t0  -5 
und  be im CC-Verfahren 
35 �9 10 -5. 

I 
R a / x )  

CC- V mod. CC- V 

Fig. 1 

Als weiteres Beispiel  wenden wir beide  Verfahren zur A p p r o x i m a t i o n  von 

= a r c t g ( t  + x) ( - - 1 < x < 1 )  
du 

F(x) = 1 + ( t + u ) ~  _ - -  
--1 

an. Wi r  fordern dabei  vier  giil t ige Dezimalen und  haben  daher  als Feh le r schranke  
e = 0 , 5  �9 10 -4 zu nehmen.  Der  S t a r t  mi t  N = 4  liefert  noch zu groBe W e r t e  der  
le tz ten  Koeffizienten,  w/ihrend dagegen 9 Stt i tzstel len ffir beide  Verfahren  bere i ts  

Tabelle 2 

an bn 
i 

0,6662407 ~ 
0,5440391 

--0,1163421 
0,01t4 609 
0,0032 882 

--0,0019484 
0,0004320 
0,0000085 

--0,0000426 
0,0000t61 

0 , 6 6 6 2 5 4 7  
0,5440392 

--0,1163 386 
0,0t14 614 
0,0032868 

--O,OO19467 
0,0004350 
0,0000249 

--0,0000 450 
0,0000141 

o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

z 

Rio/x) 

-+O~OOOOl 

mod. CC- V § 

Fig. 2 

ausreichen,  um die geforder te  Fehle rschranke  zu erftillen. Die vors t ehende  Tabel le  2 
gibt  die Koeff izienten a~ nach dem mod.  CC-Verfahren und  die Koeff izienten b,  
nach dem CC-Verfahren wieder,  wobei  in der  e rs ten  Zeile ao/2 bzw. bo/2 einge- 
t ragen  ist. 

Die dabei  jeweils erzielte Approx imat ionsg t i t e  wi rd  durch  die be iden  Fehler -  
kurven  in Fig. 2 veranschaul icht .  Bemerkenswer t  s ind  in Fig.  2 die wiederhol ten  

Numer. Math. Bd. 6 23 
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Koinzidenzen des N~iherungspolynoms fiir F(x) nach dem rood. CC-Verfahren 
mit der wahren L6sung, die in den Nullstellen der Fehlerfunktion des rood. CC- 
Verfahrens auftreten. Die Abweichungen bleiben hier im ganzen Intervall sogar 
unter 0,04 �9 10 -4, w~ihrend dagegen die Amplituden der ganz einseitig verlaufenden 
Fehlerkurve des CC-Verfahrens bis auf 0,37 �9 10 -4 steigen, obwohl beide Approxi- 
mationspolynome vom neunten Grade sind. 

5. Einige asymptotische Eigenschaften 
Einen maBgeblichen EinfluB auf die Anfilligkeit eines numerischen Quadra- 

turverfahrens fiir die Anh~tufung von Rundungsfehlern und eine wesentliehe 
Bedeutung bei der Untersuchung der Quadraturkonvergenz eines Integrations- 
verfahrens (vgl. z.B. [41 und [51) haben die Vorzeichen der Gewichtskoeffizienten 
7,, mit denen die diskreten Funktionswerte/ ,  in die Rechnung eingehen. Schreiben 
wit das bestimmte Integral --  abgesehen vom Restglied -- in der Form 

+ 1  N 

f / (x)  dx= Zr , / , ,  (15) 
--i ~'=l 

so erhalten wir nach (12), indem wir M = N/2 fiir geradzahlige N und M---- (AT--t)/2 
ffir ungeradzahlige N einffihren, den Ausdruck 

M M N 4 sin(2k+ 0 t, 
2Za"+ i= -N+ ,  ~' Z / ' s i n t '  2}+, 

}=O ~=O r = l  

__ 4 ~ [ r s i n , r ~  sin(2k+l)tr 
N + I  2 k + 1  f = l  k=0  

und daraus ergibt sich fiir die Gewichtskoeffizienten 7, die Relation 
M 

4sintr k_~ ~ s in(2k+l) t ,  (t6) 
?'-- N + I  = 2k+1 

Die rechts stehende Summe in (l 6) kann in 0 < t, < r nur positive Werte annehmen, 
so dab allgemein die Beziehung 7 , >  0 gewihrleistet ist. Dieses Resultat sichert 
uns also eine genfigende Unterddickung der Anh~iufung yon Rundungsfehlern 
zu. AuBerdem ist damit nach dem bekannten Satz yon Steklo// (vgl. [5], S. 34t 
oder [4]) eine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz einer Folge von Inter- 
polationsquadraturen bei Riemann-integrierbaren Funktionen /(x) erftillt. 

Wichst  nun N bzw. M unbeschr~inkt, dann strebt die Summe in (t6) flit 
0 < t , < r r  gegen ~/4, womit wir noch die asymptotische Absch~tzung 

sii  t, V i -  (1 z) 
?'~--- N + t  -- N + I  

gewinnen, wobei das Zeichen ~--- ,,asymptotischgleieh" in dem Sinne bedeutet, dab 
der Quotient aus beiden Seiten ftir N-+  oo gegen eins strebt. Da die Stfitzstellen 
durch 

x, -- cos N + t 

gegeben sind, erhalten wir ftir (t7) die folgende geometrische Interpretation: 
Wird der Halbkreis fiber der Integrationsbasis [-- 1 ; t ] in N + 1 gleiche Bogen- 
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strecken geteilt und yon deren Endpunkten das Lot auf die Integrationsbasis 
E-- t ; 1 ~ gef~illt, so erh~ilt man in den Lotful3punkten genau die StiKzstellen x,, 
Die mit x / N +  t multiplizierte L~inge der Lote ergibt dabei asymptotisch die 
zugehSrigen Gewichtskoeffizienten y,. 

Das gleiche asymptotische Verhalten weisen tibrigens auch die Gewichts- 
koeffizienten der Gaufl-Legendre-Quadratur[ormeln auf (vgl. [5], S. 344), deren 
Sttitzstellen -- definiert dureh die Nullstellen der Legendreschen Polynome 
PN (x,) = 0 -- wegen ihrer asymptotischen Absch~tzung (vgl. [51, S. t88) 

r - � 8 8  
Xt~COS N+~X_x :~ 

nur wenig von den Stiitzstellens~itzen unseres mod. CC-Verfahrens differieren. 
Eine weitere Merkwiirdigkeit von geometrischer Art besteht darin, dab die 

Gewichtskoeffizienten asymptotisch gleich dem Abstand benachbarter Stfitz- 
stellen werden, d.h. pr~ziser, dab die asymptotischen Relationen 

7r~} (X,--I - -  X,+I) 
und (t 8) 

�89 (7, + 7,+1) ~ x ,  - x ,+l  

bestehen. DAVIS und RABINOWlTZ (vgl. [2]) haben diese Relationen bereits fiir 
die klassischen Gaul3schen Quadraturformeln nachgewiesen. Auch bei unserem 
mod. CC-Verfahren findet man gem~13 (17) die asymptotische Beziehung 

, t (  r - I  r+t  ) 
( x , _ ~ -  x,+~) = ~ cos W - ~  ~ - cos ~ 

r~  ~ s i n t , ~ 7 , .  = s i n ~  sin N + l  -- N + t  

Ffir die linke Seite der zweiten Gleichung in (t8) folgt bier unter Verwendung 
von (17) die asymptotische Relation 

( r . r + l  \ ~ 2 r + 1  
( y ' q - y ' + l ) ~ ' - ~  2(24+1) _ s i n - A ~ T a r + s m N - + l - a r ) = ~ - N + t  sin 2 ( N + t ) 7 ~  

und iibereinstimmend fiir die rechte Seite der zweiten Gleichung in (18) die 
asymptotische Relation 

r r + l  
Xr - -  Xr+ 1 = COS ~ r -- COS N + I  7r 

2 r + l  ~ 2 r + l  
= 2 s i n  2 (N+l )  sin 2 (N+t )  ~ ' ~  N + ~  sin 2 (N+l )  ~" 

Asymptotisch l~uft unser rood. CC-Verfahren in der Form (15) nunmehr voUends 
auf die Summendefinition des bestimmten Integrals hinaus, womit wir noch 
einen sehr einfachen und direkten Quadraturkonvergenzbeweis unseres rood. CC- 
Verfahrens erhalten haben. 

6. Grunds~tzliches zu beiden Verfahren 

Zur angen~therten Tschebyscheff-Approximation einer Funktion ](x) durch 
ein Polynom yon vorgegebenem Grade N - - l  vermittels Interpolation benutzt  
man Sttitzstellens~tze, wie sie auch von CLENSHAW und CURTIS zugrunde gelegt 
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werden. Damit erh~ilt man Interpolationspolynome (IN--1 (X), welche einer gleich- 
m~Bigen Approximation der Funktion [ (x) zustreben, oder mit anderen Worten, 
welche auf eine Approximation der Partialsummen qN-1 (X) der exakten Tscheby- 
scheff-Entwicklung v o n / ( x )  hinauslaufen. Integriert man ein solches Polynom 

qN-I(X), dann erh/ilt man in dem neuen Polynom QN(X) eine gewisse N/iherung 
ftir die Stammfunktion F(x), jedoch nicht die bestm6gliche Approximation der 
N-ten Partialsumme einer exakten Tschebyscheff-Entwicklung derselben. Die 

Eigenschaft einer gleichmitBigen Niiherung an F(x) besitzt ON (X) also durchaus 
nicht. Genau umgekehrt liegen die Verh/iltnisse nach unserer Modifikation des 
Verfahrens. Wir erhalten in (8) ein Interpolationspolynom qN--1 (X), welches in 
eine finite Reihe nach Polynomen T~ (x) entwickelt wird. Der Ausdruck qN-1 (x) 
bewirkt keine Approximation im Tschebyscheffschen Sinne an / (x ) ,  wie bei (5) 
und (6) betont wurde. Dureh Integration erhalten wit jedoch ein Polynom ~)N (X), 
das geradezu auf eine gleichmal3ige Approximation der Stammfunktion F(x) 
hintendiert, also die N-te Partialsumme einer exakten Entwicklung von F(x) 
approximiert. Dieser Effekt beruht darauf, dab im Llbergang v o n d e r  Grund- 
gleichung (2) auf (3) die unbekannte Funktion F(x) v611ig gleichwertig dutch 
ihre bekannte Ableitung F'(x)----/(x) ersetzt werden konnte. Die Entwicklung 
des Integranden / (x) nach den Polynomen T" (x) erweist sich somit als die ,,nattir- 
liche" Basis zur gleichm~iBigen Approximation der Stammfunktion F(x). 

Wie aus (11) zu ersehen ist, werden fiberdies die Koeffizienten der finiten 
Tschebyscheff-Reihe ftir F(x) nach unserer Modifikation durch einen einzigen 
geschlossenen Ausdruck unmittelbar gefunden. Damit erfolgen noch rechen- 
technische Vereinfachungen gegeniiber dem Formalismus in [1], die der Wirt- 
schaftlichkeit des Verfahrens vorteilhaft zugute kommen. 

Fiir die Mitwirkung bei dieser Arbeit danke ich Herrn cand. math. E. KRASKA. 
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