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Zur Berechnung des Fehlerintegrals

Von
J. PATRY und J. KELLER

Zusammenfassung
Ein neuer Algorithmus zur Berechnung des Fehlerintegrals auf der reellen
Achse wird erldutert. Sein Vorteil liegt darin, daB die gleiche Berechnungs-
formel auf der gesamten reellen Achse eine gute relative und absolute Genauigkeit
ergibt. Fiir komplexe Werte der Unabhingigen muB man sich teilweise auf eine
Reihenentwicklung, teilweise auf einen Kettenbruch stiitzen, dessen Konvergenz
bei richtiger Wahl des letzten Gliedes wesentlich verbessert werden kann.

1. Einleitung
Das Fehlerintegral spielt in vielen Problemen (u.a. bei der Berechnung von
Neutronenspektren in der Reaktorphysik) eine wesentliche Rolle. Zwei Methoden
sind seit einiger Zeit bekannt, um diese Funktion mit Hilfe von Rechenautomaten
niherungsweise zu berechnen [I]. Sie haben jedoch beide den Nachteil, da8
die Funktion
Erfe(x) =1 — D(x)
o0

:V—Z;zfe‘y'dy "

nicht iiberall mit einer fiir die Anwendung geniigenden Genauigkeit bestimmt
werden kann.

Die Funktion Erfc(x) steht in vielen Fillen nicht allein. Sie wird oft mit
einem Faktor multipliziert, der so gro8 sein kann, dafl das Produkt die GroéBen-
ordnung 1 erreicht, trotzdem x groBer als 4 ist. Eine gute relative Genauigkeit
ist damit erforderlich. Deshalb wurden kiirzlich zwei neue Methoden bekannt [2],

die die Genauigkeitsbedingung erfiillen. Sie haben jedoch den Nachteil, daB
eine Potenzreihe im Bereich

0=x<a (xrein reell)

und ein Kettenbruch im Bereich

a<zx<oo («rein reell)

1£a52
bentitzt wird.

Die hier behandelte Methode stiitzt sich auf eine Umformung der Grund-
gleichung. Dadurch wird eine neue Funktion F(x) definiert, die beschrinkt bleibt
und etwa wie (//¥) bei zunehmendem x gegen Null strebt. Sie wird durch eine
Differentialgleichung definiert und kann mit Hilfe eines Kettenbruches berechnet
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werden. Der letztere weist eine andere Form auf als derjenige, welcher fiir die
unvollstindige Gamma-Funktion aufgestellt wurde [3].

Der Kettenbruch hat den Vorteil, daB er analytisch bestimmt wird und damit
fiir jeden Wert von x giiltig ist, solange die Konvergenz gewihrleistet ist. Der
Nachteil liegt darin, daB3 die Konvergenz in der Nidhe des Nullpunktes mangel-
haft ist, so daB viele Glieder zu beriicksichtigen sind.

Es hat sich gezeigt, daB eine numerisch-analytische Berechnungsmethode bei
reellen x-Werten zu einem Algorithmus (fehlin) fithrt, der eine sehr gute relative
Genauigkeit (besser als 1077 bis x=75, besser als 107® fiir groBere Werte) auf-
weist. Der maximale absolute Fehler betrdagt 25 -107°.

Die Konvergenz des Kettenbruches wird schlieBlich ndher untersucht und
mit Hilfe einer Extrapolationsmethode beschleunigt, so daB die rein analytische
Methode, insbesondere bei komplexen x-Werten, auch mit einem verniinftigen
Aufwand angewendet werden kann.

2. Die Umformung der Funktion Erfe (x)

Die in (1) definierte Funktion E7fc(x) kann so umgeformt werden, daf} einer
der beiden Faktoren sich nur wenig 4ndert, der andere durch eine einfache
analytische Form dargestellt wird:

o]
Erfc(x) — 2;/;: fe_(2xt+zn)dz
0

=¢ " F(x).

()

Es wird fiir F(x) eine Differentialgleichung und anschlieBend ein Kettenbruch
aufgestellt.

Satz 1. Die Funktion F(x) ist eine Losung der Differentialgleichung

dF

—d;‘—sz=—

2
= 3)
mit
F(0)=1.
Beweis. Aus (2) folgen die beiden Beziehungen:

o

2f(x+2)e ““”"’dz—fe"(“’“')d(sz—i—zz) 4
(1}
und
dF 4 [ _osen
EZi~ fze @xxt) g o (5)
0

Aus diesen Gleichungen erhilt man unmittelbar die angegebene Differential-
gleichung (3). Die Anfangsbedingung erfolgt aus (2).

Eine Auswertung dieser Funktion mit Hilfe von Potenzreihen erweist sich
als nicht zweckmiBig, weil die Gliederzahl fiir eine vorbestimmte Genauigkeit
bei steigendem x sehr rasch zunimmt. Bei reellen Werten von x hat die Potenz-
reihe noch den Nachteil, daB die Glieder alternativ positiv und negativ sind.
Die Genauigkeit wird auch deshalb in vielen Fillen mangelhaft.
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3. Ein Kettenbruch fiir F(x)

Der Zusammenhang zwischen Erfc(x) und der vollstdndigen Gamma-Funk-
tion [3]

PO = o o 1F ©

Dieser Kettenbruch weist den groflen Nachteil auf, daB die Glieder nicht alle
die gleiche Form haben. Das ist bei Konvergenz-Betrachtungen ein groBes
Hindernis. Es gibt jedoch einen anderen Kettenbruch, der diesen Nachteil nicht
aufweist.

Satz 2. Die Funktion F(x) kann mit Hilfe des folgenden Kettenbruches
definiert werden

1 1 1
ag %+ ay ¥+ a x4+ (7)

F(x) =

wobel die @; eine monoton abnehmende Reihe positiver Zahlen bildet.

Bewets. Es werden neue Hilfsfunktionen definiert:
Fy(x) =1/F (%)

El (x) ::anx+ 1/Et+1 (x)
Aus (3) folgt
Fy 2x 2

F'(#)

"B R Ya
, 2V . )
Fy () + 25 Fy(x) = = F2(x).
V=
Eine allgemeine Form dieser Gleichung lautet
E/(x)42b,% E,(x)=c, F (%) —d,. (10)

Aus (8) und (10) erhilt man
E1’+1 (x) + 2 (an Cp— bn) xEs (x) = (an + dn) El2+1 (x) —Cy (11)

mit der Bedingung
a,c,=2b,. {12)

Daraus folgen die Rekursionsformeln

bn+1: bn:1

Cn+1:an+dn (13)

1= Cp-

SchlieBlich wird
2
cn-{-lza + 61 (14)

2

A, = ?"_ (1 5)

Numer. Math, Bd. 6 7
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mit den Anfangswerten

Co = —7—
B (16)
= _é; + Q= Vﬂ .
Damit lassen sich alle «, bestimmen.

4. Eine allgemeine Definition der a,,

Die a, konnen analytisch definiert werden und stehen in engem Zusammen-
hang mit einer Reihe bestimmter Integrale.

Satz 3. Die a, sind folgendermaBen definiert:

— 2n—1N
a2n=vn—£—én’T1l)l-—

_2 ml 7
Bent1 = am )T
nf2
a4, = Icos"xdx—z/n-a (18)
n Vi"l - n—1-

—nf2
Bewess. Die Beziehungen (18) folgen unmittelbar aus (17), wenn man die
Rekursionsformel (19) fiir die Integrale berticksichtigt:

—

+7/2 +n/2
fcos"xdx:ﬁ%—fcos”_zxdx. (19)
—nj2 —nf2
Weiter gilt aus (15) und (17)
2 (2w
- 7;{ (2n—1)11

2

— @n+1)1! (20)
Contr ™ V” Gn)ll

Die Definitionen (17) entsprechen den Anfangswerten (15), da die Beziehungen

gelten:

nll=1 fir n=0
) (21)
wll=1 fir n=41
und
nll=n.(n—2)!. (22)

Weiter kann man feststellen, daB die Definitionen (20} die Rekursionsformel (14)
geniigen.
5. Die numerisch-analytische Lésung

Der Kettenbruch (7) weist den groBen Nachteil auf, daB die Konvergenz
in der Nihe des Nullpunktes sehr schlecht wird. Es wurde deshalb eine numerisch-
analytische Methode angewandt. Die Funktion F, (x) wurde auf Grund von zwei
Tabellenwerken [4] und mit Hilfe eines Ausgleichsprogrammes durch eine ra-
tionale Funktion angenéhert.

1 1 1

F=Va 5% oo tval’ 23)
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Dadurch konnte die Funktion F(x) durch eine Naherungsfunktion dargestellt
werden. Es soll jedoch bemerkt werden, daB diese Ndherung nur fiir die reelle
Achse aufgestellt wurde. Bei komplexen Werten von x ist deshalb dulerste
Vorsicht am Platz.

Die Beziehung wurde als ALGOL-procedure umgearbeitet, die zur Priifung
derselben, sowie bei anderen Programmen dienen kann:

real procedure fehlin(x);

real x;

begin

real {,q,z;

z:= abs(x);

q:= (8.58407657;o— 1+ 2X (3.0781 819%;,— 1+
2% (6.38323891;9 — 2 — 2 X 1.8240 5075,0—4)))
/(14 2% (6.5007 4265, — 1+ 2 X (2.2948 4819, — 1
+2X3.40301823,p — 2)));

t:=1.77245385 +2X (2 —¢q);

fehlin := exp(— 2 X 2) Xt/{1.7724 5385 X (2 Xt +1});

end;

Dabei gilt
Jehlin (x) = Erfc(x). (24)

500

400 B

R = °°° °

U WA O I M 5 5 64X

Fig. 1. Relativer Fehler in Funktion von x

Eine umfangreiche numerische Kontrolle mit den Werten (0/0.02/1.0), (1.0/0.1/6.0)
und (6.0/0.02/6.38) ergab die folgenden Fehler: (Siehe Fig. 1.)
Absoluter Fehler << 25x107%;
Relativer Fehler < 30x107%, x<2;
<100X107°% % =<4.6;

< 500%x107?, x<=06.38.
7#
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Die Fehler im oberen Bereich (x> 35) zeigen groBe Schwankungen. Die Ver-
mutung liegt deshalb nahe, daf die Rundungsfehler in der Rechenanlage (Man-
tisse mit 29 Bits) eine groBe Rolle spielen. Auf alle Fille ist die Genauigkeit
wesentlich héher als bei anderen vorgeschlagenen Methoden [I].

6. Eine analytische Untersuchung des Kettenbruches

Der Algorithmus fehlin wurde nur auf der reellen Achse ausgepriift. Wenn
der Imaginirteil von x klein bleibt, ist noch eine gute Genauigkeit zu erwarten.
Es wire jedoch vorteilhaft, den Kettenbruch unmittelbar beniitzen zu kénnen.
Dafiir soll die Konvergenz im erweiterten Sinn untersucht werden.

Es werden folgende Funktionen definiert:

1 1

N, (%) = E, (%) ~ apx+Nypy (%) (25)
Ny (x)=F(x).

Dieser Kettenbruch soll so umgeformt werden, da man die allgemeine Bezie-
hung erhilt:

o = T (26)

1—aniy

die eingehend untersucht wurde [§]. Mit

oy = _Nn (x)/an—lx (27)
erhdlt man
. Mamx
M%) = TN, (W) o8)
__ 1t n
= T Gpan_ at  2at°

Aus [5], Gl 15.8 folgt

1 ., 2N
@)=+ [i— 1+ 2]
1 2N
Qz(N)=j[1+ V1+ P }
Die Sitze 13 und 15 aus [§], (S. 40 und 44) zeigen, daB der Ausdruck g, (N)

eine gute Niherung fiir «, ergibt, und daB der relative Fehler Ao, folgender-
maBen abgeschdtzt werden kann:

oy (Rechnung) — o, (Wirklichkeit)
o, (Rechnung)
i (30)
o) |

ol |’

Der relative Fehler auf «, nimmt deshalb bei abnehmendem # rapid ab, wenn

x groB genug ist. Bei kleinen Werten von x ist diese Abnahme sehr schwach:
Fir

(29)

Ax, =

<Aty ~=Aa,

1— 0oy

=t =t
- (31)
A<A‘E_1_EO‘38.

Aayyy V§+1
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Fiir
2n
7:40 (x=0.5, n=75)
Aoy, Vﬂ—1
e =0.73%.
Ao,y Va1+1 73
Fiir

%:400 {x=0.2, n=2_8)

A, [/401 —1
v I VAT 6905,
i1 )4014+1

Das Problem wird jedoch bedeutend schwieriger, wenn x rein imagindr wird,
da g, (N) und g,(N) in diesem Falle den gleichen Absolutbetrag aufweisen, wenn
(2N/x%) groB genug wird. Die erweiterte Theorie der Kettenbriiche [6] kann
hier nicht angewendet werden, weil sie sich auf die Bedingung

Jim g, (N) =gy < M (2)

stiitzt. Diese Bedingung ist in unserem Falle nicht erfillt. Die Konvergenz
des Kettenbruchs konnte in diesem Bericht nicht erbracht werden.

7. Die numerische Untersuchung des Kettenbruchs

Die Ergebnisse der analytischen Untersuchung wurden auch numerisch iiber-
priift. Ein endlicher Kettenbruch wurde berechnet, wobei sich die Zahl der
Briiche zwischen 1 und 30 schritt-

weise vergroBerte. Der Wert von Tabelle. Werte von a,
Ny (x) 1aBt sich aus (27) und (29) " o " an
ausrechnen:
0 1.7724 53851 1 0.3591 17410
Ny(¥)=—ay_,20,(N) 1.;/283 33127 ’ ogigo 7?577
5 (“N—l/a»)% 0.8862 26926 0.337992857
= ) 0.7522 52778 0.3287 38045
by * + V44 (bw x)? 0.6646 70194 0.320203759
by = |/ ay:an_1- 5 0.6018 02223 20 0.3123 01143
0.5538 91828 0.3049 55961
Da der Z3hler von (33) besonders 0.5158 30477 0.2981 05637
bei groBen N-Werten praktisch 0.4846 55349 0.2916 97006
gleich 2 wird, wurde er grund- 0.458515930 0.2856 84569
sdtzlich gleich 2 gesetzt. Diese 10 0.4361 89814 25 0.2800 29126
Substitutionhat noch den Vorteil, 0.4168 32709 0.2746 96701
daB der Wert von Ny (%) bei x=0 0.3998 40663 0.2696 57677
gleich 1 wird, was dem Idealwert 0.3847 68654 0.2648 86104
entspricht. Es zeigt sich, daB 0-3712.80616 0-2603 59136
die Ergebnisse fir N=M und 30 | 0.2560 56568

fur N=M 41 den Endwert ein-
gabeln, d.h. ein Wert ist zu gro8, der andere zu klein. Der Unterschied gibt
den groBtmoglichen Fehler an. Einige Rechenergebnisse sind in Fig. 2 fiir by
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aus (33) und in Fig. 3 fiir
by=ay (34)

Ay_v—n={(F(2))y — (F(%))y—1 (35)

mit

dargestellt.

Die Kurven zeigen eindeutig die schwache Konvergenz fiir kleine x-Werte,
die starke Konvergenz bei groBen Werten. Die Kurven der Fig. 2 liegen auch,
im allgemeinen, tiefer als diejenigen der Fig. 3, was der Theorie entspricht.

8. SchluBbemerkungen

Der Algorithmus fehlin weist bei rein reellen Werten alle Vorteile der Ketten-
bruch-Entwicklung auf. Es fithrt weiter zu den richtigen Ergebnissen auch in
der Ndhe des Nullpunktes, wo der Kettenbruch sehr schlecht konvergiert.

Die Berechnung des Fehlerintegrals 1Bt sich auch in der komplexen Ebene
mit Hilfe des Kettenbruchs {iberall ausfithren, sofern die erste Naherung N, (x)
richtig ausgewdhlt wird. Die Konvergenz ist jedoch in einem noch zu bestim-
menden Gebiet sehr schwach, so daBl eine Reihen-Entwicklung giinstiger ist.

Das Problem konnte nicht in seiner vollen Allgemeinheit gel6st werden. Diese
Untersuchung soll jedoch einen Weg aufzeigen, der einen Schritt niher an dieses
Ziel fithrt.
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