
Numerische Mathematik 6, 89--97 (1964) 

Zur Berechnung des Fehlerintegrals 
Von 

J. PATRY und J. KELLER 

Zusammenfassung 
Ein neuer Algorithmus zur Berechnung des Fehlerintegrals auf der reellen 

Achse wird erl~tutert. Sein Vorteil liegt darin, dab die gleiche Berechnungs- 
formel auf der gesamten reellen Achse eine gute relative und absolute Genauigkeit 
ergibt. Ftir komplexe Werte der Unabh~ingigen mul3 man sich teilweise auf eine 
Reihenentwicklung, teilweise auf einen Kettenbruch stiitzen, dessen Konvergenz 
bei richtiger Wahl des letzten Gliedes wesentlich verbessert werden kann. 

1. Einleitung 

Das Fehlerintegral spielt in vielen Problemen (u. a. bei der Berechnung von 
Neutronenspektren in der Reaktorphysik) eine wesentliche Rolle. Zwei Methoden 
sind seit einiger Zeit bekannt, um diese Funktion mit Hilfe von Rechenautomaten 
niiherungsweise zu berechnen [11. Sie haben jedoch beide den Nachteil, dal3 
die Funktion 

Eric (x) ---- 1 -- ~(x)  
O0 

2 f e_Y, dy 
X 

(t) 

nicht tiberall mit einer ffir die Anwendung genfigenden Genauigkeit bestimmt 
werden kann. 

Die Funktion Eric(x) steht in vielen FAllen nicht allein. Sie wird oft mit 
einem Faktor multipliziert, der so grol3 sein kann, da0 das Produkt die Gr613en- 
ordnung I erreicht, trotzdem x gr613er als 4 ist. Eine gute relative Genauigkeit 
ist damit erforderlich. Deshalb wurden ktirzlich zwei neue Methoden bekannt E2], 
die die Genauigkeitsbedingung erfiillen. Sie haben jedoch den Nachteil, dab 
eine Potenzreihe im Bereich 

O <= x < a ( x rein reell) 

und ein Kettenbruch im Bereich 

a<__x < oo (x rein reell) 

t ~ a ~ 2  
beniitzt wird. 

Die hier behandelte Methode sttitzt sich auf eine Umformung der Grund- 
gleichung. Dadurch wird eine neue Funktion F(x) definiert, die beschr~inkt bleibt 
und etwa wie (l/x) bei zunehmendem x gegen Null strebt. Sie wird durch eine 
Differentialgleichung definiert und kann mit Hilfe eines Kettenbruches berechnet 
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werden. Der letztere weist eine andere Form auf als derjenige, welcher fiir die 
unvollstiindige Gamma-Funktion aufgestellt wurde [3]. 

Der Kettenbruch hat den Vorteil, daft er analytisch bestimmt wird und damit 
ftir jeden Weft yon x gtiltig ist, solange die Konvergenz gew~hrleistet ist. Der 
Nachteil liegt darin, dab die Konvergenz in der NAhe des Nullpunktes mangel- 
haft ist, so dab viele Glieder zu berticksichtigen sind. 

Es hat sich gezeigt, dab eine numerisch-analytische Berechnungsmethode bei 
reellen x-Werten zu einem Algorithmus ([ehlin) ffihrt, der eine sehr gute relative 
Genauigkeit (besser als t0 -~ bis x =  5, besser als t0 -6 ftir gr6Bere Werte) auf- 
weist. Der maximale absolute Fehler betr~gt 25 �9 10 -~. 

Die Konvergenz des Kettenbruches wird schlieBlich n~her untersucht und 
mit Hilfe einer Extrapolationsmethode beschleunigt, so dab die rein analytische 
Methode, insbesondere bei komplexen x-Werten, auch mit einem vernfinftigen 
Aufwand angewendet werden kann. 

2. Die Umformung  der Funk t ion /~ r [ e  (x) 

Die in (t) definierte Funktion Eric (x) kann so umgeformt werden, dab einer 
der beiden Faktoren sich nur wenig Andert, der andere durch eine einfache 
analytische Form dargestellt wird: 

o o  

2 e - z *  f Er/c (x) --  V~ e -(~**+') dz 
0 (2) 

= e - * ' F ( x )  . 

Es wird ffir F(x)  eine Differentialgleichung und anschlieBend ein Kettenbruch 
aufgestellt. 

Satz 1. Die Funktion F(x)  ist eine L6sung der Differentialgleichung 

dF 2 
dx --  2xF--  V~ (3) 

mit 
F(0) = 1. 

Beweis. Aus (2) folgen die beiden Beziehungen: 

o o  c o  

2 f ( x  + z) e-(2**+*')dz ---- fe-(~*'+")d(2xz + z ~) = t (4) 
0 0 

dF  
d x  - -  

und 
o o  

4f V~ z e-I**,+"l dz. (5) 
0 

Aus diesen Gleichungen erhtklt man unmittelbar die angegebene Differential- 
gleichung (3). Die Anfangsbedingung erfolgt aus (2). 

Eine Auswertung dieser Funktion mit Hilfe von Potenzreihen erweist sich 
als nicht zweckm/iBig, weil die Gliederzahl ffir eine vorbestimmte Genauigkeit 
bei steigendem x sehr rasch zunimmt. Bei reellen Werten von x hat die Potenz- 
reihe noch den Nachteil, dab die Glieder alternativ positiv und negativ sind. 
Die Genauigkeit wird auch deshalb in vielen F/illen mangelhaft. 
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3.  E i n  K e t t e n b r u c h  f i i r  F ( x )  

Der Zusammenhang zwischen Eric  (x) und der vollst~ndigen Gamma-Funk-  
tion [3] 

1 1 Er ic  (x) = ~ I ' ( ~ ,  x z) 

ffihrt zu einem Kettenbruch ftir F(x )  

F ( x )  - -  x~ + t +  x~+ 1+ " " "  (6) 

Dieser Kettenbruch weist den groBen Nachteil auf, dab die Glieder nicht aUe 
die gleiche Form haben. Das ist bei Konvergenz-Betrachtungen ein grol3es 
Hindernis. Es gibt jedoch einen anderen Kettenbruch, der diesen Nachteil nicht 
aufweist. 

Satz 2. Die Funktion F ( x )  kann mit Hilfe des folgenden Kettenbruches 
definiert werden 

1 1 1 
F(x) = a0 ~;+ ,a x +  , , ~ . +  " (7) 

wobei die a t eine monoton abnehmende Reihe positiver Zahlen bildet. 

Beweis .  Es werden neue Hilfsfunktionen definiert: 

Fo (x) = tiE(x) 

F,, (x) = a .  x + t/F.+1 (x). (8) 
Aus (3) folgt 

F'(x)  = F; 2~ 2 
Fo~ - Fo V~ 

(9) 
~o'(X) + 2x &(x) = - - / ~ F : ( x ) .  

Eine allgemeine Form dieser Gleichung lautet 

F'(~) + 2b .~  F . ( x ) = c .  F.~ (~) - - d . .  (10) 

Aus (8) und (t0) erh~ilt man 

E '  n + l  (X) + 2 (a n c n - -  bn) x iv. (x)  = (a n + d . )  Fn~+l (x)  - -  c n (11)  

mit der Bedingung 
a,,c,~=2b,,.  (12) 

Daraus folgen die Rekursionsformeln 

SchlieBlich wird 

N u m e r .  M a t h .  B d .  6 

bn+ 1 = bn = 1 

c.+~=a.+d. (13) 
d ~ +  1 = c n . 

2 
- -  - -  + c, ,_ x (14)  On+ 1 - -  Cn 

2 05)  
a n - -  cn 



92 J. PATRY und J. KELLER: 

mit den Anfangswerten 
2 

Co- V~ 

V ~ e l =  C~- + 0 =  " 

Damit lassen sich alle a~ bestimmen. 

(16) 

4. Eine allgemeine Definition der an 

Die an k6nnen analytisch definiert werden und stehen in engem Zusammen- 
hang mit einer Reihe bestimmter Integrale. 

Satz 3. Die a, sind folgendermal3en definiert: 

(2n)!! 
2 (2~)1! (17) 

a 'n+1= V~ (2n+t) l t  ' 

a n = cos n x d x  = 2 In  �9 an_  1 . 

B e w e i s .  Die Beziehungen (t8) folgen unmittelbar aus (17), wenn man die 
Rekursionsformel (t9) ftir die Integrale berticksichtigt: 

+hi2 + nl~ 

n - i  f c o : _ ~ x d x .  f cos n x d x -  -~ (19) 

und 
n l ! = n .  (n - -2 ) ! ! .  (22) 

Weiter kann man feststellen, dab die Definitionen (20) die Rekursionsformel (14) 
geniigen. 

5. Die numeriseh-analyt ische L6sung 

Der Kettenbruch (7) weist den grol3en Nachteil auf, dab die Konvergenz 
in der N/ihe des Nullpunktes sehr schlecht wird. Es wurde deshalb eine numefisch- 
analytische Methode angewandt. Die Funktion F x (x) wurde auf Grund von zwei 
Tabellenwerken [~] und mit Hilfe eines Ausgleichsprogrammes durch eine ra- 
tionale Funktion angen~ihert. 

x +  (2-0) ,~  + ~ " (23) 

Weiter gilt aus (15) und (17) 
2 (2n) t! 

c~n= V~ (2n--t)!!  
(20) 

c~n+l= VTr (2n+t)!! (2n) !l 

Die Definitionen (17) entsprechen den Anfangswerten (t 5), da die Beziehungen 
gelten : 

n ! ! = l  ffir n = 0  
(21) 

n!!----t fiir n = + l  
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Dadurch  konnte  die Funk t ion  F(x)  durch eine N/iherungsfunktion dargesteUt 
werden. Es soll jedoch bemerk t  werden, dab  diese N~iherung nur fiir die reelle 
Achse aufgestellt  wurde. Bei komplexen Wer ten  yon x ist deshalb /iul3erste 
Vorsicht am Platz.  

Die Beziehung wurde als ALGoL-procedure umgearbei te t ,  die zur Prt ifung 
derselben, sowie bei anderen P rogrammen  dienen kann:  

real procedure [ehlin(x) ; 

real x; 
begin 
real t, q, z ;  
z : =  abs (x) ; 
q : ~  (8.584076571o-- l + z •  (3.078t 8t931o-- 1 +  

z • (6.3832 38911o-- 2 - -  z • t .8240 50751o--4))) 
/(1 + z • (6.5097 426510 --  1 + z • (2.2948 48191o --  1 
+ z • 3.4030 t 82310 --  2))); 

t : = 1.7724 5385 + z X (2 - -  q) ; 
/ehlin : =  exp ( - -  z • z) • t/(1.7724 5385 • (z x t + I));  
end; 

Dabei  gilt 
/ehlin (x) ~ Eric (x) . 
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5 a ~,gX 

F i g .  t .  R e l a t i v e r  F e h l e r  i n  F u n k t i o n  y o n  x 

Eine umfangreiche numerische Kontrol le  mi t  den Wer ten  (0/0.02/t .0), (1.0/0.1/6.0) 
und (6.0]0.02/6.38) ergab die folgenden Fehler:  (Siehe Fig. 1.) 

Absoluter  Fehler 

Relat iver  Fehler 

25 x t 0 - 9 ;  

3 0 x t 0  -9, x ~ 2 ;  

< t 0 0 x t 0  -~, x--<4.6; 

< 5 0 0 x 1 0  -9, z ~ 6 . 3 8 .  
7* 
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Die Fehler im oberen Bereich (x> 5) zeigen groBe Schwankungen. Die Ver- 
mutung liegt deshalb nahe, dab die Rundungsfehler in der Rechenanlage (Man- 
tisse mit 29 Bits) eine grol3e Rolle spielen. Auf alle F~tlle ist die Genauigkeit 
wesentlich h6her als bei anderen vorgeschlagenen Methoden [1]. 

6. Eine analytische Untersuehung des Kettenbruehes 
Der Algorithmus /ehl in  wurde nur auf der reellen Achse ausgeprfift. Wenn 

der Imagin~rteil yon x klein bleibt, ist noch eine gute Genauigkeit zu erwarten. 
Es w~re jedoch vorteithaft, den Kettenbruch unmittelbar beniitzen zu k6nnen. 
Daftir soll die Konvergenz im erweiterten Sinn untersucht werden. 

Es werden folgende Funktionen definiert: 

1 1 
N , ~ ( x ) -  Fn(x ) a, ,x+N,,+~(x)  (25) 

No(*) =iV(x). 

Dieser Kettenbruch soil so umgeformt werden, dab man die allgemeine Bezie- 
hung erh~tlt : 

9. (26) 0~n-- 1 __ 0in+ 1 

die eingehend untersucht wurde [5]. Mit 

erh~ilt man 
ot,~---- - -  N .  (x)/a,,_ 1 x (27) 

Aus I5], G1. t 5.8 folgt 

t /a .  x 
N.(x)-- 1 + N . + I ( * ) / ~ .  * 

t 
~0 n = - -  a . n a . n _ l  Xl~ - -  

n 

2X2 �9 

(28) 

(29) 

Die S~ttze 13 und 15 aus [8], (S. 40 und 44) zeigen, dab der Ausdruck ~I(N) 
eine gute N~iherung ffir e,~ ergibt, und dab der relative Fehler A e,~ folgender- 
mal3en abgesch~itzt werden kann: 

A ~n = an (Rechnung)en (Rechnung)-- oq~ (Wirklichkeit) I 

< A ocn+ 1 ~xn ~ A ~n+ l  e l ( n )  (30) 
I - -  ~ .  q2 (n)  " 

Der relative Fehler auf ~. nimmt deshalb bei abnehmendem n rapid ab, wenn 
x grol3 genug ist. Bei kleinen Werten yon x ist diese Abnahme sehr sehwaeh: 

F ~  
2 n  
x2 = 4  (x=t, n : 2 )  

(31) 
As. j g - i  =0.38. 

A ~.+~ < gg+ 
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Ftir 

Ffir 

2 n  
x, = 4 0  ( x = o . 5 ,  n = 5 )  

,~,. V ~ - I  
Ao~n+a < V41+ 1 =0 .73 .  

2 ~  
= 400 (x = 0.2, n = 8) X2 

,a~. 4 V ~ i - I  _ 0.905. 

Das Problem wird jedoch bedeutend schwieriger, wenn x rein imagin/ir wird, 
da ~1 (N) und ~ (N) in diesem Falle den gleichen Absolutbetrag aufweisen, wenn 
( 2 N i x  2) grog genug wird. Die erweiterte Theorie der Kettenbriiche [6] kann 
bier nicht angewendet werden, weil sie sich auf die Bedingung 

lim N~ oo Q~ (N) = e0 < M (32) 

sttitzt. Diese Bedingung ist in unserem Falle nicht erffillt. Die Konvergenz 
des Kettenbruchs konnte in diesem Bericht nicht erbracht werden. 

7. Die numerisehe Untersuchung des Kettenbruchs 

Die Ergebnisse der analytischen Untersuchung wurden auch numerisch fiber- 
prtiff. Ein endlicher Kettenbruch wurde berechnet, wobei sich die Zahl der 
Brtiche zwischen t u n d  30 schritt- 
weise vergr613erte. Der Wert von 
N N (x) l~tl3t sich aus (27) und (29) 
ausrechnen: 

NN (x) = - -  aN-1 xOl (N) 

2 (aN_x/a.)  '~ 

=-- bNX + g4_l_(bN~) , (33) 

Da der Z/ihler von (33) besonders 
bei groBen N-Werten praktisch 
gleich 2 wird, wurde er grund- 
s/itzlich gleich 2 gesetzt. Diese 
Substitution hat noch den Vorteil, 
dab der Wert von NN (x) bei x-----0 
gleich t wird, was dem Idealwert 
entspricht. Es zeigt sich, dab 
die Ergebnisse fiir N = M  und 
ftir N = M + t den Endwert ein- 

Tabelle. Werte  yon a n 

n an 

0 1.7724 53851 
1.1283 79167 
0.886226926 
0.7522 52778 
O.6646 7O194 

5 0.601802223 
0.5538 91828 
O.51583O477 
0.4846 55349 
0.458515980 

l0 0.4361 89814 
0.4168 327O9 
O.39984O663 
0.384768654 
0.37t2 8O616 

n a n  

t5 0.3591 17410 
0.3480 75577 
0.3379 92857 
0.328738045 
0.320203759 

20 0.3123 01143 
0.3049 55961 
0.2981 05637 
O.29t6 97006 
0.2856 84569 

0.280029126 
0.2746 96701 
0.2696 57677 
0.2648 86104 
0.260359136 

0.2560 56568 

gabeln, d.h. ein Wert ist zu grol3, der andere zu klein. Der Unterschied gibt 
den gr6Btm6glichen Fehler an. Einige Rechenergebnisse sind in Fig. 2 ftir b N 
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aus (33) und in Fig. 3 fiir 
bN=aN (34) 

mit  
A N - ( N - ,  = (F(X))N - -  (F(x))~_I (3 5) 

dargestellt. 

Die Kurven  zeigen eindeutig die schwache Konvergenz fiir kleine x-Werte, 
die starke Konvergenz bei grol3en Werten. Die Kurven der Fig. 2 liegen auch, 
im allgemeinen, tiefer als diejenigen der Fig. 3, was der Theorie entspricht.  

8. Sch luBbemerkungen  

Der Algori thmus [ehlin weist bei rein reellen Werten  alle Vorteile der Ket ten-  
bruch-Entwicklung auf. Es fiihrt weiter zu den richtigen Ergebnissen auch in 
der N~ihe des Nullpunktes, wo der Ket tenbruch sehr schlecht konvergiert.  

Die Berechnung des Fehlerintegrals l~il3t sich auch in der komplexen Ebene 
mit  Hilfe des Ket tenbruchs  fiberall ausfiihren, sofern die erste N~iherung N~ (x) 
richtig ausgew~ihlt wird. Die Konvergenz ist jedoch in einem noch zu bestim- 
menden Gebiet sehr schwach, so dab eine Reihen-Entwicklung giinstiger ist. 

Das Problem konnte  nicht  in seiner vollen Allgemeinheit gel6st werden. Diese 
Untersuchung soll jedoch einen Weg aufzeigen, der einen Schrit t  n~iher an dieses 
Ziel fiihrt. 
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