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Fehlers bei Interpolation 
V o n  

A. SCHONHAGE 

1. Gegeben seien Argumente x0< x l < . . . <  x~ (n>= 2) und Werte y~, die durch 
ein Polynom A 0 (x) vom Grade n interpoliert werden. Es soll untersucht werden, 
wie sich Fehler by, mit denen die Ausgangswerte behaftet sind, auf A 0(x) aus- 
wirken, w~thrend das Interpolationsverfahren selbst als genau vorausgesetzt wird. 
Man betrachtet also aul3erdem A(x) mit A ( x ~ ) = y ~ + ~  und die Differenz 

P ( x ) = A ( x ) - -  Ao(x ) mit P ( x v ) = @  

Aus I dv[ ~ s~ folgt nach LAGRANGE 

/ ~ : 0  ' v /~ ~ ' = 0  / . t = O  
la 4= v I~ 4~ v 

diese Schranke ist die beste, denn sie wird bei festem $ yon dem durch 

Q~ (x,) = s~ sign H J - _ x , ,  
p=0 X v - -  XI~ 

#4=v 

bestimmten Polynom angenommen. Falls [~1, ~2] kein x, enth~ilt, gilt Q , ,~  Q~. 
E(~) setzt sich also sti~ckweise aus Polynomen zusammen. 

Ffir spezielle Werte xv, e~, ~ ist die Fehlerabsch~itzung danach numerisch 
immer m6glich. Ffir weitere allgemeine Untersuchungen sei nun die Gleichheit 
der s~ und (ohne Einschr~inkung) s~= 1 (v= 0, t . . . . .  n) vorausgesetzt. Betrachtet 
wird 

~Jt--{P(x)liP(x,)l<a } und M =  max [P(~)I; 
x,, ~ .~ < x,, 

P6~01 

M Mngt nur yon der Lage der x~ ab und wird durch lineare Transformationen 
~ = a x~+ b (a 4= 0) nicht ge~tndert. 

Hier sind folgende S~itze yon N. S. BERNSWEIN ZU nennen (vgl. [13): 

Far beliebige Verteilung der x~ gilt 3I >_ lg n 
- 8V  

/ 2v+l  ) 
I m  Falle der Tschebysche//-Knoten x , =  -- cos / 2n+2  ~ ist 

M < 8 + ~  4 lg (n+ t). 

2. Hier soll nun der ~iquidistante Fall x~ = v diskutiert werden. Ffir k - - t  --< x _< k 
gilt E(x) =~ E k (x), wobei das Polynom E k (x) durch 

/ ( ~ t )  k-l-~ ftir v < = k - - t  
E k ( x ' ) = t ~  t) k-~ ftir v>=k 

festgelegt ist. E k(x) sei extremal genannt, wenn max E k (x)=M.  
k - - l ~ x ~ k  
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Satz 1. Genau E 1 (x) und E~, (x) sind ex~remal. 

Indirekter  Beweis. Da E1 und E,~ bis auf Spiegelung oder Drehung gleich 
sind, genitgt es zu zeigen, dab die gbl-igen E~ nicht extremal sind. Annahme:  
Ftir 1 < k <  n ( n ~  3) und x' ~ (k--  1, k) sei E k (x') = M .  Ez~ hat n --  1 Nnllstellen 
innerhalb von [0, n], also h6chstens eine Nullstelle z~ [0, n]; es kann z <  0 ange- 
nommen werden (andernfalls betrachte  man E,, lq-k(x)), so dab also 

sign E~ (n + t) = sign Ek (n) = (-- 1) k - ' .  

G(x) = Ek(x) + ( - -  1) k~-* .... IE~(~+*)I+~.  / e / ( x  - -  ~) 
n! 

v = O  

erfi~llt G (v) = E~ (v) (v= t, 2, . . . ,  n) und 

C (~, + 1 ) =  E~ (~ + t ) +  (-- 1) ~+ ~-" t E~(n + t)] + (-- 1)~+1-" = (-- I) ~+>~, 

also I G (v)[ = t an den n +  1 aquidistanten Stellen v =  1 . . . . .  n +  1. Da M gegen- 
iiber linearen Transformationen invariant  ist (hier Verschiebung nm 1) nnd 
x'C(l, n - - t ) ,  folgt IG(x'){<=M. Wegen 

n 

~.=1 

ist im Widersprnch dazn G (x') > El, (x') = M. 

3. I m  folgenden wird E l(x) vom Grade n zu den Punkten  x~=v mit P,,(x) 
bezeichnet" fgr M,, = max P,~ (x) gilt 

0 < x < l  

2 n-b 1 
Satz 2. M~ ~ 7:7n--:-(~g-C) (C = 0,577.. Eulersche Konstante). 

1r 

Beweis. Nach NEWTON hat  man g~ (x) = t + ~ O~ (x) ; 
9 ~ 2  

P..(,)  ( -  1 )  v + l  . .... ~,! F / ( x - / * )  - - ' - = z .  -<0 f~r x =  
t~=0 ' Q v ( * )  t ,=o  x - / t  - -  2 

Da die @ in (0, l) s/imtlich positiv sind, folgt R'~l-~<0;,~=j= das Maximum M~ liegt 
also im Intervall  0 <  x=<__ ~-, attf das sich die folgenden Absch~tzungen beziehen. 

Nach LAGRANGE ist 

e,, (x) = / - / * - "  + (-  H 
/ ,=1  - - /Z  v = l  1,=0 

/*4=v 

v = l  ~,=1 

NI( :) i I "  52' ] - -  < e - "  = e  -~"*, worin h,~= ; 
R 

v = l  v = l  v = l  

1 - x > - - t - -  > -=x ' 6 -  " ,,=1 v ~=1 7 ~ e -a,~* > e -a~x 1 - -  x 2 

g, 
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S,~ 
=c / .r=l )(Ti~--l'~ I "  ~ ,. ~;--X n + i  __, (v+ 1) ! (n--v) l 

2 n-f 1 ' f l -  2 

~zq I 

n 
1 I , + 1 1 = Z  ( ,  I 1; Sn= *~4-i = V r + I /  ~=* \ V - - X - - ~ , + i /  

also 

I 
'p--.~ 

._ I = 1 + . r _  < 6(I+�89 
~ + I  (~-x) (~+I) = (.q-~) (;#2) ' 

2 "+1 9 . 2 . + 2 =  2 "+1 ( 1 8  t .  
s . <  ~ + ~ +  (~+t)(,z+2) ,~+I 1 + , ~ + 2 /  

Dami t  l~il3t sich Pn(x) durch die Funkt ionen  

Tabelle I 

2n+1 
r~ M n 

e n  (lgn + C) 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

2O 
3O 
4O 
50 

1 , 2 5 0  
1 ,631 
2,208 
3,106 
4,549 
6,93O 

t0,946 
t 7,849 
29, 900 

1,099/04 
6,601/06 
4,692/09 
3,640/12 

1,158 
1,171 
1,499 
2,153 
3,313 
5,332 
8,862 

15,068 
26,162 

1 ,o8o /o4  
6,619/06 
4,74t/09 
3,69o/I 2 

/xx bedeutet  �9 10 *x) 

/ (X)  = I --~ X d--keg ~4~-12"+1 ( 1 ~ -  '}~ 1-218 ]~] 

und 

g (x) = x e-hnx g+i2n+l (1 - -  =~6 X2) 

einschlieBen: g (x) < P, (x) < / (x). 

1 / (x) hat  sein Max imum an der Stelle h ,  = a ; 

2.+x (1-~- 18 ' (,) M,.< l(a) = I + ~ h.(~+1) ~ + ~ ) ;  

2 " + 1 (  =~ ) 
M,>g(a)= ehn(u+l) t - - - 6 - , I  ; 

wegen h ,=lgn+C+O(ln) fo lg t  damit  

asymptot i sche  Aussage in Satz 2. 

die 

Die Absch/i tzung (*) lfil3t sich im letzten Fak to r  noch e twas verbessern, 
aber yon gr6Berem Interesse dfirften hier einige numerische Angaben sein 
(vgl. Tabelle 1). 

4. I m  Gegensatz zu den groBen Abweichungen am Rande  ergibt  sich ftir die 
Mitte des Interval ls  (Xo, x,) eine Absch/i tzung ffir E(x), die mi t  den Bernstein- 
schen Ergebnissen verwandt  ist. Der  Einfachhei t  halber  sei nur  ungerader  Grad  
n = 2 r + l  be t rachte t .  Dann  hat  Er+l(X ) in ( r , r + l )  sein Maximum m,  aus 
Symmetr iegrf inden an der Stelle r + �89 

r + { - ~  2 r + l  2 r + l  ~.--1 ~ _ ~  2r+1 

r a n =  Z H - -  = 2  H -~'~,u 
I ~--It I ~,=0 #=0 v=O #=0 

/*~v /~ =}= v 

I - - /*  
= 2  r@ 2 v! (2r+l- -v) !  

l a = O  = 

2 
2 r+1  --2v " 
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Man schfitzt ab: 

i I 

~](2r+1--~)! = r!(r~-l)l  ' 

2 2 Z  1 5 )T  ( < lg r + -1- lg 4 + C; 

~=o . . . . . . . . .  t*=o < 2_ (Wallissches Produkt). 
r [  ( r - } - l ) !  2 ~ r + ~ ' r ! ( r - } - I ) !  ~r 

Damit folgt 
m.  < 2 (lg (n + 2) -1- ]g 2 @ C). 

7~ 

5. Eng an die bisherigen Uberlegungen schliel3t sieh eine Fragestellung an, 
die z.B. bei numerischer Tschebyscheff-Approximation interessiert. Der Aus- 
gangspunkt sei kurz skizziert: 

Eine stetige Funktion ] (x) soll im Intervall [a, b] dureh ein Polynom vom 
Grade k angen/ihert werden. Dabei ist /(x) in vielen F/illen analytisch, so dab 
man sich darauf beschr/inken kann, ein hinreiehend genaues Taylor-Polynom 
Q. (x) durch Qk (x) anzun•hern (wobei meist n wesentlich grSl3er als k ist). Ein 
dabei auftretendes Teilproblem ist die Absch~itzung der polynomisehen Fehler- 
kurve 

P. (x) = Q. (x) - Q~ (~). 

Diese wird in einem Schrittverfahren an m~- !  /iquidistanten Stellen x ~ =  

a + K (b--  a) abgetastet, und man berechnet [P~(xt,)l ~ e; welche Schranke 

l~13t sich dann (natiirlich unter der notwendigen Voraussetzung m ~ n )  fiir 
max I P- (x) J angeben ? 
a~x<--b 

Fiir m ~  n war das in Satz 2 beantwortet, Wichtig ist hier nun die Frage, 
wie m gew/ihlt werden muB, damit diese Schranke hinreichend klein wird, wie 
also diese Schranke von n und m abhingt .  Es genfigt wieder, den relativen 
Fehler zu betrachten, also 

~J~,,~ = {P. (x)ItP. (x~)I ~ 1, x. ~iquidistant}, 

E ( x ) =  max  IP.(x)l, M , , ~ =  max E(x). 
P~, E gJ~n,m xo~--xNxrn 

Satz 3. E(x) ist stiickweise polynomisch, genauer: Es gibt Polynome Ef,(x ) 
(k*--g, 2 . . . . .  m) mit E~,(x)=-E(x) liar atte xC Ex~_l, x~]. 

Beweis. ~ bezeiehne im fotgenden stets Punkte aus (x~-a, xa) (2 fest). Man 
betrachte alle Systeme S yon n + l  der x~,, die xa_ ~ und xa enthalten. 

~)2s={P.(x)]lP.(x.) l< l ftir x. CS}, Es (x )=  max [P.(x)[. 
= P~E~8 

Es gibt nur endlich viele solche S, also zu festem ~o ein S o mit  Es, (~o) = mines  (~o). 

Nach t. gibt es ein Polynom F C ~ s .  mit F ( ~ ) ~  Eso(~), und wegen ~c~.,,~ < gXs ' 
folgt E(~)<=F(~). Zum Nachweis yon E(~)----F(~) braucht nur noch F~TX . . . .  
d.h. [ F(x~) [ < t far alle # gezeigt zu werden. 

Numer. Math. Bd. 3 5 
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Annahme. ]_F(x~)] > t (xk ~ So). Es sind mehrere F~ille zu unterscheiden: 

a) xk liegt zwischen zwei (benachbarten) Punk ten  aus So, x~,, < x k <  x~,,. 
Wegen signF(x~,,) 4= signF(x~,,) folgt entweder 

~) signF(x~) = signF(x,,)  
oder 

fl) signF(x~) = signF(x~,,) 

I m  Falle cr ersetzt man  x,, dutch xk und 
Da F(x) sein Vorzeichen zwischen x~, und 

y H + 
xCS~ vESt  
x@xlr v@x 

und wegen i r(x )l> a 

und # '  ~ ;t 

und / , " ~ 2 - -  1. 

erh~tlt so ein abge~indertes System S~. 
x k nicht ~ndert, gilt nach t .  

vE S~ 
v4= mr 

)c--v xE St v6 Sl 
v ~ x  

Das aber ist an der Stelle t0 ein Widerspruch zu Eso(~o)= misnE s (to). I m  Falle fl) 
schlieBt man analog. 

b) xv~ sei der erste, xF," der letze Punk t  von So; xk>x~,n: Falls s ignF(xk)= 
signF(xa,), ist a), cr anwendbar.  I m  Falle signF(xk) 4= signF(xa, ) ist/~'0 ~ 2 -  t ,  
weil sonst F(x) n+  t Nullstellen h~itte, n~imlich n - -  l zwischen x~ und xa, , eine 
zwischen x w und x k und  eine links von xa-1. Hier erMlt  man  S1 durch For t -  
lassen von X~o und Hinzunahme von x k und gelangt wieder wie unter  a) zum 
Widerspruch. 

c) xk<  xv~ wird analog zu b) behandelt .  

Das im letzten Teil des Beweises beschriebene Austauschverfahren gibt nun 
auch gleichzeitig bei speziellem n nnd m eine konstrukt ive Methode zur prakti-  
schen Bes t immung von E~,(x) ftir alle #,  also zur numerischen Berechnung 
V o n  M n ,  m . 

6. Zum SchluB soll eine quali tat ive Absch~itzung ftir M~, m gegeben werden. 
Ffir n = 2 liegen die Verh~iltnisse besonders einfach: 

1 
m = 2k + t : Ek+ 1 ist extremal und M~,2k+l ----- l -~ 2 k ( k + l )  ; 

m = 2 k: E k und Ek+ x sind extremal und  M2,2 ~ = t + 1 
2k(h+~) ; 

also M 2 , , , = 1 + 0 ( - ~ ) .  

Welches E a (x) extremal ist, l~iBt sich allgemein nicht  so leicht beantworten  
wie im Falle m = n .  Es gentigt jedoch, E,~(x) (oder El(x)) zu untersuchen, um 
eine AbscNi tzung ffir M~,2, , zu erhalten; denn aus den 2 m + t  /iquidistanten 
Punk ten  lasseI1 sich stets m + t  benachbarte  so herausgreifen, daB jedes der 
2m Interval le  einmal am Rande  yon m Interval len auftr i t t  - -  man  nutz t  also 
die Beschr~tnktheit nur  an der H~ilfte aller Sttitzstellen aus. 
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Zur  Absch~itzung von E=(x) wird das In te rva l l  [ - - t ,  + t ]  mi t  den Ras te r -  

2 be t rach te t .  Es k o m m t  nun darauf  an, ein S zu w~hlen, punk t en  zv = - -  t + /~-  m 

in dem z,~_l= t - -  2 und z ~ =  t vorkommen und fiir das E s (x) in t - -  2 <_ x_< t 

klein (wenn auch nicht  unbed ing t  minimal)  ist. Dazu werden die Ex t r ema l -  

punk te  t~ = cos ~ ~ des Tschebyscheff -Polynoms vom Grade ~, herangezogen. Es sei u 

x 0 = 1 ;  x t = l -  2 u n d f i i r  v = 2 , 3 , . . . , n  
m 

x~ = max  {zv] z~ <= t~}. 

D a m i t  die x, voneinander  verschieden sind, wird  

min (t~ - -  t, +l) = l - -  cos = = 2 s i n  2 a > 2_ 
~z 2 ~z - -  m 

vorausgesetzt .  Mit n ~  3 ha t  m a n  

also 

Es ist 

s i n  2 - - -  
az 2 6 9 sin ~ ~ > 

2 n  - - -  4 n  2 ~z ~ 4 ~  2 ' 

36 

m ~ ~ n  2. 

E , , ( ~ ) < E s ( $ ) = 2 A  , mit  A , = f / I  ~ - x ,  . 
v ~ O  I ~ = 0  Xv- -  XI~ 

12:4=v 

Setz t  man  ~ =  t - - )~  ( 0 ~ < =  2 - ) ,  dann  folgt 

,_%) 
2 

( 2 t A~ = ~ ,/ t + - . 

( o < u < l ) ,  Wei te r  sei bezeichnet :  ~- ~ = u  _ _ 

;n-2 "~ l ~ g ~  l - x ~  2 2 __1 = Bo, - -  . . . .  B 1 . 

~ n  

Ao + & < (1 - -  ~ ) .  e -~B~ + u e /~-~)~ < e-,,Bo [1 + u (e ~ - -  1)~ = fi (u).  

/ ; ( - )  = ~ - ~ ~  ~ --  Bo- -  -Bo(~  ~ ' -  ~)1 

ha t  als einzige Nullstel le 
t t 

u O = B o - - e B . _ l  
N u m e r .  M a t h ,  B d .  3 5 a '  
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die R e c h n u n g  zeigt  we l t e r  

/;'(-c) = -  Bo(~ ~ ' -  1)e-~~176 < o ,  

/.1 (u) ha t  also in uo sein M a x i m u m  u n d  
Bo 

C B1 - -  1 . g e B l _  1 --1 
Ao + A1 < / 1  (Uo) = Bo 

1 - - I  

Is (t) = t e '  

�9 _ - -  e B1 - -  1 

is t  m o n o t o n  w a c h s e n d  ffir t > 1  da  B 1 > B o ,  gi l t  eB' 1 > > 1 "  
B o B~ 

e B , -  i is t  also nach  oben abzusch~i tzen:  
Bo 

eBl  - -  I __  e BI - -  I ( B 1 - -  B ~  t e BI - I 

Bo B~ ~ l+ -  "o / < O + G ) ,  : B 1  

d e n n  

2 ~ _ 1 - -  . . . .  ~ B~ B o . 

/3 (G)  - ' ~ ' -  i (~ + G )  
B1 

ist  ebenfa l l s  m o n o t o n  wachsend ,  so dab  n u n  B 1 n a c h  oben  abzusch~itzen ist. 
Zun~tchst  ein 

H i l f s s a t z .  

Beweis.  
2 

n 

2 l - - c o s  / ~  2 s i n , ( # n )  n n 2 n  sin '  n 2 s in  k 2 ~ )  

rq2 
__ l + 2 n  f d u  _ l + 2 n  ctg ~ 

;z z~ . s i n  2 u ,~ ~ ~,z 
sin2 ~12 sin ~ 

__ ~2 n~ 2~ cos 

sm ; ;  s i n } ]  

Zu  u n t e r s u c h e n  b le ib t  

t2 2t cos t 
g (t) = -sin2 t + s i ~ {  ftir o < t =< ~ ," 

do r t  g i l t  

u n d  somi t  

g'(t) - -  2cos t  (sin2t _ t~ ) < 0 
sin s t 

g It/< }im g It/= 3. 
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Nunmehr folgt wegen x. =< t. (/z ~ 2) 

2 ~ ,  1 < 1 - - t ~  

B I  : g/g-  2 I - -  ~ - - X / ,  2 I - -  - - - t / ,  I - -  

_ _  J ~ t  2 . . . . .  t < 1 . . . . . . .  = - -  _ 

2 1 4 n* 
1 - -  - - I  2 I I - -  �9 - -  

m 2 7  m 
m s i n  ~ ~ 

3 '/42 

4 ~ 2  - -  [ 4  �9 

27 m 

Zusammenfassend hat sich 

ergeben, und die asymptotische Rechnung zeigt fiir -re- 

,r/, 4 

denn 

far n ~ 3 ;  

/4 (t) = 0 (t),  /a (t) = I + 0 (t); 

t ( ' ) /2 ( l  + t) = ( l  + t) e l + , = ( l + t )  1 - - ~ _ ~ y +  . . . .  t + 0 ( t 2 ) .  

2 * 

~n 

/ I (  ) / I  , / / (  2~m ~ 1 + 2 _ t .  = (1 - t~) i - - t [  t + ~ - - t .  / 
2 1 g 

1 - -  cos = 2" sin ~ = 2" 1 I  sin \ 2 n  ( " ~ it" 
1 1 "' 

I _ l ~ n ~  ( n > 3 ) ;  
1 - - t  I 2 s in  2 ~ - -  9 

2 n  

2 n 1 n t  

2 t A V  t - - t r Y ]  < < g U  t m 

Damit folgt 

A = O  $--xf, =< 
,a = 0 X v - -  X/ ,  

V=i=v 

a) ~ m - -  ~ < m *  " 

b) 

m 2 l ~ : t Y '  

(m --~)~I('§ ~ --t.) ( /  , 

Absch~ttzung der A. ftir v =  2, 3 . . . . .  n: 

Gem~il3 der Festlegung der x~ gilt fiir v, I~ >-->_ 2 

i t _ t . l _  2 < = ] x , , _ x ~ t ~ l t _ t v ] +  2_. 
m ~tr 
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c) 1 / " /  1 

( , t~ / (1  2 , ~ ) , ~ 2  It~ t,I 2 ii' ( ' t < It~-tal 2 / " , - ;  
- -  - -  /.t=O ' / * 2 2  I . . . .  / 

v =l= n: / ~ / [ t  --t~[ 2 2 " / ~ /  s in(  v+# @ s i n (  v-/* 
~,=o ~=o \ 2n \ 2r 2g) 
/ * # v  g=l=v 

2 n - 1  sin (2~)  sin (~nnn-- @ 

1 sin \2n  ( 2v ~) 

n - - 1  1 n 1 1 

H ]t,,-t,, I - H l - t i :  ~-- 
0 1 

Die Zusammenfassung yon a) bis c) ergibt 

2 n - - 1  

= 2"-* H sin ( J'~"]. 
\ 2 n /  

1 

2 n - - 1  / , ~  \ �9 

3 n ~ 

A v < ~ " m2 en~ - 2/m " 

I + -- .~ ~*=2 1 
m ,,4=v I/v--t,, [ 

(::)l  )) ( 1 t . . . . . . . . . . . . .  

.22 ,,]sin Y z~ sin v--p ,22 msin2(V--# ~] 
v4:v i 2n :r l~4=v \ 2n )!  

v--2  

fn/2] / 

m sin 2 1 n/sln t 5 • ) /  

m sin2( ;~2n~))2> 0 (1 
(;2 i;) n2 1 2  sin2 " 

2m ,~3) ~2 n2 
:2 m 

Bei den letzen Absch/itzungen war tiber die frtihere Einschr~inkung hinausgehend 
m >  �89 2 vorauszusetzen. 

Nach dem Hilfssatz 1/il3t sich schliel31ich auch die Summation tiber v durch- 
ftihren : 

2 3 2 < i ~ { [  < n2 
2 I + ~ - - t ~  

und damit  

n 3 ~2 ~ 4 

3-~ ~ ' ~ -  I . ? ~ -  n \ 1 -  \ ~ / "  
2 \ ~mk)~.V--W ) / 
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Als qua l i ta t ives  Ergebnis  ha t  man  zusammenfassend 
fiir M,~,2,~ 

Satz  4. Fiir m>=cn 2 mit /estem c >�89  gilt 

Abgesehen v o n d e r  M6glichkeit ,  die M,~.,. d i rekt  zu 
berechnen,  l iefern aber  auch schon die vors tehenden 
AbschStzungen  b rauchba re  Schranken  (vgl. Tabel le  2). 

Tabelle 2 

k Mn, k n ~  

2 1,8211 
3 1,1749 
4 1,0745 
5 1,0414 
6 1,0264 

20 1,00186 

200 1,0000173 
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