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Fehletfortpflanzung bei Interpolation
Von
A, SCHONHAGE

1. Gegeben seien Argumente x,<< x,<C---< %, (n=2) und Werte v,, die durch
ein Polynom A (x) vom Grade » interpoliert werden. Es soll untersucht werden,
wie sich Fehler §,, mit denen die Ausgangswerte behaftet sind, auf 4,(x) aus-
wirken, wihrend das Interpolationsverfahren selbst als genau vorausgesetzt wird.
Man betrachtet also auBerdem A(x) mit A(x,)=y,+3J, und die Differenz

P(x) =A(x) — 4y(x) mit P(x)=39,.
Aus | §,| < ¢, folgt nach LAGRANGE

n 3 .\
Z S, H o

E—x,

,17 —-/’VM

| P&)| = =E(§);

= 0

n
=20
=0 HEv
diese Schranke ist die beste denn sie wird bei festem & von dem durch

Qs (x,) = g,sign H ST
##v
bestimmten Polynom angenommen. Falls [&,, &,] kein x, enthilt, gilt Q. = Qx,.
E(&) setzt sich also stiichweise aus Polynomen zusammen.

Fiir spezielle Werte z,, ¢,, & ist die Fehlerabschitzung danach numerisch
immer moglich. Fiir weitere allgemeine Untersuchungen sei nun die Gleichheit
der ¢, und (ohne Einschrinkung) ¢,=1 (»==0, 1, ..., #) vorausgesetzt. Betrachtet
wird

={P(x)|[P(x)|<1} und M= max [ P&
XP mx
M hingt nur von der Lage der x, ab und wird durch lineare Transformationen
x,=ax,+b (a=40) nicht gedndert.
Hier sind folgende Sitze von N. S. BERNSTEIN zu nennen (vgl. [1]):

Fiir beliebrge Verteilung der x, gilt M = Elgj/i .
7T

Im Falle der Tschebyscheff-Knoten x,= — cos ( ;1 j_: n) ist

M=8+"lgn+1).

2. Hier soll nun der 4quidistante Fall x, =y diskutiert werden. Fur k—1=x<k
gilt E(x)=E, (%), wobe1 das Polynom I, (x) durch

E,(x) — (—1)F 1 fur v<k—1
P =0k fir vk

festgelegt ist. E,(x) sei extremal genannt, wenn . r?g.xskE (x)=M.
—1=x
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Satz 1. Genaw E,(x) und E,(x) sind extremal.

Indirekter Beweis. Da £, und E, bis auf Spiegelung oder Drehung gleich
sind, geniigt es zu zeigen, dal die fibrigen I, nicht extremal sind. Annahme:
Fir 1<k<n (n=3) und &' € (k—1, k) sei £, (x")=M. E, hat »—1 Nullstellen
innerhalb von [0, #], also héchstens eine Nullstelle ¢ [0, #]; es kann z< 0 ange-
nommen werden (andernfalls betrachte man E, ,,_,(x)), so daB also

sign E,(n + 1) = sign E; (1) = (— 1)* .

6(0) = Ey(2) + (— tyrion B DL T )

n!
=0
erfilllt G=FE,{») (»=1,2,...,%) und
Gl -+ 1) = Egln-+ 1) 4+ (— 07 Eglnt )]+ (— )70 = (= 1),

also |G (»)|=1 an den #-1 dquidistanten Stellen y=1, ..., n41. Da M gegen-
iiber linearen Transformationen invariant ist (hier Verschiebung um 1) und
'€ (1, n—1), folgt |G(x)| =M. Wegen

3

sign{( 1)F+1- Q % —1}1—( )= ”SIgn{ (x’—v)}:+1

v=F
ist im Widerspruch dazu G(x")>FE, (x') =M.

3. Im folgenden wird E,(x) vom Grade # zu den Punkten x,=» mit I, (x)
bezeichnet; fir M, = maxP (x) gilt

on-+1
(lgn—kf

Beweis. Nach NEwTon hat man P, (x) =1+ Z, Q,(x

Satz 2. M, ~ (C=0,577.. Eulersche Konstante).

y—1 p—1
1

_ vp1 22 . Oy - 1
0,(x) = (— 1)+t """{g”H (x — u); 0 */;07_7; <0 fir x=

©=0
Da die 0, in (0, 1) simtlich positiv sind, folgt B, (})=<0; das Maximum M, liegt
also im Intervall 0< x< %, auf das sich die folgenden Abschitzungen beziehen.
Nach LAGRANGE ist

D=J] ~*+> ’”H v_”

pn=1 —# Vzl =0
HF?

=102 0055
P 21
(1 — f) <Jle” =¢ ™% worin h”:Z ,
y=1 pync
(- 0)> I =TI (- %) == 5,
v
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#H
pin—p)! v—x n+'1m v 1)} (n—w)! -

g -\ n! 1 1 3 R N
( o

r=1 v==1
At e o 6(14E)
Y2 v41 (v—x) (v+1) — (1) (v+2)
also
z‘ji‘l 9 nre  2ntt 18
ST T i) 2 T ae <1 F’ﬂ’z’)'
Damit 148t sich P,(x) durch die Funktionen
+1
Tabelle 1 — ~hn 3’,’,,,( 18
] ane ‘e f(x) 1+xe n+1 1+’n+2)
| 20+1

n M orgny g ond

i —hpx on+1 ( n? 2)

X)=xe ¥ 21— g

21‘ 1,250 1,158 §@) n+41 6
31 1,631 1,171 . )
4, 2208 t40o  einschlieBen: g(x)< P, (x)<f(x).
50 3,106 L2153 )
6 | 4,549 3,313 /(x) hat sein Maximum an der Stelle — =a;
7, 6,930 5,332 i
8| 10,946 8,862 SN 15
9| 17,849 15,068 W M<flay=1t 0 1S
10| 29,900 26,162 ¢ (n-t1) ”72)
20| 1,099/04 1,080/04 _ ot ( o 1)
30| 6601006 . 6619/06 M,>¢@) =g U~ 6 )
40 4,692/09 4,741/09
501 3640112 1 3,690/12 wegen hnzlgn+C+0(1) folgt damit die

(/xx bedeutet -10%¥) . 27

asymptotische Aussage in Satz 2.
Die Abschitzung () kBt sich im letzten Faktor noch etwas verbessern,

aber von groBerem Interesse diirften hier einige numerische Angaben sein

(vgl. Tabelle 1).

4. Im Gegensatz zu den groBen Abweichungen am Rande ergibt

sich fiir die

Mitte des Intervalls (x,, x,) eine Abschitzung fiir E(x), die mit den Bernstein-
schen Ergebnissen verwandt ist. Der Einfachheit halber sei nur ungerader Grad
n=27-+1 betrachtet. Dann hat E, ,{x) in (r,7+1) sein Maximum m, aus

Symmetriegriinden an der Stelle #+-4:

2r+1 2741 1 r 2741 1
_ rhr—u | r+s—p
m= > II|ZEr =23 IT |5E,
=0 pu=0 p=0 u=0
e pEy

r
- 1 2 1 2
=201+ =) 2o a1 o

v=0
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Man schitzt ab:
[ N SN N
v 2r4+1—v)! = ri(r+1)1°

Zaviiar T2 avey <[+ 3] HlgeC

J AT SR ) (VR I,
P O < 7;;

11(7—}—1) T 22”” i)t
Damit folgt

{Wallissches Produkt).

m,, < %(1g(n+2)+lg2+€).

5. Eng an die bisherigen Uberlegungen schlieBt sich eine Fragestellung an,
die z.B. bei numerischer Tschebyscheff-Approximation interessiert. Der Aus-
gangspunkt sei kurz skizziert:

Eine stetige Funktion f(x) soll im Intervall {4, 6] durch ein Polynom vom
Grade k& angendhert werden. Dabel ist f(x) in vielen Fallen analytisch, so daB
man sich darauf beschrinken kann, ein hinreichend genaues Taylor-Polynom
Q,(x) durch Q,(x) anzunihern (wobei meist # wesentlich grofer als % ist). Ein
dabei auftretendes Teilproblem ist die Abschitzung der polynomischen Fehler-
kurve

B(%) = 0, (x) — Ox ().

Diese wird in einem Schrittverfahren an m--1 Zquidistanten Stellen x,=

a—}—ﬁ (b — a) abgetastet, und man berechnet |P,(x,)|=<e; welche Schranke
laBt swh dann (natiirlich unter der notwendigen Voraussetzung m=mn) fur
max, | P, (x)| angeben?

Fiir m=x war das in Satz 2 beantwortet. Wichtig ist hier nun die Frage,
wie m gewihlt werden mull, damit diese Schranke hinreichend klein wird, wie
also diese Schranke von # und m abhingt. Es geniigt wieder, den relativen
Fehler zu betrachten, also

M, = {P, (x)||B,(x,)] =1, %, dquidistant},
E(x)= pmax | B, (%)], M, , = max E(x).

B €M, m PR
Satz 3. E(x) ist stiickweise polynomisch, gemauer: Es gibt Polynome E,(x)
(p=1,2,....,m) mit E,(x)=E(x) fitr alle xC[%,_1, %,]-
Beweis. & bezeichne im folgenden stets Punkte aus {x;_;, %;) (A fest). Man
betrachte alle Systeme S von n+1 der x,, die x,_, und x; enthalten.

W= {P,(0)| 1B (x)S1 fir xeS),  Es(v)=max |B ]

Es gibt nur endlich viele solche S, also zu festem &, ein Sy mit Eg, (5o) = msin Eg(&,).
Nach 1. gibt es ein Polynom F ¢ M, mit F(£) = Eg, (£), und wegen I, ,, <M,
folgt E(E)<F( ). Zum Nachweis von E(£)=F(£) braucht nur noch FEW, ,,,
d.h. |F(x,)| <1 fir alle u gezeigt zu werden.

Numer, Math Bd. 3 5
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Annahme. |F(%)|>1 (%,4S,). Es sind mehrere Fille zu unterscheiden:
a) x, liegt zwischen zwei (benachbarten) Punkten aus S, #x, <x,< %,
Wegen signF(x,) & signF(x,.) folgt entweder
«) signF(x,) =signF(»,) und u' 42
oder
B) signF(x;) =signF(x,.) und u"==1-—1.

Im Falle &) ersetzt man x,, durch x, und erhilt so ein abgedndertes System S, .
Da F(x) sein Vorzeichen zwischen x, und x, nicht dndert, gilt nach 1.

ZH |kalH

5E€S; 9€S, vES, 2p—v
XFxp vk v 2k
und wegen |F(x,)|>1
§—v
E,®=P@> 3 IT]57 | =50
x€S; vES,
v X

Das aber ist an der Stelle &, ein Widerspruch zu Eg (£,) == min Eg(&,). Im Falle )
schliet man analog. s

b) x,, sei der erste, x,, der letze Punkt von S;; x,>x, : Talls signF(x,) =
signF(x n) ist a), o) anwendbar Im Falle signF(x,) ==signF(x, ) ist gg+4—1,
weil sonst F(x) n+41 Nullstellen hétte, nimlich #—1 zwischen x; und x, , eine
zwischen x,, und x, und eine links von x; ;. Hier erhilt man S; durch Fort-
lassen von x, und Hinzunahme von x, und gelangt wieder wie unter a) zum

Widerspruch.
c) x,< x,, wird analog zu b) behandelt.

Das im letzten Teil des Beweises beschriebene Austauschverfahren gibt nun
auch gleichzeitig bei speziellem » und s eine konstruktive Methode zur prakti-
schen Bestimmung von E,(x) fir alle u, also zur numerischen Berechnung
von M, ,

6. Zum SchluB soll eine qualitative Abschitzung fiir M, ,, gegeben werden.
Fiir n=2 liegen die Verhiltnisse besonders einfach:

m=2k-+1: E,, ist extremal und M2J2k+1 =
m=2k: E, und E,, sind extremal und M, ») =1+ -~
1
also Mz,m=1+0('m7)-

Welches E, (x) extremal ist, 148t sich allgemein nicht so leicht beantworten
wie im Falle m=mn. Es geniigt jedoch, E,,(x) (oder El(x)) zu untersuchen, um
eine Abschitzung fiir M, ,, zu erhalten; denn aus den 2m-1 4quidistanten
Punkten lassen sich stets m--1 benachbarte so herausgreifen, daB jedes der
2m Intervalle einmal am Rande von m Intervallen auftritt — man nutzt also
die Beschrinktheit nur an der Hilfte aller Stiitzstellen aus.
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Zur Abschidtzung von E, (x) wird das Intervall [—1, +1] mit den Raster-
punkten z,= — 1+ % betrachtet. Es kommt nun darauf an, ein S zu wihlen,
in dem 2, ;=1— -% und z,,=1 vorkommen und fiir das Eg(x) in1— fh =x=1
klein (wenn auch nicht unbedingt minimal) ist. Dazu werden die Extremal-

punkte #,=cos l’hz" des Tschebyscheff-Polynoms vom Grade # herangezogen. Es sei

2
Xe =1, Xy =1 —-
=1 n =

und fiir p=2,3,...,%n
¥, =max{z,|2, = 1}.
Damit die x, voneinander verschieden sind, wird
: 7 : 24 2
min (f, — ¢ =4—cos  =2sin?..=.".
(& 1) 7 2n T m

vorausgesetzt. Mit =3 hat man

sin?-—-
e T .6 9
SIS = 4w ks 4n?’
36
also
m = dn?
Es ist
n n
E (&) <Es(®) =Y A, mit 4, J]|SZ% |
v=0 =0 ’TV~ZE¢
uEv
Setzt man £=1—19 (Oéng—j—{), dann folgt
m ” n
ol ()
9 ]
2
m m
2 1— - —X%,
Weiter sei bezeichnet: ZL n=u {0 =u=1),
n n
2 1 - 2 —74~71‘777M - B..
v D, e 2k
m #

Ag+4;<(1— ) - e~ #Bo gy g8 ) [1 + M(eBl— 1)] — ().
() = e7*e[eP — 1 — By — u By (e — 1)]

hat als einzige Nullstelle

Numer. Math, Bd. 3 Sa
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68
die Rechnung zeigt weiter
/() = — By (P — 1) e%Fo <0,
f, (#) hat also in #, sein Maximum und
BO
Bt m !

Ay + 4, < fi(ng) = B, -€¢

o,

) = te
- « 1 Bl —_
1st monoton wachsend fiir ¢ >1; da B; > B,, gilt ?*B 1 > 6,75;,,1,, >1;
By _ . 0
¢ = ! ist also nach oben abzuschitzen: !
0
eBr—1 eBi—1 B,—B, eBi—1
oot et LP1— Do)« 71
B, B, (1 T8, ) =B (1+ By,
denn
2 1 1 4 < 1
— B == N S =T L <
B, —By=- 2( 2 1_%) e I < B, B,
—2_, o )

ist ebenfalls monoton wachsend, so dal nun B, nach oben abzuschitzen ist.

Zunichst ein

Hilfssatz. "
2 3
S <h
2 1—1, 7T
Bewers.
n L2 "
2 1 1 d
T
z 1—cos T 2 sin? ( “ ) sin2 - sin? ( )
n 2n 2 2n
/2
= ,7,1. — -+ 2%, ‘d:l:«. = 1 + __2_75 . Ctg 7
L n sin?y L 7 n
sin2? = 2 sin
752 cos
_ n? n? , 27 7”
=+ . -
sin? —- ” sin -—
Zu untersuchen bleibt
2 cos ¢ . b4
= —— fiir [
g() sin?¢ + sin ¢ 0< 3°
dort gilt
' 2cos8t ;. o
= sin?f — 2
g = 220 ¢ ) <0
und somit
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Nunmehr folgt wegen x, <%, (u=2)

n n
2 1 2 1 1—1 2 1
B == _____1__. AN <« S L
Y m 2 2 = m 2 2 = 2 m 2 1—1, °
21— —x, 2 91— —t, 1— = —t
mwm w
1—1, 1 1 ..
-t = «717*§— fffff PR fir n=3;
1— - —1h 1 — 1=
m sin? 7
3 n?
y . 2
B <. ™ m (12"
1< 1_ 4i .yﬁ f4 m
27 m
Zusammenfassend hat sich
%2
Ag+ A4, < fz(s(ﬁ (W»)

ergeben, und die asymptotische Rechnung zeigt (fﬁr !Z; < %)

Aot A =140(7),
denn
L) =0(), [fH=1+0();
O+ =+ e = (149 (1—
Abschitzung der 4, firv=2, 3, ..., #n:

4 2
T¥f+”):1+ouy

Gemil der Festlegung der x, gilt fir v, u=2

2 2
'tv_tﬂl T m élxv_ xﬂl éltvntu| +‘WT-

Damit folgt

1 (71 ~n) IZI (H— 71 -t,‘) "

n

4,— E—x, < 1 .
a) 7 (% - 7]) = 7,;2
0T =TT T )
" 2n—1
111 (1 — cos(%})) =2 I:] sin? (%g) =" 1:[ sin ( g:) ;
2 2 1 3
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ol LI 1
Y= =
H It"——ttl H 1 11 < 2n—1 AT
0 £ “ 2=t JT sin (— )
1 2n
Die Zusammenfassung von a) bis ¢) ergibt
S 2 i 1
A w2 1
» < m2 2 H 2/m
14— =1, =2 \1— =
g nEr Iti’#t}tl
" 1 I (—
1— = 4 —
p=2 ( m ‘sm( +u n) sm( - n)‘ ) p=2 ( m sm2( # i3
nEv [ nEv

y—2 1 n—v 1
g Sicay B L CEE
2% LZ%

S [N

Bei den letzen Abschitzungen war iiber die frithere Einschrankung hinausgehend
m>+n? vorauszusetzen.

Nach dem Hilfssatz 148t sich schlieBlich auch die Summation iiber v durch-
fithren:

n "
2
2 3 <D< %"2
2 14— 1, Y
und damit
non 2
n 3 n2 I —
2 nt o ar /2 ]/m [ nt
DAy G © *( 7—) =0[ i)
2 sin -
]/2 ]/m
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Als qualitatives Ergebnis hat man zusammenfassend Tabelle 2
fir Mn,2m k : Moy, knz <
Satz 4. Fir m=cn® mit festem ¢ > gilt
2 1,8211
" 3 1,1749
1M11,21n:1+0(;4,;2)' 4 1,0745
5 1,0414
Abgesehen von der Méglichkeit, die M, ,, direkt zu 6 1,0264
berechnen, liefern aber auch schon die vorstehenden 20 1,00186
Abschidtzungen brauchbare Schranken (vgl. Tabelle 2). 200 1,0000173
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