
Numerische Mathematik 5, 303-- 33t (~963) 

Optimale Punkte s Differentiation und Integration 
V o n  

A. SCH~NHAGE 

Einleitung 
In der vorliegenden Arbeit wird untersucht, wie sich bei numerischer Dif- 

ferentiation durch geeignete Wahl der Stfitzstellen eine m6glichst hohe Genauig- 
keit erreichen 1/iflt. Bei der Integration ffihrt diese Frage bekanntlich auf die 
Quadraturen vom Gaul3-Typ; als optimale Punkte ergeben sich die Nullstellen 
der zur benutzten Belegung p (x) orthogonalen Polynome. Diese sind auch fiir 
die Interpolation gut geeignet, wenn man den Fehler im quadratischen Mittel 
mit dem Gewicht p (x) mil3t. 

Die Frage nach gfinstigen Punkten ffir die n~herungsweise Differentiation 
wurde bisher jedoch kaum behandelt. Unter vorwiegend praktischen Gesichts- 
punkten gelangt SALZER E2~ durch Minimalisierung des betraglichen Fehler- 
maximums zu einigen speziellen Ergebnissen. Wir betrachten den Fehler im 
quadratischen Mittel, und im Vordergrund sollen rein approximationstheoretische 
Fragen stehen. 

L,(x) bezeichne das Lagrangesche Interpolationspolynom zu ](x) und den 
Stfitzstellen x l <  x~<- . .  < xn. Ausgehend von einem genauen Studium des Rest- 
gliedes ] ' (x ) -  L',(x) fiir n-fach stetig differenzierbares ](x) bei beliebiger Lage 
der x i wird in Abschnitt 2 die Minimalisierung von 

b 
f p (x) (/'(x) - I.'. (x))'dx 
a 

untersucht. Ffir die Jacobi-Belegungen 

p(x)=O-x)~O+x)~ ( ~ , ~ > - I ) ,  a = - l ,  b = + l  

ergeben sich als optimale x i die Nullstellen der Jacobi-Polynome p(~-1,~-11 (x). 
Diese Punkte liefern gleichzeitig besonders gute Interpolationsquadraturen 
-- exakt ffir Polynome von h6chstens (2n--3)- tem Grade -- die in engem 
Zusammenhang mit der optimalen Differentiation stehen. Als neuartige Charak- 
terisierung der Jacobi-Belegungen erhalten wir in Abschnitt 3 welter das abgren- 
zende Resultat, daft ein solcher Zusammenhang nur ftir p (x) = c �9 (b -- x) ~ (x --a)~ 
m6glich ist. 

In Abschnitt 4 wird die Konvergenz des Approximationsverfahrens ffir n -+ oo 
untersucht. Bei der Frage nach m6glichst schwachen ffir die Konvergenz hin- 
reichenden Voraussetzungen fiber ](x) werden Ergebnisse erzielt, die in v611iger 
Analogie zur direkten Interpolation von ]'(x) in den Nullstellen von P2~)(x) 
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stehen. Ffir die Konvergenz im quadratischen Mittel 

+1 
f O - x)~(t + x)~(l'(x) -L',,(x))*dx-~o 

- - 1  

ist die Stetigkeit yon ]'(x) hinreichend. Bei diesen 13berlegungen wird aller- 
dings Gebrauch von speziellen Eigenschaften der Jacobi-Polynome gemacht, so 
dab eine Behandlung der gleichen Fragen bei anderer Verteilung der x i schwierig 
erscheint. 

Die ~bertragung unserer Problemstellung auf unendliche Bereiche ist ohne 
weiteres m6glich. Ftir a = 0 ,  b=oo,  p(x)~-x~.e -x ( o ~ - - ~ )  erhiilt man als opti- 
male Punkte die Nullstellen der Laguerre-Polynome L~-l)(x),  ftir a : -  0% 
b = +  0% p (x)----e-" die Nullstellen der Hermiteschen Polynome. Der auch hier 
bestehende enge Zusammenhang mit entsprechenden Quadraturformeln erweist 
sich wiederum als charakteristisch ftir die genannten Belegungen. Beztiglich aller 
dabei benutzten Eigenschaften der klassischen Orthogonalpolynome sei auf die 
Monographie von SZEGO [*5] verwiesen. 

Schliel31ich wird in Abschnitt 6 als einfaches Anwendungsbeispiel eine lineare 
Randwertaufgabe behandelt, bei deren ~bersetzung in ein finites Problem das 
Zusammenwirken von Differentiation und Integration tiber den gleichen Sttitz- 
stellen in besonderer Weise demonstriert wird. In diesem speziellen Zusammen- 
hang nimmt unsere Methode eine gewisse Mittelstellung zwischen dem gew6hn- 
lichen Differenzenverfahren und dem Ritzschcn Verfahren ein. 

1. Das Restglied bei Differentiation 

Ftir die Elemente der Lagrange-Interpolation verwenden wir die Bezeich- 

H(x) : ~ 1  (x -- xi) , 
i = l  

l,(x) = h  ( x-- xj I =  H(x) mit 
j=l kxi--xJ / H'(x~) (x--xi) 

nungen 

L, (x )  = ~ l , ( x )  l (x i ) .  
i = l  

Z~(xj) = a~, j ,  

Man erh/ilt 
, H'(x) H(x) 

(t .t) li(X ) -- H,(xi) (x_  xi) H,(xi) (x_  xi) 2 (X =~ xi), 

H'(xi) 0.2) l; (xj) - ~,(.~) ( . j_ ,~)  (xi 4= x~) 

und durch Grenztibergang x--~ x i 

, I H"(xi) 
(1.3) l i (x i )  = 2 "  n ' (x i )  " 

Ftir n-fach stetig differenzierbares f(x) gilt die Lagrangesche Interpolations- 
formel mit Restglied 

(1.4) I (x )  --- L . ( x )  + I(")('~) H~x~ 
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worin 
min(x, x : ) < ~ < m a x ( x ,  x.). 

Fiir/(x)---~1 ergeben sich die Identit/iten 

(t 5) ~. l~(x) -= !, 
/ = 1  

(1.6) ~ l ; ( x )~0 .  
i = 1  

Bei der Betrachtung des Restgliedes R,,(x)=/ '(x)--L'n(x ) k6nnen wir yon dem 
trivialen Fall n : l  mit Rl (x )=/ ' ( x  ) absehen. Es sei also im folgenden stets 
n >-- 2 vorausgesetzt. 

Einfache Differentiation von (1.4) ist wegen der unbekannten Stelle $ nicht 
m6glich. Ftir xr (x 1, x,) jedoch gilt mit einem im allgemeinen anderen $ (MII.NE- 
THOMSON [1]) 

/(-) (~) 
if(x) -=- L'.(x) + - - n F  H'(x). 

Diese Restgliedform ist sicher nieht ftir alle x und beliebiges /(x) richtig, zu- 
mindest nieht in den Nullstellen yon H'(x). Ihren genauen Gtiltigkeitsbereich 
besehreibt 

Satz 1. Far n-/ach stetig di//erenzierbares /(x) gilt in allen Punkten x, die 
der Bedingung 

n( , )  ] _  (,,/ x _>o 

geniigen, die Restglied/ormel 
1(") (~) H'(x) (~ .8) l ' (x)  = L'. (x) + - ~ , - -  . 

Insbesondere ist (t.7) ]iir die Stiitzstellen x i er/iillt. 

Beim Beweise k6nnen wir uns nach dem oben Gesagten auf x~. (Xx, x,) be- 
schdinken. Nach dem Taylorschen Satz ist 

xt 

"V: 1(')(*) (x~ x~'+ f (x~-t)"-'l(")r at, 
/ ( x ~ ) = ~  ~ - -  ' 2 ( . - i ) !  " 

v=O X 

also 

R.(x) =/ ' (x)  - - ~ ,  1;(x) /(x,) 
i = l  

x~ 

=t'(x) - ~  ~t (.-i)I 
~ = 0  i = 1  i = 1  

n 

=- y,,:(,)f (*,-')"-' (n- t ) t  
i = 1  x 

denn die tibrigen Glieder verschwinden wegen 

t ~-~, x ) ' , = x =  t a ( z - x ) ' = = ~ , , 1 .  
~ -'7"1 
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Durch tdberlagerung der einzelnen Integranden unter  Beriicksichtigung der ver- 
schiedenen Integrationsbereiehe ergibt sich 

xn 

(1.9) R~(x) = f k(x, t)/(')(t) dt 
x l  

mit 

(t.to) k(x,t) = (n--t) 
1 

(n-l) 

- -  Z l ~ ( x ) ( x i - - t ) n - 1  ft ir  t>=x, 
x l > t  

- -  ~l;(x)(xi--t) "-1 ffir t<x .  
x t < t  

Der Kern dieses Integraloperators  ist nichts anderes als die partiell  nach x dif- 
ferenzierte Greensche Funkt ion  zur Differentialgleichung y(nl (x) ---- /(*) (x) mit  den 
Randbedingungen y (xi) = 0. 

Durch Zerlegung von k (x, t) in positiven und  negativen Bestandtei l  folgt nach 
dem Mittelwertsatz 

(1 .t t) R,, (x) = A (x)/(,0 (~1) - -  B (x)/(,0 (~2) 

mit 
xn x n 

A(x) =fmax(O,k(x,t))dt, B(x) = f m a x  ( 0 , - - k ( x , t ) ) d t .  
x t  X l 

H(x) /(,) 
F i i r / ( x ) =  n! wird ( t ) ~ l ,  also 

Xn 

H'(~) . ,  , f k(x,t) dt=--nl. = A(x) -- B(x). 
Xl 

Aus (t .I 1) erh~ilt man  demnach bei beliebigem/(0 (t) genau dann die vereinfachte 
Form 0.8),  wenn A(x) oder B(x) verschwindet,  d.h.  wenn k(x, t) beztiglich t 
einheitliches Vorzeichen besitzt. 

In der N~ihe der Randpunk te  liiBt sich das Vorzeichen aus (t.10) einfach 
ablesen, n/imlich 

= J - -  sign/'~(x) ffir max(x,x~_.l)<t<x,, 
(1.t2) signk(x,t) ( ( - - l )~ - l s ign l ' l ( x )  fiir xl<t<min(x,  x2). 

Falls also (--l)~l~(x)l'~(x)<O, dann wechselt k(t)----k(x,t) sicherlich das Vor- 
zeichen. Bei gleichen Vorzeichen an den Interval lenden,  d.h.  bei 

(1.13) ( -  t) ' l ;  (x) l'. (x)>0 

sind verschiedene Vorzeichen nur  m6glich, wenn k (t) mindestens zweimal das 
Vorzeichen wechselt. Daft dieser Fall  nicht eintreten kann, soll durch indirekten 
Beweis gezeigt werden. Dabei sei n--> 3 vorausgesetzt ,  denn bei n = 2  ist stets 
t'l (x) l:~ (x) < o. 

Gem~iB (1 A0) ist k (t) (n - -  2)-fach differenzierbar: 

{~  (-Q" ~'l~(x)(xi-t) '- l-" ffir t > - x ' ( n - l - v ) , , , > t  
( t . t4)  kO')(t) ----- (--1)" , t ) n - l - ,  

( . - 1 - ~ ) !  ~ ' l d x ) ( x i -  ~ r  t < x .  
x i < t  
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Wegen 

~ Z ~ ( x ) ( x , - t )  " - ~ - ~  = ( .  - 1 - ,,)(~ -~)'~-~-~ 
i = 1  

sind die k (~) (t) stet ig bis auf die Ausnahmestel le  t =  x bei k ('-2) (t). Von der 
weiteren Behandlung schliel3en wir aus beweistechnischen Grtinden zun~ichst end- 
lich viele x-Werte  aus, und zwar die Sttitzstellen x i und die Nullstellen der 
Polynome 

i n 

(1.15) s,(x) = Z l;(x), , , (~)  = . X  l;(x). 
j = l  1=~ 

Es sind dies bis auf zus~itzliche Vorzeichen die Anstiege der Geradenstt icke,  
aus denen sich k ('-2)(t) zusammensetz t .  

Nach (t.14) verschwinden die k (~) (t) fiir 0<_v<_ n - -  2 in den E n d p u n k t e n  x 1 
und x. .  H~t te  k(t) aul3erdem zwei Nullstellen in (xl, x.),  dann h~itte k ( '-a)(t),  
wie man  durch wiederholte Anwendung des Satzes yon ROLLE schliel3t, min-  
destens n - - 1  Nullstellen in (xx, x.). Die Sprungstelle yon k ('-~)(t) in t =  x mi t  
x , . <  x ~  x,.+l umgehen wir durch Unterscheidung der Ffille 

( t . t 6a )  k("-a)(t) hat  in (xl, x~ mindestens m Nullstellen, 

( IA6b)  k(~-a)(t) hat  in Ix, x~) mindestens  n - - m  Nullstellen, 

von  denen einer zutreffen m u l l  I m  Falle ( t . t6a )  definieren wir k ( '-2)(x) durch 
den linksseitigen Limes und erhal ten wegen k ( '-a) (Xl)= 0 nach ROLLE ffir k ('-~) (t) 
mindestens  m Nullstellen in (Xl, x), wegen k ( ' -Z ) ( x l )=0  also m +  1 Nullstellen 
in Ix 1, x). Das  aber  ist unm6glich, denn k ("-2) (t) setzt sich in diesem In terva l l  
aus nur  m Geradenst t icken mit  einem von 0 verschiedenen Anstieg zusammen.  
I m  Falle ( t . t6b)  gelangt man  ill V611ig analoger Weise zu einem Widerspruch.  
Dami t  sichert (I .t3) das einheitliche Vorzeichen von k (x, t), abgesehen yon den 
endlich vielen ausgeschlossenen x-Werten.  Wegen der Stetigkeit  von k(x ,  t) 
beziiglich x und t ist abet  die Menge der x, ftir die k (x, t) in t nicht das Vor- 
zeichen wechselt, abgeschlossen und wird deshalb genau durch 

(1.17) ( -  t)"l'~ (~) z'.(x) >__ o 

beschrieben. Das liefert folgendes Bild: 

l',,(x) hat  n - - 2  Nullstellen uiE (xi_~, xi) 
( 2 ~ i < - - n - - t ) ;  

l'1 (x) hat  n --  2 Nullstellen vie (xi, xi~ 1) 

(--  t ) ' l~(x)  l',(x) ist posit iv in x 2 . . . . .  x,,_ 1. 
Somit  beschreibt  (t.17) die Vereinigung der n - - 2  In terval le  [ui, vii u m  die 

inneren Sttitzstellen. 
DaB (1.8) auBerdem ft~r alle xr (x~, x,) richtig ist, erfaBt man  du tch  die modi-  

fizierte Bedingung 
n t t ( -  t) z~ (~) l ,  (~) ( ~ -  xx) (x - x,) <_- o, 

die mit tels  (t.1) und  sign H ' ( x ~ ) H ' ( x , ) =  ( - - t )  "-1 in (t.7) tibergeht.  
Numer.  Math .  Bd. 5 2 1  
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Ftir xE(xl, x,) litl3t (1.7) eine interessante geometrische Interpretation zu. 
Es ist ~iquivalent damit, dab die Tangente an H(x) im Punkte x die x-Achse 
zwischen x 1 und x, schneidet. Die u i und vi ergeben sich so als die Bertihrungs- 
punkte aller Tangenten yon "1 oder xn aus an H(x). 

2. Optimale Punk te  fiir Differentiation 

Im Gegensatz zur Gaul3-Integration kann die exakte Differentiation von 
Polynomen nach Abschnitt I nicht tiber den Grad n -  1 hinaus erreicht werden. 
Man wird vielmehr versuchen, dutch geeignete Wahl der x i das Restglied tiber 
einem Bereich (a, b) zu minimalisieren, relativ zu einer lest gewiihlten Konkur- 
renzmenge von Funkt ionen / (x )  und in Abhiingigkeit yon der far das Restglied 
benutzten Norm. 

Man k6nnte z.B. im Hinblick auf (t.9) ftir alle Funktionen mit quadratisch 
b b 

integrablem ]t~) (x) und f (l I'~ (x) )2dx <= t den Ausdruck f R~ (x) dx m6glichst klein 
a a 

machen, d.h. die Norm des Integraloperators im L 2 minimalisieren. Wir gehen 
dieser Problemstellung jedoch nicht weiter nach, sondern betrachten gleichm~iflig 
beschr~tnkte /Inl (x). Dann ist die Gr613enordnung des Restgliedes nach Satz 1 
im wesentlichen durch [H'(x)[ gegeben, grob gesprochen gerade dort, wo In'(x) l 
grol3 ist. So erscheint es gerechtfertigt, sich auf Polynome n-ten Grades zu be- 
schr~inken, also auf den Fall R,,(x)=c. H'(x). Wir messen den Fehler im qua- 
dratischen Mittel mit  einer Belegung p (x) und erhalten damit als Forderung ffir 
die hier verstandene Optimalit~tt: 

Die Sti~tzstdlen sind so zu wdhlen, daft 
b 

(2.t) e = fp(x)  H'2(x)dx 
(t 

minimal wird. Wir nennen dabei p(x) eine Belegung tiber (a, b) genau dann, 
wenn p ( x ) > 0  fast fiberall ill (a, b) und p (x) tiber (a, b) Lebesgue-integrabel ist. 
Falls a = -  oo oder b-----+ o% wird aul3erdem die Existenz aller Momente 

b 

#k = f p(x)xkdx 
a 

gefordert. Dann existiert ein beztiglich p (x) orthonormiertes System yon Poly- 
nomen ~00, ~q (x) . . . . .  fiir die also 

b 

f p(x)vo.(.)~,,(.)ax=,L,,,. (2.2) 

In der Entwicktung 

(2.3) 
n - - 1  

n ' ( . )  = Z am ~.(*) 
v = 0  

ist l a,,_al durch den h6chsten Koeffizienten yon H'(x )=nx" - l+  ... best immt 
und somit unabh~.ngig yon den x i. Aus (2.t), (2.2) und (2.3) folgt 

n - - 1  
2 o=Y,  av, 

v = 0  
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also wird Q genau dann minimal, wenn 

(2.4) H'(x) = c  . q~n_x (x), 

d.h. die x i sind als Nullstellen einer Stamm]unktion zu qJ,_1(x) zu wtihlen, wobei 
noch eine gewisse Willki~r in der Integrationskonstanten liegt. Nun kann es 
aber sein, dab es kein Integral von q~,_l(x) mit n einfachen NuUstellen gibt. 
Dann wird clas Minimum yon Q dutch eine Verteilung der x, erreicht, bei der 
Stfitzstellen zusammenfallen, was bei unserem Ansatz nieht vorgesehen war. Es 
bleibt nichts anderes fibrig, als diese Frage bei vorgegebener Belegung jeweils 
zu untersuchen. Im folgenden betrachten wir das endliche IntervaU, wobei ohne 
Einschr~inkung a = -- 1, b = + 1 gesetzt werden kann, mit den Jacobi-Belegungen 

p ( x ) - ~ ( t - - x f f ( l + x )  ~ ( ~ , f l > - - t ) .  

Weiter werden wir in Abschnitt 5 die F~ille 

a = O ,  b = o o ,  p ( x ) = x a e  - ,  und a = - - o o ,  b = + o o ,  p ( x ) = e  -~' 

behandeln. 

Zun~chst stellen wir kurz die benutzten Eigenschaften der Jacobi-Polynome 
zusammen (SzEG6, Kap. 4). Die durch die Rodriguessche Darstellung gegebenen 

(2.5) Pn(='I~I(x) - (--l)n ( t - -  x ) - = ( l +  X) -O{(1- -x )=+n( l+  x)~+n}(") 
2 n . ~ !  

bilden ein Orthogonalsystem zur Belegung p (x) = (t -- xff(t + x) a tiber (-- 1, + t) 
mit dem Normierungsintegral 

+1 

f (1 - -  x) ~ (1 + x) ~ (Pd ~'~1 (x)) ~ dx 
--1 

(2.6) [2=+/j+a" / ' (=+ t)F(fl+ t) t n _ n  ~ 
J r(g-4-~+2) ~ - " "  

= | 2=+~+~__ v ( ~ + = + L )  r ( ~ + f i + ~ )  
( 2 n + l + ~ + f l  n l F ( n + o ~ + f l + | )  (n>='l)" 

Hier ist aus Integrabilit~ttsgrtinden ~ > - - I ,  f l > - - 1  zu fordern, w~hrend (2.5) 
ffir beliebiges ~ und fl Polynome liefert, nltmlich 

(2.7) P.~,~' (x} = ~ {"+ ~/("+~t ( * -  ~ 1~(*+~ 1 "-" 
~ o \ n - - v ] \  ~' } \  2 } \ 2 / 

Daraus erkennt man 

(2.8) 

(2.9) 

~ , ~  (i) -- ("+~1 

Weiter gentigen diese verallgemeinerten P~'~)(x) der Differentialgleichung 

(2.11) ( t - - x ~ ) y " + [ f l - - o ~ - - ( o ~ + f l + 2 ) x ] y ' + n ( n + o ~ + f l + t ) y = O .  
2 1 "  
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Besonders wichtig ftir unsere Zwecke sind die Relationen 

1 (2.'12) (Pn (~-l'fl-1) (x ) ) '  = ~ (~l, + o~ + fl - -  t)P(a_..'~ 1) ( x ) ,  

(2.13) (1 - -X)a- l ( t  + x ) t ~ - l P ( a - l ' f l - 1 ) ( x ) -  t {(t - -x)a(t  + x ) ~ p 2 ~ ) ( x ) } ' ,  
2n 

weil dutch sie die Differentiation und Integrat ion der Jacobi-Polynome mit oder 
ohne Belegung auf eine Verschiebung u m •  1 in den Parametern  ~ und fl zurtick- 
geftihrt wird. SchlieBlich notieren wit noch den Hauptkoeff izienten von p2~,al (x) 
als 

, 
(2. t 4) a(~'r = 2" " 

F~ir ~ > - - t ,  f l > - - I  gilt a,,=t=O, ffir e + f l = - - 2 , - - 3  . . . .  jedoch kann a,, ffir 
kleine n verschwinden. 

Nnnmehr  sind wir in der Lage, (2.4) speziell ffir die Jacobi-Belegungen zu 
diskutieren, wobei im folgenden stets e > --  t ,  fl > -- t vorauszusetzen ist. Aul3er- 
dem sei 

(2.15) n + ~ + ~ > l ;  

auf die Behandlung des damit  ausgeschlossenen Spezialfalles n = 2 ,  e + f l < = - - I  
wollen wir im weiteren verzichten. 

(2.4) wird bis auf ProportionatitS.tsfaktoren von (2.t2) realisiert, denn wegen 
(2.t5) ist � 8 9  Wir w~thlen P~C'-l'~-l)(x) als Stammfunkt ion,  
wobei diese spezielle Festsetzung im Hinblick auf die Beziehung (2.13) geschieht, 
die wir im Abschnit t  3 zur Herlei tung von Quadraturformeln benutzen werden. 
Es bleibt zu zeigen, dab ~ - l ' a - l l ( x )  wirklich n einfache reelle Nullstellen 
x l < . . .  < x ~  besitzt. Auch bei dieser Frage leistet (2.t3) gute Dienste. 1,_1D(~'~1 
hat  als Orthogonalpolynom n - - 1  einfache Nullstellen in ( - - t ,  + 1). Also hat  
(1 - -  x) ~ (1 + x)PP,(~'~ ~ (x) in [ - -  t ,  + 1 ] n --  t + r verschiedene Nullstellen, worin 
r = 2  ftir a > 0 ,  f l > 0 ,  r = 1  ftir ~_--<0, f l > 0  oder ~ > 0 ,  fl--<_0 und r = 0  ftir a_--<0, 
f l ~ 0 .  Nach ROLLE ergeben sich so n --  2 + r verschiedene Nullstellen in (-- t, + t) 
ftir die linke Seite von (2.13), d.h. ffir P2z-l 'a- l l (x) .  Damit  ist der Fall a > 0 ,  
f l > 0 ,  ( r=2 )  schon erledigt. Aus (2.8) folgt weiter 

- - n ~  n - I  / [ < 0  fiir - - 1 < ~ < 0 .  

Mittels (2.12) gilt ftir x ~ t  

(P2 ~-1,~-1~ (z)) '  = �89 (~ + ~ + ~ - t) P.(~,") . -1  (x) 
(2.16) > = � 8 9  r)(~,t~l + f l  !) ( n - l + a  / 

well 
(P2~_'~ I (x))' = �89 (n + ~ + fl) P2~_ +1'a+II (x) > 0 far  x > t .  

Im Falle - - 1 < ~ < 0  hat  P2~'-l'a-ll(x) also genau eine Nullstelle x , > l .  Nach 
dem Mittelwertsatz gilt 

--P.(a-',a-1)(t) = (p(~-1,~-I)(~)), (1 < ~ <  x,,), 
X n -- I 
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woraus mi t  (2.t 6) die Absch/itzung 

x,,--_<t + 21cr 

folgt. Analog erh/ilt man  x~ = - -  1 ftir fl = 0 und 

- 1  > x ~ > - l -  2t~t 
n ( n + ~ + f l - - I  i 

fiir - -1  < f l < 0 ,  womit  auch die noch fehlenden Nullstellen im Falle a ~ 0  oder 
fl=< 0 auBerhalb yon ( - -1 ,  + 1) nachgewiesen sind. 

Neben der allgemeinen N/iherung ftir alle x interessiert  besonders die Dif- 
~t t 

ferentiat ion in den Sttitzstellen selbst. S ta t t  L~(xk) -=~. l i (xk)[ (x i )  schreiben 
t n ~;=1 

wir abki irzend y, = ~ ck, ~ Yi, wobei die den x i zugeordnete Matrix C eine finite 
i = 1  

N~iherung an den Different ialoperator  d/dx darstellt ,  exak t  fiir alle Polynome 
yon h6chstens ( n - - t ) - t e m  Grade, ansonsten mi t  Restgliedern gem/iB Satz t .  
Zusammenfassend  formulieren wir 

Satz  2.1. Fiir a, fl > --  1, n + ~ + fl > t hat das Jacobi-Polynom p(~-l,~-~) (x) 
n ein[ache Nullstdlen x l < . . .  < x,~ mit  

x , =  + 1 t <  x ,~< l  + -  21~] 
' n ( n + ~ + / ~ - l )  ' 

fiir c r  o r  
(2.17) 

x x = - ~ ,  - 1 > x ~ > - ! -  __2J_~l 

/~r t~=o,  t~<o 

und --  t < x~< + 1 sonst. Diese sind optimale Punkte  /~ir Di//erentiation beziiglich 
der Belegung p (x) ~ (1 - -  x)~(a + x) a i m  Sinne yon (2.4). 

Als finite Ausdriicke /i~r die Di//erentiation in den Stiitzstellen erhalt man 

y~ = ~, c~, i Y~ (k = 1 . . . . .  n) 
i = 1  

(2.18) 

mit den Koe//izienten 

(2.19) 

(2.20) 

(2.2t) 

1 ~ ~ )  (x~#+t) 
q , i = - 2  ( l ---x i ! +  

(~-1)  (~+~) ( x ~ = -  1 ~ = 0 )  C 1 ' 1  - -  4 ' ' 

f"," = + (~ -1 ) (~+~)  (x. = + I ~ = o ) .  
4 

Wegen  (2.4) bzw. (2.t2) folgt (2.t9) sofort aus (1.2). Ftir die Auswertung  von 
(t .3) benutzen wir die nach (2.t 1) fiir H(x)-=c .  p(~- l ,~-x) (x)  giiltige Differential-  
gleichung 

(1 - -  x ~) H"(x) + [fl (1 - -  x) --  ,t (1 + x)] H'(x) + n (n + ~ + fl - -  t) H(x) : O. 
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Ffir x = x i &  4-t folgt daraus (2.20) mittels (1.3) und H(xi )=O.  Ffir ~ = 0 ,  
x,  = + 1 erh~ilt man 

( l  - -  x )  ( l  + x) H"(x)  + fl (t - -  x) H'(x)  + n (n + fl - -  t )H ' ( 1 )  (x - -  t )  = O ( ( x  - -  1)*)  

und im Grenzfibergang x---~l nach Division durch 1 -  x 

2H"(Q + [fl -- n (n +f l  -- t)3 H'( l)  = 0, 

l H"( l )  t ( n 2 + n . f l _ n _ f l )  - (n- - l ) (n+f l )  
Cn'~ "='2-" H'( t)  - -  4 4 

Den Fall f l=  0, x l = - - t  behandelt man analog. 

Eine weitere Charakterisierung der gefundenen Stfitzstellen gibt 

Satz 2.2. Fiir a>=O, f l ~ O  wird 
n 

(2.22) q~(x 1 . . . . .  x,) = H  (xk - x i ) z H  (1 - x~) ~ (t + xk) ~ 
i < k  k = l  

bei Variation der xi in [-- t, + 1] dutch die Nullstellen von p(~-1,~-1) ( x) maximiert  
(SxmLTJES [4]). 

Bei beliebiger Verteilung der x1 gilt 

( k = l , . .  n) 2 H"(x~) 
(2"23) x~--xi H'(xk) "' ' 

i = 1  
i=~k 

denn 2H'(x) wird als Polynom ( n -  l)-ten Grades fiber den x i exakt differenziert. 
mittels (1.2) und 0.3) also 

2H"(* i = Y, 2. 2H'Ix / + 
i = 1  i = 1  x k -  Xi 

$ee~ 

und daraus folgt (2.23). 
Ftir die Nullstellen yon p C~-x,a-ll (x) ergibt sich wegen (2.20) 

0 (x~4= 4-t), 2 t~i-k-*~ ~-*k t- ~+~ 

und das ist -O~- k (lg # ) =  0. Weiter wird 

Ox~ (lg~) . . . . . . / ,  < 0  i=1 (xk-- xi) 2 (I-x~)~ (i+xk) ~ 

o@ 
wegen e=>0,/5_-->0, so dab ein Maximum vorliegt. Falls ~-=0, dann ist ox~ > 0 ,  

und x~= + t maximiert auf Grund der Nebenbedingung I x, I < t .  Far  /5=0 
schlieBt man analog. 

Satz 2.2 vermittelt  ein recht anschauliches Bild von dem Charakter der ffir 
die Differentiation optimalen Sttitzstellen. Die Maximalit~it der gewichteten 
Diskriminante # besagt in etwa, dab sich die x i in den Bereichen, in denen die 
Belegung groB ist, eng zusammendriingen, im fibrigen aber ,,m6glichst ver- 
schieden" voneinander bleiben. Das beruht auf dem globalen Charakter yon 



Optimale Punkte fiir Differentiation und Integration 3 t3 

(2.1); es hiitte demgegenfiber keinen Sinn, nach optimalen Stellen ftir die Dif- 
ferentiation in nut  einem Punkte zu fragen. 

W~thrend ~r oder f l < 0  wegen x n (,der x~ auBerhalb yon [ - - t ,  + t  I zu- 
mindest bei Anwendungen eine gewisse Aasnahme bilden, ist der Fall c r  
p (x) ~ 1 von besonderem Interesse. n + cr + fl ~ f i s t  hier mit  n > 2 erftillt; die 
x i sind die Nullstellen des integfierten Legendre-Polynoms 

X 

p~-l,--1) (X) = ___"-~-: f Pn- i  (t) dr ,  
-1 

das der Differentialgleichung 

(2.24) (1 --  x 2) y"  + n (n - -  t ) y ---- 0 

geniigt. Es ist x~ ~ --  t, x,  = + 1 und die tibrigen x i sind gleichzeitig die Wende- 
punkte dieses Polynoms bzw. die Extremstellen von P~_l(x). Die Diagonal- 
elemente der Matrix C werden besonders einfach; aus (2.20) und (2.21) folgt 

~(.-t )  (/=1) 
4 

(2.25) c~,~= 0 ( i = 2  . . . . .  n - - l ) ,  

+ ~ (**~--- ~ ) (i = n). 

(3.t) 

ge~a"d, dan/c,, 

(3.2) 

und 

(3.3) 

3. Zusammenhang mit Integration 

Die in Abschnitt 2 gefundenen optimalen Punkte fiir Differentiation liefern, 
wie jetzt gezeigt werden soll, gleichzeitig besonders gute Interpolationsquadra- 
turen. Der enge Zusammenhang dieser Integrationsformeln mit  der durch Satz 2.1 
gegebenen finiten Differentiation wird sich als charakteristisch fiir die Jacobi- 
Belegungen erweisen. Im Hinblick auf diesen Einzigartigkeitsnachweis und auf 
analoge Anwendungen in Abschnitt 5 werden die folgenden Hilfss~tze zuniichst 
allgemein formuliert. Als neue Bezeichnungen ben6tigen wir noch q~(x), rk(x ), 
hk(x) ftir Polynome von hSchstens k-tern Grade. Dabei ist formal q _ l ( x ) ~ 0  
zu setzen. 

Hilfssatz 3.1. Bei lest gewiihlten x iund m ~  -- t gilt die Quadratur]ormel 
b 

fp(x) ](x)dx = ~  A i[(xi) liar alle ](x) =h,+,,(x) 
a i=l  

b 
A i ~-fp(x)l i(x ) dx 

($ 

b 

f p(x)H(x) q,,(x)dx=O ]iir alle qm(x). 

Wird (3.1) vorausgesetzt, dann folgt (3.2) mit  l(x)=li(x) und (3.3) rnit 
](x)=H(x) q,,(x) wegen l~ (x i )=~ , j  und H ( x i ) = 0 .  Umgekehrt  litl3t sich jedes 
l(x)=hn+r~(x ) zerlegen in 

1 (x) = H(x) q.(x) + r . -1 (~) 
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mit  r ,_  I (xi) =,/(xi) ,  also 
n 

](x) = n ( x )  q,, (x) + ~, li(x ) / (x ,) .  
/ = 1  

Mittels (3,2) und (3.3) folgt daraus bei gliedweiser Integrat ion (3.1). 

Die OrthogonaliUit (3-3) liefert mit  m = n - - 1  genau H(x)----c. % (x), und man 
erNilt die Gaug-Integrat ion zur Belegung p (x) tiber (a, b). 

Hilfssatz  3.2. Fi~r s>~O, k>=- t ist 
b 

(3.4) ~s,~(x) --fp(t) dt 
a 

ein Polynom in x genau yore Grade k. 
Nach (3.4) ist ~,,-1 ~ 0. Ffir k : 0 folgt nach der Formel von CHRISTOFFEL- 

D A R B O U X  

(3.5) 
wegen 

~v~,o(x ) = / p  (t) ~ c. %(t) opt(x) dt=co=t=O 
,Z r  

wogen 
b 

fp( t)  q~,+~(t)dt=O ftir k_>t  

ergibt sich also 

(u,+k :t: o), 

und mittels ~0~,_l(x)~ 0 und (3-5) folgt daraus die Behauptung.  

Hilfssatz  3.3. Es sei H' (x)=c �9 9,,_1(x). Dann ist 
b 

(3.6) fp (x)H(x)q ,_3(x)dx=O ]i~r alle q~_8(x) 

b b 

f p ( t ) % ( t ) d t = O  ftir a>_l und fp ( t )~v~( t )d t=l .  
a 

Welter  gentigen die % (x) einer Rekursion 

~.+l(x)=(,.x-v.)~.(x)-w.~._l(x) (uv4:o. ~_~(x)=-o). 

die wir fiir k ~  ! in (3.4) einsetzen: 
b 

a 

--  ~,(t) [(u,+ k �9 x -- v,+k) ~s+k (x) -- Ws+ ~ ~v,+~_l (x) l} dt 
b 

g 
b 

+ f p(,) e,-- 
b 

w C P (0 
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~quivalent mit der Darstellbarkeit der Gewichte als 

(3.7) A, --  v (i = 1, n). - - ~ ' . ~ - ( - 3  . . . . .  

Nach (3.2) ist 
b b 

H ( t )  
A, = f li(t )dt = f H'(xi)(t--x,) dt 

a 

b 

I f H(t) H'(xi)--H(xi) n'(t) dt 
= -H' ,  (/~) ~ p (t) t -  x~ 

a 

wegen H ( x i ) = 0 .  Mit H'(x)=c.  %,_1(x) erh~ilt man  
b 

(3.8) A i =  l f -c-~-~- (--Xi--)-.~v(xi), worin ~ ( x ) =  p(t) H(t)%~-l(x)--H(x)%' dt 
a 

Die Beziehung (3.6) ist ~iquivalent mit  der Dars te l lbarkei t  

H(x)=c. %,(x) + c . _  a %,_1(x) + c . _ =  9._2 (x), 

woraus m a n  ~p(x) nach Hilfssatz 3.2 als Kons tan te  berechnet  : 

~p(x) = c. V.-1,o - -  c . -2  ~P.- ~, o = A .  

Aus (3.8) folgt so (3.7) mi t  ~=A/c. 

Setzt man  umgekehr t  H ( x ) -  c~%(x), dann wird 
v=0 

v=0 

ein Po lynom h6chstens ( n - - 2 ) - t e n  Grades. Aus (3.7) und (3.8) folgt aber  an 
n Stellen v,0(xi)=c .),, also ~0(x) ~ c  �9 ?. Nach Hilfssatz 3.2 sind die %,,, 2_~(x) 
genau vom Grade n -  2 - - v  und somit  l inear unabh/ingig, also gilt c , = 0  ft~r 
v < n - - 2  und dami t  (3.6). 

Nach diesen allgemeinen Vorberei tungen zeigen wir je tzt  speziell ft~r die 
Jacobi-Belegnngen 

Hi l fssa tz  3.4. Mit o~>--t, f l>--1 gilt /i~r alle q~_3(x) 

+1 

(3.9) f (1  - -  x)=(l + x)~P2~-L~-l)(x) q._3(x) dx = 0 .  
--1 

Mit 6 > 0  liefert (2A3) die partielle In tegra t ion  

+1--6  

_/+o <, - <, + p(=_l,r - -  X 2) q n - a  ( X ) d x  

I (1 - x)~(t  + . ~ a . l . , a /  + ~ - ~  - -  2n ~ . , _ ,  ( x )  ( t  - -  x ~) q , , _ a ( x )  - x + ~  + 
+ 1 - ~  

t [ (~ _ ~)=(~ + ~ ) 0 e ~ , ~  (~) I(~ - + X 2 ) q._3(x)]' dx. 
- 2 ~  

- I + ~  
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Im Grenztibergang ~--~0 verschwindet das letzte Integral, well [ (1 -  x 2) q._a (x)]' 
als Polynom h6chstens ( n -  2)-ten Grades orthogonal zu P.(~'~ (x) ist. Der aus- 
integrierte Tell enth~lt den Faktor ( t -  x) ~+~ (I + x) a+~ und verschwindet wegen 
~ , f l > - - I  in den Randpunkten - - t ,  + t .  Ftirr f l > 0  kommt man tibrigens 
schneller zum Ziel, denn (1--x ~) q._z(x)  ist h6chstens vom Grade n - - l ,  also 
orthogonal zu p(~-~,a-~l (x) beziiglich der Belegung (1 -- x) ~-x (l + x) a-~. 

Als erstes Hauptresultat dieses Abschnitts erhalten wir nunmehr 

Satz 3.1. x~ < . . .  < x ,  bezeichne die Nullstellen yon P2~-~'a-~)(x) mit c~, f l >  --  1, 
n + e +f l  >1 .  Dann gilt /iir ( 2 n -  2)-tach stetig di/ferenzierbares /(x)  die Qua- 
dratur]ormel 

+ I  n 

(3.10) f (t -- x) ~ (t + x)a[ (x)dx =- ~', A i / (x~) + R ,  ([) 
- 1  i = 1  

mit den Gewichten 

(3.tt) 

worin 

(3A2) 

Das Restglied 
+ 1  

A i = ~ ( o t ,  fl)  

7(~,/~) = ( . + ~ + ~ - ~  v ( ~ + ~ + ~ )  �9 

n ~ 1 

f ll,~-,)(~(~)) (t - ~)~ (t + W ( x  - ~) (~ - x , ) . H ( x -  x y d x  (3. ]3)  R.(I) = (2n--21 ~ 
- -1  " i ~ 2  

hat / i i r  o~< O, fl ~_ 0 oder flit  Polynome vom Grade 2 n -  2 die Form 

(3.t4) R,,(/) = -- V(2n + a+/~_ 0 / , ( 2 n +  ~+/~ ) "-(-2n--2) ! " 

Das durch 

(3.~5) 

mit 

h(x~) = / ( x , ) ,  h(x.)  = / ( x . ) ,  

h(xi) =/ (x i ) ,  h'(xl) =/ '(xi)  (i = 2 . . . . .  n - -  t) 

festgelegte Hermitesche Interpolationspolynom yon h6chstens (2 n -- 3)-tem Grade 
genfigt der Restgliedformel 

1 (x) = h (x) 4- ll~',-~) (~) 

n - - 1  

r = ( x -  x~) ( ,  - x~) l I  ( x -  x,)~. 
i = 2  

Nach Hilfssatz 3.4 kann in Hilfssatz 3.1 r e = n - - 3  gesetzt werden; Integration 
von (3.t5) liefert so (3.t0) mit (3A3), und die in (3.tl) genannte Form der Ge- 
wichte folgt aus Hilfssatz 3.3. Wenn a < 0  und f l~0 ,  dann ist nach Satz 2.t 
x l < - - t  und x n ~ + t ,  und [ 2 ( x ) ( t - - x ) ~ ( t + x )  a hat in (--1, + t )  einheitlich 
negatives Vorzeichen, so daft man ](sn-2)(~) vor das Integral ziehen kann. Das 
ist ansonsten immer m6glich, wenn ](x) ein Polynom vom Grade 2n- -2 ,  also 
]la,-*) (x) eine Konstante ist. Man berechnet mittels partieller Integration (wir 
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beim Beweise von Hilfssatz 3.4) 
+ 1  

f o - x) ~ (t + x)~(x)  dx 
- 1  + 1  

1 = ; ~ , , ~ _ ~  ( ( t  - x) ~-1 (t + x) ~-1 p ~ - l , a - , I  (x) (1 - x~) (x "-~ + . . . )  d x 
--1 

+ 1  

, f - 2.~_~,~_~ ( l - x )~ ( l+x)~P2~- '~ l (x ) ( -nx" - l+ ' " )dx  
--1 

+ 1  

--  ' a~_.~- 3 - / "  x) ~ (P~_'~)(x)) 2 dx,  = 2a~-x,a -f)  / ( 1  --  x) ~ (1 + 
--1 

denn die fibrigen Anteile von n x " - X +  .. .  sind orthogonal zu P2~_'al)(X). Aus 
(2.6) und (2.t4) berecbnet  man schlieBlich (3.t4). Zur Best immung von y(~, fl) 
setzen wir in (3.]0) / ( x ) =  (P2~g)(x)) 2 und bekommen 

:_ (a~.~)~, fl(~ _x)  ~ (~ + W (v2~-'f ~ (~))~dx = . .  r (~, ~) + n .  (/). (2n--2) ! 
--1 

mittels (2.6) und (3.14) erh~ilt man daraus nach einiger Rechnung (3A2). 

Das Restglied (3A4) unterscheidet  sich yore Restglied der GauB-Integration 

fiber den n --  1 Nullstellen von P,~=_'~)(x) um den Fak to r  n+o~+fl-- 1 ' also ins- 

besondere im Vorzeichen. Damit  ist, falls/(*"-~) (x) nicht das Vorzeichen wechselt, 
dutch Anwendung beider Quadraturen eine EinschlieBung des Integralwertes 
mGglich. 

Der wichtige Spezialfall ~ = f l  = 0 1  zeichnet sich dadurch aus, dab einerseits 
(3.t4) gilt und andererseits die x i in [ - - t ,  + t] liegen. Nach (2.24) sind es die 
Nullstellen yon ( t -  x *) P~'-I (x), und die Gewichte sind 

2 1 
(3.16) A~ = n ( n - l )  P~*--l(x~) " 

Hiermit  ist fibrigens auch die LGsung des folgenden Problems gegeben: 

Gesucht sind Punkte  x ,  . . . . .  x , _ l  und Gewichte a n . . . . .  a~, so daft mit /est 
gew~hltem x l : -  t ,  x ,  : +  I die Quadratur/ormel 

+ 1  n 

0.17) f / ( x ) d x : Y  a~/(x~) 
--1 i,=1 

/iir Polynome mGglichst hohen Grades gilt. 

Die LGsung nach Satz 3A ist exakt  bis zum Grade 2 n -  3- DaB sich nicht  
mehr  erreichen l[il3t, dab also Polynome ( 2 n -  2)-ten Grades (3.17) nicht immer  
erffillen, zeigt folgende 13berlegung: Angenommen, man h i t t e  die a~ und x 2 . . . . .  x . -1  
gewiihlt; dann gilt (3A7) nicht ffir H ( x ) H " ( x ) ,  denn 

aiH(xi)  H"(xl )  = O, 
i=1  

1 Als Lobattoquadratur bekannt (Zus. b. d. Korr.). 
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aber mittels partieller Integration folgt wegen H(- -  t )  = H ( +  1) = 0 

+1 +1 
f H(x) H"(x) dx = - - f  H '2 (x) dx q= O. 

--1 --1 

Ftir n =  2 erh~ilt man die Trapezregel, fiir n = 3 die Simpson-Integration, so dab 
man Satz 3.t auch als Verallgemeinerung dieser Spezialf/ille interpretieren kann. 

I , +  t Ftir n = 4  z.B. liefern die Punkte - - I ,  V5 ~ - '  + t mit den Gewichten 

1 5 5 I eine ffir Polynome h6chstens 5. Grades exakte Integration mit dem 
6 '  6 ' 6 '  6 
Restglied 2 1 (6)(2). 

23625 
Um nun den Zusammenhang zwischen optimaler Differentiation und Inte- 

gration tiber den gleichen Sttitzstellen n/iher zu beschreiben, ftihren wir die 
Diagonalmatrix D mit den Diagonalelementen 

(3.~8) d , - -  

ein. Damit erh/ilt man ftir die in Satz 2.1 gegebene Differentiationsmatrix C 
die Darstellung 

(3.t9) 

worin die durch 

C=D-1BD,  

1 (3.20) b~,~= *~:--7 (i4=k),  

(3.21) bi, i = ci, i 

beschriebene Matrix B nur noch die ftir finite Differentiation charakteristischen 
Reziprokwerte von Argumentdifferenzen sowie in der Diagonalen gewisse von 
der Belegung abh/ingige ,,Randteile" enth/ilt. Letzteres wird am Spezialfall (2.25) 
besonders deutlich. 

Ein Vergleich von (2.19) und (3.20) zeigt, daB die Ahnlichkeitstransformation 
(3.19) bei beliebiger Verteilung der x i m6glich ist, wobei die d i =  c/H'(xi) bis auf 
einen gemeinsamen Faktor  festgelegt sind. Die eigentliche Besonderheit der 
optimalen x i aus Satz 2A liegt darin, dab die Gewichte der zugeordneten Inter- 
polationsquadraturen -- bei geeignetem Faktor  in (3.18) -- gerade durch 

(3.22) d~ : A i  

gegeben sind. Hilfssatz 3.3 und Hilfssatz 3.t zeigen ferner -- optimale Differen- 
tiation vorausgesetzt -- die J~quivalenz yon (3.22) mit der Genauigkeit his zum 
Grade 2 n - - 3  in den Quadraturformeln yon Satz 3A. Bei den Jacobi-Belegungen 
gilt (3.22) ffir a l l en  mit n + ~ + f l > t .  Wenn wir jetzt fragen, ftir welche Be- 
legungen dieser enge Zusammenhang yon optimaler Differentiation und zuge- 
ordneter Interpolationsquadratur tiberhaupt m6glich ist, dann geniigt es nattir- 
lich nicht, nut  ein festes n zu betrachten. Wit  setzen ftir alle hinreichend groBen 
n Punkte optimaler Differentiation und die zu (3.22) /iquivalente Beziehung 
(3.6) voraus. Als endliches Intervall kann ohne wesentliche Einschr/inkung (-- t ,  
+ 1) gew/ihlt werden. Damit erhalten wit als Charakterisierung der Jacobi- 
Belegungen 
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Satz 3.2. p(x) sei eine Belegung i~ber ( - - t ,  +! ) .  Fi~r alle n>=n o gelte i~ber 
den durch H', (x) = c~q~_ 1 (x) gekennzeichneten Punkten optimaler Di//erentiation 

+1 

(3.23) fp(x)H~(x)  q,,_s(x)dx=O /i~r alle q~__3(x). 
--1 

Dann ist ]ast i~berall p (x) = c. (t --  x) ~ (t + x) ~ (cr fl > --  1). 

Zum Beweise setzen wir ftir x r  + I )  formal p ( x ) ~ O  und bet rachten 
fiir ein festes k--> n o, k => ! die Funkt ion 

X 

(3.24) g(x) ~- f p(t) q~k(t) dt. 
- - 0 0  

+ 1  

Wegen f p (t) ~ (t) d t = 0 ist g (x)----0 ftir I xl >__ f, ~ (x) ist absolut stetig, und fast 
--1 

tiberall existiert  g'(x)=p(x) 9~(x). Fiir n>~k+ 3 kann in (3.23) q~-3(x)~-q~k(x) 
gew~hlt werden, und mittels partieller Integrat ion folgt wegen H'~ (x) = c~ 9~ 1 (x) 

+ 1  + 1  

' f p ( x ) qJ k ( x ) H ,+ l ( x ) dx~o  fiir v>=k-[-2. 
Cv ~1 

--1 --1 

Daraus ergibt sich 
k + l  

(3.25) g (x) --= p (x) ~. a i 9i(x) = p (x) wk+ 1 (x) 
$=0 

+ 1  

fast iiberall mit  a~-~fg(x)q~(x)dx, denn die Lebesgue-integrable Funkt ion  
--1 

k-i-1 

go (x) = g  (x) --  p (x) ~ a i q~i (x) erfiillt wegen 
i = 0  

+ 1  + 1  

f p (x) ~ (x) ~ (x) dx = a,,~ f So (x) ~ (x )  dx = o 
--1 --1 

+1 

ftir alle v, also auch f go (x)x~dx=O fiir alle v, woraus go (x)----0 fast tiberall folgt. 
--1 

Wir k6nnen im weiteren annehmen, daB (3.25) ftir alle x gilt, indem wir 
p (x) gegebenenfalls auf einer Menge vom Mal3 0 ab~ndern, wobei alle Belegungs- 

g(x) stetig, eigenschaften erhalten bleiben. Ftir wk+l(x ) =4=0 ist dann p(x)----- Wk+l(X) 

g(x) differenzierbar wegen (3.24) und somit auch p(x) differenzierbar. Differen- 
t iat ion yon (3.24) und (3.25) ergibt 

(3.26) p (x) ~ (x) ---- (p (x)w~+~ (x))', 

also die Differentialgleichung 

(3.27) p'(x) - *~(')-~+'(') .p(x) (wk+~(x) :~o). wk+~ (x) 

Abgesehen von den Nullstellen des Polynoms w~+l (x) hat  (3.27) analytische L6- 
sungen. Da einerseits p(x)=--0 flit Ix I >= 1, andererseits aber  p ( x ) > 0  fast fiber- 
all in ( - - I ,  + f )  gilt, muB wk+l(x ) die Nullstellen - - /  und + t besitzen, d.h.  
wk ~1 (x) = (I --  x 2) uk_l (x). Setzt man dies in (3.26) ein, dann folgt mittels partieller 
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Integration ffir beliebige Polynome qk_,(x)= Q~_l(x) 
+1 +1 

f p (X) (1 - -  X 2) U k_l (X) qk--2 (X) dx  = - - f  ~ (x) ~k (X) Ok-1 (X) dx  = O. 
-1 -1 

uk_l(x ) ist demnach (k--l)- tes Orthogonalpolynom zur Belegung p ( x ) ( t -  x ~) 
und hat k -- 1 einfache Nullstellen ~1 . . . . .  ~k-1 in (-- t, + t). Damit erh/tlt man 
in (3.27) eine Partialbruchzerlegung 

f 
p'(x) = ~ y ~  + t +~ - ~ l  ~ - ~ J  p (x) 

und als allgemeine L6sung dieser Differentialgleichung 
k--1 

(3.28) p(x) = c .  ( t -  x)~(t + x)eH I x - ~ V , .  
i=1  

Nun lassen sich aber alle 13berlegungen ffir k + t wiederholen. Dann ergibt sich 
das Orthogonalpolynom uk(x ) zur Belegung p ( x ) ( t -  x ~) mit k einfachen Null- 
stellen ~1 . . . . .  ~,, verschieden von den ~i, denn die Nullstellen benachbarter 
Orthogonalpolynome trennen einander. Die resultierende L6sung 

k 

p (x) =~'. ( t -  .)~' (t + x)~" H Ix-n~r; 
i=1  

ist mit (3.28) nut  vereinbar, wenn die 7i verschwinden, womit Satz 3.2 be- 
wiesen ist. 

4. Konvergenz 

Unsere bisherigen t3berlegungen bei festem n bezogen sich auf Polynome 
bzw. hinreichend oft differenzierbare Funktionen /(x). Bei Konvergenzunter- 
suchungen ffir n--~ oo ist es jedoch wfinschenswert, mit wesentlich schw/icheren 
Voraussetzungen fiber ](x) auszukommen. Das durch Satz 3.t gegebene Quadra- 
turverfahren konvergiert ffir j ede stetige Funktion, weil gem/iB (3.11) alle Gewichte 
positiv sind (STEKLOFF [3])" Bei der Lagrange-Interpolation ist die Stetigkeit 
bekanntlich nicht hinreichend ftir die gleichm/iBige Konvergenz, wohl aber ffir 
die Konvergenz im quadratischen Mittel mit dem Gewicht p (x), wenn man als 
Interpolationsknoten die Nullstellen der zu p(x) geh6rigen q~(x) w~hlt. In 
Analogie dazu erhalten wir speziell ftir die im Satz 2.1 genannten Punkte opti- 
maler Differentiation 

Satz 4.1. L,(x) interpoliere /(x) in den Nullstellen x i y o n  Pn(a-l'/~-l)(x) bei 
/estem o~, f l > -  t. Dann gilt/i~r stetig differenzierbares /(x) 

+1 

(4.t) f (t -- x)~(t + x)a(/'(x) -- L',(x))Zdx---~O (n ---> oo). 
--1 

Der Beweis dieses Satzes ist sehr verwickelt; wir stellen zuni~ehst die wichtig- 
sten Bezeiehnungen zusammen, zeigen dann mehrere vorbereitende Hilfss~itze 
und geben sehlieBlich den zusammenfassenden Beweis. Ffir n~no(8  ) liegen 
gem/iB (2.t7) alle x i in (-- t -- ~, + t + ~), wobei ~ > 0  fest gew/ihlt wird. qn-~(x) 
sei das Polynom bester Approximation an ]'(x) in [-- 1 -- ~, + I + ~] im Tscheby- 
scheffschen Sinne mit der Abweichung 9 ( x ) = / ' ( x ) -  q,-2 (x). Ftir stetiges/'(x) 
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gilt dann 

(4.2) 

Mittels 

bilden wir die Funkt ion 
x 

f dt 

(4.3) /~(z,  x) -- 
( [ ( x ) - O . - l ( x ) ) - f f ( z ) - Q n - l ( z ) )  . . . .  ~ - ~  = x - z  ( x + z ) ,  

Neben den x i mit  den zugeh6rigen l i ( x  ) ben6tigen wir weiter die Nullstellen z k 
yon H'(x) ,  d.h. yon P ~ l ) ( X )  mit 

(4.4) x k < z k <  Xk+ 1 (k = 1 . . . . .  n --  t ) .  

l~ber den z~ hat  man die GauB-Integration zur Belegung ( 1 -  x)~(t + x) a mit  
Gewichten ak>0 ,  exakt ftir Polynome bis zum Grade 2 n - - 3 .  

Hilfssatz 4.1. Fiir  x k < z <  xk~l ,  i ~ k  + t gilt 

~t 

(4.5) j~__/j(z) ] < Ili(z>l- 

Fiir i = n  ist (4.5) richtig; fiir i < n  ist 

{ ;  ffir x = x j ,  f > = i + t ,  
z 2 ; ( ,  = 

-=" ftir x = xi ,  j <= 1;. 

g~+l(X) ist ein Polynom (n--2)- ten  Grades und hat  nach ROI.LE seine n -  2 
Nullstellen in den Intervallen (x,, x,+x) mit  1 <--v<--i--t ,  i +  t <--v<--n--t .  Des- 
halb gilt g~+x(x)~=O ffir x i < = x ~ x i +  1, wegen gi+x(x~+l)-=t,  gi+x(Xi)---O also 
g~+l (xi) > 0 und sign g~+l (x,) ---- (-- t ) i- ,  ftir v <-_ i. Damit  folgt sign gi+l (z) = ( -- 1 )i-k 
und ebenso sign g, (z) = ( - -  1) ~-x-~', wegen g, (z) = g,4 l (z) + l, (z) also ]g, (z)[ =< [l, (z)[. 

Hilfssatz 4.2. Far  z, x, u, v~ [--  t - -  rg, + t + ~ ] ,  z < u < v gilt 

(4.6) I~(z, x)[ _<- E,_2,  

(4.7) ]q)(z, v) ~(z ,u )]  <--2. v - u  E 
- -  - -  . . . . . .  n - - 2 "  

U - - Z  

(4.6) folgt unmit te lbar  aus (4.3) und (4.2) wegen 

b d t  f~o(t)  <__[b--a] . E , _  2. 

Weiter ist 

u dt (*,--z)[ ~(t) a t -  (v - -z ) [  ~(t) 
I a~(~, ~) - -  aS(~, . ) l  = (~--~) (~--~) 

< (u--z) (v--z) <= 2 .  V--Uv_z En-~" 

x 

Q . _ l ( x ) = f q .  2(t)dt 
0 
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Hilfssatz  4.3. Mit  einer yon n und k unabh~ngigen Konstanten gilt 

2 t 
$ = k + 2  \ Xi--Zk 

Wegen (4.4) und der Monotonie von v - u  beztiglich v ist 
V - - g  

2:i--Zi_~ 2 

= s x i -zk  I --i=~+s,, x~-xk  / = - s 

Wtiren die z~ ttquidistant,  dann erhielte man  im wesentlichen eine Abschtktzung 
dutch die konvergente  Reihe ~, t /m  s. Star t  dessen ha t  man  asympto t i sch  eine 
t r igonometr ische Gleichvertei lung der Nullstellen der Jacobi -Polynome P,r a~ (x) : 

Mit  zk=cos  ~9~ ( ~ > z 9 1 > . . .  >z9~_1>0 ) gilt 

(4.9) Ok --  n ~  l (n --  k + 0 .  K) ,  

worin ]O] <--1 und K=K(cc,  fl) unabhdngig yon n und k ist (SzEG6, p. 236). 

Die e lementare  Absch~tzung 

c o s u - c o s v  --<~z. v - u  ( O < u < v < = w < ~ )  
cos u - c o s w  w - u  

erm6glicht  den l )bergang von den z i zu den ~9 i, und mitte]s (4.9) folgt 

n--1  . - - 1  ~ n--1 l/f~gi-~--n~---l(n--i--K)~s 
F ' -  t s -< ( 

n--1 

i = k + 2  

i ~ k + 2  

womit  (4.8) bewiesen ist. 

( (~_--i + 2+ K ) 7 ( n - - i - - K )  I s 
( n - - k - - K ) - - ( n - - i - - K )  } 

(2K+ ls: i - k  / cs(~,/~), 

Eine erste Zusammenfassung  gibt  

Hi l fssa tz  4.4. Fi~r n>=no(6 ) und alle k gilt 

2 2 (4. t o). l~ (z~) ~(zk, x~ _< c~ (~, fl) E,_~ ~ l~ (z~). 
,i= i = l  

Durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung wtirde man  mit te ls  (4.6) 
s t a t t  einer Kons tan ten  e 3 den F a k t o r  n erhalten.  Nun  sind abet  die I i (zk) beztig- 
lich i yon a l ternierendem Vorzeichen, und  nach (4.7) schwankt  ~(z~, x) bezfig- 
lich x nicht  zu stark.  Beginnend mi t  der Aufspa l tung 
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wenden wir z.B. auf die zweite Summe partielle Summation an und erhalten 
die Absch~tzung 

{ ~k+l l](Zk) _-< �9 I~(~ ,  x~ , ) l  + 
i 

+ zj(z~) �9 I~(z~, x,) - ~(z~, x.~) 
i=k+2 "~ " 

Ilk+l(Zk)t.E._2+ Ili(zk)l "2 X,--Xi--~ .En_ ~ 
i = k + 2  x~--zk 

(nach Hilfssatz 4.t und 4.2) 
{1 n 

(Schwarzsche Ungleichung) 
Xi--gk ) i = k + l  

_<_ ~(~, ~) E~_~ ~ l~(~) 

(nach Hilfssatz 4.3). 

Wir haben die vorangehenden Hilfss~ttze speziell ffir diese Absch~itzung formu- 
liert; die Behandlung der ersten Summe in (4At) ist abet in analoger Weise 
m6glich, und damit folgt (4.10). 

Hilfssatz 4.5. Die Gaufl-Integration i~ber den z k lie/ert 

n - - 1  n + 1  

(4.12) ~, a k ~, l~ (z~) < #0 (~, fl) = f (1 -- x) ~ (1 + x)~dx. 
k = l  i = 1  --1 

h(x) ~ - ~  l~(x) ist ein Polynom (2n--2)- ten Grades mit 
i=l 

n h(~-2) (x) ~ 1 
(2n--2)!  Z - - - -  ~ 0 .  ~=1 H'*(xi) 

Deshalb ergibt die GauB-Integration ein positives Restglied, die Quadratur fiber 
den x i nach Satz 3.t gem~iB (3.14) dagegen ein negatives Restglied. Damit folgt 

n- -1  + 1  + 1  

F, ak h (zk) < f (1 --  x) ~ (1 + x)a h (x) dx < ~ A i h (xi) : f (I - x) ~ (l + x)a dx 
k = l  --1 i = l  --1 

wegen h (x~) = t ffir alle i. 

Nunmehr kommen wir zum Beweis von Satz 4.1. Da Q,_l(x) fiber den x i 
exakt differenziert wird, gilt 

(t,(x)- L-(x))~ = {/,(x)- r (x)- 2 z: (x)(/(x,)- Q. ,(~,))}' 
(4.t3) ~=1 

<= 2 E . _ ~ +  ~ '  . l~(x)" ( l ( x ~ )  - Q . - I ( ~ )  '~ �9 

Numer. Math. Bd. 5 2 2  
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Dieser Ausdruck wird als Polynom von h6chstens (2 n -  4)-tem Grade fiber den 
z k exakt integriert, also 

+1  
E * f (1 - -  x) ~ (t + x)~ (l'(x) - -  L'~ (x))~dx <--_ 2 ~_~ "~o (or a) + 

(4.t4) - i  n--1 f n / 

Aus (1.t) folgt wegen H ' ( z k ) = 0  die Beziehung 

t l~ (zk) = li(zk) 
xi--zk ; 

mittels (] .6) und der Definition (4.3) erh~tlt man 

n 2 

n 2 
( 4 . ]  5) m{iZ=ll;(Zk)[(/(Xi)--en--l(Xi))--(/(Zk)--en--i(Zk))] } 

= l ~ ( z ~ l ~ ( z ~ , x , )  <_c~(o~,fl)~_, q(~) 
i = l  

nach Hilfssatz 4.4. Setzen wir dieses in (4A 4) ein, dann folgt mittels Hilfssatz 4.5 
abschlieBend 

+ 1  
f (1 - x) ~ (1 + x)a (/'(x) --  L', (x))2dx <_ c5 (~, a) E ~ - -  n - - 2  --1 

und daraus die behauptete Konvergenz (4A) wegen (4.2) bei stetigem if(x). 
Raekblickend bemerken wir, daB die speziellen Eigenschaften der x i nur in 

den Hilfss~itzen 4.3 und 4.5 benutzt wurden, w~hrend die abrigen Uberlegungen 
allgemeiner gelten. 

Bei der Frage nach gleichm~iBiger Konvergenz wollen wir uns auf den Spezial- 
fall ~=fl~--0 beschr~nken. Dann sind die x i die Nullstellen y o n  P(-1 ,  -1) (x) 

und die zk die Nullstellen des Legendre-Polynoms P,,_l(x). Statt  des Hilfs- 

satzes 4.5 ist hier eine gleichm~tBige abschiitzung yon h (x) = ~. l~ (x) far I xl ~1  
n6tig. Wegen h (xi) = l u n d  i=1 

, , { < 0  far X l = - - t  , 

h ' ( x i ) =  2"l i (x i )  l i ( x i ) = 2 l i ( x  i) = 0  far j = 2  . . . . .  n - - t ,  
~=a > 0  far x . = + t  

gem/iB (2.25) nimmt das Polynom h(x) vom Grade 2 n - - 2  seine n - - 2  Maxima 
gerade in x 2 . . . . .  x.-x an, also gilt 

n 2 
Z l , ( x ) < = t  far Ixl a 
i = 1  

Das ergibt in Verbindung mit (4.]3) und (4.]5) 

[/'(zk) - L'.(z~)l ~_ q , E . _ ~ .  
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Demnach leistet die Approximation yon/ ' (x )  durch die L',(x) im wesentlichen 
das gleiche wie die direkte Lagrange-Interpolation an if(x) fiber den Nullstellen 
der Legendre-Polynome, und unter Verwendung entsprechender Abschiitzungen 
yon SZEG6 (p. 333) erhalten wit 

Satz 4.2. L , ( x )  interpoliere /(x)  in den Nullstellen yon P2-1,-1)(x). Geni~gt 
die stetige Ableitung /'(x) in [-- 4, + 4] der Bedingung 

(4A6)  l/'(u)-/'%l =o( lu-v l  ~) bzw. ----O(l]glu--vll-1), 

dann /olgt in [-- 4, + 1 ] bzw. in [-- t + a, + t --  ~] die gleichmi~flige Konvergenz 
L'. (x) ~ l'(x). 

(4A6) ist z.B. erffillt, wenn/"(x)  existiert und beschr~nkt ist oder auch nur 
/ '(x) yon beschritnktem Differenzenquotienten ist. 

5. Unendliches  Intervall 

Ankntipfend an die allgemeinen Oberlegungen am Anfang von Abschnitt 2 
behandeln wir jetzt die F~tlle a = 0 ,  b-~oo, p ( x ) = x a e  -x  (~r und a = - - o o ,  
b----+ 0% p(x)----e-: .  Wegen der weitgehenden Analogie zu den Ergebnissen im 
endlichen Intervall werden wir uns kurz fassen und nur die durch das unend- 
liche Intervall bedingten Besonderheiten genauer darstellen. 

Die dutch die Rodriguessche Darstellung 

I x - % , ( x ~ + n e - , ) ( ,  ) (5.1) LC') (x) =~ i -  

definierten Laguerre-Polynome mit dem Hauptkoeffizienten (--1)"/n! bi]den ein 
Orthogonalsystem zur Belegung p (x)= x% -x  mit dem Normierungsintegral 

oo 

(5.2) f : : ~ ( L c : ( x ) ) ~ d x -  r(~+~+1)~ 
0 

Aus Integrabilit~tsgrOnden ist 0r > -  t zu fordern, (5.t) liefert aber ftir beliebiges 
0c die Polynome 

L,:,(x) = ( -  
wo \ n - - v /  vl 

(5.3) 

mit 

(5.4) 

Welter benutzen wir die Beziehungen 

(5.5) (t~. ~-1~ (x))' = -- t~.% (x), 

t Ix%-" L~.'!~ (x)]', (5.6) x"-~ e-" L ~. ~'-~ ( x) = ~- 

(5.7) Lr ~-~) % = L~ ~) (z) - v . %  (~) 
und die Differentialgleichung 

(5.8) x y " +  (o~ + t --  x) y ' +  n y = 0 .  
2 2 *  
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Wegen (5.5) kSnnen wit  in (2.4) als S tammfunk t ion  L~ =-1) (x) w/ihlen, x~e-'L(n~z (x) 
hat  n -  t Nullstellen in (0, ~ ) ,  eine in oo und ftir cr  eine in 0. Nach ROLLE 
ergeben sich somit  aus (5.6) ftir 0r mindestens  n Nullstellen der linken Seite 
in (0, e~), sonst n - - 1 .  Nach (5.4) ist 

< 0  ftir - - ! < ~ r  

Mit dem Hauptkoeff iz ienten  ( - -  t)"/n! gilt andererseits  L~ ~-11 (x) --> oo fiir x--> --  oo, 
womit  die noch fehlende Nullstelle x l <  0 im Falle ~ <  0 nachgewiesen ist. 

In  Analogie zu Satz 2.t formulieren wir 

Satz  5.1. Far o r  t sind die n ein/achen Nullstdlen des Laguerre-Polynoms 
L~ ~-x) (x) mit 

(5.9) xl~0> / i~r o~0> und x i > 0  /~r  i - - - 2 , . . . , n  

optimale Punkte fiAr Di//erentiation bez~glich der Belegung p (x) ~- x~ e -~ i~ber (0, o~). 
Die Matrix C ist gegeben durch 

(~.10) c~, i - -  L ( ~ l ( x i ) ( x k _ x i )  (k~=i), 

. -  1 (ar = o) .  ( 5 . 1 2 )  C1'1 = 2 

Aus (1.2) folgt (5.10). Bei (t.3) verwenden wir (5.8) mi t  a t - - l ,  also 

x H"(x) + (cr -- x) H'(x) + n H(x) = O, 

woraus sich mi t  x i~O,  H(xi)=O sofort (5. t l )  ergibt. (5A2) erh/ilt m a n  aus 

xH"(x)  -- xn ' (x )  + n .  x .  H ' (O) :O(x  z) 

dutch  Grenztibergang x - + 0  nach Division durch x. 

Nach (2.23) und (5A1) gilt ftir xk=~0 

xk-- xi Xk ' 
i = l  
~4:k 

daraus  ergibt sich 

Satz  5.2. Fi~r or wird 

(5. t  3) ~ = I I ( x k  - x~)211 x~ e - '~  
$<k h=l  

bei Variation der x i in [0, ~ )  durch die Nullstellen von L~ ~-x) (x) maximiert. 

I m  Hinbl ick auf die In tegra t ion  liefert (5.7) 

(5.t 4) f x~e -~ L7  -1) (x) q,_~ (x) dx = 0 fa r  alle f , _ ,  (x), 
o 

nach Hilfssatz 3.1 und Hilfssatz 3.3 also 
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Satz 5.3. Uber den Nullstellen yon L~ -1) (x) ( ~ > -  t) gilt [i~r Polynome /(x) 
yon h6chstens (2n--2)-tern Grade 

oo  

0 

worin 
/ ' (n+a)  (5.t6) ~(~) - ~! 

Zur Bestimmung der Konstanten y(0~) setzen wir in (5.15) 

/ ( X )  = ( L ( a )  1 ( X) ) 2 ;  

F(n + o~) 
mittels (5.2) folgt so ( n - - l ~ V  -= n .  y (m) und damit  (5.16). 

Sehr einfach erledigt sich der Fall a = - -  oo, b = +  o% p (x) = e - * '  mit  den dutch 

(5.17/ g,, ( x )= ( -  l)"e~'(e-~') (") 

definierten Hermiteschen Polynome. Sie geniigen der Differentialgleichung 

(5.t8) y"- -  2 x y ' +  2 n y = O ,  

und es gilt H', ( x )~  2 n H~_ l(x). Demnach sind die N utlstellen yon H~ (x) optimale 
Punkte fiir Differentiation. In der Matrix C erh~It man mittels (5.t8) und (1.3) 

(5.t9) ci, i = x i .  

Nach (2.23) maximieren die x i die Funktion 
n 

o = H (x~ - x,)~. H ~-'~. 
i < k  k : l  

Die zugeordnete Quadratur schlieBlich ist die bis zum Grade 2 n - - t  exakte 
GauB-Integration mit den Gewichten 

(5.20) A i : V ~ "  2 n - 1  ( ~ r  t ) [  . _ ._1._ 
H~_~(~i) 

In Analogie zu Satz 3.2 erhalten wir als Charakterisierung der Laguerre-Bele- 
gungen und der Hermite-Belegung 

Satz 5.4. p (x) sei eine Belegung iiber (0, oo) bzw. i~ber ( - - ~ ,  + oo) mit opti- 
maler Dij[erentiation H ' , ( x ) :  c, ~o._ t (x) liar alle n>=n o und 

(5.2t) f p  (:,) H.(: ,)  q._~(~) dx : o /ar all~ q._~(x).  

Dann gilt/ast i~berall 

bzw. 
p ( x ) = c . x ~ e  -a" ( ~ > - 1 , / ~ > o )  

p(x) = c .  e -~l~-'~ ( 4 > 0 ) .  

Dem Beweise von Satz 3.2 folgend erhAlt man wieder 
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und die Differentialgleichung 

(5.22) p'(x) -- 9k (x) -- w'~+1 (x) . p (x) (wk+ 1 (x) ~= O) 
w~+l (x) 

Nun kann aber hier wk+l(x ) gar nicht vom Grade k + t sein, denn dann w~re 
ffir x -+  co 

p' (x)>--~-~p(x) ,  I g p ( x ) > = - - q l g x + c ,  und p(x)>=cax-% 

das aber steht im Widerspruch zu der ftir eine Belegung stets geforderten Exi- 
o o  

stenz aller Momente f p (x) �9 xndx. 
Im Falle (0, oo) ist p(x)::-O fiir x < O  und p ( x ) > 0  fast iiberall ftir x > 0  

nur m6glich, wenn Wk+I(X)=Wk(X ) die Nullstelle 0 besitzt, also ist wk(x)---- 
x .  u~_l(x ). u ,_ l (x  ) erweist sich als Orthogonalpolynom zur Be]egung xp(x) 
und man erh~It aus (5.22) dutch Partialbruchzerlegung 

k--1 

p ' (x )  = - fl + - ;  + x) 
i = 1  

mit  der allgemeinen L6sung 
k--1 

$=1 

Wie beim Beweise yon Satz 5.2 zeigt man dann das Verschwinden der Yi. Is t  
p (x) eine Belegung fiber (--o% + oo), dann kann w k (x) auch nicht vom Grade k 
sein, weil sonst, da 9,  (x) - -  w~ (x) genau vom Grade k ist, aus (5.22) fiir Ix l -+ oo 

p ' ( x ) = ( c 4 + O ( t ) ) p ( x  ) mit c44:0 und l g p ( x ) ~ c i . x  
+co  

folgen wtirde, im Widerspruch zur Existenz von f p(x)dx. So erh~ilt man 
- - o o  

w k (x) ----- u,_ x (x) und in (5.22) die Partialbruchzerlegung 

k--1 

Mit Verschwinden der ~i folgt daraus 
1 

- - ( c s  x +ce) t. 
p(X) = C . e  2c. 

6. Eine Anwendung 
AbschlieBend wollen wir an einem einfachen Beispiel zeigen, wie sich die 

optimale Differentiation in der numerischen Praxis verwenden l~il3t. Wir be- 
trachten die selbstadjungierte Eigenwertaufgabe 

(6.t) - (q(,O y ' ) ' + , ( : 0  y= y 

mit q (x )>0 und den Randbedingungen y ( - - l ) =  y ( +  l ) = 0 .  Ffir die finite For- 
mulierung benutzen wir die Matrix C aus Satz 2A zur Belegung p (x) =- t .  Dann 
kommen --  1 und + t unter  den SttRzsteUen vor, so daft sich die Randbedingungen 
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gut erfassen lassen. AuBerdem werden die Diagonalmatrizen Q und R mit den 
Diagonalelementen q(xi) bzw. r(xi) ben6tigt. Bezeichnet y den Vektor der 
Yi= Y (xi), dann lautet (6.1) in finiter Form 

- - C Q C y + R y = 2 y  
oder mittels (3.19) 

- D - 1 B D Q D - 1 B D y + R y = , ~ y ,  

und weil Diagonalmatrizen vertauschbar sind, 

(6.2) -- B Q B ( D y )  + R ( D y ) - ~ ( D y ) .  

Die Randbedingungen Yl=Yn-~O berficksichtigen wir durch Reduktion aller 
Matrizen und Vektoren auf die Komponenten i---- 2 . . . . .  n -- t. Dann wird wegen 
(3.20), (3.2t) und (2.25) insbesondere - - B = B ' ,  und mit Dy----z erh~ilt man aus 
(6.2) die Matrixeigenwertaufgabe 

(6.3) ( B ' Q B + R )  z=~z .  

Die Matrix B' Q B + R = A ist symmetrisch, in ~3bereinstimmung mit der Selbst- 
adjungiertheit von (6.t). Die Elemente 

(6.4) ai, k=  ~, q(~J) +hi  kr(xi) ( i , k = 2  . . . . .  n - - l )  
j = l  ( x j - x i )  ( x j - * k )  ' 

i . i .k 

h~ngen nur noch yon den x iab,  nicht aber von den di, die man nur zur Berech- 
nung der Eigenvektoren y ben6tigt. 

Zu der gleichen finiten Formulierung gelangt man nun aber auch auf folgendem 
Wege: Wir gehen yon (6.t) auf die zugeordnete Variationsaufgabe tiber und 
ersetzen den Rayleigh-Quotienten 

+ l  
(q(x) y'~ +r(x) y~) a .  

( 6 . 5 )  0 - -  + 1  
f y~ dx 

- - 1  

in ZAhler und Nenner durch finite Ausdrticke, wobei hier wesentlich die Dif- 
ferentiation und Integration fiber den gleichen Sttitzstellen benutzt wird. Dabei 
geht der Nenner wegen (3.22) in das Skalarprodukt 

(D2y, y)-~ (Dy, D y ) =  (z, z) 

tiber. Entsprechend erh~tlt man im ZAhler 

(D2QC y, C y) = (D2QD-1BDy, Dq  BOy)  = (Q Bz, ez)  ----- (B' Q ez ,  z) 
und 

(D2Ry, y)---- (RDy, Dy) = (Rz, z), 

also den angen~therten Quotienten 

(6.6) ~ _ ((B' Q B +R) z, z) 
(z, z) 

Die Rfickfibersetzung dieser finiten Variationsaufgabe liefert wieder die Eigen- 
wertaufgabe (6.3). 
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Die beiden Herleitungen von (6.3) zeigen, dab diese Methode eine gewisse 
Mittelstellung zwischen dem gew6hnlichen Differenzenverfahren und dem Ritz- 
schen Verfahren einnimmt. Bei letzterem h/~tte man als Konkurrenzfunktionen 

n - - 1  

die Linearkombinationen ~, Yi li(x). 

Gegentiber dem Differenzenverfahren mit/iquidistanten Stiitzstellen hat (6.3) 
den Vorzug, zur Erlangung einer bestimmten Genauigkeit mit einem 6konomi- 
schen n auszukommen. Dadurch vermindert sich einmal der Rechenaufwand 
zur Bestimmung der Matrixeigenwerte, und zum anderen sind nicht unn6tig 
grol3e Eigenwerte beteiligt, die bei der Berechnung der kleinen Eigenwerte zu- 
siitzliche Rundungsfehler verursachen wiirden. 

Geht man davon aus, dal3 die xi ftir praktisch interessierende Werte yon n 
tabelliert vorliegen, dann sind in (6.3) bzw. (6.4) nur noch einfache Matrix- 
operationen auszuffihren. 

Ffir q (x) ~ t erhalten wir die weitere Vereinfachung 

2 (i 4= k) 
'~ 1 - -  (xk - -x i )2  ( i , k : 2  . . . . .  n - - l ) .  (6.7) ~ ( x j - x ~ ) ( x j - x k )  n ( n - t )  

j~l (i - k )  

Da die finite Differentiation 

" E l " ( )  Yk = i Xk Yi 

ftir Polynome y yon h6chstens ( n -  1)-tern Grade auch durch zweimalige An- 
wendung der Matrix C erreicht wird, enth/ilt C 2 die Elemente l~'(xk). Damit 
hat B '  B :  - -  B ~ = - -  D C 2 D  -1 die Elemente 

(6.8) P , - 1  (x,) ( _  l ; , ( xk ) ) .  

Aus (t.t) folgt 

f t t  (6.9) H (x~) I, (x) -- H(x) 2n'(x) 2H"(x) * - ' ~  (*-*i)* + ( . ~ ) 3  (x 4= xi). 

Ftir x~ 4= x i, k 4= 1, n erh/tlt man daraus wegen H ( x i ) :  H " ( x i ) =  0 

,, 2H'(x~) _ P, ,_t(xk)  2 
- -  l i  (xk) - -  H ' ( x i ) ( x ~ - - x i )  ~ P n - l ( x i )  ( xk - - x i )  2 

und mittels (6.8) den ersten Teil der Behauptung (6.7). Dutch Grenziibergang 
x - - > x  i ergibt sich aus (6.9) weiter 

1 H ' " ( x i )  1 , t _ l t x i )  
(6.10) l i  (x i )  - -  3 H ' ( x i )  3 P ~ - , ( * i )  " 

Ftir i4 :1 ,  n folgt wegen Pn'_l(xi)=0 aus (2At) mit c~=fl=0 

(t - -  x~) P"-*  (xi)  + n (n - -  1) Pn-1  (xi)  = O,  

wodurch in Verbindung mit (6.8) und (6.10) auch der zweite Teil der Behauptung 
bewiesen ist. 
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