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Uber ableitungsfreie Schranken fiir Quadraturfehler

Von
GUNTHER HAMMERLIN

1. In der Arbeit [1] hat PH. DavIs eine Methode zur Abschitzung des Fehlers
R(f), der etwa bei der numerischen Integration, der numerischen Differentiation
oder der Interpolation einer reellen Funktion f(x) notwendigerweise auftritt, in
der Form |R{f)| =o||f| angegeben. Von der Funktion f(z) (z=x+1y) ist dabei
zu fordern, daB sie i Innern des Einheitskreises, der das betrachtete Intervall
der reellen x-Achse ganz umschlieBe, analytisch und auf seinem Rande I stetig
sei. In dieser Abschitzung héngt von f(z) lediglich die Norm |f| beziiglich der
Randkurve I' ab, wihrend ¢ eine dem Niherungsansatz eigentiimliche Kon-
stante ist.

Die Abschiatzung nach PH. Davis ist besonders fiir die hiufig auftretende
Aufgabe der Beurteilung von Quadraturfehlern von Bedeutung; gegeniiber den
herkémmlichen Fehlerabschitzungen gestattet sie es, ohne Differentiation der
zu integrierenden Funktion auszukommen.

Die Untersuchungen in [I] sind beziiglich der Frage der Quadraturfehler
von PH. Davis und P. RaBiyowitz im Hinblick auf eine Einschrinkung der
Regularititsforderungen an f(z) noch fortgesetzt worden ([3], [2]). Dazu werden
als Analytizititsbereiche von f(z) konfokale Ellipsen mit den Brennpunkten in
5n=—1, zy=+1 angenommen, die die Endpunkte des Integrationsintervalls
bilden. Es ergeben sich Abschitzungen der gleichen Form wie oben, wobei ||f]|
hier als Gebietsnorm gewihlt wird.

In [1] werden fiir die Sehnentrapezregel, die Simpsonsche und die Weddle-
sche Regel, je einmal auf das Integrationsintervall <0, 1> angewandt, die zuge-
hérigen Werte von o angegeben'. Ebenso findet man numerische Werte fiir ¢
bei verschiedener Wahl der ellipsenférmigen Analytizitdtsbereiche in [3] und {2].

Um die Methode von PH. Davis praktisch verwenden zu kénnen, ist es je-
doch wiinschenswert, iiber eine Darstellung von ¢ zu verfiigen, die die Moglich-
keit der wiederholten Anwendung einer Quadraturformel beriicksichtigt und dabei
insbesondere die entscheidende Rolle der Schrittweite # erkennen laBt. Es ist
das Ziel der vorliegenden Arbeit, im AnschluB3 an [I] solche Abschdtzungen des
Quadraturfehlers zu finden.

2. Das Vorgehen von Pu. Davis — wir beschrinken uns von vornherein auf
die Darstellung von Quadraturfehlern — 4Bt sich kurz so beschreiben: Sei f(z)
eine in |z] <1 eindeutige regulir analytische, fiir |z| =1 stetige und fiir reelles z
(2=1x) im Intervall —1<a< x<b< 41 reellwertige Funktion. Wir betrachten
den Quadraturfehler

b n
Rf) = J 1) dx— i (x,),

1 Diese Werte bediirfen einer Berichtigung, die wir noch vornehmen werden.
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2 g;="b—a, als beschrinktes lineares Funktional im Hilbert-Raum dieser ana-

i=
lytischen Funktionen. Dann gilt fiir |z] <1:

f( 2}”[{‘ zdc_ n[ szds

integriert iiber den Einheitskreis I" nach der Bogenlinge s. Also ist

R(f) == [R( )i ds

2n, 1—x¢

N (LI e

Bei der entsprechenden Definition des inneren Produkts ist das eine Abschitzung
der Form

und

IR(HP=0?|f]
Dabei ist

Rl ) = SRe

und wegen der Orthogonalitit der Potenzen {’ beziiglich I ist
4712 [ l 1—x C

b "
= [ wdx— Zogj %]
a 7=

Mit

reduziert sich so die Bestimmung der mafgeblichen GréBe ¢? auf die der Qua-
draturfehler von "

3. Um Schranken fiir o2 angeben zu kdnnen, verschaffen wir uns zunichst
fiir einige herkémmliche Quadraturformeln einfache Abschitzungen von |R(x”)].

a) Sehnen- und Tangententrapezregel: Nach W. WIRTINGER [7] und W.
TorLimieN [6] liBt sich das Restglied R, einer Quadratur tiber <0, 1) in fol-
gender Form darstellen:

1 m— m— 1 — : "
R, = — (771 (1) — f=1) (0) ] [%‘H— ;)gjxi ] +
1 ”
o [ 1700 |3 8By = )] dx

mit den periodischen Bernoullischen Funktionen B,,(v), die durch periodische
Fortsetzung der Bernoullischen Polynome B, (v) iiber das Grundintervall <0, 1)
hinaus entstehen. Dabei ist m der Grad der niedrigsten Potenz von x, die durch
die betreffende Quadraturformel nicht mehr exakt integriert wird.
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Fiir die Sehnentrapezregel ist m=2, n =1, x,=0, ;=1 und gy=g, =1, also
1
w [ (1) — 0]+ %off”(x) §By(— %) -+ § B (1 — %) ]dx.

Wir wollen nun ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB a=—2,
b>0 sei. Dann ist R(#*)=0 fiir v=2%+1, £ =1, und wir kénnen uns auf die
Untersuchung der geraden Potenzen v==2%, £ =1, beschrinken. Wegen

fx”dx* 2b ”“f (w—L)du

betrachten wir die Funktion f(x)=(x —1)"
Die folgenden Eigenschaften der durch die Festsetzungen

B
B, (v) =1, d’zf”) =1B,_, (v fB, v)dv =0

fiir /=1 definierten Bernoullischen Polynome bzw. Funktionen werden ver-

wendet:
B,(1 —v)=B,(v) und damit B,(—v)=B,(v);

B,(0) =B,(})=B,;(1) =0 fiir ungerades /;
Bs(v)>0 in O0<wv<i, Bs(1 —v) = — By(v).

Damit ist
1 1

1) 17(%) [Ba(— %) + By (1 — x)] dx =%0fl‘”(x) By (%) dx

0

Weiter ist bei partieller Integration
1 1

[r—32Bumdx = — 2272 [ (x 2 By(x) ds

0

4
=—2 2822 [(x—"By(x) dx > 0.

Daneben gilt Ry=— 45 f(£), 0<&<1, dh wegen f(#)=0 in 0=x<1 ist
R,=<0. Daraus folgt mit }'(1)=—f'(0)= .2v_ .

I_jb‘bx”dx—Ts ofl(u ) du—T,

v=2k, k=1; T, i‘s = Sehnentrapeznidherung.
Ubertrigt man diese Abschitzung auf den Fall, daB das Integrationsintervall
{—b, by in gleiche Teilintervalle der Linge /% unterteilt sei, so ergibt sich

(3.1) ] fbx”dx —
b

v=2k, k=1 mit Gleichheit fiir £ =1.

z(zb)v-}—l <V (Zb)zbv 1

= |R(x") ]< Py b,
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Fiir die Tangententrapezregel ist m=2, n=0, x,=% und g,=1, also

Ry= 5 [f'(1) —1'(0)] +%0ff”(x)§z(%*x)dx~
Mit f{x)=(x—1)"ist

1 - S b
0ff”(x)Bz(2 —x)dx=v(»—1) lft”_ng(t)dt=2v(v~1)oft”_232(t)dt
und
b
fﬁHB (t)dt = 2k372 [ﬁHB (t)dt<o,
]
d.h.

Deshalb und wegen R,= 5 f"(§)=0 gilt

b
’fx”dwaT
)

T, = Tangententrapezndherung, bzw.

< 7”2_ (262071, v=2k, k=1,

=|R(x")| = {L; p bt

(3.2) |fbx”dx—TT
)

mit Gleichheit fiir 2 =1.

Die Abschitzung (3.1) laBt sich auch ohne Zuhilfenahme der Bernoullischen
Polynome so gewinnen: Nach G. Kowarewskr ([4], S.83) gilt: Wenn fIV(x) im
Intervall <{a, b)> ein festes Zeichen bewahrt und dieses Intervall in gleiche Teile der
Linge & zerlegt wird, so ist

b d T h2 ’ ’ b 19h4 177 127 b

Ji@ dr=Ts+ - (@ =FB)]— S, U@} =17 (B)].

0=4=1. Sind nun f{x¥) und f*/(x) in {a, b) monoton nicht-fallend, so gelten die
Ungleichungen f'(a)—f"(b) =0, f"{(a)—f""(b)=0 und R(f) <0 wegen f”’(§)=0. Fir
f(x)=x* v=2Fk, sind diese Annahmen erfiillt und man erhélt wieder die Abschit-
zung (3.1).

b) Die Abschitzungen (3.1) und (3.2) lassen sich in der Aussage zusammen-
fassen, daB fiir f(x)= #** das Restglied von CHEVILLIET? eine Betragsschranke
fiir den Quadraturfebler der Trapezregeln liefert. Dieselbe Aussage liBt sich
aus der Wirtinger-Tollmienschen Darstellung durch geeignete Substitutionen und
partielle Integration auch fiir die Simpsonsche Regel (S5.-R.), fiir Newtons -

2 Die angeniherte Darstellung des Restgliedes einer Quadraturformel vermittels
der Differenz von Ableitungen an den Intervallenden findet sich schon bei CHEVILLIET,
Comptes Rendus 78, 1841 (1874) (nach R. Buckingham, Numerical Methods, S. 88.
London: Sir Isaac Pitman and Sons 1957).
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Regel (3-R.), fiir die MacLaurinsche Formel iiber je drei Teilintervalle (ML.-R.)

[j;}(x ax=30131(2) + 21 (31 + 3¢ (32)} + RO)|

und fiir die Boolesche Regel (B.-R.) nachweisen. So ergeben sich die Abschit-
zungen, jeweils auf das Integrationsintervall {— &, 4 b) bezogen:

(33) SR RS vly—1)p—2)p
(3.4) 3R |R(»)| < Lo(v—n(v—z)bH y=2k, k=2,
(3.5) ML.-R.: |R(s")] <Z»;Lv(v—1)('v—2) Bt
36  BR: RS vp—np—20—3)0 -4

y =2k, k=3

Uberdies ist stets R(x")=0 fiir =2k +1, £=0.
4. Mit den Schranken (3.1) bis (3.6) ist nun die Konstante ¢ abzuschitzen.
a) Trapezregeln: Fiir die Sehnentrapezregel ist nach (3.1)

ot = i |R(x)|2 = i IR ()] < () i (2R)2 (0%

— e > bZ{b4Zk(k—1 69"+ 3 b“l}
:.h_ll_ b2 1+b4
32 (1_b4)3
Also gilt
b 144 4,
(4.1) V27 o< W(TM) B2,

Ebenso ergibt sich fiir die Tangententrapezregel:

b (b
st (ose)

b) Simpsonsche, Newtonsche und MacLaurinsche Regel: In 27 02= ] |R (x")|2
tritt hier jeweils die Summe =0

(4.2) Vom o< -

6 (6%) =§ )2(2k —1)2 (2k — 2)2 (b2)2F 3

auf. Zur Berechnung dieser Summe bedienen wir uns einer Summationsformel
von R. STALLEY [§]:

:};k”xk=(1 —lnt1) Z [mz

=1

"H-l(”i:)(r—m—i—””} x?
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fiir |x| <1 und #=0, ganz. Damit errechnet man

S (bz)—i(6 36 b [1--18b% + 4208 + 18512 4 b16],

so daB sich folgende Abschidtzungen ergeben:

(4.3) S-R.: Vama< (S, 091,
(4.4 3R: Jzmo< IS @),
(4.5) ML.-R.: ]/2n0< [S ()7},

¢) Boolesche Regel: Hier ben&tigt man

Si(0%) =X (2K)2(2k —1)2(2k — 2)2 (2k — 3)2 (2k — 4)2 (b9)** "
k=3
Wegen der Umstidndlichkeit des allgemeinen Ausdrucks Sy,(42) soll hier nur der

numerische Wert der Summe fiir b=} angegeben werden. Es ist [ S;,(1)]#==1607.2,
so daB fir (—1, +1> die Abschatzung

(4.6) V2mo < 6,808
gilt,

5. Legen wir uns, wie das etwa durch eine lineare Transformation stets zu
erreichen ist, auf das Integrationsintervall {(—%, 1> fest, so berechnet man
schlieBlich3
(5.1) Sehnentrapezregel : V2mo < 0,18942,

(5.2) Tangententrapezregel: V2mo < 0,0046 k2,
(5.3) Simpsonsche Regel: V2mo < 0,253 44,
(5.4) Newtons £-Regel: V27 < 0,56944,
(5.5) MacLaurinsche Regel: Vﬂa < 0,498 44,
(5.6) Boolesche Regel: V27e < 6,80k8.¢

3 Die exphzlte Angabe von Sg(b?%) im vorhergegangenen Abschnitt kann niitzlich
sein, wenn bei einer Transformation auf {—%, 3> die Analytizitit des Integranden
in |z|<1 nicht gewahrt bleibt; moglicherweise leistet eine Transformation auf
{~b, +b), ¥ <b<1, dies noch.

oo
4 Die direkte Berechnung von X, |R(#%)|? fiir das Integrationsintervall <0, > mit
y=0

h=% fiir die Sehnentrapezregel, A=% fiir die Simpsonsche und A= 5} fiir die Weddle-
sche Regel fithrt auf:

Sehnentrapezregel: V2mo=2,84 102 (m 0;,=2,08-1071)

Simpsonsche Regel: 127n6=5,46-10"% (V2m 0g=35,1 -107%)

Weddlesche Regel: J2mo=7,22-10"" (V2mo,—=4,28+10"7).
In Klammern finden sich die fehlerhaften Werte aus [1].
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Abschitzung von ||f|: Neben der Moglichkeit der Berechnung von |f[? hat man
stets die einfache Abschitzung

V= [ |10ds < Max | )] 2

zur Hand. Damit 148t sich R(f) durch
IR = (V27 o) Max | (2)
abschitzen.

Der Vorteil der Abschitzungen in dieser Arbeit gegeniiber den herkémmlichen,
in die hohere Ableitungen von f(x) eingehen, liegt weniger in der Schirfe als
in ihrer Einfachheit. Wihrend sich |f(z)| im allgemeinen leicht abschitzen 148t,
kann sich die Ermittlung von Ableitungsschranken recht schwierig gestalten.
Die beiden folgenden Beispiele zeigen jedoch, daBl unsere Abschitzung auch der
herkémmlichen iiberlegen sein kann.

An dieser Stelle soll noch auf die folgende bemerkenswerte Tatsache hinge-
wiesen werden: Derselbe Fehler, der bei der numerischen Integration der Funk-
tion f(x) mit einer der hier behandelten Quadraturformeln entsteht, tritt auch
bei f*(x)=/(x) + o mit der beliebigen Konstanten « auf. An die Stelle der Ab-
schitzung oder Berechnung von |/| kann also auch die von ||f*| treten. Das
gibt uns die Méglichkeit, in der Fehlerabschidtzung die Funktion f{z) durch f*(z)
zu ersetzen und die Konstante o dabei so zu wihlen, daB das [ |/*(z)[2ds bzw.

ls|=1
das I\I’I[a:f | /*(z)] minimal wird. So wird man bei der Funktion f(x) = i-—i; nicht

den Wert llVIlaylc |/ (z)| =6 heranziehen, sondern den weitaus giinstigeren
i
1i_7
1@ +4| =7

verwenden; durch w=/(z) wird ja |z| =1 auf einen Kreis vom Radius r=% um

w = — - abgebildet.

Max

|2]=1

Beispiele:
a) f(x) =x%¢", b==1, Sehnentrapezregel.
Es ist /"(x)=(6x-+622x3)e", also |f’(x)] £4,625¢% fir —{=x<+4%.

Die herkémmliche Abschitzung liefert damit

IR(A| <7 Max |£'(%)] (b — a) =0,63642.

12 a525h
Andererseits ist Mi’f |f(z)| =e, so daB sich mit (5.1) die bessere Abschitzung
|R(f)| <0,189 - ¢ - h*=0,51442 ergibt.

b) f(¥) =48, b=1%, Simpsonsche Regel:
Mit Max |f'V(x)| =90 erhilt man zunichst
—}<x<} 54
< —— == 4
|[R(f)| = 150 90 0,5 At
Daneben ergibt (5.3) mit I;VI;E—nl( |/(2)] =1 die Schranke |R(f)]| < 0,253 A%
Dieses Beispiel tiberrascht insofern etwas, als ja in die Abschitzung von ¢
diejenigen fiir alle geraden Potenzen x” eingehen.
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