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Numerical analysis of quasi-Newtonian flow obeying the power low
or the Carreau flow

Summary. We prove abstract error estimates for the approximation of the velo-
city and the pressure by a mixed FEM of quasi-Newtonian flows whose viscosity
obeys the power law or the Carreau law. These estimates are optimal in some
cases. They can be applied to most finite elements used for the solution of
Stokes’s problem.

Résumé: On prouve des estimations d’erreur abstraites pour I'approximation
de la vitesse et la pression par une MEF mixtes d’écoulements quasi-Newtoniens
dont la viscosité obéit a la loi puissance ou la loi de Carreau. Ces estimations
sont optimales dans certains cas. Elles peuvent étre appliquées a la plupart
des éléments finis utilisés pour la résolution du probléme de Stokes.
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1 Introduction

On considére un écoulement de fluide dans un domain Q de RY de frontiére
I'. On note u le vecteur vitesse, p la pression, o le tenseur des contraintes (o
est symétrique), D(u) le tenseur des vitesses de déformation (D;;(w) = (u; ;+u; ;)/2),
f le vecteur densité des forces extérieures; v ;=0v/0x;, d;; est le symbole de
Kronecker et on utilise la convention de sommation d’Einstein. On se limite
a des écoulements stationnaires sans effets d’inertie et on néglige tous les effets
thermiques. La conservation de la quantité de mouvement s’écrit:

(L1) 0;;,;+i=0 dans Q.
Pour un fluide Newtonien:
(12) o=—pl+2nD(u)
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ou # est la viscosité du fluide supposée constante.

De nombreux écoulements de fluides (polyméres fondus on en solution, hui-
les, boues ...) ne vérifient pas la loi de Newton (1.2) mais une relation plus
complexe dans laquelle la viscosité varie en fonction du deuxiéme invariant
de D(u), D11 (w)=1/2D,;(u) D;(u):

(1.3) o=—p|+27(Dy; () D(u).

Les écoulements de fluides vérifiant (1.3) pour une fonction # a préciser sont
appelés quasi-Newtoniens.

La substitution de (1.3) dans (1.1) fournit la premiére équation de I’écoule-
ment:

(1.4) —(@2n(Dy1 (W) Dy;(w), ;+p,i=f; dans Q.
On lui ajoute la condition d’incompressibilité:
(1.5) divu=0 dans Q

et une condition au bord, choisie ici du type Condition de Dirichlet homogéne
pour simplifier 'exposé:

(1.6) u=0 sur I

On se limite dans cet article & deux lois de viscosité populaires en rhéologie-
mais les méthodes présentées peuvent s’appliquer a d’autres lois-, celle de Car-
reau:

(1.7) (@) =1+ (o~ 1) 1+ A2y 7"

sous les conditions 7, >1,,20, A>0, r>1 et celle de la loi puissance:
(1.8) n@=5z7

sous les conditions g>0, r>1.

Le modéle de Bingham correspond a r=1 dans (1.8) et on retrouve le modc¢le
Newtonien en faisant r=2 dans (1.7) ou (1.8).

Le probléme (1.4) (1.5) (1.6) admet une formulation faible directe:

(19) [ 21(Dy, @) D, ;@) Dyy(v) dx={f;0)  VYveV

Q2

V={veX;divo=0}, ueV
ou X est un espace fonctionnel a préciser dépendant de la fonction 5 et qui
est H3 (€)Y dans le cas Newtonien.

Il admet également une formulation faible mixte:

(1.10) _[2r,(D“(u)) D;j(u) D;;(v)dx— [ pdivo={f,v) VveX,
Q 2

(1.11) — [ qdivu=0 VgeM
2
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oi M est également & préciser et est [5(Q)={qeL*(Q); j q=0} dans le cas
Newtonien. 2

Le probléme (1.9) peut s’interpréter comme I'équation d’Euler J'(u)=0 de
la minimisation d’une fonctionnelle convexe J(v) convenable sur V. (1.10) (1.11)
apparait alors comme la formulation point-selle de ce probléme de minimisation
sous la contrainte divu=0.

Le but de cet article est de donner pour le probléme mixte non linéaire
(1.10) (1.11) une étude des majorations d’erreur analogue a celle développée
dans [11] pour le probléme de Stokes. Grosso modo on peut dire qu’il s’agit
de coupler les difficultés d’un opérateur A du type Laplacien non linéaire [12]
a celle de la formulation mixte vitesse pression du probléme de Stokes.

La loi de Carreau (1.7) ayant une partie non constante qui est une fonction
non homogene, les techniques de [12] sont insuffisantes et nécessitent 'emploi
des résultats de [6].

La condition inf sup introduite dans [5] pour des problémes mixtes linéaires
doit étre renforcée en l'existence d’un inverse a droite continu de I'opérateur
divergence dans un cadre d’espace de Sobolev W ()",

Les majorations d’erreur de [12] ont été améliorées dans [16] ot elles sont
optimales. La combinaison de ces idées permet d’obtenir pour les modéles quasi
Newtoniens considérés des estimations abstraites optimales (pour 1 <r<2) qui
améliorent celles de [10] et [1]. Ces estimations sont également plus fines (sous
de hypothéses plus fortes) que les estimations abstraites de [15].

On peut appliquer ces résultats abstraits a des ¢léments finis spécifiques
en adaptant le cadre H'(Q)¥ de [11] 4 Wh"(Q)". A titre d’exemple on étudie
I'élément P, flux B, de [9, 3], mais on peut dire schématiquement que plus
généralement, si on a pour le probléme de Stokes des estimations d’erreur en
h™ pour la vitesse on a les mémes estimations pour la loi de Carreau avec
N >0 et des estimations en h™/2(1 <r<2) pour cette loi avec 1, =0 ou pour
la loi puissance.

Cet article est basé sur [14].

2 Fonctionnelle énergie

Pour interpréter (1.9) comme I'équation d’Euler J'(u)=0 d’un probléme de mini-
misation Inf{J (v), ve ¥} on introduit:

2.1 E@)= [n(xdx,
0

(2.2) Jo)= [ 2E(D11(0(x))dx, J(@)=Jo®)—<{f;0).

On a en effet formellement:

t™ [o(u+tv)—Jo)]=2 [ t 7' [E(Dyy (u+tv)— E(Dy (u)] dx,
2]

qui tend vers Zf%E(Du(u“l'tU)Nmo dx.
(2]
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On définit donc pour le modéle de Carreau la fonctionnelle J; par
2
@3 50)=2] {1a Disl0)+ (=1 142D, 02— 11} dx
Q
et pour le modéle en loi puissance par

2.4) Jow)=2{ %Dl (o) dx.

La relation
n

2%

1

y3 n
<C, Y|l Vp>0
1

(C,=1sips1, C,=nP"15sip>1)est utilisée dans la suite. En particulier
P p

(142D, 2 Coa(14+(3) ;jwu(v)r).

J, est naturellement définie sur 'espace X donné par:

(2.5) X=H}Q)sil<r=2etn,>0,
X =W ()" sinon pour le modéle de Carreau;
et X =W "(Q)" pour laloi puissance.

Gréce a I'inégalité de Korn dans W "(Q)" [13] lu| =(f Dy, w)"?dx)"" est
Q

une norme sur X =W'"(Q)" équivalente 4 la norme usuelle. On se donne
feW 1T (Q)N, on pose:

(2.6) V={veX;divv=0}
et on considére le probléme:

(B,) TrouverueVtel que J(u)= In‘f J(v).

Proposition 2.1. J, est GAteaux différentiable sur X et A=J; est donné par:

2.7 CAu,v)= [ 29(Dy, (W) D;;(w) D;;(v)dx  Vu,veX.
2

Démonstration. En posant: y=Du, z=Dv, F(y))=E(1/2|y|?), f()=F(y+tz) on
peut écrire:

tT [+ tr)—JoI=2 [t [f(&)—f(0)] dx.
Q
Comme

a:F()=n1G1y»y; ona f'()=nGy+tz>) (y+tz,2).
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Par conséquent, t~'[f(t)—f(0)] tend pour presque tout xe vers
1(Dy1 () D;;(w) D;;(v). De plus t [ f())— f(0)]=f"(z), ze]0, ¢[. On peut justifier
le passage a la limite par le théoréme de Lebesgue en montrant que |f'(t)|
<gel}(Q) Vte[0, ty]. Cette majoration résulte de diverses applications de P'iné-
galitt de Holder. La méme majoration pour t=0 montre que
v {(Au,v>eX’. O

Si on montre que J est convexe le probléme de minimisation (P,) équivaut
alors au probléme variationnel (1.9) que P'on réécrit:

(P) TrouverueV tel que:
{Au—fv)=0 VoveV

La convexité de J est une conséquence des résultats du paragraphe suivant.

3 Propriétés de J'. Solutions de (P)

Proposition 3.1. J'= A est fortement monotone au sens suivant: Cas 1<r=2: il
existe a,>0et B, B, =0 (B, + B, =*0) tels que:

3.1) CAu— A, u—vyz— tallu=vl® Vu,veX
’ = B+ Ba(lull+ o)~ ’

Cas 2<r: il existe o, >0 tel que:

{3.2) {Au—Av,u—v>=a, lu—v)" VYu,veX.

Démonstration. Pour le modéle en loi puissance, il suffit d’utiliser les techniques
de [12] et I'inégalité de Korn dans W'-"(Q)". Par exemple pour 1<r=<2 on
utilise I'inégalité:

(3.3) Izl +1yD* " (2 22—yl ~?y, 2=y 2Clz—yI*  Vy,zeR"

qui est une conséquence de ’homogénéité de la fonction |z|"~2z.

Pour le modéle de Carreau la fonction n—#, n’étant pas homogeéne en
la variable z les techniques de [12] ne peuvent s’appliquer. Nous utilisons le
cadre abstrait introduit dans [6] (Nous nous limitons au cas 1 <r<2. Le cas
r22 est traité dans [147):

Soit ¢ une fonction de R} dans R* continue et telle que t¢(f)=0 en t=0.
Or} montre dans [6] que si y(t)=t¢(f) est continuement dérivable pour :>0
etil existe k, >0, k, >0, k, +k,+0 et C,>0 tels que [o(t) 1]’ [k +k; t271zC,
Vt,seR* alors Vy, zeR"

(34) Cky + ko (2l + ()" (@ (2D z— @ (¥ . 2= Y Z Calz—yI*.
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Examinons par exemple le modéle de Carreau avec 5, =0 et X = Wg'"(Q)".
On a:

l ri2—-1
wo=nor(1+30)

V(=10 [('~ it 1](1 +% tZ)'/H

A )'/2-1_ Molr=1) __ melr=1)

s —_— 2 =
%'70(" 1)(1+2t (1+l/2t2)1—r/2== 1+(/1/2)1—r/2t2—r'

riz2—1
On peut donc appliquer (34) a o(t)=n, (1+—;it2) avec k=1, k,
1~r/2
=(%) et Cy;=no(r—1) ce qui donne en remplagant z par D(u) et y par
D(v)

[14+2kz(Dyy W'+ Dy, (0)"*)* ™1 ((D11 (W) Du—n(Dy, (v) Do, D(u—0))
24C; Dy (u—v).

On éléve cette inégalité 4 la puissance r/2, on intégre sur Q et on applique
I'inégalité de Holder avec les exposants conjugués 2/2—r et 2/r au premier
membre. Il vient:

(] L4k (D1 12 4Dy, @) 210y 2 072
2
{[ (D11 ) Du=n(Dy (#) Do, D(u— o)}
Q

2C _‘Du(u_v)ﬂz-
Q

La premiére intégrale est majorée par:

{§ [L4+K5(D 1, )" + Dy (0) 2]} ~702
Q
<{IQP ™ + ks (§ (Dy(w)+ Dy (o)) )12
Q2

S[B:+By(lull +lv))> 717

ce qui démontre (3.1).

Propesition 3.2. J'=A est continue sur X et on a: Cas 1<r<2: il existe y>0
et o tels que:

(3.5 ldu—Av|Sylu—vl’® VuveX

d=r—1 pour la loi puissance et la loi de Carreau avec n,=0; 6=1 pour la
loi de Carreau avec n,,>0. Cas 25r: il existe C>0et K, K;20 (K, +K,=+0)
tels que:

(3.6 | du— Al SCllu—vl [Ky+Ky(lull + oy~
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Démonstration. Pour la loi puissance on utilise les techniques de [10]. Pour
le modéle de Carreau on utilise celles de [4]. Nous nous limitons ici 4 1<r<2
et 11, =0. Pour les autres cas voir [14].

Il est montré dans [6] que si ¢ est une fonction de R; dans R™* continue
et telle que tp(t)=0 en t =0 et s’il existe y tel que:

(3.7) o) t—p(s)s|Sylt—s™" Vs, teR*
on a.
(3.8) lo(z) z— @y yISylz—yI""!  Vy,zeR"

D’apres la démonstration de la Proposition 3.1 pour le modéle de Carreau
avecn,,=0ona:

V' ())="no [(r—l)%tzﬂ](l +%t2>7_2§'lo (1+%t2)7‘1§ﬁ0 -2,

Pour t>s

W @O—y () =¥ (0)d0<7, |07 *dO

SO (e s ) S ot —s T

r

La relation (3.7) est donc satisfaite et on peut écrire (3.8) avec z=D(u), y
=D(v), ce qui implique que:

[{Au—Av, W>|=l,f('I(Du(“))Du"’T(Du(”))DU, Dw)|
= j (n(Dy1 () Du—nDy (v)| |IDw]|
0
=C 5 D11(“'“v)(r—”/2D11(W)1/2
0

SCf Dy W) (§ Dy u—o)f?y =1
) Q

Proposition 3.3. Le probléme (B,) admet une solution ueV unique qui est aussi
l'unique solution de (P).

Démonstration. Daprés ce qui précéde, J est convexe car J' est monotone, Fré-
chet différentiable car J' est continue. De plus J est coercive sur X. V est un
sous espace vectoriel fermé de X, donc (P,) admet une solution unique caractéri-
sée par P’équation d’Euler (P).
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4 Formulation mixte

L’écriture variationnelle (1.11) de la contrainte divu=0 conduit a considérer
Pespace M définie par:

(4.1) M=I(@Q)={qel (Q); [ g=0} avec }+%=1,
(0]

Le probléme variationnel mixte (1.10), (1.11) est alors parfaitement défini. On
introduit Be £ (X, M') et B'e ¥ (M, X') tels que

(Bv,qy=(B'q,v)=[qdive VveX, VgeM.
Q

Soit ge M’; on considére le probléme:

(Q) Trouver (u, p)e X x M tels que
Au+Bp=f
Bu =g.

(1.10), (1.11) équivaut alors au probléme (Q) avec g=0.

On notera que le probléme (Q) signifie que le Lagrangien
L(v, g)=J (v)+ (Bv—g, q) admet (4, p) comme point selle sur X x M.

On considére maintenant les problémes abstraits (P) et (Q) sans référence
particuliére aux modeles quasi-Newtoniens.

Proposition 4.1. (Q) admet une solution unique si et seulement si (P) admet une
solution unique et B est surjectif.

Démonstration. Ce résultat est un cas particulier de [15] que I'on peut étudier
directement. Par le théoréme de I'image fermée, B surjectif équivaut a R(B')
fermé et Ker B'={0}. Si (Q) admet une solution unique pour tout couple
(f, g)e X’ x M', B est évidemment surjectif et u solution de (P). Réciproquement
{Au—f,v>=0VveVsignifie que — Au+ feV°=Ker B®. Comme R(B) est fermé,
R(B)=Ker B°, donc il existe p tel que B'p=—Au+f Comme Ker B'={0},
p est unique. []

L’existence d’une solution unique de (Q) est alors conséquence de la proposi-
tion suivante:

Proposition 4.2, Si la frontiére I' de Q est assez réguliére (N=2) l'opérateur
dive L(X, M) est surjectif et admet un inverse a droite continu.

Démonstration. 11 suffit de reprendre la démonstration de [10] de construction
de l'inverse a4 droite et de vérifier que cet inverse est continu de M dans X,
. , , .. \ 0
ce qui est une conséquence de la régularité W' des problémes 4 ¢ =g, —a%=0

op

= h d’autre part.

d’une part et 4 p=0,
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Remarque 4.1. On peut identifier M et M'. L'existence d’un inverse continu a
droite pour div équivaut alors a Pexistence d’un supplémentaire topologique
de Ker B dans X et a la condition inf-sup continue:

) {Bv,q)
. f — 2 > 0.
42) S T vl ="

L { . Alors ge () donc

Remarque 4.2. Soit geI’y(Q), §=|q" "*q et =4— Tl
2

il existe ve Wy " (Q2)? tel que:
dive=g et | Wi @) sC “qHL{m: Clq ||;f(;2)1
On en déduit que:

j qgdivo= j qq= I q4= ||(1”Z;(9)-
Q o 2
5 Probléme approché et Estimations abstraites

On introduit deux sous espaces de dimension finie X, <X et M,cM et on
approche (Q) par:

(@1 Trouver (uy, p)e X, x M, tels que:

(.1 CAug, vy +{Buy, ppy={fivy) VvueX,
(5:2) (Buy, gy =48, 94> VaeM,
(B,) est approché par:

(B) Trouver u,e V,(g)={v,€ Xy, {Bvy,dn> =<8 qn> V4s€ M} tel que
(5.3) J () =Inf{J (v,), v,€ Vi (g)}

Nous allons supposer dans la suite que 1 <r<2. Le formalisme décrit dans
[11] pour l'approximation mixte abstraite du probléme de Stokes est repris
ici pour le probléme non linéaire. Les estimations d’erreur que nous obtiendrons
pour u dans le cadre de la formulation mixte (optimisation avec contraintes)
sont optimales et identiques a celles obtenues dans [16] pour le probléme sans
contraintes du Laplacien non linéaire.

Les erreurs [[u—u,| x et || p—pyllp sont estimées dans le théoréme suivant:

Théoréme 5.1. i) On suppose que (u, p) solution de (Q) existe et que sont vérifiées
la relation (3.5) de continuité Holdérienne de A, la relation (3.1) de forte monotonie
de A et que V,(g)% ¢. Alors le probléme de minimisation (F) admet une solution
unique, u,eV,(g), et il existe une constante C,>0, C,{o, K,7,0,r, |ullx, |Pla
telle que:

VoreVilx), VaneM,
¢ ”u_u ”2
S4) C, ﬂ‘ﬁjﬁﬂﬁ;ﬁé e —vpllZ" + 1P — gl ac (11— Opllx + e~y ] x)-



44 J. Baranger et K. Najib
i) On suppose de plus vérifiée la condition inf-sup discréte:

(5.5) inf sup BUrdw o

aneMy pex, | Gulla ol =

p*>0.

Alors V,(g) est non vide et il existe un unique p,e M, tel que (u,, p)e X, x M,
soit l'unique solution du probléme (Q,). De plus, il existe C,, A, et A,, trois
constantes strictement positives telles que:

Vv,eX,,Vq,eM,
lu—u,ll%
56) C
GO i3
(5.7 ”P“PhHM§A1||u““h“‘;(+A2"P—‘1h”M,

= Nu— vl + 1 p—anllar (1 — vy llx + llu—uy 1),

Démonstration. i) V,(g) étant non vide, grice a la linéarité et la continuité de
B, c’est un convexe fermé de X,. Les autres hypothéses sur J nous placent
dans le cadre du théoréme classique d’existence en analyse convexe. Le probléme
(B) admet donc une solution unique u,€ V,(g) qui vérifie:

(5.8 Ju)SJ(vy)  VoeVi(g).
Et alors:
F=J(uy)—Ju)—<J' ), up—up J (0) — J (u) — {J' (u), uy — 1.

Donc:

Fs j.l (I (u+t(v,—uw), v,—u)y dt—<J' (u), u,—u)
0

<

O ey

{J'(u+t{v,—w)—J (W), v,—uy dt— {J' (u), u,— vy,

< g 1+ 0y — )~ @) |0yl dt = < () g 03.
Draprés (3.5) on a:
ng(of (w3 dt) on =l — <"1,y — 03

S5 lo—ul§ ! = ) =0y,

(I (), uy—vy) = CAu, up— 0> — (B, up— vy
= —{(Bu,—vy), p> = —{B(uy—v4), P—qs)
Bl ip—aulm(lu—uyllx + lu—vy i x)-
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Finalement, pour tout v, dans V,(g):

(59) Féall e —vu " + 1Bl 1P —anllae (N —upllx + 1~ vy x)-

F peut &tre aussi minoré comme suit:

F= j1<J’[u+t(u,,——u)], up—uy dt—<{J' (W), u,—u)

-

= [ (J' [u+t(u,—uw)]—J (W), u,—u) dt

0

' u+t(u,—u)]—J' ), [u+t(u,—u)]—w) dt.

o+ | -

N
© oy

De (3.1) on tire:

Fail et~ w3 dt
P K Gt =l + a0
: oluy—ullk
> dt,
2 R Gl Ta—
o
——2i||u—uh||§
(5.10) Fz

TK+QIullx+llu—u,lx)*™"

La combinaison de (5.9) et de (5.10) nous donne la relation (5.4).
ii) Définissons un opérateur B, £ (X, M}) par:

{(Byv,qyy=<Bv,q;,) VveX, VqeM,

X, étant de dimension finie, Ker B,|x, admet un supplémentaire topologique
E et B,|x, est un isomorphisme de E dans M. V,(g) est donc non vide.

D’aprés i) (B) admet une solution unique u,. De plus, il existe un unique
pre M, tel que (u,, p,) soit 'unique solution de (Q,). On montre (voir [11], p. 115)
que:

(5.11) Inf |Jlu—w,|x= (1+”§"*) Inf fu—v,llx.

wheVh(x) vpeX

D’ou la relation (5.6). Estimons l'erreur sur p:
Soit (vy,, gr)e X, x M,:

(Bvy, py—qn> = {fi vp) — (A uy, v,) — {Bvy, 4,
=(Au—Auy, vy) +<{Bvy, p—q,>
={J (W) —J (up), 4> + {Bvs, p—qp)-
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D’apreés la relation (5.5):

sup <th’ ph_—qh> éﬂ* “ph

— gl
vhEXn lloallx M

ce qui nous donne:

1 1
1= bl S g 500 {om (/0= T 0>+ By, =)

l)).EX;.

gﬁl; sup {17/ —J @)+ 1 Blly 12—l

vheXp

Et d’aprés (3.5):

1
Hp;.—thluéﬁ(v Tu—upli%+ 1Bl || P~ qullae)

Du fait que:
Ip—prllm = 1P —anlme+ 11Ph—anllae
ona:

B
Ip=PalS ||u~uh||§+(1+ ” Bl'*) Ip—aalu  VaneM,

Il Bl
B*
Les résultats abstraits du Théoréme 5.1 présentent I'intérét d’étre applicables
aux modéles quasi-Newtoniens. Dans la suite, on prend:
X=w"r(Q),
M=I4(@)={geL (@) | gdx=0)}.
?

tA2=1+

O

ce qui n’est autre que (5.7) avec 4, =% €

Soit W, un sous-espace de (W' '(Q))V, et Q, un sous-espace de L'(€), de
dimensions finies.
On pose: X, =XnnW,, M,=MnQ,, g=0,

{(Au,v)= | 2n(Dy,w)) D;;(u) D;;(v)dx et (Bv,g>=— | gdivvdx.
Q2 Q

On a alors immédiatement le corollaire suivant du Théoréme 5.1:

Corollaire 5.1. On suppose que les espaces éléments finis (X,, M,) vérifient la
condition inf sup discréte (5.5). Alors les problémes mixtes approchés correspondant
aux modéles de Carreau et de la loi puissance possédent une solution unique.
De plus, pour 1 <r=<2, et pour le modéle de Carreau avec 1, >0 (respectivement
la loi puissance ou le modéle de Carreau avec n,,=0) les estimations (5.6}(5.7)
sont valables avec =1 (respectivement avec d=r—1).
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6 Application a quelques méthodes d’éléments finis

Si les espaces X, et M, (donc W, et Q,) sont des espaces d’¢léments finis, il
est commode d’utiliser des hypothéses sur les espaces discrets analogues a celle
de [11]:

11 existe un entier naturel [> 1.

(H1): hypothése d’approximation de X,

il existe un opérateur n,: W (Q)"¥ - W, linéaire continu tel que
o (@M e X
(Yo h
et pour tout m vérifiant 1IEm<1, on a:
fo—mvl1, 0S| 0lms 1,00 Yoe(Wm* (@)Y

(H2): hypothése d’approximation de Q,

il existe un opérateur continu S,: I/ (Q) - Q, tel que pour tout m vérifiant 0<m
<1l,ona:

lg—Suqllo,r,0=C " qllmr,0  Yqe W™ (Q)

Le résultat de convergence est contenu dans le théoréme suivant:

Théoréme 6.1. Sous les hypothéses du Théoréme 5.1 et (H1) (H2) le probléme
mixte (Q,) admet une solution unique convergeant vers la solution du probléme
continu (Q). Si, de plus, tout m vérifiant 1 <m=l:

(u, p)e(W™* 1-(Q) n W (@)Y x W™ (Q) N Lo ()

alors:
i) pour la loi puissance et le modéle de Carreau avec y,,=0:

(6.1) Iu"“hirl,?n*‘ p—pw ||o,r',n§0hr(r— 1)"'/2(”u||m+1,r,:2+ [pllm, . 2)

ii) pour le modéle de Carreau avec n,,>0:

(6.2) lu—uply, 2,0+ ”P“Ph”0,2,9§Chm(||“”m+1,2,n+ Iplim, 2,0

Démonstration. On écrit (5.6) (5.7) avec v,=m,v et q,=S,q. Pour le cas de la
loi puissance ou de la loi de Carreau avec #,=0, on a 6=r—1; posant x=|u
—uly,,. o on tire de (5.6):

2

X
C ~—~ﬁ§a1 h’”x+ot2 h2m+a3 hmr,

(6.3) s

On suppose h<hy,<1; on pose

Vi(x)= T(x)—h™(oty x+ &, "~ D),
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ou
x2

=G e
HOZ T —hG( x+8)  Vhsho.

dy=oay+a, 7™ et T(x)

On a V,(0)<0 et V,(1)=¢/2—hG(a; +a,)>0 pour h, assez petit; donc pour tout
hZhg, il existe x,€]0, 1[ tel que V,(x,)=0. D’autre part 1<1+x2"7<2, dott
¢/2x% < T(x,) £ CxZ. Un calcul explicite montre alors que x =0 (h™"'?).

Remarque 6.1. On peut traiter de la méme maniére le cas r =2 mais les estima-
tions obtenues ne sont pas optimales. Voir [14]. [

On suppose pour simplifier que Q est un polygdne triangulé par une triangu-
lation 4,: Q= () K
Ke¥yn
L’application du Théoréme 6.1 a des éléments finis concrets se fait en vérifiant
(H1) (H2) et la condition inf sup discréte (5.3). En général on obtient (5.3)
en montrant qu’il existe C >0 tel que pour tout g,e M,, il existe v, X, tel que:

6.4) Bvy, gp) = |l g, ||g,r',n et |vply,,0S CI‘];.!B,;'}Q

((6.4) généralise un résultat classique pour r=2).

On peut schématiquement dire que tout élément fini donnant pour le pro-
bléme de Stokes des estimations en h™ pour ||u—u,|y et A"~ ! pour |p—psllu
donnera les mémes estimations pour le modéle de Carreau avec 5, >0 et des
estimations en h™"/2 pour |u—u,|x et B~ Y2 pour | p—p, s pour la loi puis-
sance on le modele de Carreau avec 5, =0(1 <r = 2). Les démonstrations consi-
stent en des adaptations L des résultats de [11]. A titre d’exemple examinons,
en dimension 2 d’espace, 'élément P, flux-F, de [9] et [3]. Certains €léments
plus compliqués peuvent étre étudiés a l'aide d’une version I’ du théoréme de
[4]; voir [2] pour les détails ou on trouvera également d’autres exemples. Soit
K un triangle. La partie vitesse de I’élément P, flux-F, est définie par

~ Pespace Z (K) des vecteurs a composantes polynémes, ot
A(K)y=P?@e-v{p;,p;, 3}

P, ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a 1, p;=n; A; 4, pour
i, j, k différents, n; vecteur normal (extérieur) au cdte f; opposé au sommet
a; de K, A, coordonnée barycentrique dans K telle que A;(a;)=1.
— les degrés de liberté u(a) et | un;dsi=1,2,3.
Si

Les vitesses sont continues dans Q. Les pressions sont constantes dans K. Les
opérateurs d’interpolation =, et S, de (H1) et (H2) sont alors construits comme
dans [11] par l'intermédiaire de 'opérateur R, d’interpolation de fonctions dis-
continues de [8].

On a 7,: W' "(Q)? - X, tel que:

7, v(@)=R, v{a) Vasommet de %,
[(yv—v)-nds=0 Vfcbtéde®,,

I

S,: '(2)—Q, estdéfinipar S, q|K=~—1~ fqdx.

K]

K
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On montre alors la version I des résuitats de [11]:

(6.5) lo—m,0ly,,0SCH ol o YoeWET(Q)?

pour k=1et2et:

(6.6) [a—S14lo,r,a=Chlqli 0 V‘IEL',(Q)

ce qui montre que (H1) et (H2) sont satisfaites pour I=1.

Pour la démonstration de (6.5), (6.6) voir [14].
La condition inf sup discréte s’obtient en utilisant la Remarque 4.2 et en

posant v, =7, v.

On peut donc dire que pour 'élément P, flux-By, siue W*"(Q)? et pe W' (Q),

on a les majorations du Théoréme 6.1 avec m=1.

Remerciements. Les auteurs remercient V. Girault et P. Le Tallec pour d’intéressantes

remarques et discussions.
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