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Numerical analysis of quasi-Newtonian flow obeying the power low 
or the Carreau flow 

Summary. We prove abstract error estimates for the approximation of the velo- 
city and the pressure by a mixed FEM of quasi-Newtonian flows whose viscosity 
obeys the power law or the Carreau law. These estimates are optimal in some 
cases. They can be applied to most  finite elements used for the solution of 
Stokes's problem. 

R6sum6: On prouve des estimations d'erreur abstraites pour  l 'approximation 
de la vitesse et la pression par une MEF mixtes d'6coulements quasi-Newtoniens 
dont la viscosit6 ob6it ~ la loi puissance ou la loi de Carreau. Ces estimations 
sont optimales dans certains cas. Elles peuvent ~tre appliqu6es ~ la plupart 
des 616ments finis utilis6s pour la r6solution du probl6me de Stokes. 

Subject classifications: AMS (MOS): 65 N 15, 76 A 05; CR: G 1.8. 

1 Introduction 

On consid6re un 6coulement de fluide dans un domain f2 de RN de fronti6re 
/'. On note u le vecteur vitesse, p la pression, tr le tenseur des contraintes (a 
est sym6trique), D (u) le tenseur des vitesses de d6formation (Dij(u) = (ui,j + uj, i)/2), 
f le vecteur densit6 des forces ext6rieures; v i=t~v/Ox~, 6ij est le symbole de 
Kronecker et on utilise la convention de sommation d'Einstein. On se limite 
h des 6coulements stationnaires sans effets d'inertie et on n6glige tous les  effets 
thermiques. La conservation de la quantit6 de mouvement  s'6crit: 

(1.1) trij, j + f i = O  dans t2. 

Pour un fluide Newtonien: 

(1.2) tr= - P l  + 2r/O(u) 

Offprint requests to: J. Baranger 
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Of 1 ~/est la viscosit6 du fluide suppos6e constante. 
De nombreux 6coulements de fluides (polym6res fondus on en solution, hui- 

les, boues ...) ne v6rifient pas la loi de Newton (1.2) mais une relation plus 
complexe dans laquelle la viscosit6 varie en fonction du deuxi6me invariant 
de D(u), Dll  (u) = 1/2Dij(u) D~j(u): 

(1.3) a =  - P l  +2q (Dl l  (u)) D(u). 

Les 6coulements de fluides v6rifiant (1.3) pour une fonction q /~ pr6ciser sont 
appel6s quasi-Newtoniens. 

La substitution de (1.3) dans (1.1) fournit la premi6re 6quation de l'6coule- 
ment: 

(1.4) -(2rl(Dll(u))Dij(u)),j+p,i=fi dans t2. 

On lui ajoute la condition d'incompressibilit6: 

(1.5) div u = 0  dans f2 

et une condition au bord, choisie ici du type Condition de Dirichlet homog6ne 
pour simplifier l'expos6: 

(1.6) u = 0  sur F. 

On se limite dans cet article ~ deux lois de viscosit6 populaires en rh6ologie- 
mais les m6thodes pr6sent6es peuvent s 'appliquer/t  d'autres lois-, celle de Car- 
reau: 

(1.7) ~/(z) = r/~ + ( q 0 -  q J  (1 + •z)  r/2 - 1 

sous les conditions ~/o > ~/~ > 0, 2 > 0, r > 1 et celle de la loi puissance: 

(1.8) ~/(z) = g  z "/2- x 

sous les conditions g > 0, r > 1. 
Le mod61e de Bingham correspond/t  r = 1 dans (1.8) et on retrouve le mod61e 

Newtonien en faisant r = 2 dans (1.7) ou (1.8). 
Le probl6me (1.4) (1.5) (1.6) admet une formulation faible directe: 

(1.9) S 2q(Olx(U))Oij(u)Oo(v)dx=<fv> V v e V  
D 

V = { v e X ; d i v v = O } ,  u e V  

od X est un espace fonctionnel /t pr6ciser d6pendant de la fonction ~/ et qui 
est H~([2) N dans le cas Newtonien. 

I1 admet ~galement une formulation faible mixte: 

(1.10) S 2r/(D, 1 (u)) Dij(u) Dij(v) d x -  [. p div v = ( , f  v> VveX ,  
1"1 

(1.11) -- j" q div u = 0  V q 6 M  
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off M est 6galement ~t pr6ciser et est L2(f2)={q~L2(f2); ~q=0} dans le cas 
Newtonien. 

Le probl~me (1.9) peut s'interpr6ter comme l'6quation d'Euler J ' (u)=0 de 
la minimisation d'une fonctionnelle convexe J(v) convenable sur V. (1.10) (1.11) 
apparalt alors comme la formulation point-selle de ce probl+me de minirnisation 
sous la contrainte div u = 0. 

Le but de cet article est de donner pour le probl~me mixte non lin6aire 
(1./0) (1.11) une 6tude des majorations d'erreur analogue /t celle d6velopp6e 
dans [11] pour le probl6me de Stokes. Grosso modo on peut dire qu'il s'agit 
de coupler les difficult6s d'un op+rateur A du type Laplacien non lin6aire [12] 
/l celle de la formulation mixte vitesse pression du probl~me de Stokes. 

La loi de Carreau (1.7) ayant une partie non constante qui est une fonction 
non homog+ne, les techniques de [12] sont insuffisantes et n6cessitent l'emploi 
des r~sultats de [6]. 

La condition inf sup introduite dans [5] pour des probl6mes mixtes lin~aires 
doit ~tre renforc6e en l'existence d'un inverse /l droite continu de l'op6rateur 
divergence dans un cadre d'espace de Sobolev WE'(O) N. 

Les majorations d'erreur de [12] ont 6t6 am61ior6es dans [16] off elles sont 
optimales. La combinaison de ces id6es permet d'obtenir pour les modules quasi 
Newtoniens consid6r6s des estimations abstraites optimales (pour 1 < r=< 2) qui 
am61iorent celles de [10] et [1]. Ces estimations sont bgalement plus fines (sous 
de hypotheses plus fortes) que les estimations abstraites de [15-1. 

On peut appliquer ces r6sultats abstraits /~ des 616ments finis sp6cifiques 
en adaptant le cadre HI(~"~)/v de [11] h wl'r(~ '~)  N. A titre d'exemple on 6tudie 
l'616ment P1 flux Po de [9, 3], mais on peut dire sch6matiquement que plus 
g6n6ralement, si on a pour le probl6me de Stokes des estimations d'erreur en 
h m pour la vitesse on a l e s  m~mes estimations pour la loi de Carreau avec 
~/o~ >0  et des estimations en hm'/2(1 < r < 2 )  pour cette loi avec ~/oo=0 ou pour 
la loi puissance. 

Cet article est bas6 sur [14]. 

2 Fonctionnelle 6nergie 

Pour interpr&er (1.9) comme l'~quation d'Euler J'(u)= 0 d'un probl~me de mini- 
misation Inf{J(v), v~ V} on introduit: 

(2.1) E(z) = S rl(x) dx, 
0 

(2.2) Jo(v)= j" 2E(O,l(v(x)))dx, J(v)=Jo(v)-(f ,  v). 
19 

On a en effet formellement: 

t -  1 [J0 (u + t v)--  Jo (u)] = 2 ~ t -  1 [E  (D 11 (u + t v ) ) -  E (D 11 (u))] d x, 

qui tend vers 2 h ]" ~-~ E (D 11 (u + t v))lt = 0 dx. 
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On d6finit donc pour le mod61e de Carreau la fonctionnelle Jo par 

(2.3) Jo(v)=2~ {rlooDll(v)+ ~---~(rlo--rlo~)[(l +2Dl,(v))'/2--1]}dx 

et pour le mod61e en loi puissance par 

(2.4) Jo(v)=2o~ g-Dr ~(v)r/2dx" 

La relation 
n p n 

y'~, <C.~ l . , I  ~ Vp>O 
1 1 

(Cp = 1 s ip  =< 1, Cv = n p- 1 sip > 1) est utilis6e dans la suite. En particulier 

( l + 2D,, (v))r/2 < C,/2 ( l +(~)r/2 i~.jlDij(v)lr). 

Jo est naturellement d6finie sur l'espace X donn6 par: 

(2.5) X=H~(f2)Nsi l < r < 2 e t ~ / ~ o > 0 ,  

X =  Wol'r (t2) N sinon pour le mod61e de Carreau; 

et X = W0~"(t2) N pour la loi puissance. 

Gr,~ce ~ l'in6galit6 de Korn dans Wl"(f2) N [13] Ilull =(~ Dll(U)r/2dx) 1/r est 
f~ 

une norme sur X=Wol"(f2) N 6quivalente /t la norme usuelle. On se donne 
f e  W-l'"(f2)N, on pose: 

(2.6) V= {veX; div v=0} 

et on consid6re le probl6me: 

(Pro) Trouver ue  Vtel que J(u) = InfJ(v). 
v e V  

Proposition 2.1. Jo est Gdteaux diffirentiable sur X et A = JO est donn~ par: 

(2.7) (Au, v>= ~ 2~l(Dll(u))D~j(u)Dij(v)dx Vu, veX. 

D~monstration. En posant: y = D u, z = D v, F(y) = E(1/2 lY12), f (t) = F(y + tz) on 
peut 6crire: 

t - l [  Jo(u+tv)-Jo(u)]=2 S t-1 [f(t)--f(O)] dx. 

Comme 

diF(y)=rl(�89 o n a  f'(t)=rl(�89 z). 
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Par cons6quent, t - l [ f ( t ) - f ( O ) ]  tend pour presque tout xet2 vers 
tl(Ot 1 (u)) Dij(u) Dij(v ). De plus t -  1 [ f ( t ) - f ( 0 ) ]  =f '(z),  ze]0,  t[. On peut justifier 
le passage ~i la limite par le th6or6me de Lebesgue en montrant  que If'(t)l 
< g e L  1 (f2) V t ~ [0, to]. Cette majoration r6sulte de diverses applications de l'in6- 
galit6 de H61der. La m~me majoration pour t = 0  montre que 
v~<Au,,v>eX' .  [] 

Si on montre que J est convexe le probl6me de minimisation (PJ 6quivaut 
alors au probl6me variationnel (1.9) que l'on r66crit: 

(P) Trouver u e V tel que: 

<Au-f, v> = 0  VveE  

La convexit6 de J e s t  une cons6quence des r6sultats du paragraphe suivant. 

3 Propri6t6s de J'. Solutions de (P) 

Proposition 3.1. J' = A est fortement monotone au sens suivant: Cas 1 < r < 2: il 
existe ~t 1 > 0  et ill, f12>= 0 (ill +fiE#O) tels que: 

~x Ilu-vl[ 2 
( 3 . 1 )  ( a u - a v ,  u - v > > # l  +#z(llull+lbvll)2_ r Vu, v~X.  

Cas 2 < r :  il existe 7l > 0  tel que: 

(3.2) (Au--Av, u-v> >cq ) lu - -v ) l  r Vu, veX .  

D~monstration. Pour le mod61e en loi puissance, il suffit d'utiliser les techniques 
de [12] et l'in6galit6 de Korn dans wl'r(f2) N. Par exemple pour 1 < r < 2  on 
utilise l'in6galit6: 

(3 .3)  ( i z l+ ly l )2 - , ( i z r -2 z - l y r -2y ,  z - y ) ~ C i z - y l  2 Vy, z ~ "  

qui est une cons6quence de l'homog6n6it6 de la fonction [zl r- 2 z. 
Pour le mod61e de Carreau la fonction t/-~/| n'6tant pas homog6ne en 

la variable z les techniques de [12] ne peuvent s'appliquer. Nous utilisons le 
cadre abstrait introduit dans [6] (Nous nous limitons au cas 1 < r<2 .  Le cas 
r>=2 est trait6 dans [14]): 

Soit ~o une fonction de R .  +dans  R + continue et telle que t~o(t)=0 en t=0 .  
On rnontre dans [6] que si ~k(t)= t q~(t) est continuement d6rivable pour t > 0 
et il existe k l>O , k2=>O, kld-k2~O et C l>O tels que [q~(t) t]' [kid-k2 t2-']>=C1 
Vt, s e R  + alors Vy, z e R "  

(3.4) [kl + k2(izl + ly[) 2 - ' ]  (~o ([zl) z -  q~(lY{) Y, z - y ) ~  C1 [ z - y [  2. 
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Examinons par exemple le mod61e de Carreau avec r/o~ = 0 et X = WoL'(O) ~. 
On a: 

2"~,/2 - 1 

d/(t)=riot(l +~  t ) , 

~k'(t)=rio[(r--1) ~ t2 + l]( l  + ~  t2) r/2-2 

/ ~, \ r / 2  - 1 
~rio(r_ l)[l  +_2 t2 ) rlo(r--1) rio(r--I) 

= (1 + 2/2t2) 1 -~/2 > = 1 + (2/2) 1 - ' /2  t 2-," 

On peut donc appliquer (3.4)~ ~o(t)=rio{l+2t2}'/2-1/~ \ avec k l = l ,  k2 
\ ! (~) 1 - , / 2  

= et C l= r io ( r -1 )  ce qui donne en rempla~ant z par D(u) et y par 

O(v) 

[1 + 2 k2 (D 11 (u) 1/2 + D 11 (v) 1/2) z - '] (ri (D 11 (u)) D u - ri (O 11 (v)) D v, D ( u -  v)) 
>4C1 Dxl(u--v). 

On ~l~ve cette in6galit6 fi la puissance r/2, on int~gre sur I2 et on applique 
l'in6galit6 de H61der avec les exposants conjugu6s 2 / 2 - r  et 2/r au premier 
membre. I1 vient: 

{ S [ I + k~ (Dll (u) 1/2 + D11 (v) 1/2)2 -,],/(2 -,)}(2 -,)/2 
12 

�9 { S (ri (D11 (u)) O u -  ri (011 (v)) O v, O ( u - -  v))}'/2 
f/ 

>C'1 ~ D l l ( u - v )  "/2. 
1"1 

La premi6re int6grale est major6e par: 

{ ~' E1 + k~(D11(u) 1/2 + Dl1 (v)1/2)'] } (2 -,)/2 
s"/ 

{I Ol 2 -'/" + k3 ( S (O. (u)+ Dll (v))'/2) (2 -')/'}'/2 
f/  

_-< EPa + P2 (11 u II + II v 11)2- q,/2 

ce qui d6montre (3.1). 

Proposition 3.2. J ' = A  est continue sur X et on a: Cas l < r < 2 :  il existe y > 0  
et 6 tels que: 

( 3 . 5 )  IIAu-Av[l~,<-~llu-vll 6 Vu, v ~X  

~ = r - 1  pour la loi puissance et la loi de Carreau avec rioo=0; tS=l pour la 
loi de Carreau avec rioo >0.  Cas 2 < r :  il existe C > 0  et KI ,  K2>O (K1 +K24:0) 
tels que: 

( 3 . 6 )  IlAu-Avl[x, <Ct lu-v l l  [KI + K2(IIulI + Hvtl)'-2]. 
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Ddmonstration. Pour  la loi puissance on utilise les techniques de [10]. Pour  
le mod61e de Carreau on utilise celles de [4]. Nous  nous limitons ici fi 1 < r < 2 
et r/oo =0 .  Pour  les autres cas voir [14]. 

I1 est montr6 dans [6] que si ~o est une fonction de F..~ dans R + continue 
et telle que t ~o ( t )=  0 en t = 0 et s'il existe ~ tel que:  

(3.7) lcp(t)t-qa(s)sl<=ylt-sl "-1 Vs, t ~ R  + 

on a: 

(3.8) Iqo(Izl)z-q~(lyl)yl<:ylz-yV -1 Vy, z~R".  

D'apr6s la d6monstra t ion de la Proposi t ion 3.1 pour  le mod61e de Carreau 
avec  ?/oo = 0  o n  a :  

22-2  ,~. 22-1  ~ ~'( t )=qo[(r- -1)~t2+l]( l+~ t ) <~/o ( i  + ~  - t  ) =<r/o tr-2. 

Pour  t > s 

t t 

I~(t)-~,(s)l  = .f ~'(0)dO<~qo f. Or-2dO 
5 8 

< flo (ty-l_s,-1)<=flo(t_s),-1 
= r - 1  

La relation (3.7) est donc  satisfaite et on peut  6crire (3.8) avec z=D(u), y 
= D (v), ce qui implique que: 

I ( A u - A v ,  w)l = [ ~" (r/(D11 (u)) Du--~l(D,l(v)) Dr, Dw)l 
D 

< S [rl(Dlt(u))Du--rIDlx(v)t [Dwl 
1"1 

N C  S D I I ( u - v ) ( r - 1 ) / 2  D I I (  w)1/2 

D 

< c(I  D,~(w)'~) " (I D~ (u-  v)'~) "-'. 
D D 

Proposition 3.3. Le probldme (Pro) admet une solution u~ V unique qui est aussi 
l'unique solution de (P). 

Ddmonstration. D'apr6s ce qui  pr6c6de, J e s t  convexe car J '  est monotone ,  Fr6- 
chet diff6rentiable car J' est continue. De plus J e s t  coercive sur X. Ves t  un 
sous espace vectoriel ferm6 de X, donc  (P,,) admet  une solution unique caract6d-  
s6e par  l '6quation d'Euler (P). 
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4 Formulation mixte 

L'6criture variationnelle (1.11) de la contrainte d ivu=O conduit ~t consid6rer 
l'espaee M d6finie par: 

1 1 
(4.1) M =L'o(12)= {q~L"(t2); S q=0} avec - + r  7 = r  1. 

O 

Le probl6me variationnel mixte (1.10), (1.11) est alors parfaitement d6fini. On 
introduit B E ~ ( X, M') et B' e ~ ( M, X') tels que 

(Bv, q )=(B '  q,v)= ~ qdivv VveX, VqeM. 
I2 

Soit g~M'; on consid6re le probl6me: 

(Q) Trouver (u, p)eX x M tels que 

A u + B ' p = f  

Bu =g. 

(1.10), (1.11) 6quivaut alors au probl6me (Q) avec g = 0. 
On notera que le probl6me (Q) signifie que le Lagrangien 

L(v, q)=J(v)+ ( B y - g ,  q) admet (u, p) comme point selle sur X x M. 
On consid6re maintenant les probl6mes abstraits (P) et (Q) sans r6f6rence 

particuli6re aux mod61es quasi-Newtoniens. 

Proposition 4.1. (Q) admet une solution unique si et seulement si (P) admet une 
solution unique et Best surjectif. 

D~monstration. Ce r6sultat est un cas particulier de [15] que ron peut 6tudier 
directement. Par le th6or6me de rimage ferm6e, B surjectif 6quivaut /t R(B') 
ferm6 et K e r B ' =  {0}. Si (Q) admet une solution unique pour tout couple 
( f  g)eX' x M', Best  6videmment surjectif et u solution de (P). R6ciproquement 
(A u - f ,  v) = 0 V v ~ V signifie que - A u + f ~  V ~ = Ker B ~ Comme R (B') est fermi, 
R(B')=KerB ~ il existe p tel que B ' p = - - A u + f  Comme KerB'={0},  
p est unique. [] 

L'existence d'une solution unique de (Q) est alors cons6quence de la proposi- 
tion suivante: 

Proposition 4.2. Si la fronti~re F de 12 est assez r~guli~re (N=2) l'op~rateur 
div~L(X, M) est surjectif et admet un inverse it droite continu. 

D~monstration. I1 suffit de reprendre la d~monstration de 1-10] de construction 
de l'inverse fi droite et de v6rifier que cet inverse est continu de M dans X, 

ce qui est une cons6quence de la r~gularit~ W 1'' des probl~mes A dp = q , - ~ = 0  
ap 

d 'une part et A p = 0, ~ = h d'autre part. 
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Remarque 4.1. On peut identifier M et M'. L'existence d'un inverse continu d 
droite pour div 6quivaut alors fi l'existence d'un suppl6mentaire topologique 
de Ker B dans X et ~ la condition inf-sup continue: 

(4.2) (By,  q)  inf sup > fl > 0. 
q,M o~X llqtlM IIvlix 

1 
Remarque 4.2. Soit qeE'o(O), ~ = l q l r - 2 q  et q = q - z ~ Y ~  q. Alors ~Eo(f2)  donc 
il existe v e Won't(f2) 2 tel que: 

d i v v = ~  et Ilvllw~.~to:<f[l?lllLT,=Cllqll'~-~. 

On en d6duit que: 

q d i v v =  ~ q,~= ~ q~=  IIq II~t~. 
O I2 

5 Probl6me approch6 et Estimations abstraites 

On introduit deux sous espaces de dimension finie X h c X  et M a c M  et on 
approche (Q) par: 

(Qh) Trouver (uh, ph)~Xh X Mn tels que: 

(5.1) (AUh, V h ) + ( B v h , p h ) = ( f V h )  Vvh~Xh 

(5.2) (BUh, qh) = (g, qh) Vqh6Mh 

(Pro) est approch6 par: 

(Ph) Trouver Uh~ Vh(g ) = {vh~Xh, (BVh,qh~ = (g, qh) VqheMh} tel que 

(5.3) J(uh) = Inf{J(Vh), Vh~ ~(g)} 

NOUS allons supposer dans la suite que 1 < r <  2. Le formalisme d6crit dans 
[11] pour l 'approximation mixte abstraite du probl6me de Stokes est repris 
ici pour le probl~me non lin6aire. Les estimations d'erreur que nous obtiendrons 
pour u dans le cadre de la formulation mixte (optimisation avec contraintes) 
sont optimales et identiques ~t celles obtenues dans [16] pour le probl6me sans 
contraintes du Laplacien non lin6aire. 

Les erreurs II u - U h  IIx et II p - p h  II M sont estim6es dans le th6or~me suivant: 

Th~or~me 5.1. i) On suppose que (u, p) solution de (Q) existe et que sont v&ifi~es 
la relation (3.5) de continuit~ Hold~rienne de A, la relation (3.1) de forte monotonie 
de A et que Vh(g)* dp. Alors le probl~me de minimisation (Ph) admet une solution 
unique, uhe l:h(g), et il existe une constante C1 > O, C1 (~, K, y, 6, r, II u IIx, II p IIM 
telle que : 

VVhe Vh(Z), VqhEMh 

: llu-uhll~ <llu__ohll~x+l+llp__qhllM(llu__vhllx+llu__uhllx). ~5.4) C1 l + l l u _ u h l j ~ _ , =  
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ii) On suppose de plus v~rifi~e la condition inf-sup discrete: 

(5.5) 
( B v h, qh) 

inf sup > fl* > 0. 

Alors Vh(g) est non vide et il existe un unique ph~M h tel que (uh, P h ) ~ X h  • Mh 
soit l'unique solution du probl~me (Qh). De plus, il existe C 2, AI et A 2, trois 
constantes strictement positives telles que : 

V Vh~Xh, V qh~ Mh 

Ilu-uhll~x <llU--Vhll~x § (5.6) C2 l + llu_uhll2_,= 

(5.7) I[P--Philu < a l  liu--uhll~x+ a2 ilP--qnilM, 

Ddmonstration. i) Vh(g) 6tant non vide, grfice ~ la lin6arit6 et la continuit6 de 
B, c'est un convexe ferm6 de Xh. Les autres hypoth6ses sur J nous placent 
dans le cadre du th6or6me classique d'existence en analyse convexe. Le probl6me 
(Ph) admet donc une solution unique uh~ Vh(g) qui v6rifie: 

(5.8) J(uh)<=J(vh) Vvh~ Vh(g). 

Et alors: 

F = J (Uh)--  J (u) - -  ( J '  (u), uh - -  u )  < J (vh) - -  J ( u ) -  ( J '  (u), uh - u ) .  

Donc: 

1 

F_--< S (J ' (u + t (Vh-- U)), Vh-- U) d t-- ( J '  (u), u h - u) 
0 

1 

~ ~ (J'(u + t (vh-  u))-- J'(u), Vh-- U) d t -  (J'(u), uh -  vh) 
0 

1 

<-<_ [. I[J'(u+ t(vn-u))-J'(u)]lx, Ilvh-ullx d t -  (J'(u), u~-vh).  
0 

D'apr~s (3.5) on a: 

F <='(i  ['t(vh--u)'[6xdt)[IVh--U[Ix--(J'(u)'uh--Vh) 

Or 

< ~ Ilvh--ull~.x§ 
= 6 + 1  

< J' (u), uj - vh> = <,4 u, uh - vh> --  < B, uh --  Vh> 

= - -  ( B ( u h  - -  Vh), p >  = - -  (B(Uh--  Vh), P --  qh) 

_ I B I I ,  I lP--qhl lu( l lu- -uhl lx+ llu--vhllx). 
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Finalement, pour tout vh dans Vh(g): 

(5.9) F < ~ +  1 IIu-vhll~+l + ItBN, IIP--qhlIM(Ilu--uhlIx+ IlU--vhlIx). 

F peut ~tre aussi minor6 comme suit: 

1 

F =  ~ ( J ' [u  + t(uh--u)], u~ i u  ) d t l ( J ' ( u ) , u ~  - u  ) 
0 

1 

= I ( a '  [ u  + t (uh - -  u) ]  - a '  (u), Uh - u )  d t 
0 

= i 1 ( j ,  [u + t(u h - u)] -- J' (u), [u + t(uh -- u)] -- (u)) d t. 
0 

De (3.1) on tire: 

(5.1o) 

1 1 ~llt(uh--u)ll2xdt 
F >  Jo c t K +(l lu+t(uh--u)i lx+ I lu l lx )  2 - "  

1 ~ l l u h - u l l g  dr, 
> ~ t K + ( 2  Ilullx+ Ilu-uhllx) z-" 0 

F >  
--f llu--uhlI2x 

- -  K + ( 2  Ilullx+ Ilu-uhllx) 2- '" 

La combinaison de (5.9) et de (5.10) nous donne la relation (5.4). 
ii) D6finissons un op6rateur B h s ~ ( X ,  M'h) par: 

( B  h v, qh) = (By ,  qh) Vv~X ,  Vq~Mh 

Xh 6tant de dimension finie, Ker Bhlxh admet un suppl6mentaire topologique 
E et Bhlxh est un isomorphisme de E dans M'h. Vh(g) est donc non vide. 

D'apr6s i) (Ph) admet une solution unique uh. De plus, il existe un unique 
ph~-Mh tel que (u h, Ph) soit l'unique solution de (Qh). On montre (voir r l l ] ,  p. 115) 
que: 

/ II RII \ 
(5.11) Inf I l U - - W h l l x < ~ l l - t - ~ }  Inf ILu-vh[lx. 

D'o6 la relation (5.6). Estimons l'erreur sur p: 
Soit (vh, qh)eXh X Mh: 

( B  vh, Ph-- qh) = (f,, Vh) -- ( A  Uh, Vh) -- ( B  vh, qh) 

= ( A  u--  A uh, vh) + ( B  vh, p -  qh) 

= (J' (u)-J'(uh) ,  Vh) + (Bvh,  P--qh) .  
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D'apr6s la relation (5.5): 

sup 
I)hEXh 

( B Vh, Ph - -  qh)  >= f l ,  l] Ph-- qh [1 M 
[IVhllx 

ce qui nous donne: 

1 sup ~ +(Bvh,p--qh))  t II Ph - qn II M < - ~  o~x~ { II Vh II X ( ( J' (U)-- J' (Uh), Vh) 

<-~,  sup {I]J'(u)-J'(uh)llx,+ Ilnll, IIP--qhllM}. 
P" vhcXh 

Et d'apr6s (3.5): 

1 
IlPh--qnllM<-~(TIlu--uhllx+ IIBII, IIP--NnlIM). 

Du fait que: 

[IP--PnIIM~ IlP--qhllM + ]lPh--qhllM 

o n  a :  

< ? [ l U - - u h l l ~ x + ( l + ~ * )  IIP--PhlIM_~- IIP--qhllM Vqhr 

~** IIBII, 
ce qui n'est autre que (5.7) avec A1 = et A 2 = 1 + fl---V- [] 

Les r6sultats abstraits du Th6or6me 5.1 pr6sentent l'int6r~t d'etre applicables 
aux modules quasi-Newtoniens. Dans la suite, on prend: 

x = (w ~," (f~))N, 
M = Eo(Q) = {q~L"(Q) ~ qdx  =0}. 

Soit Wh un sous-espace de (Wl"(I2)) ~, et Qh un sous-espace de L"(I2), de 
dimensions finies. 

On pose: Xh= X c~ Wh, M h = M  nQh, g=0,  

<Au, v>= S2q(Dll(u))Dij(u)Dtj(v) dx et <By, q>=--  S q d i v v d x .  
11 D 

On a alors imm6diatement le corollaire suivant du Th6or6me 5.1: 

CoroHaire 5.1. On suppose que les espaces ~ldments finis (Xh, Mn) vdrifient la 
condition inf sup discrete (5.5). Alors les probldmes mixtes approch~s correspondant 
aux modMes de Carreau et de la loi puissance possddent une solution unique. 
De plus, pour 1 < r <= 2, et pour le moddle de Carreau avec rl~ > 0  (respectivement 
la loi puissance ou le moddle de Carreau avec r/~o=0) les estimations (5.6)-(5.7) 
sont valables avec 6 = 1 (respectivement avec 6 = r -  1). 
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6 Application ~1 quelques m6thodes d'616ments finis 

Si les espaces Xh et M h (donc W ne t  Qh) sont des espaces d'616ments finis, il 
est commode d'utiliser des hypoth6ses sur les espaces discrets analogues ~ celle 
de [11]: 

I1 existe un entier naturel l>  1. 

(H 1): hypoth6se d'approximation de Xh 

il existe un op6rateur 7rh: WX"(f2) ~ ~ Wh lin6aire continu tel que 

~h(Wo ~''(~)~') = Xh 

et pour tout m v6rifiant 1 < m <  1, on a: 

Iv-Trhvh,,,o<chmllvll,,+x,,,• Vv~(W"+x,'(f2)) N 

(H2): hypoth6se d'approximation de Qh 

il existe un op6rateur continu Sh:/-f'(f2) ~ Qh tel que pour tout m v6rifiant 0 < m 
< 1, on a: 

IIq-Shqllo,,,,s~<c'h~"Hqllm, r, ~ Vq~W",r'(f2). 

Le r6sultat de convergence est contenu dans le th6or~me suivant: 

Thdor~me 6.1. Sous les hypothdses du 7hdordme 5.1 et (H1) (H2) le probldme 
mixte (Qh) admet une solution unique convergeant vers la solution du probl~me 
continu (Q). Si, de plus, tout m vdrifiant 1 <_ m < l: 

(u, p)~(W "+ " '(O) c~ wd"(o) )"  x w " ' "  (o) r~ to(O) 

alors: 
i) pour la loi puissance et le moddle de Carreau avec ~loo =0 :  

(6.1) lu-uhr~,r~s~+ I[p-pnllo,.,,t~<ch'r I1,.,,,, ~) 

ii) pour le module de Carreau avec ~/~ > 0: 

( 6 . 2 )  lu-uhlx ,e ,a+  Ilp-pnllo,2,o<ch"(llullm+L2,o+ lip [I.,, =,o). 

Ddmonstration. On 6crit (5.6) (5.7) avec vn= rch v e t  qh=Sh q. Pour le cas de la 
loi puissance ou de la loi de Carreau avec qo~=0, on a 6 = r - 1 ;  posant x = l u  
--uhll,.,o on tire de (5.6): 

X 2 
(6.3) C2 1 -Ji-x 2 - r  ~-~1 hraxq-~t2 h2m"~-o~3 hint. 

On suppose h __< ho =< 1; on pose 

Vh(x)= T(x) -hm(al  x + ft2 h sty- 1)), 
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oil 
x 2 

~2=o~3 +~t2 h(o2-r)m et  T ( x ) = C  2 l + X2_r, 

Vh(x)> T(x)--h'~(oq x+82)  Vh<ho.  

On a Vh(0)<0 et Vh(1)>c/2--h~(~l +ct2)>0 pour ho assez petit; donc pour tout 
h<-_ho, il existe xhe]0, 1[ tel que Vh(Xh)=0. D'autre part l < 1 + x 2 - r < 2 ,  d'ofl 
c/2 x 2 < T(Xh) < 2 = Cx~. Un calcul explicite montre alors que x = O(hm'/2). 

Remarque 6.1. On peut traiter de la m~me mani~re le cas r > 2 mais les estima- 
tions obtenues ne sont pas optimales. Voir [14]. [ ]  

On suppose pour simplifier que t2 est un polyg6ne triangul~ par une triangu- 
lation ~h: f2 = U K. 

/ ( e ~  h 

L'application du Th6or~me 6.1 d des 616ments finis concrets se fait en v6rifiant 
(H 1) (H2) et la condition inf sup discr&e (5.3). En g6n6ral on obtient (5.3) 
en montrant  qu'il existe C > 0  tel que pour tout qh~Mn il existe vh~X h tel que: 

(6.4) B (04 ,  qh> = II qh r' Clqhlo,r',n Iio.,',# et IvnlL,.~_-< , ' -x 

((6.4) g6n6ralise un r6sultat classique pour r = 2). 
On peut sch6matiquement dire que tout 616ment fini dormant pour le pro- 

bl6me de Stokes des estimations en h" pour Ilu-uhllx et h m-1 pour IIP--PhllM 
donnera les mSmes estimations pour le modSle de Carreau avec 17~ > 0  et des 
estimations en h "r/2 pour I1 u-Uh II X et h ' ' ( r -  1)/2 pour  II P--Ph II M pour la loi puis- 
sance on le mod61e de Carreau avec tT~ = 0(1 < r < 2). Les d6monstrations consi- 
stent en des adaptations E des r6sultats de [11]. A titre d'exemple examinons, 
en dimension 2 d'espace, l'616ment P~ flux-P 0 de [9] et [3]. Certains 616ments 
plus compliqu6s peuvent ~tre 6tudi6s ~ l'aide d'une version E du th6or6me de 
[4]; voir [2] pour les d6tails of 1 on trouvera 6galement d'autres exemples. Soit 
K un triangle. La partie vitesse de l'616ment P~ flux-Po est d6finie par 

- l'espace ~ (K) des vecteurs ~ composantes polyn6mes, off 

~ (K)= p12 ~)e ' v{p l ,  p2, pa}. 

P~ ensemble des polyn6mes de degr6 inf6rieur ou 6gal d I, p i= n~ 2j 2k pour 
i, j, k diff6rents, ni vecteur normal (ext6rieur) au c6te f~ oppos6 au sommet 
ai de K, 2i coordonn6e barycentrique dans K telle que 2~(ai)= 1. 

- les degr6s de libert6 u(a~) et ~ un~ ds i= 1, 2, 3. 
f~ 

Les vitesses sont continues dans t2. Les pressions sont constantes dans K. Les 
op6rateurs d'interpolation nh et Sh de (H 1) et (H2) sont alors construits comme 
dans [11] par l'interm6diaire de l'op6rateur Rh d'interpolation de fonctions dis- 
continues de [8]. 

On a lth: WOLr(I2) 2 ~ X h  tel que: 

7t h v (a)= Rh v (a) u a sommet de r~h, 
~(rc~v-v) .nds=O Vf  c6t6 de c~h, 
f 

s,: estd finipar S, ql =lIqa . 
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On mont re  alors la version/A des r6sultats de [11] : 

(6.5) Iv--  rth v l l , , ,a  < C h k -  X [Vlk,~,a 

p o u r  k = 1 et 2 et:  

(6.6) Iq--  Sh qlo,r,,a < C h lqh,,,.o 

Vve  Wk"(Q) z 

Vq~/Z'(s 

ce qu i  m o n t r e  que  (H 1) et (H2)  son t  satisfaites p o u r  l =  1. 
P o u r  la d 6 m o n s t r a t i o n  de (6.5), (6.6) voi r  [14].  
La  c o n d i t i o n  in f  sup  discr6te s ' ob t i en t  en  u t i l i san t  la R e m a r q u e  4.2 et en  

p o s a n t  vh = nh v. 
O n  peu t  d o n e  dire  que  p o u r  l '616ment P1 flux-P0, si u e W 2' r (0)2 et p ~ W I ' "  (g2), 

on  a l e s  m a j o r a t i o n s  du  T h 6 o r 6 m e  6.1 avec  m = 1. 

Remerciements. Les auteurs remercient V. Girault et P. Le Tallec pour d'int6ressantes 
remarques et discussions. 
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