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Starting from the infinitesimal holonomy group H; of a ¥4, (++ 4 —) the spin-
holonomy group H,=6"'(H,) defined by the covering isomorphism o: G—L4 is
introduced. In Einstein-spaces we may replace its real Lie-algebra by a complex one.
With the complex calculus we may reproduce the results of ScHELL, GOLDBERG and
KEerr with very much simplified proofs. A theorem on non-empty Einstein-spaces
is given.

In part 4 we prove a theorem on the connection between the H;-behaviour of
a vector (spinor) and its covariant derivative in a V4. With its help we get in a simple
manner the mettics of a V* with given H; and Dim(H,)<6; our results agree with
those given by GoLDBERG and KERR, CAHEN and DeseveR. Finally we make some new
statements on imperfect holonomy groups.

Obwohl die infinitesimale Holonomiegruppe ihrer Definition nach
eng mit dem Riemannschen Kritmmungstensor, also mit dem Gradienten
des Gravitationsfeldes, zusammenhéngt, hat man sich erst 1961 in den
Kreisen der Relativitdtstheoretiker fiir diese Gruppe zu interessieren
begonnen. 1961 gab ScuELL! eine Klassifizierung der infinitesimalen
Holonomiegruppe in einer Riemannschen V'#, Signatur +2 und verglich
diese mit der Typenklassifizierung nach PETROv. Dies wurde in zwei
Arbeiten von GoOLDBERG u. KERR? aufgegriffen, die zum Vergleich
zwischen Holonomie- und Petrov-Klassifizierung die kanonische Form
des Riemann-Tensors benutzten; diese Verfasser konstruierten das
Linienelement von Vakuumriumen, die eine zwei- bzw. vierdimensionale
Holonomiegruppe zulassen. 1963 gaben CAHEN u. DEBEVER ' mit Hilfe
des tensoriellen Cartan-Formalismus des beweglichen Vierbeins die
Metriken zu allen Holonomiegruppen der Dimension <4 an.

Diese Ergebnisse lassen sich schneller und einsichtiger gewinnen, wenn
man von der gewshnlichen Holonomiegruppe zur Spinholonomiegruppe
iibergeht und spinoriell rechnet; bei diesem Verfahren fillt auch noch ein
Satz iiber die Holonomiegruppe in nicht leeren Einstein-Rdumen ab.

L1 ScHeLL, J. F.: J. Math. and Phys. 2, Nr. 2 (1961).
2 GOLDBERG, J. N., and R, P. Kerr: J. Math. and Phys. 2, Nr. 3 (1961).



Theorie der infinitesimalen Holonomiegruppe 149

Im ersten Abschnitt wird im Anschlul an NDENHUIS, SCHOUTEN,
LicuNgrowicz, HLavaTy®# die infinitesimale Holonomiegruppe de-
finiert und ihre reelle, tensorielle Lie-Algebra angegeben; dabei be-
schriinken wir uns von vornherein, auf eine V'* mit Signatur (+ + + —).

Im Abschnitt 2 gehen wir von der Ly zu deren Uberlagerungsgruppe G
itber. Wir betrachten das Urbild von H bei dem Uberlagerungshomo-
morphismus o: G—Lj. Im zentralen Satz dieser Arbeit zeigen wir dann,
daBl dessen Lie-Algebra in Einstein-Rdumen auch als komplexe Lie-
Algebra aufgefalit werden kann. Wihlt man dann noch ein geeignetes
komplexes Erzeugendensystem, dann liefert dieser Satz fast ohne Rech-
nung die Ergebnisse von ScHELL, GOLDBERG u. KERR, die wir in Ab-
schnitt 3 zusammenfassen.

Am Beginn des vierten Abschnitts bringen wir ein fiir die Kon-
struktion von Linienelementen wichtiges Lemma, das das Verhalten
eines Vektorfeldes gegen die Holonomiegruppe mit der Rekurrenz dieses
Feldes verbindet. Dieses Lemma benutzen wir dann zur Gewinnung
einiger Eigenschaften der Mannigfaltigkeiten, die zusammen mit dem
duberen Differentialkalkiil fiir Spinoren und einem Satz von FROBENIUS
zur Konstruktion von Metriken herangezogen werden. Wir finden
damit die Ergebnisse von GOLDBERG u. KERR, CAHEN u. DEBEVER
wieder, Zum AbschluB geben wir eine Ubersicht iiber die imperfekten
Holonomiegruppen, die bisher noch nicht bekannt war.

1. Die Gruppe infinitesimaler Holonomie und ihre Lie-Algebra

In einem normalhyperbolischen Riemannschen Raum ¥V*=V ver-
mittelt die Parallelverschiebung entlang einer von einem Punkt x aus-
gehenden und nach x zuriickkehrenden, nullhomotopen Kurve eine
isometrische Abbildung des Tangentenraums 7', auf sich®. Bei festem
x ist die Menge der zu allen solchen Wegen gehorenden Abbildungen
isomorph zu einer Untergruppe H der homogenen, eigentlich ortho-
chronen Lorentz-Gruppe L;. Da die Gruppen H(x) in verschiedenen
Punkten zueinander isomorph sind, kann man von der Holonomie-
gruppe* H des Raumes V sprechen. Ist ¥ von der Differentiations-
klasse C*, dann bildet der %-Bereich der Tensoren R%.,, R% ...
R ;e 55 -+ (in einem beliebigen Punkt x) eine Realisierung einer Lie-
Unteralgebra 4H; der Lie-Algebra von H. Die zugehorige Lie-Unter-
gruppe von M nennt man die Gruppe infinitesimaler Holonomie (oder

* Dlese Gruppe wird oft als eingeschrinkte Holonomiegruppe bezeichnet.

3 ScHOUTEN, T, A.: Ricci-Calculus. Berlin-Gottingen-Heidelberg: Springer 1954, —
NupsgnauUss, A.: Proc. Sect. Sci. Koninkl. Ned. Akad. Wetenschap. 56 A (1953);
57 A (1954). — LicHNEROWICZ, A.: Th, globale des Conn. et des Gr. d'Hol., Rom 1955.

4 Hravaty, V.: J. Math. Mech. 8, 2, 4 (1959); 9, 1, 3 (1960); 10, 2 (1961).
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auch infinitesimale Holonomiegruppe) H,;; bei analytischer Mannig-
faltigkeit V ist H=H,. H, heifit perfekt, wenn d H; mit dem ¢,-Bereich
von R%, ., identisch ist, andernfalls imperfekt*.

Im folgenden wollen wir d H; explizit beschreiben*: Die Dimension
von dH; sei r(£6); dann existieren r linear unabhingige Bivektoren
(Erzeugende infinitesimaler Lorentz-Transformationen) E,% (x) und Ten-
soren K 4, (x), K, (x) (u=1,....,7) mit

Rabcd;e..(x)‘_“Euab(x) K ge. (%), ®
Rabcd;e..Kque“=Euab' 2
Zu {E,%} gibt es die duale Basis {£",”} mit
ES B =0). 3
Fiir die Ableitungen der Erzeugenden folgt aus (1) und (2):
nab; =1 uve Evab (F uve =Ep,ub; e E vab) . (4)

Die Eigenschaften (1) bis (4) kennzeichnen ein System von Bivektoren
E,% als eine Basis von dH;.

Aus der Symmetrie R, .,= R, ., des Kriimmungstensors ergibt sich,
daB der %,-Bereich gleich dem ¢,-Bereich ist. Folglich gibt es eine symme-
trische Matrix A2*” mit K* ,=h*" E,.,. Letzteres fithrt mit (1) auf die

wichtige Darstellung: “ N
B Ry = ES By ®)

Daraus lesen wir ab, dall H; genau dann perfekt ist, wenn #*” den Rang
r hat.

2. Konstruktion der Spinholonomiegruppe H;

V versehen wir auf folgende Weise mit einer Spinorstruktur**. Wir
ordnen jedem xeV einen zweidimensionalen, komplexen ,,Spinorraum®
Se={p*}4=1,, zu, womit auch die in bekannter Weise durch die Spinor-
algebra verkniipften Riume S¥={¢,}, S,={0%}, S,®S,={p?F} ge-
geben sind. Weiter identifizieren wir den Tangentialraum 7, mit dem
Raum der hermiteschen Spinoren p4% so, daB mit p4¥ =g ,4%" p* immer
& PP PP = —e45 85 p4F pPF ist, wobel g, die schiefe Spinmetrik ist.
Die kovariante Differentation ist mit der kovarianten Tensordifferen-
tiation und obiger Zuordnung erst dann festgelegt, wenn wir mit PEN-
ROSE u.a.> ¢ fordern, daB ¢, kovariant konstant sein soll.

* Perfektheit ist eine Eigenschaft des Tensorpaares (R% .4, R%, .. .) und nicht
der Gruppe H;; die oben benutzte irrefiihrende Ausdrucksweise ist aber iiblich.

** Das ist lokal stets moglich, global nur fiir gewisse V. Wir beschridnken uns
auf lokale Behandiung.

5 PENROSE, R.: Ann. Phys. 10, 2 (1960).

6 JorRDAN, P., J. EHLERS u. R, K. Sacus: Akad. Wiss. Lit. Mainz (math.-nat. K1)
1, 1 (1961).
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Die Mboglichkeit obiger Identifizierung beruht darauf, daB die uni-
modulare Gruppe G,=G der zweireihigen, komplexen Matrizen der
Determinante 1 die Uberlagerungsgruppe der homogenen, eigentlich
orthochronen Lorentz-Gruppe L, ist. Die durch die Identifizierung
pPop?® mitbestimmte Zuordnung G2 A%p— A%y AF pL9eLy ist cin
Uberlagerungshomomorphismus o: G—Ls.

Der Untergruppe H;cLy entspncht auf Grund dieses Homo-
morphismus eine Untergruppe H <G als 6-Urbild von H,. Wir nennen
H; die Spinholonomiegruppe. Sxe beschreibt die Parallelverschiebung
von Spinoren entlang geschlossener, nullhomotoper Kurven.

Das sieht man folgendermalien ein: Die kovariante Ableitung ist
mit der Zuordnung f,, < p pp --. tur Tensorfelder vertauschbar.
AuBerdem sind die Erzeugenden der Lie-Algebra dG Bispinoren*
E4p mit E4,=0. Es ist dann ein Isomorphismus do zwischen der Basis
{E,%} von dH; und der Basis {E,*;} von dH, gegeben durch die Be-
ziehung: _ — .
Evaver Epyppr=—(Euapéer+E, préan). (6)
(Die infinitesimale Transformation p—(54,+¢ E4,) p? induziert nim-
lich in dem Raum der hermiteschen Spinoren ¢% eine infinitesimale
Transformation

“PAE,'*(éAB‘i“EAB) (aEl +E” F) @BF = ("B F +(EAB 5E’F’ +EE/F’ 5AB)) (PBF,=

woraus wegen &, %g= —g,4 (6) folgt.)

Insbesondere konnen wir also dem %-Bereich der Tensoren {R%.,,
R% .4:e, ..} Bispinor-Vektorriume zuordnen mit

{Rubcd; e. } « {RAE'BE'cd; e, } *

Dabei ist hervorzuheben, daB trotz der komplexen Komponenten auf
beiden Seiten reelle Vektorrdume stehen.

Fiir die aus dem Krummungstensor gemidl R4 ,=—1RAE, .. .
abgeleiteten Kriimmungsspinoren gilt p4 bey=Rp o4 pB ** und somit
erzeugt R4, 6x°5x4 die Parallelverschiebung von p? um das infini-
tesimale Flichenelement 6 x § x4,

Wir haben jetzt eingeschen, daB dH; von dem 4,-Bereich*** der
Kriimmungsspinoren Rg cg pgyr» R “BCG DHer -+ Teell aufgespannt
wird. Um nun die Erzeugenden von H, explizit zu beschreiben, konnen
wir zwei Wege gehen:

* Darunter verstehen wir zweistufige, symmetrische Spinoren.

** Dies sicht man genau wie im tensoriellen Fall ein: Mit DD pd=Q4, pB und
Dpd=pd 3¢ wird die linke Seite zu: 22 4 9°A % Auf der rechten Selte ent~
wickeln wir nach den Basisformen Q4 RAB a¥AG

*** Hijerbei ist gemeint: Der Berexch von RApccony.,  0C0 pPH pe mit
hermiteschen Spinoren g€, pPH’,
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Entweder folgen wir Schritt fiir Schritt den Ausfiihrungen in Ab-
schnitt 1, indem wir ein komplexes Spindyad entlang einer Schleife
parallel verschieben und dann mit Hilfe der spinoriellen Kriitmmungs-
form R4ycq py- und ihren Ableitungen die Lie-Algebra von H, de-
finieren, wonach dann in natiirlicher Weise H; als Untergruppe von G er-
scheinen wird”?. Dabei braucht man von Tensoren gar nicht zu reden,
denn man kann den Kriimmungsspinor direkt aus dem spinoriellen
Zusammenhang nach einem von BicHTELER® angegebenen Verfahren
berechnen.

Oder aber — und diesen Weg wollen wir hier wahlen — man benutzt
den TIsomorphismus ¢,4% zwischen Tensor- und Spinorkomponenten
und {ibersetzt die in 1 gewonnenen Resultate. Mit Hilfe von (6) wird dann

B Eu ab Eyeqge h* V(E[LAB E,cpéppen +EuAB EvG'H’ écpéppt+ } 7
+konjugierte Ausdriicke).

Nach (5) steht dann auf der rechten Seite das spinorielle Analogon zum
Riemann-Tensor, d.h. der Riemann-Spinor?®

1 —_ — —_
Rypsrcepn =7 (Xapcoepr e +Zapen cptpp + } ()
+konjugierte Ausdriicke).

Vergleichen wir jetzt (7) mit (8) dann erhalten wir die Darstellungen:

A | B
XABCD=FABCD_?8A(CSD)B="2_ h* E,isE.cps &)
ZABG’H’ 2% B EﬂAB Ev G'H 5 (10)

wobeil wir den dual-symmetrischen Spinor X,zcp noch in den spur-
freien Weyl-Spinor (Konformspinor) I', 3¢, und den Spuranteil zerlegt
haben. X, pg 5+ heiBt reduzierter Ricci-Spinor; er verschwindet in Ein-
stein-Feldern (R,,~g,5) identisch. Im Vakuum beschreibt der Weyl-
Spinor allein die Kriimmungsform, weil auch R=4A verschwindet.

Wir beweisen jetzt den wichtigen 1. Satz.

Satz 1. In Binstein-Riumen kann man 4 H, als komplexe Lie-Algebra
auffassen.

Beweis, Wegen des verschwindenden Ricci-Spinors gilt die Dual-
symmetrie RY ;=R o9. Setzt man das in (1), (2) ein, so wird jedes
E ¥ Linearkombination der E,% und somit ist auch das #-System
Gruppenbasis. Das ist aber gleichbedeutend mit der Aussage, daB
mit E,%; auch —i E,Fp Erzeugende von H, ist; also ist dH; nicht nur

7 BEIGLBOCK, W.: Preprint Hamburg 1962,
8 BICHTELER, K.: Preprint Hamburg 1962 [Z. Physik 178, 5 (1964)1.
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iiber dem reellen, sondern sogar iiber dem komplexen Zahlk&rper eine
Lic-Algebra.

Korollar. In Einstein-Riumen ist die (reelle) Dimension von dH,
und damit die von dH,; gerade.

Auf Grund von Satz 1 und der Tatsache, daf} der Bispinorraum von
drei komplexen Bispinoren aufgespannt wird, finden wir die zu (5)
analoge Darstellung:

XABCD=kNEﬂABEch (11)

mit g=1, ..., /2 und komplexen Erzeugenden.

3. H-Klassifizierung und Petrov-Klassifikation
Wir fiihren in xeV ein reelles Sachs-Tetrad *# (x?, y2, k2, [%; x, x*=
Yo yi=k,I*=1, alle {ibrigen Skalarprodukte Null) ein, mit dessen Hilfe
wir die sechs linear unabhingigen Bivektoren

Evap=kpaXpy,  E3ap=Xp Vs1» Esﬂ,szx;ﬂ} (12)

Esap=kra Vs Egop=k by, Egop=la¥n

bilden k6nnen. Mit Hilfe dieser Bivektoren kénnen die Kriimmungs-
tensoren der Einstein-RAume bilinear dargestellt werden®. Von dem
reellen Sachs-Tetrad kann man zu einem komplexen Spindyad iiber-
gehen (x4, u4; k, p#=1), aus dem man die komplexen Bispinoren

E  5=K4Kg, EzABZK(A Ugy,  Esgp=p4ty (13)

aufbauen kann. Die so gewonnenen Bispinoren (13) entsprechen ein-
eindeutig® den reellen Bivektoren (12), sofern wir implizieren, daB x4
und u? bzw. den lichtartigen Vektoren k® und /* entsprechen. Dabei
erzeugt:

E; p rdumliche Drehungen in der (x, y)-Ebene,

E, ., Minkowski-Drehungen in der (k, {)-Ebene,
Eiuvy Bz 4y Nulldrebungen um k. Es,,, Eg,, Nulldrehungen um L

Unter dem H-Typ einer Mannigfaltigkeit ¥ wollen wir die Dimension
der Holonomiegruppe zusammen mit der Angabe, ob die Gruppe
perfekt oder imperfekt ist, verstehen. Die so definierte Klasseneinteilung
wollen wir mit der Petrov-Klassifikation der Weyl-Tensoren (Kon-
formkrimmungstensoren) vergleichen. Dabei erweist es sich als zweck-
méiBig mit den Kriimmmungsspinoren und der Spinholonomiegruppe H
Zu operieren.

9 Saces, R. K.: Proc. Roy. Soc. A 270, 103—126 (1962).
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Jeder Weyl-Spinor gestattet genau eine der folgenden Normal-
darstellungen ®® *:
Nypcp=K4KgKcKp
HI  gep=K,Kg K hpyt K lpy Kc Kp
Dygep=—5(4K4 gy K(c lpy+K4 K Jic thp + g fip Kc Kp)
H ypep=—5(4K4 fpy K py + K4 Kp e hp + e Up Ke Kp) -+ (14)
+4K, K KcKp

Ligep=Dagcp+NapcptNypep mit Dypep+0

!
Hygcp=N4pcp+N 4pcp-

Die Normaldarstellungen sind beziiglich der Bispinoren x, kg, iy iz,
K4 lig, eindeutig, aufer im allgemeinen Typ, wo drei mogliche Zer-
legungen bestehen, die wir in einer Additionsformel zusammengefaBt
haben. Fiir die algebraische Behandlung ist es im weiteren zweckm#Big
den TypI in Dygcp0 und D g p=0 aufzuspalten.

Durch Ubersetzen der entsprechenden Definition in Abschnitt 1
erhalten wir folgenden

Hilfssatz. Die H, ist perfekt, wenn der “g-Bereich von X4pcp.., .. ..
(s=1,2,...) in dem “p-Bereich von X%;., enthalten ist.

Zuerst behandeln wir das Vakuum; dort ist nach (9) X zep=T48cns
und der reduzierte Ricci-Tensor ist Null. Daraus erhalten wir mit
(11), (14) durch Ablesen:

Tabelle
Erzeugende der
Petrov-Typ - Dim (H;)
H; H;
(15)
N K4 Kp k[a Xpys k[a Ve 2
a1 Ka¥ps Fea bipy | Kpa Xp1s Ko Vo1 ¥a Y61 Kra by 4
H KqKp, by lig kg Xy1s Ko Yoy Do %o fpa Yoy 4
b I alle alle 6

fiir die perfekten Gruppen. Der Kommutator von k, Ky, fty fg ist nicht
Linearkombination dieser Bispinoren und somit kann der Vakuum-H-
Typ mit perfekter H, nicht existieren; wir zeigen noch mehr:

Hilfssaiz. In speziellen Einstein-Riumen gibt es keine Typ-H-
Felder.

Beweis**, Aus den Bianchi-Identititen

iDE’ (DE _.
N (g g1 Kp) PF + (py py pie pp) 7" =0
* Das ist etwas verfeinert die von PETROvV angegebene Typen-Klassifizierung.
** Private Mitteilung von Dr. J. EHLERS.
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folgt Geodisie und Verzerrungsfreiheit der Kongruenz; nach dem
Satz von GOLDBERG u. SAcHs!? ist das Feld also vom speziellen Petrov-
Typ, entgegen der Voraussetzung.

Fiir imperfekte Gruppen gilt der 2. Satz.

Satz 2. Jede imperfekte H; ist im Vakuum sechsdimensional,

Beweis. Bs gilt immer x,,,=a,x;4+b, uy; dann unterscheiden wir

L b,=0: (x4 Kp), ,~Kqxp und (K4 ylﬁ);e:Lin(rc(A Ipys K4 Kp) WO-
raus durch Vergleich mit (14) folgt, daB H,; perfekt ist.

2. b, #0: (k4 Kg), . =Lin(x, gy, x4 kp), wihrend (x4 ipy),. und
(x4 kp),. r Linearkombinationen aller Bispinoren sind. Der Vergleich
mit (14} beweist dann den Satz.

Obiger Beweis liefert uns gleichzeitig die explizite Lie-Algebra dH ;
sie wird aufgespannt im N-Fall durch den 4z-Bereich von* I, ),
I ycpies Tg¢pier und im II-Fall von I'ycp, Mpep.e-

Er liefert uns dariiber hinaus noch das

Korollar. Kennzeichnend fiir die Perfektheit von H, ist im Vakuum
die Rekurrenz des Weyl-Spinors.

Fir Einstein-nicht-Vakuum-Riume behaupten wir auflerdem den
3. Satz.

Satz 3. Eine Mannigfaltigkeit ¥ mit R,,~g,, und R+0 hat stets
eine sechsdimensionale H;.

Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten. Zunichst stellen wir fest,
daB X zcp allein die Kriimmungsform beschreibt. Um X, 3., aus-
zurechnen, stellen wir die Spinmetrik dar als &4 = 21 4 15, und dann wird:

Escén;yp =2K(A HpyKc hpy— K4 Kp e hp—Hyg BpKc Kp. (16)

Setzt man (16) in (9) ein, dann liest man mit (14) ab, daB in den Fillen
Typ N und IIT die Gruppe sechsdimensional ist. Im Typ D, I, I bzw.
konnte man durch R= —24y erreichen, daB k4 xp, u, pp allein die Grup-
pe erzeugen. Da jedoch die dazu gehdrige dH, nicht Lie-abgeschlossen
ist, kann dieser Fall nicht auftreten; also ist H; im Typ 7 sicher sechs-
dimensional**. In den Fallen Typ D und I bzw. kdnnte man durch
R=12s erreichen, daB x(, g und x4 xp, #x pp den Krimmungs-
spinor aufbauen. Mit analytischen Mitteln werden wir im nachfolgenden
Hilfssatz diesen Fall ausschlieBen und H; ist auch fiir Typ D, I7 sechs-
dimensional.

* Mpeps Tgcp, . allein ergeben bei nicht-rekurrentem x4 keine Lie-abgeschios-
sene Algebra.

** Typ D, II, I hat bei R== - 24s hier notwendig eine imperfekte H;.

10 GoLpBERG, J. N., and R. K. SacHs: Dept. Math. King’s Coll. London, preprint
1961. — Kounpt, W., and A. Taompson: Compt. rend. 254, 4257 (1962).
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Hilfssatz. In nicht leeren Einstein-Riéumen vom Typ D, IT gibt es
keine von x4 pig, oder x4 g, K4 Up) erzeugte H i

Beweis. Nach dem Satz 4 im vierten Abschnitt ist x* ein rekurrenter
Spinor und somit ist die Komponente des Spinzusammenhangs* w',=0.
Wegen Typ D, IT ist I'ggo0=1900:=0 und wegen R=12s ist I'o;¢

=_3§5' Dann wird aber —% M =0 =do'y+20 g~ 0% =0und

daraus R=0 entgegen der Voraussetzung.

Damit ist der algebraische Teil abgeschlossen. Er hat die Ergebnisse
von ScHELL', GOLDBERG u. KERR? bestitigt, was den Vergleich von
Petrov-Typ mit dem H-Typ betrifft. Neu dagegen ist der Satz 3, da
ScHELL noch Dim(H;)=2, 4 fiir nicht-Vakuum-Einstein-Rdume zuliBt,
die wir mit unserer Methode aber ausschlieBen konnten.

4. Konstruktion von Linienelementen

Satz 4. Sei Dim(H)Z2und E,%, vP=r, v*(+) fiir alle E,%; dann gilt
firr ein Vektorfeld iiber V:

1**, v, =v%r, mit r =0 genau, wenn r,=0 fir alle p.

2. v%,=v"r, mit ry, 40 genau, wenn r, =0 fiir wenigstens ein p.

Beweis. Aus der Ricci-Identitiit folgt R%, ., v®=rp, 5 v% Differenziert
man diese Bezichung dann erkennt man, dafl aus der linken Seite die
rechte folgt, wenn man noch (2) ausnutzt.

Fiir die Umkehrung bemerken wir ohne Beweis (s. LicuNirOWICZ?,
S. 148), daB man aus jedem Vektor mit (+) ein kovariant konstantes
(falls ,=0) bzw. ein rekurrentes (falls r,+0) Vektorfeld erzeugen kann.
Sei v*(x’) der Wert unseres gegebenen Feldes in x'; dann bezeichne
v*(x', x) das daraus erzeugte rekurrente Feld. Machen wir das fiir alle
x’, dann erhalten wir Felder, deren Werte in einem festen Punkt x, die
Vektoren v?(x’, x,) sind. Sie erfiillen nach Konstruktion und dem bereits
Bewiesenen (+). Die linear unabhingigen Richtungen darunter er-
ginzen wir zu einem orthonormalen Vierbein (bzw. einem Sachs-Tetrad,
falls v* ein Nullvektor ist) %, aus dem wir eine Bivektorbasis el ef!
bilden, die auch Gruppenbasis ist. Gebe es nun vier bzw. drei unab-~
hingige Richtungen, dann existiert kein Bivektor, der (+) fiir alle 4
bzw. 3 Richtungen identisch erfiillt; also ist die Welt flach. Fiir zwei
unabhingige*** Richtungen (o0.E. e%, e2) konnen wir (+) gleichzeitig
genau mit einem Bivektor (el? €8)) erfiillen; H, ist eindimensional. Beides
widerspricht der Voraussetzung. Gibt es dagegen nur eine unabhingige

* Wir benutzen die Bezeichnungen aus 8,

** Solche Felder kann man kovariant konstant eichen.

**% Falls beide lichtartig sind, erreicht man V= V2@ V2 (r,+0) bzw. V= Vi R?
(r,=0).
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Richtung, dann mul gelten: v*(xq)=r(x") v*(x', xo), woraus mit der
Vorbemerkung unmittelbar die Bebauptung folgt.

Wir bemerken noch, dafl dieser Satz auch fiir Spinoren richtig ist,
da wir ja nur die Torsionsfreiheit und die Linearitdt des Zusammenhangs
ausgenutzt haben. Der Satz wird sich im folgenden als sehr niitzlich
zur Auifindung von Eigenschaften der Felder bei bekannter H; erweisen.

A. Vakuumfelder mit zweidimensionaler H,. Wir verwenden hier die
Spinholonomiegruppe. Aus der Tabelle (15} erkennen wir, daf solche
Felder notwendig vom Petrov-Typ N sind und von x4 xp (also: ky, Xy,
ky, ¥y erzeugte, perfekte H; haben. Nach Satz 4 existiert ein kovariant
konstantes Spinorfeld x4 und somit auch Bispinorfeld x4 %, Es gibt also
ein lichtartiges, kovariant konstantes Vektorfeld k% und zwei kovariant
konstante, lichtartige Zwelﬂachen Ky, %415 Ky ¥y - Ersteres bedingt, daB die
optischen Skalare &8 kypp K KPR =K, pp kA KB [ =1y, ppe k4 PP KT
=Ky, pp kK7 K5 k=0 sind, die Nullkongruenz also geoditisch, ver-
zerrungs-, expansions-, drill- und rotationsfrei ist. Aus letzterem und (11)
ergibt sich, da} der Weyl-Spinor rekurrent ist. Alle diese hier miihelos
abgeleiteten Eigenschaften kennzeichnen eindeutig die pp-Wellen® 12,
fir die dasjLinienelement lautet: G=|dz|*+2dudv+H(x,y, u) du®
mit H .+ H ,,=0. Dabei ist v der affine Parameter auf der Strahlen-
kongruenz k% u die Phase und x, y (x-+iy=z) sind die Koordinaten
in den Wellenflichen.

B; Vakuumfelder mit vierdimensionaler H;. Hier ergibt Tabelle (15),
daB das Feld vom Petrov-Typ I/ ist und die notwendig perfekte H,
VO 6, K, Ka Ppy (18O Kpy Xy, Kpg Yo15 Xpa V15 Kia 1y) @ufgespannt wird.
Satz 4 gewihrleistet die Existenz eines lichtartigen, rekurrenten Strahl-
vektors k%, fiir den wir o.E. erreichen kénnen, daB k,.,=rk, k, ist,
woraus folgt, daBl die Kongruenz hyperflichenorthogonal ist, d.h.
ki, ky, 7=0. Wieder ist die Kongruenz geoditisch, drill-, expansions-,
verzerrungs- und rotationsfrei, Die beiden ersten Eigenschaften davon
ergeben, dafB} die Felder endliche Wellenflichen haben. Damit haben wir
die kennzeichnenden Eigenschaften der Metrik> V1% G=|dz[*+
2du(dv+ f(x, y, u) dx+g(x, y, u, v) du) aufgefunden.

C. Aligemeine Felder mit vierdimensionaler H;. Durch Kommutator-
bildung erkennt man, daf die zu ky, Xp;, kgo Voys Ko bys Xa Ypy gehorende
Gruppe H; die einzige vierdimensionale Holonomiegruppe in ¥ ist.
Wir konnen sie spinoriell behandeln mit r, xp, x4 gy als Erzeugende.
erder schlieBen wir mit Satz 4, dal} solche Fehler einen rekurrenten,

Y Ropmvson, 1., and A.TrautMan: Proc. Roy. Soc. {London) A 265, 463 (1962).

2 KunpT, W.: Z. Physik 163, 77 (1961); —~ Akad. Wiss. Lit. Mainz (math.-nat.
K1) 12, 980 (1962).

3 Camen, M., et R. DeBEVER: Bull. CL Sci. acad. Roy. Belg., Ser. V 47, 6 (1962).
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lichtartigen, also notwendig hyperflichenorthogonalen Strahivektor k*
haben. Hieraus weiter, daBl die zugehorige Nullkongruenz notwendig
geoditisch, drill-, expansions-, verzerrungs- und rotationsfrei ist. Mit
den Mitteln des duBeren Differentialkalkiils und dem Satz von FROBENTUS
fiir Differentialformen wird in ® gezeigt, daB das Linienelement einer
verzerrungsireien, normalen Strahlkongruenz die Gestalt G=exp(24)
|dz+ B du|*+2du(dv+H du) mit reellen 4 und komplexen B hat.
Wegen der Rekurrenz von x* gilt o' =4e (e’ B), du+A,e?dz=0
und hieraus also 4,=0=B,. Der Satz von GOLDBERG u. SAcHs'? liefert,
daB das Feld von Petrov-Typ I, D, III, N sein moufl. Aus (8), (9), (10),
(14), (16) kann man im Fall der perfekten H; weiter schliefen, dafl fiir
R=+0 das Feld vom Typ 17, D sein muB mit I'y¢,,=2R/12; nach Satz 3
ist das Feld kein Einstein-nicht-Vakuum-Feld. Fiir R,,~k, k, ist das
Feld Typ HI (hierzu ist B ein Spezialfall).

Da es in ¥ mit Signatur +2 keine fiinfdimensionale H,; geben kann’,
was man durch Kommutatorbildung erkennt, ist dies das allgemeinste
Feld fiir das man mit Hilfe der H, irgendwelche Eigenschaften fiir die
Konstruktion von Linienelementen erschlieBen kann, Dieses Feld je-
doch ist von einer sehr einfachen Bauart und man mul} an dieser Stelle
zu dem SchluBl kommen, daB die H-Klassifikation von Welten nur in
sehr wenigen Spezialfidllen eine niitzliche Information gibt.

Alle Felder, die man aus Gruppen der Dimension »<3 erhilt, sind
Spezialfiille von C, da ja die zugehorigen Gruppen Untergruppen der
in C auftretenden Gruppe sind. Diese Felder wurden schon in ! aus-
gerechnet. Da wir glauben, die von uns vorgeschlagene Methode zur
Gewinnung von Metriken bereits geniigend illustriert zun haben, be-
gniigen wir uns mit einer kurzen Zusammenfassung der Ergebnisse.
Alle Felder werden die Eigenschaften aus C haben. AuBerdem gilt
fiir sie:

D. Dreidimensionale H;. Davon gibt es zwei Lic-abgeschlossene
Gruppen:

a) ky, X4y, kya Vay» Ko Iy als Erzeugende fithren zu zwei rekurrenten,
lichtartigen Zweifldichen, woraus folgt, da A4 der Laplace-Gleichung
geniigt. Man kann dann erreichen G=|dz|*+2du dv+ C du*.

b) kia Xu7s Ko Yo15 X1a Vi flibrt zu dem Linienelement aus C mit der
Zusatzbedingung H,=0. Beide Felder sind Typ D, If und fiir R=0
vom Typ II1.

E. Zweidimensionale H;. Hier gibt es drei verschiedene Lie-abge-
schlossene Gruppen:

a) kpg Iy, Xgq ¥s;- Hier empfiehlt sich auch mit der Spinholonomie-
gruppe H; zu rechnen, wobei dann k4 uz Erzeugende ist. Wegen der
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Symmetrie existiert noch ein zweiter lichtartiger, rekurrenter Vektor /#
und es folgt ®°;=0=w",. Also gilt fiir alle durch G= -2 & +24* 9/
festgelegten Formen d3~9=0 (i=t, 1, k, [) und daraus mit dem Satz
von Fropenius® fiir das Linienelement G= —exp(2C)|dz|*+exp(2H)
dudp mit C=C(x,y) und H=H(u, v). Aus diesem Linienelement er-
rechnet man etwa mit den in ® angegebenen Formeln, daB nur die Kompo-
nente I'ggq1=—e %€ C,;—1H,, von Null verschieden ist. Das Feld
ist also vom Typ D. Weiter ist X4, die einzige von Null verschiedene
Komponente des Ricci-Spinors mit Zg;4. =327 2¢ C,;~H,,). Es ist
R=—8T4y1. R=*0 ist also notwendig, da sonst entgegen der Voraus-
setzung flache Welt vorliegen wiirde. Das bedeutet, dal reine Strahlungs-
felder ausgeschlossen sind. Es existiert noch ein kovariant konstantes
Bivektorfeld nach Satz 4.

b) kia Xpy, kg ypy- Das Feld hat eine Untergruppe von D(a), D(b)
als H; und daher alle unter D angefithrten Eigenschaften. Es 148t sich
spinoriell beschreiben mit x , x5 und dann ergibt sich, daB fiir perfekte H;
notwendig R=0 sein mufB; wir haben es mit reinen (elektromagnetischen,
gravischen) Strahlungsfeldern zu tun und der Petrov-Typ ist N. Das
Linienelement ist D{a) mit C,=0. Hierzu ist 4 ein Spezialfall.

c) ki, Xs1, kpo ). Hier haben wir eine Untergruppe von D(a), doch
existiert noch ein kovariant konstanter, raumartiger Vektor. Also gilt
C,=0in dem Linienelement aus D(a). Das Feld ist Typ D, II und not-
wendig R=+0. Also sind reine Strahlungsfelder ausgeschlossen.

F. Eindimensionale H;. Hier unterscheiden wir drei Fille:

a) X, Yy;- Hier hat man das Linienclement E(q) mit H=0. Das
Feld ist Typ D mit R=0 und H, ist trivialerweise perfekt.

b) ky,ly;. Hier gilt E(@) mit C=0 im Linienelement. Wieder ist
es ein D-Feld mit R 0.

¢) ki, ;. Hier handelt es sich um eine gemeinsame Untergruppe
von E(b), E(c). Es gilt C,=C,=0 mit dem Linienelement aus D(a).
Das Feld ist Typ N mit R=0.

G. Als Holonomiegruppe taucht noch ky, x4, &, Yays @ Xpa Vo1 +
b kp, 1y als dreidimensionale, fiir a, b #0 notwendig perfekte H, auf. Dies
impliziert einen Typ /7 mit R=+0.

Im folgenden soll noch etwas iiber imperfekte H, gesagt werden.
Erst stellen wir fest, daf} alle unter F aufgefiihrten Gruppen trivialer-
weise perfekt sind. Wird der Kriimmungstensor von ki, x,; aufgespannt,
dann kann der Fall E(b), imperfekte H, auftreten. Doch heiBt ersteres:
Typ N, R=0 und somit sind alle E(b) Felder Typ N, R=0. Die Felder
E(a) sind notwendig perfekt, wihrend ein aus ki, /,; aufgebauter Kriim-

mungstensor eine imperfekte H; vom Typ E(c) nach sich ziehen kann.
Z. Physik. Bd. 179 1t
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Damit sind die imperfekten E(c)-Felder notwendig Typ D mit R=0.
Da E(c) keinen N-Typ zuldBt kann dort keine imperfekte H,; existieren,
bei der kp, x,; den Riemann-Tensor aufspannt. Aus demselben Grund
gibt es keine Typ D(a), D(b)-Felder deren Kriimmungstensor aus den
unter F(c) bzw. E(b) aufgefithrten Erzeugenden gebildet wird, Wird
er gebildet aus den Erzeugenden von F(b) bzw. E(c), dann kbnnen wir
eine imperfekte Gruppe vom Typ D{a) erhalten, die notwendig Typ D,
II ist. Nur ein aus X, y,; aufgespannter Kriimmungstensor kann zu
D(b) fithren und somit sind dort die imperfekten Gruppen notwendig
vom Petrov-Typ D.

In Fall C kénnen wir eine ganze Reihe von imperfekten Gruppen
finden. Wir tabellieren das Ergebnis: Werde der Riemann-Tensor auf-
gespannt von den Erzeugenden unter

F(c), E(b) R=0, TypN
F(a)y, F(), E(a R+0, TypD
E(o) dann folgt R+0, TypD,II
D(a), D(b) mit R=0 R=0, TyplII
D(a), D(b) mit R==0 R+0, TypD,II.

Imperfekte Gruppen in D(b), C kénnen aus einem von K, X,
Xa 5y aufgespannten Riemann-Tensor entstehen und sind dann vom
Typ D mit R+0. Wird der %,-Bereich der Kriimmungsform von k;, X1,
Kia Isy» %o Vpy aufgespannt, haben wir noch eine imperfekte H; aus C
mit einem Feld vom Typ D, R%0.

Damit haben wir alle imperfekten Gruppen mit Dim(H;)<4 unter-
sucht, ihr zugehoriges Linienelement angegeben und den zugelassenen
Petrov-Typ genannt,
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