
Zur Theorie der Minimalflitchen. 

Von 

Torsten Carleman in Upsala. 

Im ~olgenden wird der Satz bewiesen: 

Der Fl~icheninhalt S einer dutch eine Raumkurve C, yon clef L~inge L, 
hindurchgelegten Minima lfldehe ( T) geni~gt der Ungleichung 

1 L". 

Das G~eichheitszeichen gilt nur dann, wenn C ein Kreis ist. 

Wenn die Kurve C eben ist, so wird die zugeh6rige ~inimalfliiehe 
eine Ebene. Die Ungleiehung (1) driickt in diesem Falle die bekannte 
isoperimetrische Haupteigensehaft des Kreises aus. 

Um die Darstellung mSgliohst zu vereinfaehen, nehmen wit an, da~ 
C analytisch sei. Nach S. Be rns t e in  l ~ t  sich dann die l~Iinimalfls 
fiber C hinaus andytisch fortsetzen. Die Koordinaten x, y, z eines Punktes 
der Fl•che kSnnen wir mittels der Weiers~ra/~schen Formela 

x= R f (1-- u") F(u) du, 

z = R  f 2u2(u)du 

als FLmktionen der komplexen Ver~nderliehen u darstellen. 

Die hier auftretende analytische Funktion 2' (u) and der Variabilit~its- 
bereieh yon u ergeben sieh folgendermal3en. X,  Y~ Z mSgen die Koordi- 
naten des sph~irischen Brides yon (x, y, z) sein (d. h. X,  Y, Z sind die 
Richtungskosinus der Normale im Punkte x, y, z). Wenn (x, y, z) die 
Minimalfl~he T beschreibt, so durehliiuft X, 17, Z auf der Einheitskugel 
eine gewisse einfaeh zusammenh~ngende Riemannsche l~ls TI, die nut 
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Windungspunkte end]icher Ordnung besitzt. Diese entsprechen denjenigen 
Punkten,  wo die Hauptkri immungen verschwinden~). 

und F (u) sind gegeben dutch ~) 

d x - - i d y  ~+id . , . t  F ( u )  ................ , 
(3) - ~ . . . . . .  ~~ -  ' d~ 

wo die Differentia]e l~ings einer dutch (x ,  y ,  z)  hindurchgehenden Minimal- 
linie der Flhche zu nehmen sind. Aus (3) ergibt sich leicht, dab _F(u) 
eine eindeutige ]~'unktion auf T und T, ist. Die Richtung einer Minimal- 
linie dutch den Punkt  (x,  y,  z) kehr~ ni~mlich zu ihrem Anfangswert 
zuriick, wenn (x ,  y ,  z)  auf der einfach zusammenhiingenden Fl~che T eine 
ges.ch]ossene Kurve beschreib~, weil ja die Tangen~en der beiden, dutch. 
einen Punkt  auf T hindurchgehenden, ~inimallinien niemals zusammen- 
fallen kSnnen. 

Projiziert man vom Punkte  (0, 0, 1) des X ,  Y, Z-Raumes  aus die 
Fl~ichc T 1 in die X Y - E b e n e ,  die wit als u -Ebene  wiihlen l~Snnen, so er- 
gibt sich eine einfach zusammenhgngende ebene R i e m a n n s c h e  Fl~iche T~, 
die den Variabili~gtsbereich yon u ausmacht. 

Welm T keine Ebene ist, definieren die Formeln (2) eine l~onforme 
Abbildung yon T auf T.~. Wit  finden fiir das Quadra~ des Linienelementes 
d x  ~ ..~- d y  ~ ~- dz  ~ ,,=, d s  ~, indem wit u = r -~ ifl  schreiben, 

(4) d6." = (1 + I~ i')" IF(~)I  ~ (d~" + dfl"). 

Hieraus ergib~ sich fiir die Gr6~en S and L 

( 5 )  s ..... ff(1-~. ~,',~.i")' I~(u) l"d~dfl, 
T2 

(~0 L =  f (l + i~l")]~(~)l idol. 

~) Fiir nioht ebene Minimalfi~chen kSnnea die Hauptkriimmungen nur in iso- 
lterten Punkt~en gleichzeitig verschwinden. Denn h~tten wir l~ngs einer Linie ~, 

r~=s=$=O,  
~o w~ren wegen 

d p =  r d x + s d y ,  

d q =  sd.~-8 t d y  

die p~r~ielten Ableitungon p und q li~ngs y konstant. So miil~te infolge der Gleiehung 

d z = l ~ d x §  
die Ebene (E) 

~ 79x--qy ~ c (c = Konstante) 

die Kurve 7 enth~lten und die Minimalfl~ehe l~ngs y beriihren. Dann miit]te abet, 
weft ~, keine Charakteristik der Fl~che sein kann, die Ebene ~ ralt der Minimalfliiche 
zusammenfallen, gegen die Voraussetzung. 

~) Vgl. Darboux,  Th~orie des surfaces, I (deuxi~me 6di~ion), S. 341. 
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G~ bedeutet bier die Berarldung yon T,. Well T~ einfach zusammen- 
hingend ist, gibt es eine analytische Funktion ~o (z), die To. konform auf 
den Einhei~skrois abbildet. Mit ttilfe dieser Funktion transformierea sich 
die t~ormela (5) and (6) in die folgenden: 

(7) s=ff(l§176 (z---- re*% 
0 0 

(8) L=f(l§ (z=:e"~). 
0 

Fiihren wir hier die Funktioaen 

(o) 
(io) 
ein, so ergibt sich 

12.'t 

0 0 

2~ 

0 

Aus den Gleichunge~l 

s =  oof "; Irk (~) I ~ ~ dr  eO ~- o/f,, I f" (~) i~ ~ ~r aO + 2 f f  If~ (~) 1 ' I f, (~) I ," ~" dO, 

L~:=[/lf~(z)ldOJ-~ - lf~(z)ldO ot-2 ]ti(z)IdO.flf..(z)ldO 
0 

sohlie•en wir nun, dal~ unser Satz (1) bewiesen ist, falls wir zeigen, da~ 

f /  ' 5 ; (ii) [f'~(z)r.lf,,(z)irdrdO_<__.~ ~. If~(e*~'))ldO." 
o 0 0 0 

sobald fl (z) und f~ (z) im abgeschlossenen :~) Einheitskreise regulire Funk- 
tionen sind ( z =  re~~ 

DaB die Funktionen (9) und (10) dieser Bedingung geniigen, folgt 
leich~ aus der Tatsache, dal~ die Integrale 

wegen der Endlichkei~ des Flicheninlml~es S konvergen~' sind'~), Beim 
Beweise yon (11) kSnnen wit uns auf Funktionen f~(z) und f~(z) be- 
sehril~ken, die fiir. I z [ <  1 nieht versehwinden. Denn, bezeiehnen wit mit 

a) Ein n~iheres Studium von fl (z) und f~ (z) 9rgibt, d~/~ diese ~'unktionen auch 
auf dem Einheitskreise regulir sind. 
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~, a ~ , . . . ,  a,, und b~, b2 , . , . ,  b,, die Nullstellen yon f~ (z) bzw. /'~ (z), so 
~,elten fiir die Funktionen 

n 

ti* (z) = f. ( z ) I I  a, , '-  I 

z- -b~,  

die Ungleichungen 

und 

If~*(z) f :: '  r (z),  
1r > f~(z)i, 

i/i*(z)!= t;(z)i, 
t f * ( ~ ) ,  ~ 5(~.)1. 

(~) 

Wenn nun 

(1~I < l )  

(!~1 =i) 

ff ; f if,*(z)i'~f, ,  L z ) I r d r d O ~ _ 4 ;  L,~,.~ ~ " 

0 0 0 0 

so ist a ~ortiori (11 ) erfiillt. 
Sind t; (~) und f~ (z) flit t zl <: 1 yon Null versehieden, so gibt es 

solche im Einheitskrelse reg~rl~re Funktionen % (z) und ~ . ( z ) ,  dag 
' . 2  f,(~,)=q,,(z), f.(z)~ %(z'~'. 

Setzt man 

% @) Z 
.~ .Ic 0 

,po(.) = Zb,.~', 

.,. (.) q,.(.) = J  ~,..', 

c, .... aob,. <- aib, .- i  -t- . . .  -~- a,.bo, 
so ergibt sioh 

u O  

X-ut e, l 
= =s 

(i3) j'l/k(e~o) laO 
0 

rc~ , ' ,  . .  ,,,o)(Z,,..o_,.o)...~, 
0 0 ~,=~0 ~,~0 

= .2  5:, fS a~r~'e~O. ~ r , e - * * O d O _ - = 2 z .  a , t  ~, 
~ , . ~ .  0 ~,=0 ~ ,=0  
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2 ~  2 ~  

;2 2 2 (14) I f,~ (e~O) t dO = b,,r,'e ~'o . :Vb,,r" e - i " ~  dO ..... '2~ ]b , ] .  
0 0 ~,-----0 v = 0  v:-O 

Nach einer bekannten Ungleichung haben wit 

] c,, ]~ = t aob,, + a~ b~-I -27-... + a~bo ] ~ 

Folglieh ist 

v==O v=O 

: ( 2 1 o ,  
v ' -O v--O 

Unter Beriicksichtigung yon (12), (13), (14.) ergi.bt sich hieraus die zu 
beweisende Ungleichung 

:~Jr 2:r  2~r 

Z f ;/, (z)l. f:~ (~)[r dr a0 __< Z3 t/'~ (e")  I d0 I t~ (e")[  d0. 
0 0 0 0 

ttiermit ist die Ungleichung (1) liir nicht ebene Minimalflichen bewiesen. 
Damit in der Formel (11) das Gleichheitszeichen gelten soll, ist not- 

wendig und hinreichend, da~ 

la,  bo + a , , - l b l - + - . . .  + aob,, i ~ 

=[la~l"lbo ~ + ] a , , _ . ~ l : l b ~ l ' ~ + . . . + l a o l ~ l b , ,  .... t-1) 
( , , = l ,  2, 8, . . . ) .  

Dann miissen alle Glieder in dem Ausdruck 

a,,bo + a,,_ lbl  + . . .  -+- aob,, 

einander gleich sein, d.h. 

albo = aob l, 

a.2b o = a~ b~ = aobo .,  
�9 �9 �9 �9 . �9 . ,  �9 

a,,bo = a,,-1 b~ ==. . . . . .  aob,,, 
�9 . . . .  �9 t , , . , 

Daraus erh~lt man, indem man. 

a I b~ - = b ~ = q  
SetZt;, a~ 

b,~ b o q~ 
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also 
ao bo 

Setzen wit diese Werte yon L (z)und f~(z)in (9)bzw. (10)ein, so 
ergibt sich nach Division der beiden Gleichungen 

b~ ~" 

Folglich mug ff~ (z) gleich einer Konstanten sein. Das is~ aber unmSglich, 
wenn C keine ebene Kurve ist. Dies Resultat, in Verbindung mit der 
gewShnlichen isoperimetrischen Eigenschaft des Kreises, ergibt die zweite 
H~lfte des am Anfang ausgesprochenen Satzes. 

Wit kSnnen abet mittels der bier angewandten Methode auch das 
ebene isoperimetrische Problem einfach behandeln. Es sei G eine ge- 
schlossene, ana]ytische~), sich selbst nicht durchschneidende Kurve yon 
der L~nge L, die ein Gebiet D veto Fl~cheninhalt S umschliei~t. Be- 
deutet q~(z) eine Funktion, die das Inhere des Einheitskreises in der 
z-Ebene ( z ~  re ic'~) auf D konform abbilde~, so gelten die Formeln 

2:r 

o 

2z, 1 

0 0  

Folglich besteht infolge (11) die Relation 

1 L~ 

Das Gleichheitszeichen kann nut dann auftreten, wenn 

~ ' ( . )  = 

we a und q Konstanten sin& In diesem Falle ist aber ~(z) eine Iineare 
gebrochene Funktion yon z, d. h. (7 ist ein Krels. 

4) Der Beweis l~i~t sieh aueh dann durehfiihren, wenn die Randkurve bloi] als 
rektifizierbar vorausgesetzt wird. 

(Eingegangen am 24. September 1920.) 
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Naehtrag. 
Nachdem diese A.rbeit zur VerSffentlichung eingereicht war, hat Herr 

W. Blaschke  ~in einem Brief an Herra Polya ,  der ihm meinen Satz 
mitgeteilt hatte, einen unter gewissen Einschr~nkungen giiltigen sehr kurzen 
Beweis meines Satzes angedeutet. Wenn man die in der Uberlegung yon 
I-Ierrn B laschke  vorkommende konvexe Hiille der gegebenen Raumkurve C 
dutch eine geeignete Kegelfl~che ersetzt, so l ~ t  sich dieser Beweis wie 
folgt darstellen. 

Es sei T* irgendeine Kegelfliiche, die C zur Leitlinie hat und deren 
Spitze auf C liegt. Well T* auf eine Ebene abwickelbar ist, so geniigt 
der Fl~cheninhalt S* dieser Fl~iche der Ungleichung 

Z ~ S*g ~. 

Wenn nun der l~Iinimalfl~che wirklich das Minimum des Fl~cheninhaltes 
entspricht, so gilt ferner 

S~S*. 
Folglich ist 

L ~ S_g4~. 

Damit hier das Gleichheitszeichen gelte, mu~ T* mit T zusammenfallen. 
Hieraus folgt der zweite Tell des Satzes, well eine Minimalfl~iche, die 
zugleich abwickelbar ist, eine ebene Fl~iche sein mul~. 

Die Allgemeingiiltigkeit dieses Beweises wird dadurch eingeschr~nkt, 
dal~ nicht jedes Minimalfl~chenstiick einem Minimum des Fl~cheninhaltes 
entspricht 1). 

1) Vgl. H. A. Schwarz, Gesammelte Abhandlungen, Bd. II, S. 234 11. S. 151-167. 

( Eingegangen am 4. Dezember 1920.) 


