Zuar Theorie der Minimalfliichen.

Von

Torsten Carleman in Upsala,

Im folgenden wird der Satz bewiesen:

Der Flicheninhalt S einer durch eine Rawmkurve C, von der Léinge L,
handurchgelegten Minimalfliche (T') geniigt der Ungleichung

1 ;e
(1) S<LEI

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn C ein Kreis ist.

Wenn die Kurve C' eben ist, so wird die zugehdrige Minimalflsche
eine Ebene. Die Ungleichung (1) driickt in diesem Falle die bekannte
isoperimetrische Haupteigenschaft des Kreises aus.

Um die Darstellung moglichst zu vereinfachen, nehmen wir an, daB
C analytisch sei. Nach 8. Bernstein a8t sich dann die Minimalfliche
iiber O hinaus analytisch fortsetzen. Die Koordinaten x, y, z eines Punktes
der Fliche kdnnen wir mittels der WeierstraBschen Formeln

g=R[(1—u®)F(u)du,
(2) y=R[i(1+u2)F(u)du,
z2=R[2uF (u)du

als Funktionen der komplexen Verénderlichen u darstellen.

Die hier auftretende analytische Funktion F' (%) und der Variabilitits-
bereich von u ergeben sich folgendermaBen. X, Y, Z mégen die Koordi-
naten des sphérischen Bildes von (=, y, z) sein (d. h. X, Y, Z sind die
Richtungskosinus der Normale im Punkte z,y,z). Wenn (z, y,z) die
Minimalfliche 7' beschreibt, so durchliuft X, ¥, Z auf der Einheitskugel
eine gewisse einfach zusammenhingende Riemannsche Fliche T, die nur
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Windungspunkte endlicher Ordnung besitzt, Diese entsprechen denjenigen
Punkten, wo die Hauptkriimmungen verschwinden®),
w und F (u) sind gegeben durch?)

da+1idy de—id
(3) — = SETEHY F(u) ===~ Zl“u"'y"’
wo die Differentiale lings einer durch (z, y, ) hindurchgehenden Minimal-
linie der Fliche zu nehmen sind. Aus (3) ergibt sich leicht, daB F (u)
eine eindeutige Funktion auf 7' und T, ist. Die Richtung einer Minimal-
linie durch den Punkt (z,y,z) kehrt n#mlich zu ihrem Anfangswert
zuriick, wenn (z,y, z) auf der einfach zusammenhéngenden Fliche 7' eine
geschlossene Kurve beschreibt, weil ja die Tangenten der beiden, durch
einen Punkt auf 7' hindurchgehenden, Minimallinien niemals zusammen-
fallen kdnnen.

Projiziert man vom Punkte (0, 0,1) des X, Y, Z-Raumes aus die
Flache T, in die X Y-Ebene, die wir als u-Ebene wihlen kénnen, so er-
gibt sich eine einfach zusammenhingende ebene Riemannsche Fliche T,
die den Variabilitdtsbereich von % ausmacht.

Wenn 7' keine Ebene ist, definieren die Formeln (2) eine konforme
Abbildung von T aut 7',. Wir finden fiir das Quadrat des Linienelementes

(4) ds? = (L4 [u|")" IF (u)]* (de’ + dB”).
Hieraus ergibt sich fir die Gréflen S und L

9

(5) 8= [J 4 (i) | F(w) ] dedp,
(6) L=JQ+]ul)F(w)]idu].

1) Fiir nieht ebene Minimalfidchen kdnnen die Hauptkriimmungen nur in iso-
lierten Punkten gleichzeitig verschwinden. Denn hitten wir lings einer Linie y
reg=1=0,

80 wiren wegen
dp=rdz+sdy,
dg=sdz+tdy
die partiellen Ableitungen p und ¢ léngs y konstant. So miiBte infolge der Gleichung

dz=pdr+qdy
die Ebene (E)

2 PE— QY =€ (e = Konstante)
die Kurve y enthalten und die Minimalfiiche lings y beriihren. Dann miilte aber,
weil y keine Charakteristik der Flache sein kann, die Ebené E mit der Minimalfiiche
zusammenfallen, gegen die Voraussetzung.

%) Vgl. Darboux, Théorie des surfaces, I (deuxi®me édition), S. 341.
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O, bedeutet hier die Berandung von 7,. Weil T, einfach zusammen-
hingend ist, gibt es eine analytische Funktion ¢ (z), die T, konform auf
den Einheitskreis abbildet. Mit Hilfe dieser Funktion transformieren sich
die Formeln (5) und (6) in die folgenden:

1 2x

(1) S=J 0+ 1™ P (p@)[ 10 @) rdrdd (2= ree),
2
(8) L=J(+[p@[) Flp@)| g (=) db (2 == e1®).
Fithren wir hier die Funktionen
(9) fi(2)=F(p() e (2)" ¢ (2),
(10) fo(z) = F(@( Z)> ' (2)
ein, so ergibt sich ,
127
= [ U2+ A@Y rardd (o),
2x
L= [( i) +fate)]) a0 (2= ei®).
Aus den Gleichungen
12 12z 12

s=[l1h@rarad+ [ [1L.() rdrdo+2f [|LG)] £, ()] rdrdb,

p=[fin@ias]+ [[ineia] + 2]l a0 flr e a0

schlieBen wir nun, daB unser Satz (1) bewiesen ist, falls wir zeigen, daB

127

(11) fflfi Ml falz)! rdrdﬂ,_‘L fm (€i9)] a0 - flf €9 |

sobald £, (2) und f,(z) im abgeschlossenen®) Einheitskreise regulire Funk-
tionen sind (z == rei®).
DaB die Funktionen (9) und (10) dieser Bedingung geniigen, folgt
leicht aus der Tatsache, daB die Integrale
12x 12

J.‘!"f;.(z)gﬂ'rclzdﬂ and {!1f},(z)§grdzd6

wegen der Endlichkeit des Flicheninhaltes 8 konvergent' sind?®), Beim
Beweise von (11) kénnen wir uns auf Funktionen f,(2z) und f,(2) be-
qchranken die fiir {2| <1 nicht verschwinden. Denn, bezeichnen wir mit

") Em niheres Studium von f; (2) und f, (2) ergibt, daB diese Funktionen auch
auf dem Kinheitskreise reguliir sind.
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Ls Gy ooy @, nd by, by, ..., b, die Nullstellen von f, (z) baw. f,(2), so
relten fiir die Funktionen

vz — 1
f1*<z fl Hzi‘av,

ol

AORIACY/ K

die Ungleichungen
IANOIRIAC

und INOIEIIAC (11 <1)
(=) =11 (2),

. (lz]=1)
Wenn nun y (2) = [fy(2)].

1 dn 2
(i@ g iraras < [ psieeras- {172 (e a6,
} [\ d

so ist a fortiori (11) erfiillt.
Sind f, (2) und f,(2) fir {2|{ <1 von Null verschieden, so gibt es
solche im Einheitskreise regulire Funktionen ¢, (z) und ¢,(z), daB

fl (Z) = @y (z')“l’ f,a(z) = 993(272-

¥
Py (2 Z b2,

Setzt man

pez(
wa, '
2) gy (2) = D) 2,
p=0
. . Cy ar()b, "E”‘ (Iqb,,..l “{W el a,.b(),
80 erglbt sich
18xn 18w =
”fflwl(z Yy (2) | rdrd ff 2]0 P e“" Zé,r”e““ﬂrdrd(
00 =0 )

(12)

(13) f! 3"6 fZa, 7»0614'9 2“ rre -—zv@de___“ﬂ‘—/ |a1,x ,
0

§ =0 v=0 =20
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(14) f\f (et®)|df = fz,br iV @, Zb e~ d = An >71b,,("

0 =0
Nach einer bekannten Ungleichung haben wir
’Cvl‘*! = |aghy + a1 by—y + ... + ay
< (a0l B[+ [ar [*|Bra | ol (B (1),
Folglich ist

‘ggggz LA NS R P A
:(_Zo\a,,12>.<§]b,,|2>.

Unter Beriicksichtigung von (12), (13), (14) ergibt sich hieraus die zu
beweisende Ungleichung

127 2

[[ tal nwiraran <, ﬁneW!MfHeWIM

Hiermit ist die Ungleichung (1) fiir nicht ebene Minimalflichen bewiesen.
Damit in der Formel (11) das Gleichheitszeichen gelten soll, ist not-
wendig und hinreichend, da8

| @by + Gys by . A Gob, |

= INICESY

(»=1,2,8,...).
Dann miissen alle Glieder in dem Ausdruck
by ~+ Gy by - .o aph,
einander gleich sein, d. h.
a,by==a,b,,
a,by = a,b, == a,b,,

........

.......

A b, o

a5 1
setzt,

a, = aoq ’



Zur Theorie der Minimalflachen. 159

also
a b
Pu(2) =y ;- 7 (2) = 1,
N ad 2
I (z) R f:) (z) s ..._,?_0..”___

~ (L—gqz) (l—qz)w
Setzen wir diese Werte von f,(2) und f,(z) in (9) bzw. (10) ein, so
ergibt sich nach Division der beiden Gleichungen
2 __ a(}_

9(2) =
Folglich mufl ¢ (z) gleich einer Konstanten sein. Das ist aber unméglich,
wenn C keine ebene Kurve ist. Dies Resultat, in Verbindung mit der
gewohnlichen isoperimetrischen Bigenschaft des Kreises, ergibt die zweite
Halfte des am Anfang ausgesprochenen Satzes.

Wir kénnen aber mittels der hier angewandten Methode auch das
ebene isoperimetrische Problem einfach behandeln. Es sei C eine ge-
schlossene, analytische®), sich selbst nicht durchschneidende Kurve von
der Linge L, die ein Gebiet D vom Flicheninhalt § umschlieft. Be-
deutet @ (z) eine Funktion, die das Innere des Einheitskreises in der
z-Ebene (z == ref®) auf D konform abbildet, so gelten die Formeln

2

L= J]g'(2)]d6,
Y
2or 1

8= [[¢' ()| rdrdb.
90
Folglich besteht infolge (11) die Relation
-
S<q L

Das Gleichheitszeichen kann nur dann auftreten, wenn

' (2) = v

’ 1=¢0)”
wo a und ¢ Konstanten sind. In diesem Falle ist aber ¢(z) eine lineare
gebrochene Funktion von z, d. h. O ist ein Kreis.

4 Der Bewois 188t sich avch dann durchfihren, wenn die Randkurve bloB als
rektifizierbar vorausgesetzt wird.

(Eingegangen am 24. September 1920.)
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Nachtrag.

Nachdem diese Arbeit zur Verdffentlichung eingereicht war, hat Herr
W. Blaschke in einem Brief an Herrn Polya, der ihm meinen Satz
mitgeteilt hatte, einen unter gewissen Einschrinkungen giiltigen sehr kurzen
Beweis meines Satzes angedeutet. Wenn man die in der Uberlegung von
Herrn Blaschke vorkommende konvexe Hiille der gegebenen Raumkurve ¢
durch eine geeignete Kegelfliche ersetzt, so lafit sich dieser Beweis wie
folgt darstellen.

Es sei 7™ irgendeine Kegelflsiche, die ¢' zur Leitlinie hat und deren
Spitze auf €' liegt. Weil 7% auf eine Ebene abwickelbar ist, so geniigt
der Flicheninhalt S* dieser Fliche der Ungleichung

P
Wenn nun der Minimalfliche wirklich das Minimum des Flécheninbaltes
entspricht, so gilt ferner

g < 8™
Folglich ist

It
S
Damit hier das Gleichheitszeichen gelte, muB 7™ mit 7' zusammentallen,
Hieraus folgt der zweite Teil des Satzes, weil eine Minimalfliche, die
zugleich abwickelbar ist, eine ebene Fliche sein muf.
Die Allgemeingiiltigkeit dieses Beweises wird dadurch eingeschréinkt,

daB nicht jedes Minimalfidchenstiick einem Minimum des Flicheninhaltes
entspricht *).

) Vgl H. A, Schwarz, Gesammelte Abhandlungen, Bd, LI, 8. 234 u. 8. 151 167,

( Bingegangen am 4, Dezember 1920.)



