Uber eine nichtlineare Randwertaufgabe bei der
Gleichung dw =0.

Von
T. Carleman in Upsala.

Wir betrachten einen homogenen Xorper (D), in dessen Innerem sich
eine punktformige Wirmequelle P von konstanter Hrgiebigkeit befindet.
Fir die von einem Flichenelement do in der Umgebung eines Punktes p
der Begrenzungsfliche £ pro Sekunde ausgestrahlte Wirmemenge schreiben
wir

F(u)do,
wo u die absolute Temperatur bedeutet, und machen iiber die Funktion
F (u), die noch von p abhingen kann, folgende Voraussetzung:

F'(u)>0,
(1) lim F (u) = oo,

U==®

F(0)< 0.

Wire z. B. der Korper vollkommen schwarz, so hitte man nach dem
Gesetz von Stefan-Boltzmann

F(u)=ku'

zu getzen, vorausgesetzt, daB von auBen her keine Einstrahlung stattfindet.
Wenn man annimmt, daB im Innern des Kéorpers die Fourierschen
Wirmeleitungsgesetze noch gelten, so wiirde man, um die Temperatur-
verteilung bei Wirmegleichgewicht zu bestimmen, auf das folgende mathe-
matische Problem stofen: Eine Losung von 4% = 0 zu finden, die 1.) itberall
in (D) regulir ist auBer in der Umgebung des Punktes P, wo sie die
Form

;;lw -+ reg. Funktion

Dy -
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haben soll, 2.) auf der Begrenzungsfliche £ der Bedingung

(2) o = F(u)

geniigt, wo g:—:— die Ableitung von u lings der inneren Normalen bedeutet.

Es empfiehlt sich, zunéchst das entsprechende eindimensionale Problem
zu behandeln, welches sich folgendermaBen formulieren l88t: Eine im
8

Intervalle 0 < 2. b stetige Losung von }%L: == (0 zu bestimmen, deren
erste Ableitung 1. nur fiir = ¢ (0 <& < b) unstetig wird und zwar

derart, daB
(?{:)5-}-0 - <gz>s~o ==1,

und 2. in 0 und b die Randbedingungen

<%)x.ﬁ(, = F, (u); <Z:>wb == Fy ()

erfiillt, wo F, (u) und F,({u) den Bedingungen (1) geniigen.

Setzt man
W= ax - f fir 0K x«lg,

u::‘:al('x——b)-]—-ﬁl Y g*(,xéb,
so ergeben sich fiir die Konstanten «, , «,, f, die folgenden Bedingnngen

(3) wE = (8 =B+ £,
(4) ¢, —a-1=0,

(5) «=F,(8),

(6) e, == — Fy(f,).

Wenn wir mittels der Gleichungen (38), (4), (5) «, ¢, B, als Funk-
tionen von # darstellen, so finden wir, daB dieses System mit

f Q== Fl(/)’)—-l,
| ﬁ1:m£+ﬂ+(F1(ﬂ)m1)b,

a==F (p),

Fl(/g)'L‘ Fo(§+ B+ (F (B)—=1)b) ~1:-0
gleichbedeutend wird. . Die letzte Gleichung in (7), deren linke Seite wir mit

@(f) bezeichnen wollen, hat eine und nur eine positive Wurzel. Um dies
einzusehen, bemerken wir zunfichst, daB der Ausdruck

£+ 4 (Fy(f)—1)b
fiir einen positiven Wert 8’ verschwindet. Er ist nimlich fir § == 0 ne-

gativ und fiir f == co positiv. & () ist éine monoton wachsende Funk-
tion, die fiir § — - co gegen - oo strebt, wihrend fiir =

B(B) = F,(8)+F,(0) —1— — £ 4 F(0) <.

(7)
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Unser System besitzt also ein und nur ein Losungssystem, fiir welches
>0, f,>0. Das betrachtete eindimensionale Problem hat also eine
und nur eine Losung.

Wir gehen nun zur Behandlung des allgemeinen dreidimensionalen
Problems iiber und beweisen zunichst die Eindeutigkeit der Losung. Gibe
es zwel den Bedingungen des Problems geniigende Funktionen % und w’,
so wire v == — %’ eine in D regulire harmonische Funktion, fiir welche

auf @ die Relation
P F(u)— F(u) =0 F (4 +O(u—u)

(@ = eine zwischen Null und Eins gelegene, auf Q verinderliche GroBe)
bestéinde. Beriicksichtigen wir noch die Gleichung

flf R%%)?—F (g%y%» @%)2} dadydz +I!v§%ds = (),

so ergibt sich

R e R
) £

woraus, wegen F'(u)> 0, v=10 folgt, womit die Eindeutigkeit be-
wiegen ist.

Wir fithren nun in die Randbedingung einen Parameter % (0 <A < 1)
ein, indem wir schreiben
(8) U — w4 B (F (1) = w).

Die Funktion « + A [F (u) — u] geniigt fiir alle A zwischen 0 und 1 den
Bedingungen (1).

Man nehme an, das Problem sei fiir einen gewissen Wert 4, (0 < A, < 1)
durch eine Funktion u, losbar, die auf £ zwischen zwei positiven Grdfen
¢, und ¢, liegt. Wir machen noch die Voraussetzung, daBl F(w) eine
reguliire analytische Funktion von » in jedem Punkt der Strecke 0 < u < oo
sei, und suchen eine Lésung fiir 4 =%, + « als eine Potenzreihe in «

U= Uy~ QU Uy

zu bestimmen. Esmiissen w,, %,, . .., %, ... reguldre harmonische Funktionen
in D sein, die noch gewisse Randbedingungen erfiillen miissen, welche
sich ergeben, wenn wir den Ausdruck
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ﬁ_'_{ —~u—hd(u) =2( ------ u,,) o’ — (hy -t «)P (_S’(c" u,)

=0 o)

m%%—*—huoﬂ-*h@ uo """2{ 'f““b’o(p(u()))ur}l',_‘
(9) ‘

— adi'(uo)“Zuv @ —aP(uy) —

=,
+a)2q—,w)(uo)< S”u,,(c > ,
veml

WO

F(u)—w= ®(u),

nach Potenzen von « entwickeln und die so erhaltenen Koeffizienten
gleich Null setzen. Man erhilt folgende Gleichungen:

ity

7™ Uy — hy P (o) =
D (1 By @ (up)) 4, = D (),
'du2

(10) ] — [L - @’ () tg == - @' (uo)ul 4 By - b Wo) ul,

%%1 — [y D (ug) oty = B (g) g -+ oy g 0y D" ()

(8) ’"
-+ b, ff?/.,”;“o) w - @ -~‘g~“-$2),

.......................................................

Aus der Theorie der dritten Randwertaufgabe der Gleichung 4w == 0
folgt, daf immer eine der Randbedingung

(11) o by @ (up) = f

geniigende 1 D regulire harmonische Funktion existiert. In denjenigen
Punkten auf £, wo w sein Maximum uy oder Minimum wu, erreicht,

mufl gelten (-Z—%) <0 baw. (%) = 0. Aus (11) ergibt sich dann

wyr - Min [1 -~y @' (u,)] < Max |f],
- Min [1 -+ By ®' (1)) 2 — Max '
Es gibt also, wie leicht ersichtlich, eine von A, und %, (0 <k, £1)

unabhéngige nur von ¢, und ¢, abhéngige Konstante & von solcher Be-
schaffenheit, daB die Losung der Randwertaufgabe (11) der Ungleichung

(12) | < & Max|f]|
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geniigt. Hs gibt ferner zwei nur von ¢, und ¢, abhingize Konstanten
A und o, derart dal

(13) ?i%”ii% < Ao

Man sieht aus (10) dad | o= (L by D' (ug)) u, gleich einem ge-
wissen Polynom mit positiven Koefﬁzwnten in u,, %,...%—1 und eine end-
liche Anzahl von den GréBen ?(;’i;—(}-‘-") ist. Genau dasselbe Polynom er-
halt man fiir %,, wenn man eine Funktion » als eine Potenzreihe Su,,a?
aus der Gleichung =1

u— oD (uy) u—a Pluy) — (b + ) 2]([) () 2= 0
p=2

bestimmen will.

Bei Beriicksichtigung von (12) und (13) folgert man nun, daf die
aus den (Heichungen (10) rekursiv bestimmten Funktionen w, u, ... %,...
ihrem absoluten Betrage nach kleiner sind als die entsprechenden Koeffi-
zienten derjenigen Potenzreihe

e
=

z -’-‘:-“2/ Y,
pee ]

die der Gleichung

Z —edoz—acd — (lﬁ-k—a)ZAg”z?’=0
=2
geniigt. ’

Weil diese G(Heichung sicher eine in der Umgebung von « =0 regu-
lire Losung besitzt, so ist hiermit die Konvergenz der Reihe

=2
S
=)

fir j« < d, wo d eine nur von ¢, und ¢, abhingige positive Grdle be-
deutet, bewiesen.

Es sei N die innere in einem beliebigen Punkte @ auf £ errichtete
Normale. Der Abstand eines Punktes auf N von @ moge [ heien. Wir
wollen zeigen, dafl die Reihe

-'7(]%
Bl

=0

fiir {¢| < d, <d auf der Strecke Q' Q (' ist ein solcher in D gelegener
Punkt, daB @'Q ginzlich D angehért) sowohl in bezug auf ¢ wie auch in
bezug auf o im Gebiete |&t| < d, gleichmaBig konvergiert.
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Es gibt, ‘wie die Theorie der zweiten Randwertaufgabe der Potential-
gleichung lehrt, eine solche Konstante B, daf

M,

auf Q.

5T
Aus den ‘Gleichungen (10) findet man nun

du a, du,
}—- < Max|14- ko @ ()| - Max|u, |+, (57| =0 a,
wo C eine Konstante bedeutet, und somit
a I
| ;l <(C - a, (0" Konstante),

woraus die Behauptung folgt.
Weil also
aw 2 v
G e 3 Uy @

fiir |a| < d gleich der dort konvergenten Reihe

vz )
ist, so geniigt infolge der Relationen (10)
Dl uyer fix |h—hy| << d

der Randbedingung (8).

Fiir h = 0 reduziert sich die Randbedingung (8) auf eine lineare, fiir
welche wie bekannt unser Problem 16sbar ist. Aus dem soeben Bewiesenen
geht dann hervor, daB eine Potenzreihe u (p, k) existiert, die das Problem
noch fiir ein positives Intervall 0 < < d’ lost. Bs folgt auch, dal diese
Potenzreihe sicher lings der ganzen Strecke 0 < A < 1 (den Punkt 1 ein-
begriffen) analytisch fortsetzbar ist, wenn der folgende Satz wahr ist:
Man kann a priort zwes positive von h unabhingige Konstanten y, wnd
v, angeben, die so beschaffen sind, daf fir jedes b (0 Lh 1) eine
Losung w des Problems, wenn sie nur existiert, auf €2 die Ungleichung

(14) < U< 7,
erfillt.

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir die zu .D gehorige
Greensche Funktion G, welche in P wie %— unendlich wird. Das Maxi-

mum %' von u auf £ mége in einem Punkte p’ erreicht werden. Ebenso
das Minimum #” in einem Punkte p”. Die harmonischen Funktionen

w-+G,—u uwd ¥—u'—@

P



Uber eine nichtlineare Randwertanfgabe. 41

sind beide in D positiv und verschwinden in p’ bzw. p”. Hieraus folgt,
daBl die normalen Ableitungen in diesen Punkten >0 sind. Somit

Ty Fpz 0 (5, ()
<€)n »’ on p'éo’ n/pn” \onm. ﬂugo

Bezeichnen wir mit w, und w, die untere bzw. obere Grenze von

86, (w, und o, sind beide positiv), so ergibt sich

on

du ou

(), S o (), 2o
w A+ R[F ) —u]< w,,
w” - h[F(u)—u"] 2o,

Wir kénnen y, als die obere Grenze fiir 0 < A < 1 der positiven Wurzel %’
der Gleichung

Somit infolge (8)
(15)

(16) w +h[F(u)—u']=w,

und y, als die untere Grenze der positiven Wurzel »” von
(17) u +h[F(u")—u"]=w,

wihlen.

Hiermit ist die Losbarkeit der Aufgabe, wenn F (%) eine fiir 0 <u <o
analytische Funktion ist, fiir welche ferner F’(w)> 0, bewiesen. Wir
konnen leicht durch einen Grenziibergang zeigen, daB es geniigt, F(u) als
stetig und zunehmend vorauszusetzen. Zu diesem Zwecke filhre man eine
Folge von auf der reellen Achse regulér analytischen Funktionen mit
positiver Ableitung F, (u), F,(u), ... ein, die in einem beliebig grofen
Intervall 0 < w <! gleichmaBig gegen F (u) konvergieren'). Es sei [
groBer als die aus (16) bestimmte Zahl y,. Die zu F, (u) gehdrige Losung
des Wirmeleitungsproblems nennen wir u,. Bedeutet ¢ eine beliebig
kleine positive Zahl (z. B. %), so kann eine Zahl n, so bestimmt wer-
den, daB

(18) — ey < Uy <y, -8

fiir » > m,, wo y, und y, die aus (16) und (17) bestimmten GréBen sind.
Es sei G,(p, q) die zur zweiten Randwertaufgabe der Gleichung

Auw= 0 gehdrige Greensche Funktion fiir Punkte p und ¢, die auf der

1) Man kann z. B.
+ %
1

F, = e [ e B (1) A
W=7 ) w1 @
setzen, wo

B (Hy=F(t), 0€tLl;

B ()= F (1), t=l;. @ (t)=B(0), t<0.
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Fliche Q liegen. Man kann die Differenz w,(p') -~ u,(p”), wo p’ und p”
zwei auf £ gelegene Punkte sind, folgendermaflen ausdriicken:

u, (p') — u (p”)

I

. ..
3 T
. 1 ; [ p
( o T Fpyn T A I[G%(T g)— G (p”, Q’)Jl(('njq"— ( ?mq) }dﬂ
(19) & '
1 1 1 ' Y [ g
’;P_;- - Tppr - Z;[J‘[Gﬂ(p ) Q)"‘ (JZ (p JQ)J F"’ (\’Ll;,) o < ()Zp) do
3 i .

Hieraus folgert man unter Anwendung von (18), daf es zu jedem posi-
tiven & eine positive von » unabhingige Gréfe o gibt, so daB

(20) L, (p') — uy (") < &,

gobald prpr < 0.

Wir kénnen infolge (18) mit Hilfe des sogenannten Diagonalver-
fahrens aus w,, %,, ..., u,, . .., eine solche Teilfolge u,, un,, ..., Unps o+ o e

n
auswihlen, dal .
lim u,,

in abzéhlbar unendlich vielen auf & fiberall dicht liegenden Punkten
existiert. Dann existiert aber infolge (20) dieser Grenzwert iiberall auf
2, und zwar gleichmiBig. Hieraus erhilt man nach bekannten Satzen,
dal e Un,, ..., Un,, ... innerhalb £ (eine beliebig kleine Umgebung des
Punktes P ausgenommen) und auf dieser Fléche selbst gleichmifig gegen
eine in D harmonische Funktion u konvergieren, die in P die Singularitit

;,»1»-» hat. Aus der Gleichung
Pp
fF 'uny CZO s 4’ T

ﬂfF(u)dam

Es sei v eine in P wie y;;; singulire Losung von . u == (, die noch
auf £ der Bedingung

(21) & F(w)

geniigt. Wir zeigen, da » sich von % nur um eine Konstante unter-
scheiden kann. Es ist, falls p’ und p” ihre frithere Bedeutung haben,

v(p')—v(p”) =~ f;;f(G‘e (',9) — Ga(n", q)) F (u) do,,

£

erhalten wir

14 7 1 ’ i "
o, (8] — 1t (8") = — = [ (610", @)~ Ga (5", 0)) P, (w,) o,

£
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v(p')— Un, (P') — (w(p") — Un, (P")) =
— ~ 165" ) ~ Ga(p", )] IF () = B, () do,.

Durch Grenziibergang » — oo ergibt sich nun

v(p') —u(p’)=v(p") - u(p")
woraus die Behauptung folgt. Hs ist also infolge (21)

& F(w).

on
Hiermit ist also unsere Randwertaufgabe auch unter den oben angefiihrten
allgemeineren Voraussetzungen fiber F (u) geltst. Das gewonnene Resultat
fassen wir folgendermaBen zusammen: Hs sei F (u) eine stetige zunehmende
Fuynktion von w, die noch den Bedingungen

F(0)L0; limF(u)==00
o 00

gentigt. Dann ¢ibt es eine und nur eine positive Losung der Gleichung
dw==0, die in einem Punkte P innerhalb einer geschlossenen sletig
gekriimmten Fliche Q wie ;%Q singuldr wird, aber sonst reguldr verlauft,
und auf Q der Randbedingung

1

= F (u)
geniigt.

Es ist physikalisch evident, daB eine VergroBerung von F(u) eine

Erniedrigung der Temperatur u zur Folge hat. Dieses 148t sich folgen-

dermaBen analytisch beweisen. Es sei u, die zur Ausstrahlungsfunktion
Fy (u)

(22) (Fy(u) > F (u))

gehorige Temperatur. Wir zeigen, daf das Minimum von % — %, positiv
ist. In dem Punkte p, wo dieses Minimum erreicht wird, wiirden wir
nach einer bekannten Eigenschaft der harmonischen Funktionen

Q% 9% Yaben
in == an '

F(u)2F ()
Fu)= F1(U’1)>‘F(u1):

u—u, > 0.

Folglich
Also nach (22)

(Bingegangen am 17. Januar 1920.)



