
Uber eine nichtlineare Randwertaufgabe bei der 
Gleichung A u  = o.  

Von 

T. Carleman in Upsala. 

Wit betrachten einen homogenen KSrper (D), in dessen Innerem sich 
eine punktfSrmige W~rmequelle P yon konstanter Ergiebigkeit befindet. 
Fiir die yon einem Fl~chenelement do in der Umgebung eines Punktes p 
der Begrenzungsfl~iche ~2 pro Sekunde ausgestrahlte W/irmemenge schreibea 
wir 

wo u die absolute Temperatur bedeutet, und machen fiber die Funktion 
$' (u), die noch yon ~ abhiingen kann, folgende Voraussetzung" 

I ~'(~)>0, 
( 1 ) lira F (~) = oo, 

~ a O  F(0)~_0. 
W~re z.B. der KSrper vollkommen schwarz, so h~itte man nach dem 

Gesetz yon S t e f a n - B o l t z m a n n  
4 

zu setzen, vorausgesetzt, da/] yon au/]en her keine Einstzahlu~g stat~findet. 
Wenn man annimmt, dab im Innern des KSrpers die Fourierschen 
Wiirmeleitungsgesetze noch gelten, so wiirde man, um die Temperatur- 
verteilung bei Wgrmegleichgewicht zu bestimmen, auf das folgende mathe- 
matische Problem sto/]en" Eine L6sung yon A u = 0 zu linden, die 1.) iiberall 
in (D) regular ist auger in der Umgebung des Ptmktes P, wo sie die 
Form 

1_ ~ reg. Funktion 
r . q  3* 
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haben soll, 2.)auf der Begrenzungsfl~che O der Bedingung 

(2) ~. 
~u 

geniigt, wo gff die •  yon u liings der inneren Norraalen bedeutet. 

Es erapfiehlt sieh, zuniiehst das entspreehende eindiraensionale Problera 
zu behanddn, welches sieh folgenderraaSen forraulieren first: Eine ira 

Intervalle 0 ~ x .~  b stetige L5sung yon d--~ = 0 zu bestiraraen, dere= 

erste • 1. nur fiir x = ~ (0 < $ < b) unstetig wird und zwar 
derart, dal~ 

. . . .  1 ,  

und 2. in 0 und b die Randbedingungen 
du 

erfiillt, wo F l ( u  ) und F,z(u ) den Bedingungen (1) geniigen. 
Setzt man 

u=ax§ fiir 0 < x < $ ,  

so ergeben sich flit die Konstanten a, #, a,,/?~ die iolgenden Bedingnngen 

(4) ~ - ~ + 1  . . . .  0, 

(6) ~, = - ~',(#0. 

Wenn wir raittels der Gleiehungen (8), (4), (5) c, al, fll als Fu~<- 
tionen yon fl darstellen, so finden wit, da~ dieses System rait 

f (q'=-- F 1 (fl)--  1, 

[ # , = ~ + # + ( _ u ~ ( f l ) _ ~ ) b ,  
(7) / c~ = ~ ( p ) ,  

[ ~, (5) -v F, (~ § # § ( A  (#) - 1)b) - 1 ~: 0 

gleichbedeutend wird., Die letzte Gleiehung in (7), deren linkr 8eite, wir mit 
~5 (fl) bezeichnen wollen, hat eine und nut eine positive Wurzel. Ura dies 
einzusehen, beraerken wir zuniiehst, dall der Ausdraek 

~: § # § (,v~ (/3) -- 1)b 

fiir einen positiven Weft fl' versehwindet. Er ist nw fiir fl ~= 0 ne- 
gativ und fiir fl == co positiv, q3 (fl) ist ~ine raonoton waehsende Funk- 
tion, die fiir fl ---, § co gegen § co strebt, wiihrend flit fl = fl' 

V ( # ' )  = ~'~(/~') + F~ (0) --  I = (~+# ' )  ~- ~',~(0) < O. 
b 
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Unser System besitzt also ein und nut ein LSsungssystem, flit welches 
fl :> 0, fl~ :> 0. Das betrachtete eindimendonale Problem hat also eine 
and nut eine LSsung. 

Wit gehen nun zur Behaudlung des allgemeinen dreidimensionalen 
Problems tiber und beweisen zuniichst die Eindeutigkeit der LSsung. Gi~be 
es zwei den Bedingungen des Problems geniigende Funktionen u un4 u', 
so wRre v. = u - - u '  eine in D regulgre harmonische Funktion, flit welche 
auf D~die Relation 

~ .  = v ( + O ( u  - )) 

(O = eine zwisch(m Null und Eins gelegene, auf D ver~nderliche GrS/~e) 
besti~nde. Beriicksichtigen wit noch die Gleichung 

D 

so ergibt sich 

~v xdydz  ~ v~gds = O, 

z +fly~ +O(u--u'))]d~=O, 
D 

woraus, wegen /~' (u) >. 0, v = 0 folgt, womit die Eindeutigkeit be- 
wiesen ist. 

Wir fiihren nun in die Randbedingung einen Parameter h (0 _~ h =~ 1) 
ein, indem wit schreiben 

(8) a~ ~.~ = u § h ( F ( u )  - -  u ) .  

Die Funktion u-q-h [F ( u ) -  u] geniigt fiir alle h zwisohen 0 und 1 den 
Bedingungen (1). 

Man nehme an, das Problem sei fiir einen gewjssen Weft h o (0 < h0 < 1) 
dutch eine Funktion % 15sbar, die auf s zwischen zwei positiven GrS/3en 
q und % liegt. Wit machen noch die Voraussetzung, da/3 F(u)e ine  
regulgre analytische Funl~tion yon u in jedem Punkt der Streoke 0 < u < ec 
sei, und suchen eine LSsung fiir h = h o q -a  als eine Potenzreihe in a 

u = u o + au~ + :~u~ + .... 

zu bestimmen. Es miissen %, % , . . . ,  u, ... regulgre harmonische Funktionen 
in D sein, die noch gewisse Randbedingungen erfiillen miissen, welche 
sich ergeben, wenn wit den Ausdmck 
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(9) 

WO 

~=0 o 

= - ~ o - ~ o ~ ( ~ o ) + Z . ; ; - ( i + l ~ . o ~ ' ( u , , ) ) ~ , . . , , -  

- ~ ~ '  ( ~ o ) ; 2  ~,  ,~" - ,~ r  - 
v = l  

~ = 2  I P  = ' 

nach 'Potenzen yon c~ entwickeln und die so erhaltenen Kor 
gleich Null setzen. Man erhiilt fo]gende Gleichungen" 

0 ~o 
- ~  - Uo - ho r  = 0 ,  

au~ _ (1 + h o r  - ~  (%)) u~ = ~ (%) 

r vv 

~ ' ~ -  [1+  ho q~' (~o) ~ ,~ ~ ' (~o) '~ .+  ~o ~ ~ '~  (lO) ~ ~ .......... ~ '  

- I1 + ~o r ('~o)] ~,, ...... r ('~o)'~,, -f~ Y~o'~ '~o <'~,o) 

Aus der Theorie der ctri~ten Randwertaufgabe der Gleichung A u = 0 
folgL da~ immer eine der Randbedingung 

(11) au _ [ 1  + h o # '  (Uo)] u == f an 

geniigende in D regulate, ha~monische gunl~ion existiert. In denjenigen 
Punkten auf s wo u sein Maximum UM oder Minimum q~m erreicht, 

Inu]~ s~oh dann 

% .  ~ i~  [~ + ho~' (~o)] ~ - ~ x  1 t",. 

Es gibt also, wie leicht ersichtlich, eine yon h o uncl ~e o (0 ~ h o ~ 1) 
anabhs nut yon c~ und % abhs Konstante k yon soloher Be- 
schaxffenheit, da~ die LSsung der Randwertaufgabe (11) der Ungleichung 

(12) lul < kMax[f I 
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geniigt. Es gibt ferner zwei nut yon c~ und % abh~ngige Konstanten 
.4 und o, derart dal~ 

ir (,1 (u0) 
(13) - ~ ,  ....... < a~, ' .  

Man sieht aus (10) dais ~  - -  (1 + h o r  u,, gleich einem ge- 

wissen Polynom mit positiven Koeffizienten in ul, u~.. .  u,,-1 und eine end- 

liche Anzahl yon den GrSl3en .~(~)(uo) ...... ist. Genau dasselbe Polynom er- 
t?P aO 

halt man liir u,,, wenn man eine Funktion u als eine Potenzreihe Z u,.a~ 
aus der Gleichung ~,=1 

c~o 

- ~ r  (%) ~ - ~ ~ ( ~ 0 )  - (~o + ~) Z 2 ~  (.~o) ~ , =  o 

bestimmen will. 

Bei Beriicksichtigung yon (12) und (13) lolgert man nun, dais die 
aus den Gleichungen (10) rekursiv bestimmten Funktionen ul u~ . . .  u, . . . .  
ihrem absoluten Betrage nach kleiner sind als die entslorechenden Koeffi- 
zienten derjenigen Potenzreihe 

die der Gleichung 

7~ - -  a A e z  - -  ,~A - -  ( l - + - a  A e ~ z ~  = O 

geniig~:, 

Weft diese Gleichung sicher eine in der Umgebung yon a = 0 regu- 
late LSsung besitzt, so ist hiermit die Konvergenz der Reihe 

oo 

v = O  

fiir {c~:< d, wo d eine nut yon c~ und c~ abh~ngige positive Gr51le be- 
deutet, bewiesen. 

Es sei N die innere in einem beiiebigen Punkte Q auf t9 errichtete 
Normale~ Der Abstand eines Punktes auf _IV yon Q mSge l heflSen. Wit 
wollen zeigen, dal3 die Reihe 

~ 0  

flit i~I <: d! ~ d au~ der St~ecke Q ' Q  (Q' ist ein solcher in D gelegener 
Punkt, clal~ Q'Q g~nzlich D angehSrt) sowohl in bezag a~f l wie auch in 
bezug au~ a i m  Gebiete [a] < d~ gleichm~l~ig konvergie~t. 
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Es gibt, ~ die Theorie der zweiten Randwertaufgabe der Potential. 
gleichung lehrt, eine solche KonstanCe B, da~ 

< B Max ~6 v auf ~ .  

A_us den Gleichungen (10) finder man nun 

wo C eine Konstante bedeutet, und somit 

au,, C' -~y- < . a,, 
i 

woraus die Behaup~ung folgt. 
Weil also 

?) u 0 x - .  

~ ~n 

flit lal < d gleich der dort konvergenten Reihe 

~'~0 

-< C " a,,, 

(C' Konstante), 

u ' + G p - - u  und u - - - u " - - G ~  

ist, so geniigt infoige der Relationen (10) 

fe i - ol< 
der Randbeclingung (8). 

Fiir h----0 reduziert sich die Randbedingung (8) auf eine lineare, flit 
welche wie bekannt unser Problem 15sbar is~. Aus dem soeben Bewiesenen 
geh~ dana hervor, dal~ eine Potenzreihe q~ (p, h) existiert, die das Problem 
noch fii~ ein positives Intervall 0 ~ h ~ d' 15st. Es folgt auch, dal~ diese 
Potenzreihe sicher liings der ganzen Strecke 0 ~ h ~ 1 (den Punkt 1 ein- 
begriffen) analytisch fortsetzbar ist, wean der folgende Satz wahr ist: 
Man kann a priori zwei positive yon h unabhdingige Konstanten Yl und 
7e angeben, die so beschaffen sind, daft fi~r ]ede8 h (0 ~ h ~ 1 ) eine 
L6sung u des Problems, wenn sie nur existiert, au] f2 die Ungleichung 

(14) 71 < u < y,, 

erliillt. 

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wit die zu /) gehSrige 

Greensche Funktion Gp welche in P wie fl.o uneadlich wird. Das Ylaxi- 

mum u' yon u auf .(2 mSge in einem Punkte P' erreicht werden. Ebenso 
das Minimum u" in einem Punkte p". Die harmonischen Funktionen 
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sind beide in D positiv und vexschwinden in 29' bzw. P"- Hieraus folgt, 
dal] die normalen Ableitungen in diesen Punkten ~ .0  sind. Somit 

Bezeichnen wit mit co, und ~)~ die untere bzw. obere Grenze yon 
G~ an (co, und (o,~ sind beide positiv), so ergibt sieh 

d n / ~ , - -  - iJn ~ , , - -  
Somit infolge (8) 

+ h, [ 2  (u ' )  - s 

(15) u"  ~- h IF  (u") -- u"J ~> oJ,. 

Wir kSnnen 7: als die obere Grenze fiir 0 ~ h ~ 1 der positive~ Wurzel u '  
der Gleiehung 

+ h - u ' ]  = 

und 7~ als die untere Grenze der positiven Wurzel u"  yon 

w~hlen. 
ttiermit ist die LSsbarkeit der Aufgabe, wenn 2' (u) eine fiir 0 < u < co 

analytische Funk~ion is~, fiir welehe ferner iv' (u) > 0, bewiesen. Wit 
kSnnen leicht dureh einen Grenziibergang zeigen, dab es genugt, F (u) als 
stetig und zanehmend vorauszusetzen. Zu diesem Zwecke fiihre man eine 
Folge yon auf der reellen Aehse reguli~r analytischen Funktionen mit 
positiver Ableitung F 1 (u), F.. (u), . . .  ein, die in einem beliebig groBen 
Intervall 0 <: u ~ 1 gleichm~iBig gegen F(u)  konvergieren~). Es sei 1 
gSBer als die aus (16) bestimmte Zahl ~,~. Die zu F,, (u) gehSrige LSsung 
des Wi~rmeleitungsproblems nennen wit u~. Bedeutet ~ eine beliebig 

kleine positive Zahl @. B.-~-), so kann eine Zahl n o so bestimmt wer- 
] 

den, dab 

fiir ~ :,> no, we 7~ und ?~, die aus (16)und (17) bestimmten GrSl]en sine 
Es sei G~(T, q) die zur zweiten Randwertaufgabe der Gleiehung 

A u = 0 gehSrige Greensche Funktion flit Punkte T und q, die auf der 

~) M~n kann z. B. 

.~,, (~) = ~ + ~  

s~Cz~n~ we 
r O~t~l; 

�9 ,(t)=_~'(z), t~z; ~,(t)= ~,(0), t < 0 .  
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Fl~che ~) liegen. Man kann die Differenz u,,(id) -- u,,(p"), wo p '  und p" 
zwei auf ~ gelegene Punkte sind, folgendermalten ausdrticken: 

- - Go -, ~:?' - = . . . . . . . . . .  [ a s ( ~ ' ,  e l -  . ( ~  .e)] - �9 e , ,  

: . . . . . . .  [ a . ( ~ ' , q ) -  ~ " q)] / g . ~  

Hieraus folgert man unter Anwendung yon (18), dab es zu jedem posi- 
riven e eine positive yon ~ unabh~ngige GrSJle 8 gibt, so dab 

( 2 0 )  ] u~ (p ' )  - u,(p")i < ~, 
sobalcl rv,v,, < ~. 

Wit kSnnen infolge (18) mi$ tIilfe des sogenannten Diagonalver- 
Iahrens aus u~, % , . . . ,  u,~,... ,  eine solche Teilfolge u,~u~,2, . . . ,  u~, . . . . .  
auswiihlen, dal] 

lira u~,, 

in abz~hlbar unendlich vielea auf ~'2 iiberalI dioht liegenden Punkte~ 
existier~. Dann existiert abet infolge (20) dieser Grenzwert iiberail auf 
~2, und zwar gleichm~il3ig. Hieraus erMlt man nach bekannten Siitzen, 
dug u,~u,~, . . . ,  u,~,,. . ,  innerhalb t~2 (eine beliebig kleine Umgebung des 
Punktes P ausgenommen ) und auf dieser Fliiche selbst gleichm~l]ig gegen 
eine in D ha~monische Funktiou u konvergieren, die in P die Singularitii~ 
1 hat. Aus der Gleichung 

f F,,,(u,~,)do=4= 
erhalten wit 

f F (U) do =,: 4 ~. 

1 Es sei v eine in P wie k~;-~ singtfliire LSsung yon A u .... 0, die noch 
au{ D d e r  Bedingang 

Ov ( 2 i )  0 ~ = ~ ( ~ )  

geniigt. Wit zeigen, dal~ v sich yon u nut um eine Konstante untez- 
scheiden kann. Es ist, falls p '  und p" ihre fgihere Bedeutung haben, 

~ ( ~ ' ) - ~ ( p " )  . . . . .  ~ ; j ( = ( ~ ' , q )  a = ( f f ' , q ) ) ~ ( u ) d o ~ , ,  
~2 

, 1 (" G u%,(p ) - -u~ , , (p" )=- - - -~ - ; j  ( ~(~',q) V = ( ~ " , ~ ) ) ~ . . ( u . ) 4 % ,  
~2 



Uber eine niehtlineare Randwertaufgabe. 43 

' v ( p ' )  - -  u~,, ( p ' )  - -  ( v ( p " )  - -  U~,, ( p " ) ) =  

~2 g P - -  . = ~ - - f [  ~ ( p , q ) - - G ~ ( p " , q ) J [ F ( u )  F~, (u,.) ] d% 

Dutch Grenziibergang ~--* co ergibt sich nun 

(~')  - u (~') = v (~") -- ~ (~"),  

woraus die Behauptung ~olgt. Es ist also infolge (21) 

Hiermit ist also unsere Randwertaufgabe auch unte~ den oben angefiihrten 
allgemeineren Voraussetzungen fiber _~ (u) gelSst. Das gewonnene Resultat 
fassen wir folgendermaBen zusammen: E8 sei E (q~) eine stetige zunehmende 
Funktion yon u, die noch den Bedingungen 

~ ( 0 ) s  0; lira F (u) =~ co 
~ : a O  

gen~gt.. )Dann gibt es eine und nut  eine Tositive Ldsung der Gleichun 9 
~J u ~-O, die in einem l:'unkte P innerhalb einer geschlossenen steti9 

1 gekri~r~mten zVlgche ~ wie ~.- singuldr wird, abet sonst reguldr verldiu]t, 

und au/ D der l~andbedingung 

genih~t. 

Es ist physikalisch evident, daI3 eine VergrSl~e~ung yon E ( u )  eine 
Erniedrigung 4er Temperatur u zur Folge hat. Dieses lh~  sich Iolgen- 
dermal3en analytisch beweisen. Es sei u I die zur Ausstrahlungslunktion 
F~ (u) 

(22) (F~ (u) > ~ (u)) 

gehSrige Temperatur. Wit zeigen, dai~ das Minimum yon u ~ u~ positiv 
ist. In dem Punkte p, wo diese~ Minimum erreicht wird, wiirden wit 
nach einer bekannten Eigenschaft der harmonischen Funktionea 

~n -- "~n ' haben. 
Folglieh 

Also nach (22) 
F ( u )  _~ -~1 (ul) .  

u - - u l  ::> O. 

(Eingegangen am 17. Januar 1920.) 


