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For the evaluation of float measurements all individual steps of the calculations 
are comprised under the expression of "precise float formula". From this simpli- 
fied approximations can be deduced. Their errors are estimated under little restrain- 
ing conditions. The rather simple "difference formula" in the range of high D~O- 
concentration together with a density scale for pure D~O gained by interpolation 
suffice for most practical purposes. This is proved by numerical comparing with 
the precise formula. 

1. Einleitung 

Sehr genaue Dichtemessungen  an H20-D20-Mischungen zur Bes t im-  

m u n g  des D20-Gehal tes  werden schon seit l angem 1-7 nach  der sog. 

Schwimmer-Methode  (fichtiger eigentl ich:  Schwebek6rper-Methode)  

durchgeffihrt .  Dabei  wird die Dichte  der gut  gereinigten Schwerwasser-  

probe unbekann te r  Konzen t ra t ion  durch Tempera tu r~nderung  solange 

vari ier t ,  bis sie der Dichte  des Schwimmers  (Hohlk6rper  aus Glas) gleich 

wird. Der  anf~nglich langsam aufsteigende oder absinkende Schwimmer  

zeigt  durch Erre ichen des Schwebezustandes  diese Dichtegleichhei t  an. Die 

Messungen sind dann am einfachsten und genauesten,  wenn die Schwebe- 

t empera tu ren  in der N~the der Z imlner tempera tur ,  also e twa  zwischen 

20 und  30 ~ C liegen. Diese Tempera tu r spanne  ver le ih t  einem Schwimmer  

einen MeBumfang von fund  2 Mol-% D20, z.B. den Bereich yon 98 bis 

00 Mol-% D~0. 
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Die Auswertung der Messungen erfolgt entweder durch empirische 
Ermittlung einer Eichkurve mit mehreren Schwerwasserproben bekannter 
Konzentration oder durch eine Einzeleichung in einem D20-Standard 
und theoretische Berechnungen. Eine von LONGSWORTH s erstmals 
angegebene Beziehung zwischen dem D20-Gehalt und der Dichte wurde 
seither vielfach verwendet 1, 7. Doch muB hierbei aus dem D~O-Gehalt 
des Standards erst die Dichte des Schwimmers und hieraus unter 
Beriicksichtigung der W/irmeausdehnung die Dichte der Probe ermittelt 
werden. Diese Einzelschritte lassen sich in einem geschlossenen Forma- 
iismus, wie er hier dargestellt werden soil, zusammenfassen. Ausgehend 
von einer neu hergeleiteten strengen ,,Schwimmerformel", die in /ihn- 
richer, nicht ganz vollst/indiger Form bereits yon den zitierten italieni- 
schen Autorena,~, 5 angegeben wurde, gelangt man durch Vernach- 
l~ssigungen zu sehr einfachen, ffir die MeBpraxis gut brauchbaren 
Beziehungen. W~hrend die strenge Formel ffir das ganze Konzentra- 
tionsgebiet 0 bis I00 % DzO gfiltig ist, wird mit zunehmender Verein- 
fachung der Anwendungsbereich natiirlich enger. Die angeftthrten 
Fehterabsch~itzungen geben hierzu n~here Auskunft. Die N~herungs- 
formeln sind auf die praktisch sehr bedeutsamen Messungen im tloften 
Konzentrationsbereich (ab 98 Mol-% DzO) zugeschnitten, k6nnten aber 
in ~ihnlicher Weise auch fiir niedrige D~O-Konzentrationen (unter 
2 Mol- %) entwickelt werden. 

2. Die strenge Schwimmer-Formel 

Ihrer Herleitung liegt die gut best/itigte Annahme s, 9 zugrunde, dab 
sich das Volumen yon H20--D20-Mischungen additiv aus den einzelnen 
Volumina zusammensetzt. Mit den Bezeichnungen 

N1, N 2 Molanteile an H20 bzw. D~O 

M1, M~ Molekulargewichte yon H20 bzw. D20 

V~, l/~ Molvolumina yon H20 bzw. D20 

d 1, d~ Dichten yon reinem H=O bzw. D~O 

ergibt sich fiir die Dichte d eines H~O--D~O-Gemisches der Ausdruck 

d - -  NIM1 + N2M2 
N~ V~ + N~V~ �9 (t) 

Die Definitionen 

N~ = t  --N~ 

Yl  ~- M i / d l  ; V 2 : M 2 / d  2 

9 SWlFa', E.: J. Amer. Chem. Soc. 61, 198 (t939). 
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in (t) eingesetzt, fiihren zu 

d = d~. /M~ a~ _ 1) (2) 
t + N, ( N g  

In  (2) seien nun die temperaturabh~ingigen Dichtewerte d, d I und d 2 auf 
die Schwebetemperatur t des Schwimmers in der unbekannten Probe 
bezogen. Bei der Eichung des Schwimmers in einem D20-Standard mit 
bekannter D20-Konzentration N ~ wird die Schwebetemperatur t o 
gefunden. Auf diese bezieht sich der zu (2) analoge Ausdruck 

do = a  o. 
N, - 1) ' 

wobei d o die Dichte des Standards, d o und ~ die Dichten yon reinem H20 
bzw. D~O bei der Eichtemperatur  t o bedeuten. 

Die beiden Schwebebedingungen 

e=a  } 
d o = d~ (4) 

enthalten die Schwimmerdichten d~ und d~ fiir die Temperaturen t bzw t o. 

Die Schwimmerdichten und damit  nach (4) auch d und d o sind dutch 
den linearen Ausdehnungskoeffizienten fl des Schwimmermaterials in 
folgender Weise Initeinander verknfipft: 

d~ 1+3/~to _ d 
d~ -- 1 + 3fit do , (5) 

denn Dichte und Volumen des Schwimmers sind zueinander reziprok. 
Die in (5) enthaltenen einfachen Ans~tze fiir die Volumenausdehnung 
- -  wobei fl auf 0 ~ C zu beziehen ist, wenn t und t o in ~ C gemessen werden --  
sind geniigend genau. Wie n~mlich weiter unten gezeigt wird, verursacht 
die Volum~tnderung des Schwimmers nur eine kleine Korrektion. 

SchlieBlich wird (5) in (2) eingesetzt und nach N 2, dem D20-Gehalt 
der u nbekannten Probe, aufgel6st: 

d o I + 3fit 
dx I + 3fit o 

N e =  ( - ~ -  1) i ; ~  o t - q -  3fit ~\M~d-22d~ ( M2dl t) (6) 

(6) wird etwas iibersichtlicher, wenn man durch den Z~ihler dividiert: 

t 

4 , ~ v 2 _  M 2 d 1 d 2( t+3f l t ) -do( l+3f l to)  " ( 7 )  
t + - - - -  

lVq G do(t+3fi to)--dl0+3/~0 
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d o ist in beiden Formeln lediglich als Abktirzung ftir (3) zu betrachten. 
(6) oder (7) zusammen mit  (3) stellt den strengen Ausdruck far  die Aus- 
wertung einer Schwimmer-Messung dar. Durch die Eichung des Schwim- 
mers sind N~ ~ und t o bestimmt,  die Messung liefert t. M l, M 2 und/5 sind 
Materialwerte. d 1 und d o sowie d~ und d o sind die als bekannt  voraus- 
zusetzenden Dichten yon reinem H20 bzw. reinem D~O bei den Tempera-  
turen t und t o. 

Wenn die Formel (6) bzw. (7) physikalisch und mathematisch ein- 
wandfrei sein soll, dann mul3 sie hinsichtlich der Konzentrationen und 
Temperaturen symmetrisch sein; d.h. wenn man in (6) - -  und damit  in 
(3) - -  anstelle von N ~ die Gr613e N 2 als Eichkonzentration einsetzt und t o 
und t, d~ und d 1 sowie d o und d~ vertauscht, muB (6) N ~ liefern. Der 
algebraische Beweis fiir diese Bedingung ist etwas umst~ndlich und sei 
bier nur in.allgemeiner Weise skizziert. Hierzu wird der Ausdruck (6) als 
Funktion seiner Variablen geschrieben: 

X ~ = N ~  N~ ~ , ; ( ~,  to a ~ a ~ t, ~1, a~). (8) 

Nun werden die Variablen in der oben angefiihrten Weise vertauscht:  

N = N (N2 ; t, d~, dz ; t0, d~, a~ (9) 

Wenn jetzt  in (9) ftir N 2 die Beziehung (8) eingeftihrt wird, vereinfacht 
sich (9) nach einiger Rechnung zu der Identit~t 

N =_ N ~ 

womit die Symmetrie bewiesen ist. 

Die strenge Schwimmer-Formel (6) bzw. (7) ist fiir die praktische 
Anwendung ziemlich kompliziert. Um den numerischen Rechenaufwand 
zu meistern, kann man sie ftir eine elektronische Rechenmaschine 
programmieren oder durch Vernachl~issigungen unter kontrollierenden 
Fehlerabsch~itzungen vereinfachen. 

3. N/iherung durch Vernachl/ issigung yon B 

Da der lineare Ausdehnungskoeffizient fl des Schwimmermaterials 
immer sehr klein sein wird, bietet sich fiir den entsprechenden Quotienten 
in (6) eine Reihenentwicklung an: 

1 + 3fit 
t +3~to = ( 1  + 3 f i t )  (~ - 3 # t o +  . - . ) .  

Der Abbruch nach dem linearen Glied 

I + 3fit 
+ 3~to - 1  + 3 # ( t - t o )  
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liefert, in (6) eingesetzt, eine sehr genaue, abe t  nur  wenig einfachere 
N~herung:  

do {~ + 3fl(t-to)} 

do ( ~ d ,  ~) 0o) 
+ 3fl(t - r - d~ ~M#~ 

Sie wurde bereits  yon  CERRAI et al. 3 bentitzt .  Wie numerische Vergleichs- 
rechnungen ftir das Schwimmermater ia l  Quarzglas zeigen, ergeben sich 
ftir N 2 nur  vSllig unbedeutende  Abweichungen in der GrSBenordnung 
1 0  -5 Mol- %. 

Eine spi irbare Vereinfachung ergibt  sich, wenn fl = 0 gesetzt  wird. 
Diese hinsichtlich fl nullte N~iherung ~ndert  (6) und  (7) zu 

do 1 

~-~ ~M~ d~ 
s o m e  

N2 - 1 
M 2 d~ d~--d o " (t2) I +  
M~ d2 do-- d~ 

Der  hierbei auf t re tende Fehler  F o ist gegeben durch die Differenz zwischen 
(6) und  (1 I) oder, da  sich (6) und (t0) nur  unwesentl ich voneinander  
unterscheiden,  durch die Differenz zwischen (t 0) und  (t t ) :  

do {t +3f l  ( t- to)} 
dl 

do [M~al -1) 
do (t3) 

dl 

d 1 \M1 d 2 

Das  in den beiden Nennern  auf t re tende Glied 

do ( M2 dl - -  t ) < d2 [ Ms dl \ Ms d2 
dW ~M~d2 = ~ / ~ 1 ~  - t )  -- M1 d~ 

verminder t ,  wie eine numerische Absch~tzung zeigt*, jeden Nenner  nur  
u m  hSchstens 5 %, selbst wenn man  flit die Messungen einen Bereich der 
Schwebe tempera tu ren  von 10 bis 40~ zul~il3t. Es wird deshalb weg- 
gelassen und durch den Fak to r  t,05 im Z~ihler ersetzt.  Dami t  wird aus 

. M 2 d~ 
M1 =1,111717; ~ - > t A 0 6 ,  s. AnhangI. 
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(t3) nach Ausfiihrung der Subtraktion: 

d~ 3fllt--t0I 

F~ <= t'05" (~_~zl _ t ) ( t _  3fll t_tol} 

Die Absch~tzung 

(14) 

do < d2 < t , 1 0 9 "  
a l l=a l l  

in (t4) eingesetzt, fiihrt zu dem Gr6Btfehler: 

3file - to[ 
Fo<  10,4. I Z3fi/t-~tol ~31,2.flit-tol. (a5) 

Ffir Quarzglas mit /5--0,45.  to-G/~ und einer Temperaturspanne 
zwischen Messung und Eiehung yon [t--tol = 5 ~  wird dieser Gr6Bt- 
fehler z.B. zu 

t7o < 0,007 Mol- %. 

Diese Genauigkeit der Forrnel (t t) bzw. (12) ist in fast allen prakti- 
schen F~illen ausreichend. Allerdings erhebt sich die Frage, ob nicht ftir 
Routinemessungen, z.B. am Schwerwasserkreislauf eines Reaktors, noch 
weitere Verdnfachungen tragbar sind. Diese Uberlegungen ftihren zur 
Herleitung der sehr einfachen ,,Differenzformel". 

4. Die Differenzformel  ffir hohe D20-Konzent ra t ionen 

Wie ihr Name andeutet, gibt sie die Differenz zwischen der D20- 
Konzentration der unbekannten Probe und der Eichkonzentration an: 

A N  = Nz -- N ~ (t6) 

Ihre Herleitung geht v o n d e r  N/iherung (/2) aus, welche mit einer Ab- 
kiirzung D geschrieben wird: 

t � 9 0  
M2 D ' 

+ G (t7) 
wobei D - -  da d~--d o 

G " 4 - 4  " 

N ~ ist aus der strengen Formel (7) zu gewinnen, indem dort t = t o und 
damit d 1 = d  o some d 2 = d  o gesetzt wird: 

I N~ M~ ] 
~+ M~ o (t8) 

mit d o d o_  do 
D o  - -  do d o -  ~o �9 

* Siehe Anhang I. 
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Die Verbindung yon (17) und (18) entsprechend (t6) liefert 

A N  = M~MI . N  o . N  2 (D O _ D) �9 (t9) 

Ftir die Formulierung der Differenz D o - - D  liegt es nahe, folgende immer 
sehr kleine Gr6Ben einzuffihren: 

~1 = d, ~  d~ [ 
(20) ] G = dO -- G.  

Far  D erMlt man damit aus (t 7) den Ausdruck: 

d ~  d ~  
D =  d--O2_ d ~ do_dO+all (2t) 

Die einzelnen Faktoren in D werden nun so umgeformt, dab sie sich fiir 
Reihenentwicklungen eignen : 

dl  
(22) 

Die beiden Klammern im Nenner werden durch Reihenentwicklungen 
ersetzt und die Differenz D o - - D  gebildet: 

o o dl (d2 -- do) 
D o - - D - -  d~(do_dOl) X 

61 
do-  aO 

(23) 

Nun wird ausmultipliziert und nach Potenzen yon 61 und 62 geordnet. 
Es treten fiir D o - - D  folgende Glieder auf: 

t. Ordnung: 

d~ (do - d~ ~ 
2. Ordnung: 

3. Ordnung: 

do 

4 (do - a~ 

do ~ do_ do do ~ } .  (24) 
t d o - ~  6 1 +  a~- 

d o do 6 ~ } .  (25) 
�9 6~ + (~o~ �9 6~ ~~ ~~ 

d o _ d o 

(do_ do/~ ~ +  do,a d~ do,~ 6~ G]  
2, o -  1, [ (26)  

d o d o | " 
2 1 3 (~)2(d ~ _ do) 61 62 + (do)-~ 62 ] 
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4. und h6here Ordnung: liefern sicher keinen merklichen Beitrag 
mehr. 

Nun werden alle Glieder ab 2. Ordnung vernachl~tssigt. Auch das 
Glied mit  dl sei weggelassen, da es bei hohen D20-Konzentrationen wegen 
d o --do<< d o - - d  o klein wird gegen das Glied mit 62. Nach dem Einsetzen 
des so gektirzten Ausdruckes (23) in (19) verbleibt schlieBlich: 

M s do d o 
A N  = ~ . N ~  N 2 �9 ( d o -  dO ) (dO) 2 62.  (27) 

AuBer der Differenz 6 z = d ~  sind alle Glieder in (27) nur wenig 
ver~tnderlich. Sie werden mit  Ausnahme yon N 2 zu einer Gr6Be H zu- 
sammengefaBt, und die Differenzformel erMlt  mit  62 nach (20) die 
Gestalt : 

A N  = N ~  . H (d o - -  d2) . (28) 
Der Ausdruck 

M 2 do d o 
H = ~ 7 "  NO.  (do - d o) (4) 2 

l{tBt sich durch Einsetzen von (3) ftir d o vereinfachen zu: 

_ do { of M2 _t/~,  
o o o t + N ~  (29) 

Er  h~ingt nur yon der Eichkonzentration N ~ und der Eichtemperatur  t o 
ab. Die Formel (28) entMlt  auch auf der rechten Seite die gesuchte 
Gr6Be N 2. Man k6nnte sie als Rekursionsformel verwenden. Doch l~iBt 
sie sich ohne wesentliche Vernachl~issigungen noch weiter vereinfachen. 
Bevor dies geschieht, sollen die bis hierher auftretenden Fehler ab- 
gesch~itzt werden. Dazu seien die wenig einschr~tnkenden Voraus- 
setzungen angenommen : 

a) 0,98 < N, ~  N 2 < t ,00 ] 

b) 20 ~ C __< to, t =< 30 ~ C / (30) 
c) ] t - t o l  < 2 ~  

a) und b) entsprechen etwa dem Mel3umfang eines Schwimmers; 
c) verlangt, dab Eich- und MeBkonzentration sich nicht um mehr als 
0,4 his 0, 5 Mol- % D20 unterscheiden sollen. 

Der Fehler der Ausgangsn~therung (i 7) betr~tgt ftir einen Schwimmer 
aus Quarzglas nach (t 5): 

Fo < 0,0028 Mol-%. 

Die Vernachl~issigung des Gliedes mit  61 in (24) verursacht*:  

/71< 0,0t21 Mol-%. 

�9 Die AbschS.tzung yon F 1, F2 und Fa ist im Anhang II  ngher erlgutert. 
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Die Glieder 2. Ordnung nach (25) ergeben maximal:  

F2 < 0,0038 Mol-%. 

Die Glieder 3. Ordnung liefern einen Beitrag: 

F 3 < 0,0001 Mol-%. 

Eine hier anschliel3ende weitere Vereinfachung setzt in (28) fiir N 2 den 
nach (30) passenden Mittelwert 

N2 =0 ,99  J= 0,01 (31) 

ein, was bei AN<--0,48 Mol-% einen weiteren Fehler 

F~ ~ 0,0048 Mol-% 

Tabelle 1. H in cmS/g verursachen kann. SchlieBlich sei noch die 
to wenig ver~tnderliche GrSBe H numerisch 

�9 untersucht*. Sie nimmt ftir den Bereich 
N~" , 2~176 2S~ 3~176 (30) die Zahlenwerte nach Tabel le t  an. 

0,98 [9,348 9,322 9,304 Ein konstanter  Mittelwert fiir H ist 
0,99 [ 9,357 9,332 9,3t3 demnach: 
o, lo 9,366 9,34t 9,323 H =9,335 ~:0,032 cm3/g. (32) 

Die maximale Abweichung von diesem Wert  bringt als Gr6Btfehler: 

F 5 < 0,0017 Mol-%. 

Mit den Zahlenwerten (3t) und (32) wird aus (28) somit die einfachste 
Darstellung der Differenzformel, giiltig in dem durch (30) gegebenen 
Bereich: 

AN = 9,242 (d o - -  d2). (33) 

Da der Zahlenfaktor in (33) die Dimension cma/g hat, sind die Dichte- 
werte d ~ d 2 in g/cm s** einzusetzen. AN ergibt sich dann in Molanteilen 
(nicht Mol-% !). 

Der abgescNitzte GrSgtfehler erh~ilt durch Summation von F o bis F~ 
den Wert  

F(AN) < 0,025 Mol-%. 

Die wirklichen Abweichungen yon der strengen Formel bleiben weit 
unter dieser Grenze, wie die den Gtiltigkeitsbereich (30) teilweise sogar 
iiberschreitenden numerischen Beispiele in Tabelle 2 ffir einen Schwimmer 
aus Quarzglas zeigen. Die gr6Bte Abweichung ist 0,003 Mol-%. Diese 

* Dichtewerte im Anhang I. 
** Zur Umrechnung: t g/ml = 0,999972 g/cm s. 
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Differenzformel  (33) stell t  somit  ein einfaches und recht  genaues Hilfs- 

mi t t e l  fiir die Auswer tung  von  D20-Gehal tsmessungen im hohen Kon-  

zentra t ionsbereich dar. Man ben6t ig t  lediglich die Dich tewer te  yon 

re inem D20 in Abh~ingigkeit yon der Tempera tu r .  Diese werden 
zweckm/iBigerweise in Form 

eines Diagramms oder einer 

handl ichen Tabelle  bereit-  

gelegt. 

Abschl iegend sei noch 

darauf  hingewiesen, dab 

ein h6herer  Gehal t  an den 

schweren Sauerstoffisoto- 98 
pen 017 und O is, als er der 

nat i i r l ichen Zusammense t -  

zung entspricht ,  die Dichte  

einer Schwerwasserprobe 

erh6ht  und einen entspre-  99 

chenden zus~itzlichen D20- 

Gehalt  vort~uscht.  Die Kon- 

zent ra t ionswer te  N~ und 

N ~ en tha l ten  grunds~itzlich too 
auctl diesen vorget~uschten  

Anteil .  Wenn  sich die O- 

Tabelle 2. Vergleich zwischen der strengen Formel  
und  der Di//erenz]ormel 

N~ o Abweichullg 
N." --N~' 

M~ Mol-% 
t 

~ 
i 

r 
2O 18 
120 22 

i 25 23 
25 27 

j3o 2s  
!3o 32 
i _ _  
!2o 77 
120 22 

25 27 
30 28 
3O 32 

20 
25 23 

28 

N; Mo]-% iN;'=N~+AN 
n a c h  (6) nach (33) 

97,755 97,757 
98,299 98,296 
97,626 97,629 
98,421 98,418 
97,5t3 97,516 
98,529 98,526 

98,757 
99,297 99,296 
98,627 98,629 
99,420 99,418 
98,513 98,516 
99,528 99,526 

99,758 99,757 
99,627 99,629 
99,514 99,516 

+ 0,002 
-- 0,003 
+ 0,003 
-- 0,003 
+ 0,003 
-- o, 003 

+ 0,001 
- -  0,001 
+ 0,002 
-- 0,002 
+ 0,003 
- -  0 ,002  

-- o,ool 
+0,002 
+ 0,002 

Zusammense tzung  zwischen Vergleichssubstanz (D20-Standard)  und 

Probe unterscheide t  (was im Zweifelsfall eine gesonderte  Un te r suchung  

erfordert) ,  ist an den Ergebnissen der Auswer tung  eine diesbezfig- 

liche Kor rek t ion  anzubringen.  

A n h a n g  I: Dichte  yon  re inem H20 und D20 im Temperaturbereich 
15 bis 40 ~ C 

Die Dichte d 1 yon reinem I-I~O erh~lt mall aus der Dichte yon natiirlichem 
Wasser d w aus der Beziehung 

dl = d H  - -  0 , 0 0 0  016 g/cma*. 
d w in  A b h g n g i g k e i t  y o n  d e r  T e m p e r a t u r  i s t  s e h r  g e n a u  b e k a n n t  1~ 

Die Dichte yon reinem D~O wurde mehrmMs experimentell ermittelt, u.a. yon 
CHANG und CHIEN 11, WIRTZ 12, CHANG und TUNG 13, SCHRADER u n d  WIRTZ 1~ und 
SCHAT:ENSTEIN 7 

Das Diehteverhgltnis d~ = d 2 / d  w 

* Diskussion und Literaturhinweise in 1. 
10 LANDOLT-BORNSTEIN, 6. Aufl., Bd. IV, Teil t, S. 101. 1955. 
n CHANG, T. L., and J. Y. CHIEN, J. Amer. Chem. Soe. 63, t709 (1941). 
12 WIRTZ, I~.: Naturwissenschaften 30, 330 (1942);--Phys.  Z. 43, 465 (1942). 
la CHANG, T. L., and L. H. TUNG: Nature, Lond. 163, 737 (1949). 
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h a t  Ilaeh i leueren U n t e r s u c h u n g e i l  yon  }{IRSHENBAUM 1 u n d  ISBERG 11. LUNDBERG 15 
m i t  z iemlicher  Sicherhei t  den  Were  

= 1 , 1 0 7  7 4  

Mit d e m  schoil  Irfiher r e ch t  genau  ermi t te l te i l  D ich teve r l au f  la, li  Igl3t s ich du reh  

In t e rpo la t ion  m i t  t l i l fe  h6here r  P a r abe l n  f/ir d~ u n d  d 2 eine Tabel le  fiir ganze  ~ 
berechnen .  Wiewoh l  die MeBunsicherhei te i l  fiir d 2 in der  Gr613enordnung 10 -5 g /cm a 

Tabel le  3. Dichte yon reinem D20 und reinem H20 bei natiirlicher Zusammensetzung 
der Sauers/off-Isotopen 

t t d~ d2 dl d a 
~ d t = ~  ~cm ~ g/cm" dl 

t5 1,106904 1,105906 0,999082 t , t 0 6 9 2 2  

16 1,107003 832 0,998926 1,107021 
t7 o98 741 758 116 
t8  189 633 579 207 
19 277 509 389 295 

20 1,107361 t , 105370  o,998188 1,107379 

21 422 217 0,997977 460 
22 520 050 755 538 
23 596 1,104869 523 614 
24 669 675 282 687 

25 t ,107740  1 , t04468  0,997030 1,107758 

26 809 248 0,996769 827 
27 876 016 498 894 
28 942 t , t 0 3 7 7 2  218 960 
29 1,108007 516 0,995929 1 , t08025 

30 1,108070 t , 103248  0,995632 1 , t08088  

3t t31 1,102969 325 149 
32 191 679 0 t 0  209 
33 249 378 0,994687 267 
34 305 O66 355 323 

1,108360 1,101744 0,994015 1,108378 35 

36 
37 
38 
39 

40 

413 
465 
515 
563 

t , t 0 8 6 1 0  

412 
070 

1 ,1007t8  
356 

t ,099983 

0 ,993668 
313 

0,992950 
579 

0,992202 

43t  
483 
533 
581 

1,108628 

liegen, i s t  es s innvoll ,  bei  der  In t e rpo la t ion  auch  die 6. Stelle n a c h  d e m  K o m m a  zu 
ber t icksicht igen.  D e n n  in der  N g h e r u n g s f o r m e l  (33) t r e t en  (of tmals  seh r  ldeine) 
Dich ted i f fe renzen  auf, deren  Were  du rch  e inen e twaigen  , ,Niveaufeh le r"  yon  z. I3. 
4 -0 ,00002  g/cm 3 niche beeintr~Lehtigt wird. 

Tabel le  3 b r ing t  die so e rmi t t e t t en  W e r t e  yon  d~ u n d  d~ sowie ffir d 1 u n d  das  
Dich teve rhg l tn i s  d2/d 1 im t3ereich yon  15 bis 40 ~ C. )khilliche Tabel len  w u r d e n  
auch  y o n  BAERTSCHI u n d  THORKAUF 6 sowie v o n  SCHATENSTEIN 7 angegeben .  

la ISBERG, P., U. L. LUNDBERG: Z. Na tu r fo r sch .  9a ,  472 (t954). 
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Anhang II : Absch/itzung der Fehlergr6Ben F1, ~ und 

De~ Ante i l  m i t  ~1 in (24) ergibt,  e ingese tz t  in (19): 

M~ do (d o - do) 
Ft= ~ .  N ~ N 2" dO(d o_do)2 dl]" 

Ffir N ~ =  1 u n d  d a m i t  d o = d ~  v e r s c h w i n d e t  F 1. Es  wird im R a h m e n  des Be- 

re iches  (30) a m  gr613ten ffir N 0 = 0,98 u n d  t o = 30 ~ C. Mi t  den  Zah lenwer t en  fiir 
30 ~ C 

d o =  t,101 103 g /cm a 

d o =  1 , t03248  

d2 ~ - do = o, o o 2 1 4 s  

d o _  gO=  0,105471 

1611 = 0,000586 
u n d  

N 2 _< 0,984 
e rg ib t  sieh : 

I~l < 0,000121 = 0,0t21 ~io1% 

Zur  A b s c h g t z u n g  der Glieder 2. O r d n u n g  nach  (25) werde das  kleine, i m m e r  nega t ive  
Glied m i t  d~ gegen das  posi t ive  Olied m i t  a~ weggelassen.  Mit  d o =< d ~ 62 < dl 

u n d  N~ 2=<t f i ihr t  dies zu:  

Fe<Me 1 { d 0 1 } 

M1 d o - d ~  ( ~ 7 o ~ +  d o - - d ~  ~" 
I m  nng t in s t ig s t en  Fall  wird d a r a u s :  

F 2 < 0,OOO038 = 0 ,0038Moi -%.  

Von  den  Gliedern 3. O r d n u n g  ist  in der K l a m m e r  von  (26) das  d e m  Be t r ag  n a c h  
gr6gte  : 

eo ~ .  
dO(do- ~/~ 

Da i n s g e s a m t  vier  Glieder v o r k o m m e n ,  is t  die A b s c h g t z u n g  e r laub t :  

M~ \ eo-- d~ / 

Das  M a x i m u m  t r i t t  ftir N ~ = 0,98 u n d  t o = 30 ~ C auf  u n d  betrAgt:  

F a < 0,000001 = 0,0001 Mol-%.  

Z. Physik. Bd. t69 12 


