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The electron-phonon hamiltonian of paramagnetic ions, derived from the assump- 
• of a deformable potential of the surrounding ligands, is given as a function 
of the static crystalline field. With that it is possible to reduce the spin-lattice 
relaxation time to the coefficients of the expansion of the crystalline potential 
in terms of spherical harmonics, present in the treatment of energy splitting by 
the crystalline field. The anisotropy of the matrix elements of the electron-phonon 
hamiltonian relative to the propagation vector of lattice vibrations is discussed. 

1. Einleitung 
Die Theorie der Elekt ron-Phonon-Wechselwirkung,  die einerseits zur 

Beschreibung der elektrischen Leitf52higkeit in  Metallen yon  NORDHEIM 1, 
BLOCH 2, BETHE 3 U. a. entwickelt  wurde, er laubt  andererseits  in der An-  
wendung  auf die paramagnet ischen Salze der ldbergangselemente (Eisen- 
reihe, Seltene Erden) die Bes t immung  der Spin-Git ter-Relaxat ionszei t ,  
wie sie yon  KRONIG 4, VAN VLECK 5 u n d  neuerdings yon  MATTUCK u n d  
STgANDBERG G durchgefiihrt  wurde. Dabei  wird die durch die Gitter-  
schwingungen bedingte  Anderung  des Elekt ronenpotent ia l s  als eine 
Wechselwirkung angesehen, die zwischen den station~iren Zust~inden 
des E lek t ron-Phonon-Sys tems  CTberg~inge hervorruft .  Von HAuo 7 
wurde gezeigt, dab sich ein solches Vorgehen im R a h m e n  einer allgemei- 
hen Behand lung  des kombin ie r ten  Elekt ronen-  u n d  Git tersystems recht- 
fertigen l~il3t. 

Bei der 13ehandlung der Leitf~thigkeitsprobleme ist m a n  yon  dem 
Vorschlage yon NORD~IEIM 1, wonach der Wechselwirkungsoperator  durch 
eine starre Verschiebung des Potent ia ls  der einzelnen Gi t te rbaus te ine  
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bedingt ist (Modell der starren Ionen), abgekommen und bevorzugt nun- 
mehr das physikalisch einleuchtendere und in der praktischen Durch- 
rechnung einfachere Bloch-Bethesche Modell~', a der de/ormierbaren 
Ionen, bei dem das Potential der Gitterbausteine bei den Auslenkungen 
eine Ver~inderung nach MaBgabe einer zwisehen den Bewegungen der 
einzelnen Gitterbausteine interpolierten Verrtickung erleidet. SchlieBlich 
wurde yon BARDEEN s die Elektron-Phonon-Wechselwirkung in genauerer 
Weise dadurch bestimmt, dab zun~ichst die Gitterbausteine gem~iB der 
Nordheimschen Theorie starr verschoben werden, wobei sich durch das 
entstehende veriinderte Potential eine neue Elektronenverteilung ein- 
stellt, die ein neues Potential ergibt. Dabei bewirkt die Anderung des 
Potentials der Elektronenverteilung zum Teil eine Kompensation der 
Anderung des Potentials durch die starre Verschiebung, so dab man ins- 
gesamt ein Ergebnis erh~ilt, das dem Bloch-Betheschen Ansatz ~hnlich 
ist. Endlich wurde von ]~HRENREICH und OVERHAUSER 9 ftir die Unter- 
suchung der Leitfiihigkeit in Germanium ein Weehselwirkungsglied ein- 
gefiihrt, das mittels eines Parameters erlaubt zwischen dem Modell der 
starren Ionen und dem der deformierbaren Ionen zu interpolieren. 

Bei der Behandlung der paramagnetischen Spin-Gitter-Relaxations- 
zeit wurde bislang das Modell der starren Ionen benutzt, wobei die 
Nachbarteilchen durch Punktladungen oder elektrische Dipole ersetzt 
wurden 4-6. Wegen des komplizierten Baus dieser Liganden ergibt sich 
jedoch nur eine qualitative, aber teilweise keine quantitative lJberein- 
stimmung mit den experimente]l gefundenen Relaxationszeiten. Die 
Verh~iltnisse sind ~ihnlich wie bei der Behandlung der Aufspaltung der 
Terme des freien Ions im Kristallfeld 10-1~, in der man jedoch die 
Koeffizienten der Entwicklung des Kristallfeldes nach Kugelfunktionen 
einschlieBtich tier Mittelwerte fiber die unbekannten radialen Eigen- 
funktionen erst durch die experimentellen spektroskopischen Ergebnisse 
festlegt. ORBACt~ la hat in einer kfirzlich erschienenen Arbeit daher ver- 
sucht die Theorie der Spin-Gitter-Relaxationszeiten in Analogie zur 
Behandlung der Kristallfeldaufspaltung zu entwickeln. Der von ihm 
ad hoc eingeffihrte ,,ph~inomenologische" Wechselwirkungsoperator ist 
jedoch atomistisch unbegriindet, so dab die von ihm vorgenommene 
Identifizierung seiner Entwicklungskoeffizienten mit den spektrosko- 
pisch bestimmten Kristallfeldkoeffizienten h6chstens die Gr6Benordnung 
richtig wiedergeben kann. 

8 BARDEEN, J.:  Phys. Rev. 52, 688 (1937). 
9 EHRENREICH, H., and A. V~r. OVERHAUSER: Phys. Rev. 104, 331 (1956). 
10 STEVENS, K. W. H.: Proc. Roy. Soc. Lond. A 65, 209 (t952). 
I1 BLEANEY, •., and K. W. H. STEVENS: Rep. Progr. Phys. 16, t08 (t953)- 
12 FICK, E., u. G. Joos:  Handbuch der Physik (S. FLOGGE), Bd. XXVIII/2,  

S. 203. 1957. 
la ORBACH, R.: Proc. Roy. Soc. Lond. A 264, 458 (1961). 



t02  EUGEN FICK : 

In der vorliegenden Arbeit soll auf atomistische Weise ein Elektron- 
Phonon-Wechselwirkungsoperator abgeleitet werden, der es erlaubt die 
Spin-Gitter-Relaxationszeiten tats~chlich in Beziehung mit den spektro- 
skopisch bestimmten Kristallfeldkoeffizienten zu setzen. Dazu wird die 
plausible Annahme gemacht, dab das Potential der das paramagnetische 
Ion umgebenden Liganden bei den Schwingungen de/ormierbar ist im 
Sinne der Bloch-Betheschen Theorie, wodurch in gewisser Weise die 
Bardeensche Rfickwirkung auf die Ladungsverteilung erfaBt wird, 
w~hrend die stark gebundenen Elektronen der nicht abgeschlossenen 
inneren Schale des paramagnetischen Ions dessen Schwingungen starr 
mitmachen sollen. Wit beschr~nken uns auf die Behandlung der ,,Ein- 
Phonon-" oder,, direkten Wechselwirkung" (St6rungstheorie 1. Ordnung), 
da in dieser bereits die wesentlichsten Ztige der Theorie erkennbar sind. 
Die ,,Zwei-Phonon"- oder ,,Raman-Uberg~tnge'.' sollen also in der hier 
vorliegenden Arbeit nicht behande]t werden. 

Zun~chst wollen wir jedoch zur Erkl/irung der Bezeichnungen die 
Formeln des ungekoppelten Elektron-Phonon-Systems zusammen- 
stellen, woran sich das Wechselwirkungsproblem und dessert Auswertung 
unmittelbar anschliel3t. 

2. Das Elektron-Phonon-System ohne Wechselwirkung 
Die ohne  G i t t e r s chwi ngungen  v o r h a n d e n e n  s ta t ion/ i ren  Zust/~nde der  Nel Elek-  

t r o n e n  in der n ioh t  abgesch lossenen  Schale des p a r a m a g n e t i s e h e n  Ions  n ,  12 wer-  
den  b e s t i m m t  du rch  den  H a m i l t o n - O p e r a t o r  

He, : H ~ + ~ ,  (I) 

der  sich z u s a m m e n s e t z t  aus  d e m  H a m i l t o n - O p e r a t o r  des ~reien Ions  

He 10 __--Hkin+HC [_HeI, el, (2) 

b e s t e h e n d  aus  der  k ine t i sehen  Energ ie  der E lek t ronen ,  der  Cou lomb-Energ ie  des 
A t o m r u m p f e s ,  u n d  der  \ u  der  Nel E l e k t r o n e n  u n t e r e i n a n d e r  (wobei 
die S p i n - B a h n - W e o h s e l w i r k u n g  b e k a n n t l i c h  n u r  bei den  E l e m e n t e n  der  Se l tenen  
E r d e n  zu ber i icksicht igen is t ;  vgl. * S. 103) u n d  

H~ : K + H <  (3) 

dabei  beschre ib t  K die potent ie l le  Energ ie  des Kris ta l l fe ldes  u n d  H 5  ein even tue l l  vor-  
h a n d e n e s  ~uBeres Magneffeld .  Das  Kris tal l feld,  das  sieh aus  den  e l ek t ros t a t i schen  
W e c h s e l w i r k u n g e n  v e der Nel E l ek t ronen  des  p a r a m a g n e t i s c h e n  Ions  m i t  den  
iibrigen Git ter te i lchen  in deren  Gleichgewichts lage  910 aufbaut l~ ,  l~13t s ich nach  
Kuge l f l&chenfunkt ionen  entwickMn 

Nel Nel Nel ix) 
K =  E E' ~~ E K(~k)= E E E n~'(~k)~"Y~(Ok,~J (4) 

k=l 0 k= l  1%=1 2--0 n 

(rk, 0k, 99k : Po la rkoord ina t en  des k- ten  Elekt rons)  m i t  

-z_<~_<+~. (5) 
14 SCHULZ, I~.: Z. P h y s i k  163, 293 (196t). 
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Da die genauere S t ruk tur  der Wechselwirkung vo nur  wenig bekann t  ist, werden 
die A~, die aus den vQ berechenbar  w~ren, als Parameter  betrachtet ,  deren Gr6Be 
den spektroskopischen Exper imenten entnommen wird. Die Symmetrie des Kri- 
stallfeldes am Oft  des be t rachte ten  Ions ergibt  eine Einschr~nkung der A~: Is t  
etwa die z-Achse eine p-z~khlige Drehachse, so sind nur  solche A~ von Iqull ver- 
schieden, ffir die gilt ~ ~ 0 (rood ~). (6) 

Die Reali t~t  (bzw. Hermitez i t i t )  yon K verlangt  

A~* = ( -  ~)~ At'-, (7) 
wenn man die Bethesche Definition der Kugelfl~chenfunktionen ~ mit  

zugrunde legt. ~.~* = (--  l) ~ Y~'-~ (8) 

Aus den Eigenfunktionen ~2~ des freien Ions* 

~ i ~ =  ~ , ~  (9) 
k6nnen die Eigenfunktionen U~ im Kristallfeld (und eventuell  Magnetfeld) 

Hel U / :  E~ U~ (J0) 

als Linearkombinat ionen aufgebaut  werden 

M M 

wobei die Koeffizienten a M vJ, i der Lagesymmetrie des Ions angepaBt sind, so dab 
die U~ zu einer Darstellung dieser Symmetriegruppe gehSren. Eine Klassifikation der  
Kristallfeldeigenfunktionen mittels Kris tal lquantenzahlen wurde yon HELL- 
W~C~I~, 16 gegeben. Die Eigenwerte E i im Kristallfeld ergeben sich n~herungs- 
weise mittels St6rungsrechnung, wobei man sich zur Berechnung der Matrixelemente 
der auf dem Wigner-Eckart-Theorem beruhenden Methode der Operator-Aqui- 
valenz bedient  i~ 12. Dabei zeigt es sich, dab yon der Entwicklung des Kristall- 
feldes G1. (4) nur  die Glieder mi t  

: 2, 4 bei der Eisenreihe / 

und ~t = 2, 4, 6 bei den Seltenen Erden l (t 2) 

eingehen. Die Entwicklungskoeffizienten des Kristallfeldes A~ multipliziert mi t  
dem Mittelwert ~ ,  gebildet mit  dem radialen Anteil R(r) der Eigenfunktion ~vr~ 

bleiben dabei  nnbes t immt  und k6nnen spektroskopiseh ermit te l t  werden. 

Wie man aus der Sehirfe der Kristal lspektren entnimmt,  ist die ~ber lappung 
der Elektroneneigenfunktionen der nicht  abgeschlossenen Schalen zu den Naehbar-  
teilchen so gering, dab eine B inde r s t ruk tu r  der Elektronenterme (die bei der 

* Der Index y repr~sentiert  die Gesamthei t  der Eigenwerte aller mi t  den Dreh- 
impulsoperatoren ~ und J~ ver tauschbaren Operatoren. Fiir die Eisenreihe ist  J 
durch die Bahndrehimpulsquantenzahl  L zu ersetzen, da in diesem Fall das Kri- 
stallfeld s t i rke r  ist als die Spin-Bahn-Kopplung. 

15 BETHE, H. A., u. E. SALP]~TER: Handbuch  der Physik (S. F L O ~ ) ,  
Bd. X X X V  (Anhang). 

ia H~LLW~. ,  K. H.:  Ann. Phys. 4, 95, 127, t43 (t949). 
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E lek t ron-Phonon-Wechse lwi rkung  in Metallell2, 3 wesent l ich ist) n ich t  beriick- 
s icht igt  zu werden  braucht .  AuBerdem vernachliissigen wir die Wechselwirkungs-  
energie zwischell den Elektrol len der  verschiedellen paramagnet ischel l  Ionell, die 
sich eillerseits in einer Ar t  Davydov-Aufspa l tung  der  Kr is tMlterme i~uBern kann  
(auf die m6glicherweise die sog. , ,Kr is tMlhyperfe ins t ruktur"  zuri ickffihrbar ist  14,17) 
und  die anderersei ts  die Spin-Spin-IRelaxationszeit  liefert. - -  Es  geni igt  daher  
nur  ein einzellles paramagnet i sches  Ion im Kristal l  zu be t rach ten .  

WXhrelld wir  bislang die Kerne  in einer festen Gleichgewichtslage angel lommen 
haben,  schwingen die Git ter te i lchen im realen Kristal l  um ihre Gleichgewichtslagen. 
Wi t  bezeichnen diese Gleichgewichtslagen mi t  Vektoren  

I t  
9~ = n + ~ ,  (14) 

wobei  die Trans la t ionsvektoren  
8 

~,=  ~ a z  ( iS)  
1 - - 1  

(n z = ganz ; tIl = pr imit ive  Git tervektoren)  

die verschiedene Elementarze l len  numer ieren  und ~ zu den in eiller E lemen ta r -  
zelle vo rhandenen  s Git ter te i lchen mi t  den Massen M s (a ~ 1 . . .  s) weis t* .  I s t  der  

momenta l le  Or t  der  Gi t ter te i lchen ~ ,  so sind die Auslenkungen 1~ aus den Gleich- 
gewichtslagen gegeben durch  

I t  I t  I t  
u~ = ~ - ~ (16) 

und die Git terschwingungel l  vollziehen sich gemgB 

t (~It~  t nIt; It n' 
n p h  = ~ ,  ~ . ' ~ ;  + y y ,  C ~ -  U~ U~'.  ( t 7 )  

I I '  c~' 1' 

Durch  L6sung der  zugeh6rigell Sgkula rde te rminante  gelangt  m a n  bekanntl ichlS,  19 
1 l l l  ~ 

unte r  Allsnutzullg der  Translat ionsinvarial lz  der  C~=' zu 3 s N  z Normal f requen-  
l l '  

zen r162 v), wobei  der Ausbre i tungsvektor  q insgesamt  Nz-Werte im reziproken 
Git ter  annehmen  kann,  wenn  der Kristal l  aus Nz-Elementarzellell  bes teh t  und  der  
Index  v = l . . .  3s die 3 akust ischen llnd 3 " ( s - -  l) opt ischen Schwingungen be-  
schreibt .  

Die Gi t tere longat ionen lassen sich dann  durch (komplexe bzw. n ich t  he rmi te -  
sche) 3 s2Vz Normalkoord ina ten  b (q, v) ausdrficken 

It 1 /  ~ It 
u~ = ~ _ (t 8) 2Mc~ N z co (q, v) ea (q' v) eiq~ab (q, v) + konj.  kompl . ,  

t 

wobei  die e ~ (q, v) die Polarisat ionsverhii l tnisse der  SchwillgungeI1 beschreiben.  Der  
Hami l ton-Opera to r  (17) der  Git terschwingungel l  n i m m t  mi t  (t8) die Gesta l t  

Hph = ~,, h, co (q, 'u) .  (bi'(q,) ,) b (q , v )  + �89 ('19) 
q, 

* Die bei G1. (4) eingefi ihr ten Vektoren  ~fq silld eine abgekiirzte Schreibweise 

fiir ~I u . 
1~ ScHuLz, K. :  Z. Phys ik  166, 299 (~962). 
is SEITZ, F. : The Modern Theory  of Solids. New York  t940. 
D L~IBFRI~D, G. : H a n d b u c h  der  Phys ik  (S. FLOGGE), Bd. VI I / t ,  S. 104. 1955. 
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an und ist in den Phononen-Zustgnden ~...n(q,,,)... diagonal, weil die Operatoren 
b* (q, v) bzw. b (q, v) gerade ein Phonon mit dem Ausbreitungsvektor q im Zweig v 
erzeugen bzw. vernichten 

b*(q,~) ~ ..... ~q,~)...= D T ~ , ~ )  + ~ ~..., ,(q,~/+~ .... ] (20) 
b (q,v) ~ .... (q, v)... = g n ( q ,  v) ~...n(q,*)-~,.... 

Die mittlere Anzahl der Phononen ist 

(21) 
wenn der Kristall im thermischen Gleichgewicht der Temperatur T sich befindet. 

3. Der  E l e k t r o n - P h o n o n - W e c h s e l w i r k u n g s o p e r a t o r  

Die durch die Git terschwingungen bedJngten Ver/inderungen der 
Lagen der Gitterbausteine erzeugen eine Ver{inderung des elektrostati-  
schen Potentials,  in dem sich die Elektronen befinden. Die dadurch im 
Gesamt-Hamil ton-Opera tor  

H = H~, + Hph + He], ph (22) 

auftretende Elektron-Phonon-Wechselwirkung ist also gegeben du tch  
den Unterschied des Potentials  des schwingenden Gitters V s (rs), hervor-  

gerufen yon  den Gitterbausteinen in ihren ausgelenkten Lagen {R~ am 
Oft  rs tier Elektronenlagen im schwingenden Gitter, gegentiber den 
bereits in G1. (2) und (3) enthal tenen Potentialen des ruhenden Gitters 

V0 (~0), erzeugt von den Git terbausteinen in ihren Gleichgewichtslagen ~I~ 

He,, ph = Vs (rs) - -  !70 (c0). (23) 

It  
Zerlegen wir nach den Beitr~igen w (rk) von den Gitterbausteinen ~ auf 
das k-te Elektron, so erhalten wit 

vs (rs) = Z E V~s (r~s) 
k n~ (24) 

k Itr 

Das Modell der starren Ionen wird beschrieben durch 

vns (~) =- v~ o (r. - -  lln~) (NORDHEIN), (25) 

w~thrend ftir die deformierbaren Ionen gesetzt wird 

v~ s (~) = v~ o (r - -  u (r)) (BLocu-BET~E) , (26) 

wobei u(r) eine zwischen den Gitterelongationen kontinuierlich inter- 
polierte Auslenkung ist, die man  aus G1. (/8) erh~tlt, wenn man  dort  
9/{ n dutch r ersetzt 2, a, 9. 
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Zur Aufstellung der Elektron-Phonon-Wechselwirkung in para- 
magnetischen Salzen betrachten wir (vgl. Fig. I) zun/ichst die Aus- 
lenkung 11 I~ des paramagnetischen Ions. Der Index ,,Ion" ersetzt dabei 

Fig, I. Die Elongationen des paramagnetischen Ions und der 
Liganden (schraffiert) 

in Ol. (24) bis (26) jenes 
spezielle Indexpaar ct~ 

das das herausgegriffene 
paramagnetische Ion mit 
den k = I . . . .  N,1 Elek- 
tronen in der nicht ab- 
geschlossenen Schale be- 
schreibt. Da diese stark 
gebundenen Elektronen 
im Sinne der Gitter- 
schwingungen Teile des 
ganzen Gitterteilchens 

sind, ist es sinnvoll das Potential des eigenen Ionenrumpfes bei der 
Verschiebung im Sinne yon NORDI-IEIM als starr anzusehen 

v~ ~ ( ~ s )  = v~0 ~ ( r~s  - u~~ (27) 

wobei die Elektronen bei der Verschiebung mitwandern 

rks = rk0 + 1I ~~ (28) 

so dab in (23) der Anteil des paramagnetischen Ions herausf~illt 

v~ ~ ( r ~ )  - vlo~ (r~o) = o .  (29) 

Wir brauchen also in (24) nurmehr die Beitr~ge der i~brigen Gitterbau- 
steine (insbesondere der umliegenden Liganden) zu betrachten. Entspre- 
chend der in der Einleitung erw/ihnten Bardeenschen i3berlegungen, 
wonach durch die Auslenkungen der Gitterteilchen die Ladungsverteilung 
so gest6rt wird, dab die durch die starre Verschiebung der Gitterteilchen 
bedingte Potential~inderung zum Teil wieder kompensiert wird, ist es sinn- 
voll und far die praktische Rechnung zweckm~gig, ftir diese Wechsel- 
wirkungen den Bloch-Betheschen Ansatz der deformierbaren Ionen zu 
verwenden. Damit erhalten wir aus den Gln. (23), (24), (26) und (29) far 
den Elektron-Phonon-Wechselwirkungsoperator 

, . + I l l o . )  a 

k . ~  (30) 

/~ net 

wenn man sich auf lineare Auslenkungen beschr/~nkt und u (r~s) ~ u (rko) 
setzt, was fiir kleine q und insbesondere ftir akustische Schwingungen gut 
erftillt ist. Nunmehr l~il3t sich die Summe ~,' nach (4) ausfahren, und wir 

t t ~  
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erhalten den Gradienten des Kristallfeldpotentials, herriihrend von den 
Ruhelagen der Gitterteilchen 

Nel 
Hel, ph = - -  Z gradr~ K(rk) �9 (u (rk) -- llI~ (3 t) 

k--1 

wobei wir den Index 0 der Einfachheit halber weglassen. Im Gebiet 
kleiner q (groBer Wellenl~ingen) k6nnen wir fiir u (rk) die Exponential- 
Iunktion in G1. (t8) entwickeln und erhalten in den akustischen Zwei- 
gen (elastische Ngherung), in denen das paramagnetische Ion mit den 
Liganden gleichsinnig schwingt 

Hel,  ph = Se l "  Sph ,  (32) 
mit 

Sph=+ V-2M~Gu~qlt b(q,v)+herm, konj. (33) 

(M~ = Ligandenmasse; % = Schallgeschwindigkeiten) und 

Se, = ~, (qrk) (e (q, v) gradr~ K(rk) ) , (34) 
h = l  

wobei Sph n u r  auf Phononenzust~tnde und Sel nur auf Elektronenzust/inde 
wirkt. W~ihrend die Gestalt v o n  Sph in allen bisherigen Theorien bereits 
auftritt,  ist nunmehr Sel aU/  das Kristall/eld zuri~ckge/iihrt. 

4. Der elektronische Anteil Sel der Elektron-Phonon-Wechselwirkung 

Urn in S~1 die Entwicklung des Kristallfeldes K nach Kugelfl~tchen- 
funktionen gem~iB (4) zweckm~Big durchftihren zu k6nnen, schreiben 
wir G1. (34) in kartesisehen Komponenten 

mit 

S01 = F ql e~ Gz~ (3 5) 
I, n = x, y, z 

NeI 
aK(rk)  

(im folgenden unterdrticken wir der Einfachheit halber den Index k) 

r = E Y E & x ,  a,o ( ~  a ( o ,  ~)). (37) 
k 2 u 

8 Die Anwendung des Operators x z ~ auf Kugelfl/ichenfunktionen ergibt 

eine Summe tiber Kugelfl~ichenfunktionen mit Clebsch-Gordan-Koeffi- 
lo zienten 2~ Es erm6glichen aber auch explizite Rekursionsformeln" 

20 R o s E ,  M.:  b l u l t i p o l e  F ie lds .  N e w  Y o r k  1955. 
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eine verh~iltnism~iBig einfache Auswertung von (37). Man erh~ilt 

A~ r )' 

k 3. u 

x {~V(~+~+ ~)(2+~+ 2)Y3.~+' +fl,~ V(~-~)g-~-~) y; -  
- -  1 2 2 / - ~ -  ( O ~ a b V ( ) ,  - -  ~ - -  2 ) ( 2  - -  ~ - -  3 )  Y ; - + ?  -}- 

]/ 2 2 - - 3  

q- b.bV(2 + ~)(2 + x - t) IY~_~)} + konj. kompL 

fiir a, b = x, y 
mit den Abkiirzungen 

( 3 8 )  

( +i) -i) +, ~ b  = + i - -  y"  i + ' " 

24 + 1 -- ~ -- t) YZ-2} + konj. kompl. ; + ~ V ( ~ + ~ - ~ ) ( ~  

~oA~3. V ( ~ + ~ ) ( ~ _ ~ )  {V(~+~  ) (~+~+~)~+~_. 
k 3. ,. ( 4 t )  

1/ - - - Y i ~ ) }  + - [ / ~ V ( 2  ~ - t ) ( 2  ~ 2) konj.kompl. 

-- c~A~r )" 

k 3. g 

• {V(x - ~ - ~)(x + ~ + ~) y;+~ + (42) 

, y. y~+l/  4 - 1 / ~  ] / 2 2 + 1  / ( 2 + z ) ( 2 - -  --2) ~.-zi +k~176  

ftir a = x, y und ~ = (t, --i).  

Fiir die Spur von Gz~ gilt die Eulersche Relation homogener 
Funktionei1 

G~. + @y + G~, = Y, E E A~ 2r;" Y;~. (43) 
k 3. ~. 

In den vorstehenden Formeln kann der Index 2 zun/ichst alle Zahlen 

2 = 1 , 2 , . . .  

durchlaufen. Kugelfl~tchenfunktionen mit negativem unteren Index sind 
Null zu setzen; ebenso treten keine Kugelfl~tchenfunktionen auf, deren 
oberer Index dem Betrag nach gr6Ber ist als der untere. Die m6glichen 
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Entwicklungskoeffizienten A~ sind dutch die Symmetrie des Kristall- 
feldes eingesehr~nkt [G1. (6) und (7)]. Bei der Berechnung der Matrix- 
elemente von Gz,~ ergibt sich eine weitere Vereinfachung der Summen 
(Abschnitt 6). -- Betraehtet man die Wechselwirkung mit longitudinalen 
Phononen, so geht in sie nur der symmetrische Anteil des Tensors G~ ein. 

5. Die Spin-Gitter-Relaxationszeit  

Die Spin-Gitter-Relaxationszeit T~ gibt bekanntlich an, innerhalb 
wetcher Zeit eine von der Gleichgewiehtsverteilung des Gitters abwei- 
chende Besetzung der Elektronenniveaus der paramagnetischen Ionen 
(,, Spin-System") verm6ge Phononen-Emission oder -Absorption (,, Strah- 
lungslose iJberg~nge") in den thermischen Gleichgewichtszustand mit 
dem Gitter zuriickkehrt. Beschreibt man das Spin-System durch eine 
Spin-Temperatur T~, so charakterisiert T 1 also die Dauer des ,,W~rme- 
leitungsausgleichs" mit dem Gittersystem, das durch ein W~rmebad auf 
konstanter Temperatur T gehalten wird. 

Beschr~nken wir uns auf die Betrachtung zweier Elektronenzust~nde 
U~ und U b ~gem~3 G1. (t0)], so gilt 13 ftir die Besetzungszahlen N~ und N b 
dieser Niveaus (N~+N b = N = A n z a h l  der paramagnetischen Ionen) 
das Differentialgleichungssystem 

dNa __ NaWe._+b_~_ Nb Wb~ a __ dNb (44) 
das die L6sung dt d t '  

(t) = ~ (oo) + ~2X~ (0) -- ~ (  oo)] e -'/T1 (45) 

besitzt, wobei ffir die Spin-Gitter-Relaxationszeit gilt 

t 
- -  VV~_+ b + Wb_~. ( 4 6 )  

T1 
Die Gr613en W ~  b bzw. l/Vb~ ~ stellen die entsprechenden Ubergangswahr- 
scheinliehkeiten pro Zeiteinheit verm6ge der Elektron-Phonon-Wechsel- 
wirkung dar. Man erh~lt sie in St6rungsrechnung erster N~tllerung 
(,,Ein-Phonon"- oder ,,direkte t3bergRnge") aus Hel, p h dureh 

l/Fa(1) 4 
I( ..... .... S d  .... l • 

(b--~a) ~ q,~, 

.~ I ( 4 7 )  
sm ~ -  (Eb -- E~ -- h oJ (q, v)) t 

M (E b - -  E a - -  h m (q, v)) 2 (Eb  > E a ) '  

in VV~_+ b findet also Phononenvernichtung und in I/V~_,~ Phononenerzeu- 
gung statt. Der Index v durchl~tuft in der elastischen N~iherung die drei 
akustischen Zweige. Die ~, k6nnen wir in guter N~therung durch ein 

IntegraI im reziproken Gitterraum 

v f v i f  q2dqdK2e (48) ~ '  --> ~ "'" daq - -  (2er)~ "'" 
q 

~e q 



110 EUGEN F I C K :  

ersetzen. Mi tm =qu~ l~iBt sich das radiale Integral f ... dq tiber den 
q 

rasch ver~inderlichen Quotienten yon G1. (47) wie tiblich ausftihren. Wir 
erhalten bei Berticksichtigung yon G1. (20) und (33) 

__ V m 1 f 
W~(Sb (2~)~ 2t~M~N (~(+1) ) ,~ . ]7 . }  I(g,~,S~,~)[2dDq, (49) 

(b-+a) v ~2~z 

wobei in I/V~__,~ die zus~itzliche I die spontane Phononen-Emission dar- 
stellt. Berticksichtigen wir G1. (2t), so finden wir ftir die Spin-Gitter- 
Relaxationszeit verm6ge ,,Ein-Phonon-iJbergfinge" 

t _ g co ~ V / ' I I ~  1 / 

/ ~' (50) 
v kr ~ f  ] 

' ~  (2~)a ,%=M~xl'~ r, Z ~ . a .  - I (Ub,, . - ,q 'e lUa) Pd,-(-2q - 
v .v . ]  

Dabei sind die Matrixelemente von Sel beztiglich der Richtung des Aus- 
breitungsvektors q der Gitterschwingungen gem~iB der Symmetrie des 
Kristallfeldes wesentlich anisotrop. 

6. D i e  M a t r i x e l e m e n t e  y o n  Se l  
Die Matrixelemente 

(Vb, & ~) = ~. q~ ~,, (~b, G~ Vo) (5t) 

sind ftir eine Richtung des Ausbreitungsvektors q und der Polarisation 
e (q, v) gegeben durch die Matrixelemente des Tensors Gz~ mit den Eigen- 
funktionen im Kristallfeld. Von diesen sind nut jene yon Null verschie- 
den, deren zugeh6rige ProduktdarstelMng (beztiglich tier Punktgruppe 
am Ort des Ions) die identische Darstellung ~ enth~lt. Da sich das Kri- 
stallfeld selbst nach ~ transformiert, lautet nach G1. (36) diese Bedingung 

/ i x M x < x ~ > ~  . (52) 

Eine Darstellung dieses Sachverhaltes mit Kristallquantenzahlen 1~,~6 
ergibt sich, wenn man das explizite Transformafionsverhalten der 
Matrixelemente der Entwicklung von Gl~, nach Kugelfl~chenfunktionen 
[G1. (37) bis (43)] 

(u~,,'"~5?(+-%G) (e = o ,  • • (53) 
bei den Symmetrietransformationen der vorhandenen Punktgruppe 
untersucht. Ist etwa eine p-z/ihlige Symmetrieachse (=  z-Achse) vor- 
handen (Gruppe @), so sind die Zust/inde U durch Kristallquanten- 
zahlen ff charakterisiert 

gaz 
/ \ 2 ~  

~ (,,, e, ~ + 7-) = ~ (,,, e, ~), (54) 
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und aus der Invarianz yon (53) folgt 
2a* 

i (t2b--I*a + ~ + O) - e p = t  (55) 

oder bei Benutzung yon G1. (6) 

A# = , u b - -  #4 ~ ~(modp)  !. (56) 

Die ftir die verschiedenen Werte yon A# damit  auftretenden Indizes ~o 
der Kugelfl~tchenfunktionen Y~+~ in den Gln. (38) bis (43) sind in der 
folgenden Ta'belle zusammengestellt. 

Tabelle 1 

p = l  
2 
3 
4 
6 

zl#= 

o I I - 3 ]  4 5 1 - 5  

0, -4-1, ~-2 
0 , - - 2  

0 
0 
0 

r , p - , [ 2 F - , - 1 3  

, T t 2,, l 2 +1 :~I 
I,----2 2, f, - 

I 2  •  -I 

i - ~ 1 + 2  - 2  - 

-3J 

/ - 2  

--4 

+ 2  + 1  

Die sich daraus ergebenden 
verschwindenden Matrixelemente 
sind in Tabelle 2 angegeben. 

Bei den Symmetrien C4 und C~ 
tri t t  also ftir Uberg~inge d # = + 2, 

' (p--2) keine Elektron-Phonon- 
Wechselwirkung mit  Phononen 
ein, die sich in Richtung der 
p = 4- bzw. 6-z~thligen Achse aus- 
breiten. Augerdem ist im Fall C 6 
.i~berhaupt kein Ein-Phonon-tJber- 
gang zwischen Niveaus mit A,u = 
• 3 vorhanden. 

Besitzt das Kristallfeld ein 
Inversionszentrum, so dab sich 
die Kristallfeldzust~inde U bei 
Inversion mit (--  t) xl~ transfor- 
mieren, so folgt aus G1. (53) 

( - t ) z z ~ + ; + x ~ =  t ,  (57) 

Tabelle 2 

p A/~ (U/%, Gln Ulna] 

(i x~  2 , 3 , 4 , 6  0 x o 
o x 

2 , 4 , 6  :~ (p - -  1) • 

3 x122 X 

! ( p - 2 )  x o 
o 0 

6 -4-3 0 
0 

( •  = im allgemeinen nicht  verschwin- 
dendes Matrixelement.) 

d.h. in diesem Fall treten nur gerade untere Indizes 2 der Kugelfl~ichen- 
funktionen auf ~, = 2, 4, 6 . . . . .  (58) 

In analoger Weise lassen sich die durch weitere Symmetrien bedingten 
Einschr~nkungen diskutieren oder direkt aus G1. (52) entnehmen. Da 
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j edoch in dem meist interessierenden Fall der Anwesenheit eines ~ul3eren 
Magnetfeldes alle Symmetrieelemente bis auf eine Dreh- bzw. Drehinver- 
sionsachse parallel zu ~ versehwinden, wollen wir den EinfluB weiterer 
Symmetrieelemente nicht n~iher diskutieren. 

Schlief31ich sei noch darauI hingewiesen, dab Matrixelemente, ge- 
bildet mit zueinander Kramers-konjugierten Zust~inden (U, Gt, Y U) 
bei halbzahligem Spin verschwinden, weil der Operator Gz~ invariant 
gegentiber Zeitumkehr ist. 

Da ffir den Operator  der Zei tumkehr  9-  dann  gilt 

3- U = q/U*, j-2 = _ t, ~- G = G 3" (r = unit/irer Operator), 
folgt 

( u , ~ J g )  = (Gu, y u )  = (~u ,  ~ u*) 

= ((~ v*)*, (c ut*) = (qz(~ u*l*, qz(o ul*) 
= ( 3 " 2 U ,  Y G U )  = - -  ( U , G ~  = O. 

Hierdurch ergibt sich bekanntlich bei Kramers-Salzen im Magnetfeld 
Ifir T a eine andere Magnetfeldabh~ingigkeit als bei Nicht-Kramers- 
Salzen ~a. 

Die Berechnung der yon Nu l l  verschiedenen Matrixelemente (Ub, Gl~ U~) 
erfolgt am zweckm~tgigsten nach der von KORRINGA ~1 entwickelten 
Methode der Operator/iquivalenz Ifir Kristallfeldzust~inde, wobei die 
Integrale fiber die radialen Eigenfunktionen unbestimmt bleiben. 

W~hrend wir bisher in die Matrixelemente die exakten Kristallfeld- 
zust/inde eingesetzt haben, ist es zur Vereinfachung der Formeln und 
ihrer Anpassung an die Theorie der Termaufspaltung im Kristallfeld 
zweckm/iBig, zu Kristall/eldeigen/unktionen nullter N~herung 

M 

iiberzugehen, in denen keine Beimischungen mit verschiedenen y-Werten 
enthalten sind. Damit reduzieren sieh die Matrixelemente von G~,~ auf 
Glieder der Gestalt 

,M" $,a ~r . M\ (60) tiv J , ~(--2) r ] ,  

die nur dann yon Null verschieden sind, falls gilt ~ 

M ' = x + o + M  } (6t) 
~t bzw. 2 -- 2 = gerade G 2 J  (resp. 2L in der Eisenreihe), 

wobei die Geradzahligkeit yon ,~ durch die N~therung (59) bedingt ist, 
die die formale Existenz eines Inversionszentrums impliziert. Maeht 
man ferner die in der Theorie der Kristallfeldaufspaltung stets ttbliche 

21 KORRINGA, J. :  Rep. No. 5, Ohio State Univers i ty  Columbus, Ohio. 
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Voraussetzung, dab in den Vaf der Seltenen Erden nur die 4 /Konf igu-  
ration resp. in ~o M der Eisenreihe nur die 3 d Konfiguration eingeht, so 
gilt aul3erdem 

)~ bzw. 2 -- 2 =< 21, (62) 

d.h. bei der Bereehnung der Elektron-Phonon-Wechselwirkung ist in 
dieser N/iherung die Entwicklung des Kristallfeldes nach Kugelflitchen- 
funktionen um zwei Ordnungen welter zu fiihren als in der Theorie der 
Termaufspaltung. Von den auftretenden Koeffizienten 

A ~" ~ ~ / 2, A4, A6 in der Eisenreihe, 
resp. } (63) 

A'~, A'~, A'~, A'd bei den Seltenen Erden 

sind also jeweils die letzten aus spektroskopischen IVfessungen nicht be- 
kannt. Die nicht verschwindenden Matrixelemente (60) k6nnen in tier 
vorliegenden N~therung nach der Methode der Operatorgquivalenz von 
STEVENS 1~ berechnet werden. Damit ist die Theorie der Spin-Gitter- 
Relaxationszeit in Relation zur Behandlung der Termaufspaltung im 
Kristallfeld gebracht. 

Her rn  Prof.  Dr. A. H a l o  u n d  He r rn  Dr. K. Sc~vLz danke  ich fiir klg~rende 
Diskuss ionen .  He r rn  DipI. P hys .  H. SCHMUTZ bin  ich ffir die D u r c h s i c h t  des  Manu-  
skr ip tes  dankba r .  
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