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The electron-phonon hamiltonian of paramagnetic ions, derived from the assump-
tion of a deformable potential of the surrounding ligands, is given as a function
of the static crystalline field. With that it is possible to reduce the spin-lattice
relaxation time to the coefficients of the expansion of the crystalline potential
in terms of spherical harmonics, present in the treatment of energy splitting by
the crystalline field. The anisotropy of the matrix elements of the electron-phonon
hamiltonian relative to the propagation vector of lattice vibrations is discussed.

1. Einleitung

Die Theorie der Elektron-Phonon-Wechselwirkung, die einerseits zur
Beschreibung der elektrischen Leitfihigkeit in Metallen von NorDHEIM!,
Brocu?, BETHE? u. a. entwickelt wurde, erlaubt andererseits in der An-
wendung auf die paramagnetischen Salze der Ubergangselemente (Eisen-
reihe, Seltene Erden) die Bestimmung der Spin-Gitter-Relaxationszeit,
wie sie von KronNiG?, VaN VLEcK?® und neuerdings von MATTUCK und
STRANDBERG® durchgefithrt wurde. Dabei wird die durch die Gitter-
schwingungen bedingte Anderung des Elektronenpotentials als eine
Wechselwirkung angesehen, die zwischen den stationdren Zustidnden
des Elektron-Phonon-Systems Uberginge hervorruft. Von Hauc?
wurde gezeigt, daB sich ein solches Vorgehen im Rahmen einer allgemei-
nen Behandiung des kombinierten Elektronen- und Gittersystems recht-
fertigen 146t.

Bei der Behandlung der Leitidhigkeitsprobleme ist man von dem
Vorschlage von NorDHEIM?, wonach der Wechselwirkungsoperator durch
eine starre Verschiebung des Potentials der einzelnen Gitterbausteine
% Herrn Professor Dr. G. HETTNER zum 70. Geburtstag gewidmet.
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bedingt ist (Modell der starren Ionen), abgekommen und bevorzugt nun-
mehr das physikalisch einleuchtendere und in der praktischen Durch-
rechnung einfachere Bloch-Bethesche Modell??® der deformierbaren
Tonen, bel dem das Potential der Gitterbausteine bei den Auslenkungen
eine Verinderung nach MaBgabe einer zwischen den Bewegungen der
einzelnen Gitterbausteine interpolierten Verriickung erleidet. SchlieBlich
wurde von BARDEEN ¢ die Elektron-Phonon-Wechselwirkung in genauerer
Weise dadurch bestimmt, daBl zundchst die Gitterbausteine gemilB der
Nordheimschen Theorie starr verschoben werden, wobei sich durch das
entstehende verdnderte Potential eine neue Elektronenverteilung ein-
stellt, die ein neues Potential ergibt. Dabei bewirkt die Anderung des
Potentials der Elektronenverteilung zum Teil eine Kompensation der
Anderung des Potentials durch die starre Verschiebung, so daB man ins-
gesamnt ein Ergebnis erhilt, das dem Bloch-Betheschen Ansatz dhnlich
ist. Endlich wurde von EBRENREICH und OVERHAUSER® fiir die Unter-
suchung der Leitfihigkeit in Germanium ein Wechselwirkungsglied ein-
gefiihrt, das mittels eines Parameters erlaubt zwischen dem Modell der
starren Tonen und dem der deformierbaren Ionen zu interpolieren.

Bei der Behandlung der paramagnetischen Spin-Gitter-Relaxations-
zeit wurde bislang das Modell der starren Ionen benutzt, wobel die
Nachbarteilchen durch Punktladungen oder elektrische Dipole ersetzt
wurden® 8, Wegen des komplizierten Baus dieser Liganden ergibt sich
jedoch nur eine qualitative, aber teilweise keine quantitative Uberein-
stimmung mit den experimentell gefundenen Relaxationszeiten. Die
Verhiltnisse sind dhnlich wie bei der Behandlung der Aufspaltung der
Terme des freien Ions im Kristallfeld-12, in der man jedoch die
Koeifizienten der Entwicklung des Kristallfeldes nach Kugelfunktionen
einschlieBlich der Mittelwerte iiber die unbekannten radialen Figen-
funktionen erst durch die experimentellen spektroskopischen Ergebnisse
festlegt. OrBACH' hat in einer kiirzlich erschienenen Arbeit daher ver-
sucht die Theorie der Spin-Gitter-Relaxationszeiten in Analogie zur
Behandlung der Kristallfeldaufspaltung zu entwickeln. Der von ihm
ad hoc eingefiihrte ,,phdnomenologische” Wechselwirkungsoperator ist
jedoch atomistisch unbegriindet, so daB die von ihm vorgenommene
Identifizierung seiner Entwicklungskoeffizienten mit den spektrosko-
pisch bestimmten Kristallfeldkoeffizienten hchstens die GréBenordnung
richtig wiedergeben kann.
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In der vorliegenden Arbeit soll auf atomistische Weise ein Elektron-
Phonon-Wechselwirkungsoperator abgeleitet werden, der es erlaubt die
Spin-Gitter-Relaxationszeiten tatsichlich in Beziehung mit den spektro-
skopisch bestimmten Kristallfeldkoeffizienten zu setzen. Dazu wird die
plausible Annahme gemacht, daB3 das Potential der das paramagnetische
Ton umgebenden Liganden bei den Schwingungen deformierbar ist im
Sinne der Bloch-Betheschen Theorie, wodurch in gewisser Weise die
Bardeensche Riickwirkung auf die Ladungsverteilung erfalt wird,
wihrend die stark gebundenen Elektronen der nicht abgeschlossenen
inneren Schale des paramagnetischen Ions dessen Schwingungen starr
mitmachen sollen. Wir beschridnken uns auf die Behandlung der ,,Ein-
Phonon-*“ oder,,direkten Wechselwirkung‘‘ (Stérungstheorie 1. Ordnung),
da in dieser bereits die wesentlichsten Ziige der Theorie erkennbar sind.
Die ,,Zwei-Phonon‘‘- oder ,, Raman-Uberginge sollen also in der hier
vorliegenden Arbeit nicht behandelt werden.

Zunichst wollen wir jedoch zur Erklidrung der Bezeichnungen die
Formeln des ungekoppelten Elektron-Phonon-Systems zusammen-
stellen, woran sich das Wechselwirkungsproblem und dessen Auswertung
unmittelbar anschlieft.

2. Das Elektron-Phonon-System ohne Wechselwirkung
Die ohne Gitterschwingungen vorhandenen stationdren Zustinde der N, Elek-
tronen in der nicht abgeschlossenen Schale des paramagnetischen Ions!. 12 wer-
den bestimmt durch den Hamilton-Operator

Hy=Hy + Hg, (1)
der sich zusammensetzt aus dem Hamilton-Operator des freien Ions
Hglekin+HC+Hel,el, (2)

bestehend aus der kinetischen Energie der Elektronen, der Coulomb-Energie des
Atomrumpfes, und der Wechselwirkung der N, Elektronen untereinander (wobei
die Spin-Bahn-Wechselwirkung bekanntlich nur bei den Elementen der Seltenen
Erden zu beriicksichtigen ist; vgl. * S. 103) und

H=K+HY, (3)

dabei beschreibt K die potentielle Energie des Kristallfeldes und H9 ein eventuell vor-
handenes duBeres Magnetfeld. Das Kristallfeld, das sich aus den elektrostatischen
Wechselwirkungen ©v? der Ny Elektronen des paramagnetischen Ions mit den
dibrigen Gitterteilchen in deren Gleichgewichtslage 912 aufbaut, 1aBt sich nach
Kugelflichenfunktionen entwickeln

Na Nei Na o
K=3 Yo =YKw=2 X 245 @) Yibh o) (4)
E=1'¢ E-1 Eo1 =0 =

(#y, O, @ = Polarkoordinaten des A-ten Elektrons) mit
—Asx<+ 4. (5)
14 Scaurz, K.: Z. Physik 163, 293 (1961).
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Da die genauere Struktur der Wechselwirkung »2 nur wenig bekannt ist, werden
die A%, die aus den 9@ berechenbar wiren, als Parameter betrachtet, deren GroBe
den spektroskopischen Experimenten entnommen wird. Die Symmetrie des Kri-
stallfeldes am Ort des betrachteten Ions ergibt eine Einschrinkung der 4%: Ist
etwa die z-Achse eine p-zihlige Drehachse, so sind nur solche A% von Null ver-

schieden, fiir die gilt %= 0 (mod ). (6)
Die Realitit (bzw. Hermitezitit) von K verlangt
Ai‘*=(—— 1)"A;M1 (7)
wenn man die Bethesche Definition der Kugelflichenfunktionen® mit
KR __ Ky
zugrunde legt. Yit=(=1"Y] ®
Aus den Eigenfunktionen w% des freien Jons*
M M
Havyy=Eyy¥ys )
konnen die Eigenfunktionen U; im Kristallfeld (und eventuell Magnetfeld)
HyU;=E; U; (10)

als Linearkombinationen aufgebaut werden
.= E RM ) wM , 11
¢ o5 M”" rJ (11)

wobel die Koeffizienten a%,,- der Lagesymmetrie des Ions angepaBt sind, so daB
die U; zu einer Darstellung dieser Symmetriegruppe gehéren. Eine Klassifikation der
Kristallfeldeigenfunktionen mittels Kristallquantenzahlen wurde wvon HELL-
WEGE'% 15 gegeben. Die Eigenwerte E; im Kristallfeld ergeben sich ndherungs-
weise mittels Stérungsrechnung, wobei man sich zur Berechnung der Matrixelemente
der auf dem Wigner-Eckart-Theorem beruhenden Methode der Operator-Aqui-
valenz bedient!®%2, Dabei zeigt es sich, daB von der Entwicklung des Kristall-
feldes Gl. (4) nur die Glieder mit

und (1 2)
eingehen. Die Entwicklungskoeffizienten des Kristallfeldes 4% multipliziert mit
dem Mittelwert #*, gebildet mit dem radialen Anteil R(s) der Eigenfunktion w%

A=2,4 bei der Eisenreihe
A=2,4,6 Dbeiden Seltenen Erden

Af - = A% RG22y (13)

bleiben dabei unbestimmt und kénnen spektroskopisch ermittelt werden.

Wie man aus der Schirfe der Kristallspektren entnimmt, ist die Uberlappung
der Elektroneneigenfunktionen der nicht abgeschlossenen Schalen zu den Nachbar-
teilchen so gering, daB eine Binderstruktur der Elektronenterme (die bei der

* Der Index y reprisentiert die Gesamtheit der Eigenwerte aller mit den Dreh-
impulsoperatoren {2 und [, vertauschbaren Operatoren. Fiir die Eisenreihe ist J
durch die Bahndrehimpulsquantenzahl L zu ersetzen, da in diesem Fall das Kri-
stallfeld stirker ist als die Spin-Bahn-Kopplung.

15 Betag, H. A., u. E. SALPETER: Handbuch der Physik (S. FriceE),
Bd. XXXV (Anhang).

16 HeriweGE, K. H.: Ann. Phys. 4, 95, 127, 143 (1949).
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Elektron-Phonon-Wechselwirkung in Metallen? 3 wesentlich ist) nicht beriick-
sichtigt zu werden braucht. AuBerdem vernachldssigen wir die Wechselwirkungs-
energie zwischen den Elektronen der verschiedenen paramagnetischen Ionen, die
sich einerseits in einer Art Davydov-Aufspaltung der Kristallterme #uBlern kann
(auf die moglicherweise die sog. ,, Kristallhyperfeinstruktur® zuriickfithrbar ist14 17)
und die andererseits die Spin-Spin-Relaxationszeit liefert. — Es geniigt daher
nur ein einzelnes paramagnetisches fon im Kristall zu betrachten.

‘Wihrend wir bislang die Kerne in einer festen Gleichgewichtslage angenommen
haben, schwingen die Gitterteilchen im realen Kristall um ihre Gleichgewichtslagen.
Wir bezeichnen diese Gleichgewichtslagen mit Vektoren

Wor = 71 + 3%, (14)
wobei die Translationsvektoren
3
n= Y {15)
=1

(m;==ganz; q;= primitive Gittervektoren)
die verschiedene Elementarzellen numerieren und 3* zu den in einer Elementar-
zelle vorhandenen s Gitterteilchen mit den Massen M, (=1 ...s) weist*. Ist der

momentane Ort der Gitterteilchen Sﬁg, so sind die Auslenkungen 112 aus den Gleich-
gewichtslagen gegeben durch

n n n
U = Ro — Ya ('16)
und die Gitterschwingungen vollziehen sich gemif
1 e 1 nn n n:
HPh:Z——zMa () —[—? Z Cag - U Uz’ (17)
n, & noal

na'l
Durch Losung der zugehérigen Sidkulardeterminante gelangt man bekanntlich18,19
. . nw
unter Ausnutzung der Translationsinvarianz der C<lx i:;’ zu 3sN, Normalfrequen-

zen (g, »), wobei der Ausbreitungsvektor g insgesamt N,-Werte im reziproken
Gitter annehmen kann, wenn der Kristall aus N-Elementarzellen besteht und der
Index v=1...3s die 3 akustischen und 3 - (s —1) optischen Schwingungen be-
schreibt.

Die Gitterelongationen lassen sich dann durch (komplexe bzw. nicht hermite-
sche) 3sN, Normalkoordinaten &(q, »} ausdriicken

n g .
W= 3] ey 00 <0 +oniomel. (19
qv [~ 34 >

wobei die ¢%(q, #) die Polarisationsverhiltnisse der Schwingungen beschreiben. Der
Hamilton-Operator (17) der Gitterschwingungen nimmt mit (18) die Gestalt

Hopp =qZ hoo(g,7) - (2 (9,7) b(0,%) + %) (19)

* Die bei Gl (4) eingefiihrten Vektoren ¢ sind eine abgekiirzte Schreibweise

n
fiir o,

17 Scrurz, K.: Z. Physik 166, 299 (1962).

18 Sgrtz, F.: The Modern Theory of Solids. New York 1940.

19 LeBFRIED, G.: Handbuch der Physik (S. FLoccr), Bd. VII/1, S. 104. 1955.
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an und ist in den Phononen-Zustinden @, .a(q,7)... diagonal, weil die Operatoren
bt (g, ») bzw. b{(q, ¥} gerade ein Phonon mit dem Ausbreltungsvektor q im Zweig ¥
erzeugen bzw. vernichten

bT(q; No ., a,v)...™ V" + 1 @ TG O RS T } (20)
0(0,7) D__.n(a, ). V” et (Q, %) -1, ..
Die mittlere Anzahl der Phononen ist
Roo
7= (), (21)

wenn der Kristall im thermischen Gleichgewicht der Temperatur I sich befindet.

3. Der Elektron-Phonon-Wechselwirkungsoperator

Die durch die Gitterschwingungen bedingten Verdnderungen der
Lagen der Gitterbausteine erzeugen eine Verdnderung des elektrostati-
schen Potentials, in dem sich die Elektronen befinden. Die dadurch im
Gesamt-Hamilton-Operator

H=Hel+th+Hel,ph (22)
auftretende Elektron-Phonon-Wechselwirkung ist also gegeben durch

den Unterschied des Potentials des schwingenden Gitters Vs{xs), hervor-

gerufen von den Gitterbausteinen in ihren ausgelenkten Lagen Ra am
Ortrs der Elektronenlagen im schwingenden Gitter, gegeniiber den
bereits in Gl (2) und (3) enthaltenen Potentialen des ruhenden Gitters

¥y (to), erzeugt von den Gitterbausteinen in ihren Gleichgewichtslagen

He, pn = Vs (ts) — Vo(ro) - (23)

Zerlegen wir nach den Beitrigen vz (v,) von den Gitterbausteinen " auf
das k-te Elektron, so erhalten wir

Vs (xs) % Z vo g (tys)

(24)
2y :sz“o (t20) -
E na
Das Modell der starren Ionen wird beschrieben durch
vag(t) =viy(r — Us)  (NORDHEIM), (25)
wihrend fiir die deformierbaren Tonen gesetzt wird
vag (t) = s, (r—u()) (BrocH-BETHE), (26)

wobei u(r) eine zwischen den Gitterelongationen kontinuierlich inter-
polierte Auslenkung ist, die man aus Gl. (18) erhiilt, wenn man dort
Uz durch t ersetzt3,9
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Zur Aufstellung der Elektron-Phonon-Wechselwirkung in para-
magnetischen Salzen betrachten wir (vgl. Fig. 1) zunichst die Aus-
lenkung 11'°" des paramagnetischen Tons. Der Index ,,Jon‘* ersetzt dabei
in GL (24) bis (20) jenes
spezielle Indexpaar [,
das das herausgegriffene
paramagnetische Ion mit
den k=1, ... Ny Elek-
tronen in der nicht ab-
geschlossenen Schale be-
schreibt. Da diese stark
gebundenen Elektronen
im Sinne der Gitter-

Fig. 1. Die Elongationen des paramagnetischen Ions und der . .
Liganden (schraffiert) schwingungen Teile des

ganzen  Gitterteilchens
sind, ist es sinnvoll das Potential des eigenen Ionenrumpfes bei der
Verschiebung im Sinne von NORDHEIM als starr anzusehen

v (ths) = 00 (ts — W), (27)
wobei die Elektronen bei der Verschiebung mitwandern
Tps = o + W, (28)

so daB in (23) der Anteil des paramagnetischen Jons herausfallt

V™ (ts) — U0 (tho) = 0. (29)
Wir brauchen also in (24) nurmehr die Beitrdge der dibrigen Gitterbau-
steine (insbesondere der umliegenden Liganden) zu betrachten. Entspre-
chend der in der Einleitung erwihnten Bardeenschen Uberlegungen,
wonach durch die Auslenkungen der Gitterteilchen die Ladungsverteilung
so gestdrt wird, daB die durch die starre Verschiebung der Gitterteilchen
bedingte Potentialinderung zum Teil wieder kompensiert wird, ist es sinn-
voll und fiir die praktische Rechnung zweckmiBig, fiir diese Wechsel-
wirkungen den Bloch-Betheschen Ansatz der deformierbaren Ionen zu
verwenden. Damit erhalten wir aus den Gln. (23), (24), (26) und (29) fiir
den Elektron-Phonon-Wechselwirkungsoperator

Ho =2, Z’{”?‘o (tho — u(rys) + W) — ”go(fko)} 1
iy n (30)
R — %nza (grady,, vay) - (1 (t) — W), J

wenn man sich auf lineare Auslenkungen beschriankt und u(r,5) A u(tye)

setzt, was fiir kleine q und insbesondere fiir akustische Schwingungen gut

erfilllt ist. Nunmehr 148t sich die Summe 2" nach (4) ausfithren, und wir
o
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erhalten den Gradienten des Kristallfeldpotentials, herriihrend von den
Ruhelagen der Gitterteilchen
Nel

Hel, ph = _kzlgradtk K(rk) : (11 (rk) - qun) p (31)
wobei wir den Index 0 der Einfachheit halber weglassen. Im Gebiet
kleiner q (groBer Wellenldngen) konnen wir fiir u(y,) die Exponential-
funktion in Gl (18) entwickeln und erhalten in den akustischen Zwei-
gen (elastische Niherung), in denen das paramagnetische Ion mit den
Liganden gleichsinnig schwingt

Hel, ph = Sel . Sph; (32)
mit
—— .
Son = %]/m b(g,v) + herm. konj. (33)

(M, = Ligandenmasse; #,= Schallgeschwindigkeiten) und

Net

Sa=2.(qv:) (¢(9,7) grady, K(r,) |, (34)

wobei Sy, nur auf Phononenzustinde und Sy nur auf Elektronenzustinde
wirkt. Wéhrend die Gestalt von S, in allen bisherigen Theorien bereits
auftritt, ist nunmehr S, auf das Kristallfeld zuriickgefiihrt.

4. Der elektronische Anteil S, der Elektron-Phonon-Wechselwirkung

Um in S, die Entwicklung des Kristallfeldes K nach Kugelflichen-
funktionen gemafl (4) zweckmiBig durchfiihren zu kénnen, schreiben
wir Gl. (34) in kartesischen Komponenten

Sel :l Z g1 6, Gln (35)
 n=2x,9,z
mit
E K
Gro= D Xy EP & (36)
A1 nk

(im folgenden unterdriicken wir der Einfachheit halber den Index k)
2 7 2 ~
Gl;z:;;ZAz'xz'Txn(Vl'Ya(?9:<P))~ (37)

Die Anwendung des Operators x, —3% auf Kugelflichenfunktionen ergibt

eine Summe iiber Kugelflichenfunktionen mit Clebsch-Gordan-Koeffi-
zienten?, Es ermdglichen aber auch explizite Rekursionsformeln?®

20 Rose, M.: Multipole Fields. New York 1955.
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eine verhdltnismiBig einfache Auswertung von (37). Man erhilt

2224;‘711 TR —%—1)x
{”V“+%+4(l+y+z Vi 4, ) (e 1) Y —
L == —3) G + 39)

+ 005 ) A+ ) A+ —1) Y;:2)} + konj. kompl.

fir a,b=x,v
mit den Abkiirzungen

0, @

£ y

R P AR _ (1 o),
Oﬁab—(_‘_i __,l)yr ;Bab""(_'_z- __I_,l)’ 6ab'_(0 1): (39)

ZZZZQM JaEat—a o Tat—m v+

(40)
+]/TW+K~1)(A—%—1)Sa”_z}Jrkonj-kompl.;
o= 333 8 Yl ) A (s )
(41)
Viﬁfé F—%~1)(A—=—2) ;3| + konj. kompl
G.. —ocaAM (A—2)(A—2—1)x%
=222 ity
Y G—r— 1) G x 1 B + (42)

+ l/ zj - ]/(Z + %) (A —x—2) Y;.%j'zl} 4+ konj. kompl.

fir e =%,y und o, =1, —1).
Fir die Spur von G, gilt die Eulersche Relation homogener
Funktionen

Gxx—i_ny"l—Gzz:ZZZA;fl%Yl%' (43)

kB A =
In den vorstehenden Formeln kann der Index A zunidchst alle Zahlen
A=1,2,...

durchlaufen. Kugelflichenfunktionen mit negativem unteren Index sind
Null zu setzen; ebenso treten keine Kugelflichenfunktionen auf, deren
oberer Index dem Betrag nach groBer ist als der untere. Die méglichen
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Entwicklungskoeffizienten A% sind durch die Symmetrie des Kristall-
feldes eingeschrankt [Gl. (6) und (7)]. Bei der Berechnung der Matrix-
elemente von G,, ergibt sich eine weitere Vereinfachung der Summen
{Abschnitt 6). — Betrachtet man die Wechselwirkung mit longitudinalen
Phononen, so geht in sie nur der symmetrische Anteil des Tensors G, ein.

5. Die Spin-Gitter-Relaxationszeit

Die Spin-Gitter-Relaxationszeit 7, gibt bekanntlich an, innerhalb
welcher Zeit eine von der Gleichgewichtsverteilung des Gitters abwei-
chende Besetzung der Elektronenniveaus der paramagnetischen Ionen
(,,Spin-System’’) vermége Phononen-Emission oder ~Absorption (,,Strah-
lungslose Uberginge”) in den thermischen Gleichgewichtszustand mit
dem Gitter zuriickkehrt. Beschreibt man das Spin-System durch eine
Spin-Temperatur T;, so charakterisiert 7] also die Dauer des ,,Wirme-
leitungsausgleichs mit dem Gittersystem, das durch ein Wirmebad auf
konstanter Temperatur 7" gehalten wird.

Beschridnken wir uns auf die Betrachtung zweier Elektronenzustinde
U, und U, [gemdl GL (10)], so gilt® fiir die Besetzungszahlen N, und N,
dieser Niveaus (N,+N =N=Anzahl der paramagnetischen Ionen)
das Differentialgleichungssystem

AN, an,

:“M-[/Vzl»—) +NW~>a:_¥: 44
das die Losung 9 P at 44
N, (#) =N, (o0) + [N,(0) — Ny (o0)] ™ (45)
besitzt, wobei fiir die Spin-Gitter-Relaxationszeit gilt
1
‘E: ass + Woa (46)

Die GroBen W, _,, bzw. W, _,, stellen die entsprechenden Ubergangswahr-
scheinlichkeiten pro Zeiteinheit vermoge der Elektron-Phonon-Wechsel-
wirkung dar. Man erhélt sie in Stérungsrechnung erster Niherung
(,,Ein-Phonon“- oder , direkte Uberginge) aus H, on durch

4
Mﬁb :72 I(@...n(q.v)@)l,..‘ Ul;) Sel Sph (b(T)) @...n(q,v),... U;) 12 X
qa,»

{b—a)

4
sinZ%(Eb—Ea—hw(q,v))t 47)

(Eb = Ea) ’

(Ep—E;—how(g,)?

in W,_,, findet also Phononenvernichtung und in W,_, , Phononenerzeu-
gung statt. Der Index » durchlduft in der elastischen Ndherung die drei
akustischen Zweige. Die ) konnen wir in guter Niherung durch ein

q
Integral im reziproken Gitterraum

;»Tz)sf...d?'ng%ff...ﬁdqd!)q (48)
Q¢ q
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ersetzen. Mit o =qu, 148t sich das radiale Integral [ ...dgq iiber den

7
rasch verdnderlichen Quotienten von Gl. (47) wie iiblich aunsfithren. Wir
erhalten bei Berﬁcksichtigung von Gl. (20) und (33)
W oV

W, = s i ) Do f’ (G Sata)*a8,, (49)
wobei in W, _ , die zusdtzliche 1 die spontane Phononen-Emission dar-
stellt. Berticksichtigen wir Gl (21), so finden wir fiir die Spin-Gitter-
Relaxationszeit vermoge ,,Ein-Phonon-Ubergénge“

1 _ 14 w v 1
T, T (2@)?® 2R M, N, szZ fl (Us, Sa T |22,

14
~ (2m)® 7L2M N, M:& fl UbrSeIU lzd.Q

(50)

Dabei sind die Matrixelemente von S, beziiglich der Richtung des Aus-
breitungsvektors q der Gitterschwingungen gemiB der Symmetrie des
Kristallfeldes wesentlich anisotrop.

6. Die Matrixelemente von S,
Die Matrixelemente

(Ub ’ Sel (]ﬂ) = Z 9i ((]b’ Gln Ua) (51)
in

sind fir eine Richtung des Ausbreitungsvektors ¢ und der Polarisation
¢(q, v) gegeben durch die Matrixelemente des Tensors G, mit den Eigen-
funktionen im Kristallfeld. Von diesen sind nur jene von Null verschie-
den, deren zugehdrige Produktdarstellung (bezliglich der Punktgruppe
am Ort des Ions) die identische Darstellung I enthalt. Da sich das Kri-
stallfeld selbst nach Ij transformiert, lautet nach GI. (36) diese Bedingung

LXExX LS. (52)

Eine Darstellung dieses Sachverhaltes mit Kristallquantenzahlen!? 16
ergibt sich, wenn man das explizite Transformationsverhalten der
Matrixelemente der Entwicklung von G;, nach Kugelflichenfunktionen
[GL (37) bis (43)]

G, " YIEH G) (e =0, &1, £2) (53)

bei den Symmetrietransformationen der vorhandenen Punktgruppe
untersucht. Ist etwa eine p-zdhlige Symmetrieachse (= z-Achse) vor-
handen (Gruppe C,), so sind die Zustinde U durch Kristallquanten-

zahlen y charakterisiert
2

(/L(y,ﬂ,(p—{—%) = eWTU;‘(V,Q?, @), (54)
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und aus der Invarianz von (53) folgt

R . 27
6Z(/zb—na,~4+e)7 -1 (55)
oder bei Benutzung von Gl. (6)
Ap=up — ph = o (modp) |. (56)

Die fiir die verschiedenen Werte von Au damit auftretenden Indizes o
der Kugelflichenfunktionen Y**¢ in den Gln. (38) bis (43) sind in der
folgenden Tabelle zusammengestellt.

Tabelle 1
Ap=
0 1}—1|2 —2 | 3 | =3 s [ —a] s |5
, |
p=1 o £t, 42| — | ~ | — | — | =1~ —‘—la ~

R I T T e B Bl el e e

3 0 1, —2(2, —1]2, =11, =2 — f — | — | — | -

4 0 1l =142 F2 =1l = =]~

6 0 1 =1 42| =2 | — | — | =2 42|—1,+1

Die sich daraus ergebenden Tabelle 2
V.erschwmdenden Matrixelemente P » ‘ G, Gim V)
sind in Tabelle 2 angegeben.

Bei den Symmetrien C, und Cq < X 0
tritt also fiir Ubergdngedu= 42, 2.3.4.6 0 (x X o)
- (p—2) keine Elektron-Phonon- 00X
Wechselwirkung mit Phononen 1y 0 0 X
- o aieh 3 : . 2,4,6 0 0 X
ein, die sich in Richtung der DR p—1) < % 0
p =4~ bzw. 6-zihligen Achse aus- i
breiten. AuBerdem ist im Fall C, ;. =t § § ;<
tiberhaupt kein Ein-Phonon-Uber- +2 X % 0
gang zwischen Niveaus mit Ay = X % 0
4+ 3 vorhanden. 4,6 iz 2 (>< X 0>

Besitzt das Kristallfeld ein =2 10 0 o
Inversionszentrum, so daB sich 0 0 0
die Kristalifeldzustinde U bei 6 +3 (0 0 0)
Inversion mit (—1)%% transfor- 000
mieren, so folgt aus Gl (53) {x = im aligemeinen nicht verschwin-

dendes Matrixelement.)

(_1)211;-1'-7»%—211:___1} (57)
d.h. in diesem Fall treten nur gerade untere Indizes A der Kugelflichen-
funktionen auf 1=24.6. ... (58)

In analoger Weise lassen sich die durch weitere Symmetrien bedingten
Einschrankungen diskutieren oder direkt aus Gl. (52) entnehmen. Da
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jedoch in dem meist interessierenden Fall der Anwesenheit eines dulleren
Magnetfeldes alle Symmetrieelemente bis auf eine Dreh- bzw. Drehinver-
sionsachse parallel zu § verschwinden, wollen wir den EinfluB3 weiterer
Symmetrieelemente nicht ndher diskutieren.

SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, dal Matrixelemente, ge-
bildet mit zueinander Kramers-konjugierten Zustdnden (U, G, 7 U)
bei halbzahligem Spin verschwinden, weil der Operator G;, invariant
gegeniiber Zeitumkehr ist.

Da fiir den Operator der Zeitumkehr & dann gilt

TU=2U* IJ2=—1, IJG=GJ (% =unitirer Operator),
folgt
(U,GT U)y= (GU, T U)=(GU, % U*)
= (W U**, (GUY*) = (% (% U*)*, % (G U)*)
= (72U, 7GU0)=— (U,GT U)=0.

Hierdurch ergibt sich bekanntlich bei Kramers-Salzen im Magnetfeld
fir 7, eine andere Magnetfeldabhidngigkeit als bei Nicht-Kramers-
Salzen?s.

Die Berechnung der von Null verschiedenen Matrixelemente (U, G;,, U)
erfolgt am zweckmiBigsten nach der von KoRrRINGAZ entwickelten
Methode der Operatoriquivalenz fiir Kristallfeldzustdnde, wobei die
Integrale iiber die radialen Eigenfunktionen unbestimmt bleiben.

Wihrend wir bisher in die Matrixelemente die exakten Kristallfeld-
zustdnde eingesetzt haben, ist es zur Vereinfachung der Formeln und
ihrer Anpassung an die Theorie der Termaufspaltung im Kristallfeld
zweckmiBig, zu Kristallfeldeigenfunktionen nullter Néiherung

w=Xa'yJ (59)
M

iiberzugehen, in denen keine Beimischungen mit verschiedenen [-Werten
enthalten sind. Damit reduzieren sich die Matrixelemente von G;,, auf
Glieder der Gestalt

Wy " Vit vr), (60)

die nur dann von Null verschieden sind, falls gilt?

M=x+4o+M

61
Abzw. A — 2 = gerade < 2] (rvesp. 2L in der Eisenreihe), } )

wobei die Geradzahligkeit von A durch die Ndherung (59) bedingt ist,
die die formale Existenz eines Inversionszentrums impliziert. Macht
man ferner die in der Theorie der Kristallfeldaufspaltung stets ibliche

21 KOoRRINGA, ].: Rep. No. 5, Ohio State University Columbus, Ohio.
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Voraussetzung, dafl in den 1/)1]” der Seltenen Erden nur die 4/ Konfigu-
ration resp. in ¥ der Eisenreihe nur die 34 Konfiguration eingeht, so
gilt auBerdem

A bzw. 1 —2 = 2], (62)

d.h. bei der Berechnung der Elektron-Phonon-Wechselwirkung ist in
dieser Ndherung die Entwicklung des Kristallfeldes nach Kugelflidchen-
funktionen wum zwei Ordnungen weiter zu fiihren als in der Theorie der
Termaufspaltung. Von den auftretenden Koeffizienten

resp.

(63)

5, A%, A% in der Eisenreihe, }

5, A%, As, A5 bei den Seltenen Erden

sind also jeweils die letzten aus spektroskopischen Messungen nicht be-
kannt. Die nicht verschwindenden Matrixelemente (60) k6énnen in der
vorliegenden Ndherung nach der Methode der Operatoriquivalenz von
STEVENS!0~12 berechnet werden. Damit ist die Theorie der Spin-Gitter-
Relaxationszeit in Relation zur Behandlung der Termaufspaltung im
Kristallfeld gebracht.

Herrn Prof. Dr. A. Have und Herrn Dr. K. Scuurz danke ich fiir klirende

Diskussionen. Herrn Dipl. Phys. H. ScumuTz bin ich fiir die Durchsicht des Manu-
skriptes dankbar.
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