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Dem in der vorangehenden Mitteilung abgeleiteten Massenoperator haftete noch 
eine sein Verhalten bei der Rauminversion betreffende Unstimmigkeit an. Es wird 
gezeigt, dab sie sich genau beheben l~Bt, wenn man eine noch bestehende tTreiheis 
in der Bestimmung zweier Vierervektoren wahrnimmt. An Stelle der bisher hilfs- 
weise benutzten ~k, tk treten dann die echte bzw. Pseudovierergeschwindigkeit Uk 
und uk, mit denen diese Theorie begrfindes wurde. Es werden Darstellungen der 
U k und u k und die Spektren ihrer vierten Komponenten abgeleitet und im Zusam- 
menhang mit den sog. run-away solutions diskutiert. 

Die L6sung des im Vorangehenden angedeute ten  Problems,  auf das 
wir in w ngher  eingehen, ha t  insofern ein fiber das Formale  hinaus-  
gehendes Interesse,  als sie zu einer quantentheore t i schen  Definit ion der 
Vierergeschwindigkeit  fiihrt und  dami t  das alte Problem der sog. run-  
away solutions vom quantenmechanischen  S t andpunk te  beleuchtet .  Wir  
meinen  damit  die schon yon SC~OTT bemerkte  1, wiederholt neu  ent- 
deckte 2 und  yon zahlreichen Autoren  a krit isch un te rsnch te  Erscheinung,  
dab ein geladenes Teilchen sich auf Grund  der Reakt ionskraf t  der 
S t rah lung theoretisch selbst beschleunigen kann.  t ]ber  den gegen- 
w~irtigen S tand  des Problems unter r ich te t  ein Artikel  yon ERBER ~. 

Die , ,Selbstbeschleunigung" ist wohl ein Hauptanlal3,  weshalb die 

sch6ne Arbeit  DIRACS ~ aus dem Jahre  t938 n u t  yon  wenigen Autoren 
weiferentwickelt  worden ist, obwohl sie filr eine Quant is ierung besonders 
geeignet erscheint,  weil sie die Massenrenormierung bereiis im klassischen 
Bereich vollzieht. ROURLICH s ha t  neuerdings eine Integralgleichungs- 
form far diese Theorie vorgeschlagen, die die unerwiJnschten L6sungen 
ausschlieBt und  die lV[echanik wieder , ,Newtonisch" macht  in dem Sinne, 

* G. HETTNER in dankbarer Erinnerung an Jenaer Assistentenjahre zum 70. Ge- 
burtstage gewidmet. 

1 SCI~OTT, G.A.: Phil. Mag. 29, 49 (t915). 
2 \u "vV.: Z. Physik 92, 407 (1934). - -  DIRAC, P.A.M.: 1. c. a. 
3 /fiber die ~ltere Literatur referiert STEINWEDEL, H., Fortschr. Phys. 1, 7 (t 953). 
4 ERBER, TH.: Fortschr. Phys. 9, 343 (1961). 
5 DIRAC, P.A.M.: Proc. Roy. Soc. Lond. A 167, 148 (1938). 
6 ROHRLICH, F.: Ann. Physics 13, 93 (t961). 
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dab man (praktisch) nur Anfangslage und -geschwindigkeit der K6rper 
ftir ihre kfinftige Bewegung zu wissen braucht,  obwohl die Diracschen 
Gleichungen von dritter Ordnung in der Zeit sind. Unser eigener Versuch 
bewegt sieh in entgegengesetzter Richtung: wir ziehen aus dem Vor- 
kommen yon Ableitungen dritter Ordnung den SchluB, dab Koordinaten 
und Impulse nicht zur Beschreibung des Teilchens ausreichen, sondern 
dab weitere Variable eingeffihrt werden mt~ssen. Hiermit nimmt die 
klassische Theorie sofort verschiedene Zfige an, die man gewohnt ist 
erst in der Quantentheorie anzutreffen. Erstens kann man mit  einem 
einlachen, die Ruhmasse betreffenden Trick die Erh6hung der Variablen- 
zahl dadurch herbeifiihren, dab man Geschwindigkeiten (uk) und Im-  
pulse (p~) als unabh~ngige Variable einfiihrt. Das ist bekanntlich ein 
Hauptcharakter is t ikum der Diracschen Theorie des Elektrons, soweit 
sie iiberhaupt eine klassische Interpretation zul~iBt. Ganz entsprechend 
wie bei DIRAC folgt daraus, dab der Drehimpuls r • ~ auch ill Zentral- 
feldern keine Konstante der Bewegung mehr ist (weil ~ • ~ @ 0); man 
wird daher, um die Drehinvarianz der Theorie zu wahren, zur Einfiihrung 
eines Spins (M i k) gen6tigt 7. In den u k und M i k zusammen mit  den zwei 
Invarianten des schiefsymmetrischen Tensors M ~  und dem durch Ver- 
jtingung daraus entstehenden Vektor U~----Mi~u ~ hat  man dann neben 
Koordinaten und Impulsen schon in der klassisehen Theorie einen Appa- 
rat  yon 16 Elementen (mit Nebenbedingungen), der genau der 16gliedri- 
gen Algebra DIRACS entspricht s. 

Der mit  diesem Apparat  erzielte Fortschritt  ist zun~tchst der, dab bei 
der kfiiftefreien Bewegung Energie und Impuls konstant bleiben, w~hrend 
die Selbstbeschleunigung nur die Vektoren u k und U k ergreift. Man kann 
nun weiter zeigen*, dab bei Vertauschung von u k und U k in der Bewe- 
gungsgleiehung die exponentiell beschleunigte Bewegung in eine perio- 
dische tibergeht, so dab man in der klassischen Theorie auch eine ,,Zitter- 
bewegung" wiederfinden kann. In der Tat  haben wir unsere relativisti- 
sche Wellengleichung aus einer klassischen Theorie entwickelt, in der 
die u k und U k vertauscht sind. Der Grund fiir die hierdurch herbei- 
geftihrte Ver~inderung des Bewegungstyps ist der, dab der Vektor U k 
raumart ig ist (wegen ~ = M ~ k  u k und der zeitartigen Natur  yon u~). 
Wenn man ihn also als eine Geschwindigkeit auffaBt, so handelt es sich 
dabei um eine Uberlichtgeschwindigkeit; es entsprechen sich Unterlicht- 
gesehwindigkeit mit  aperiodischer und t3berlichtgeschwindigkeit mit  
periodischer Beschleunigung. Zunfichst erseheint es als keine sehr 

Siehe den Anhang zu dieser Arbeit. 
Uber die Einzelheiten orienfiert am kfirzesten eine Arbeit des Verfassers mit 

S. J. CZYZAK, Phys. Rev. 91, 986 (1953). 
s Siehe etwa SCI~WEB~R-BETHE-DE HOFFMANN: Mesons and Fields, Vol. I, 4a. 

New York: Evanston t955. 



Zur Theorie des Elektrons  VI  

gltickliche Alternative, aus der Kalamit~tt der Selbstbeschleunigung in 
eine Bewegung mit  i)berlichtgeschwindigkeit auszuweichen; es ist aber 
zu bedenken, dab man damit nicht gegen elementare physikalische 
Forderungen verst6f3t, weil man der oszillatorischen Bewegung jedenfalls 
nicht mit  einem Inertialsystem folgen kann, und dab man hier einmal 
einer grunds~ttzlichen Schwierigkeit mit  einer Abhilfe yon grunds~tzlicher 
Einfachheit begegnet. Im  tibrigen kommt  es ja fiir die Quantentheorie 
nicht sowohl auf diese ,,anschaulichen" Eigenschaften der klassischen 
Bewegung als auf die spektralen und Transformationseigenschaften der 
damit  eingeftihrten Operatoren an. 

Was diese betrifft, so waren sie bisher noch nicht endgtiltig festgelegt. 
Eine Vierergeschwindigkeit genfigt ja per definitionem der Gleichung 
u~u~=--1; mindestens sollte ihre Norm, da man noch eine Skalen- 
transformation der Eigenzeit zulassen kann, negativ definit sein. Ebenso 
war U~ U k = + 1 definiert. Solche Nebenbedingungen sindmit  Operatoren 
nicht ganz leicht zu verwirklichen und waren es in den vorangehenden 
Arbeiten nicht; wir konnten sie dort auf den noeh in anderer Hinsicht 
ungekl~irten Massenoperator abw~ilzen. Dementspreehend hat ten die 
Spektren der betreffenden Operatoren (t~ und zk) keine Ahnlichkeit mit  
dem einer Vierergeschwindigkeit; insbesondere war das yon t a diskret. 

Inzwischen lieg sich das Problem des Massenoperators weitgehend 
kl~iren, woftir auf die vorangehende Mitteilung 9 verwiesen werden muB. 
Der mit  ibm begriindeten Gteichung haftete jedoch noch eine ihr Ver- 
halten bei Rauminversionei1 betreffende Unstimmigkeit  an, auf die wir 
in w I zurtickkommen. Wit k6nnen nun zeigen, dab sie sich gerade da- 
dutch beheben l~gt, dab man yon den hilfsweise gebrauchten Vektoren t~ 
und ~k wieder zu den u~, U k zurCickkehrt und au/ der De/initheit ihrer 
Normen besteht. Die u~ transformieren sich dann n~imlieh wie die Kom- 
ponenten eines Pseudovektors, w~ihrend U k ein echter Vektor wird, wie 
er es wegen seiner Verknfipfung mit der Stromdichte sein rout3. Die 
Vertauschung wird also hier zwingend. Im fibrigen findet man ftir die 
Spektren der Operatoren u 4 und U 4 genau den Wertebereich, den die 
betreffenden Komponenten in der klassischen Theorie haben, n~mlich 
yon - -  oo bis + oo, mit  AusschluB des Intervalles yon - - t  bis + t ffir %. 
\,V~hrend nun ffir die Energie der Ausschlu/3 dieses Bereiches bzw. des 
Intervalles yon - -  m 0 c a bis + m 0 c a entscheidend wichtig ist und natfirlich 
auch in nnserer Formulierung bestehen bleibt, liegt, soviel wir sehen, 
kein Bedenken gegen den Einschlu/3 dieses Bereichs ftir die vierte Kom- 
ponente der Geschwindigkeit vor. Die i)berwindnng der run-away- 
Schwierigkeit wfirde dann darin liegen, daB, klassisch-ansehaulich 

9 \~rESSEL, V~r: Z. Naturforsch.  14a, t005 (t959); weiterhin als V zitiert. Dor t  
auch ein Verzeichnis der vorangehenden Arbeiten, die wit  ebenso wie in V zitieren 
werden. 

1" 
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gesprochen, die Teilchen st~tndig mit 13berlichtgeschwindigkeit, jedoch in 
einer Zitterbewegung laufen. 

Die Terminologie betreffend werden wir im folgenden U~ als ,,Ge- 
schwindigkeit" schlechthin bezeichnen, w~ihrend ftir den Vektor u k die 
Bezeichnung ,,Pseudogeschwindigkeit" passend erscheint, die zugleich 
auI seine Eigenschaft als Pseudovektor hinweist. 

w 1. Wellengleichung und Vierergeschwindigkeit 

Die in der letzten Mitteilung 9 abgeleitete Wellengleichung l~iBt sich 
auf die Form bringen 

~i 0~ _ ~ K t k ~ ( ~ , ~ k ~ )  = 0 ( t . t )  
8x i 

mit 
z~ = ~ h /~o  ~ c3. (1.2) 

Man erMlt sie durch Variation der dort angegebenen Lagrange-Funktion 
(2.8) mit den Werten (4.37) a. a. O. ftir die q ... c 3. Die Variations- 
ableitungen von L 1 ... L 3 sind a. a. O. (2.3), (2.5) und (2.7) bereits aus- 
gerechnet; man beachte, dab sie noch mi te  h/2 m~ c 3 zu multiplizieren sind. 
Das Massenglied m I (K) in V (2A), das wir bisher in Ermangelung einer 
befriedigenderen L6sung mitftihren muBten, ist nunmehr ausgeschieden 
und durch das letzte Glied yon V(2.3) ersetzt, wo wir 8~iZ/Sxl nach 
V (2.9) durch den Strom des ~v-Feldes ausdrticken. Weggelassen sind 
ferner alle noch explizit vorkommenden A] und ~ ,  indem wir annehmen 
(s. w dab diese sich in einer Wechselwirkungsdarstellung berticksichti- 
gen lassen, ffir die (1 .t) den Materieteil der ,,fetdfreien" Gleichungen dar- 
stellt. SchlieBlieh haben wir in (IA) gem~B V(1.3) noch den Faktor  
~iM]~ yon V(2.3) dutch das etwas bequemere Kt~ ersetzt, das wie alle 
Produkte nichtkommutierender Terme symmetrisiert zu denken ist. 

Die G1. (1.t) ist, wie schon erwShnt, nicht invariant gegen Raum- 
inversionen (die ParitStsoperation). Man bemerke dazu folgendes: 
unsere Matrizen zerfallen nach der 1. c. V eingeftihrten Terminologie in 
solche vom ~IR-Typ und vom ~-Typ. Die letzteren gehen in ihr Negatives 
tiber, wenn man sie mit einer Matrix R transformiert, die im Schema der 
Fig. a 1. c. V (d-Darstellung) die Gestalt 
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hat (zuerst in I I I  angegeben) ; die vom ~ - T y p  gehen damit  in sich fiber. 

Nun geh6ren xl, ~2, ~a zum ~X-Typ, z 4 zum ~3-Typ; der Ausdruck ~ a~o 
0x i 

geht also bei der Inversion (~ = - - r ' ) ,  wenn man ~(- - r ' ,  x 4) =R~v' (r', x 4) 
und R~jR =z} setzt, nach Linksmultiplikation mit  R in sein Negatives 
fiber. Kurz gesprochen transformiert sich der Vierervektor xk wie ein 
Pseudovektor: es ist R~R =~, R ~ R  = - - ~ 4 .  Entsprechend ist K, als 
vom ~-Typ,  ein Pseudoskalar, und das gilt auch ffir den bisher benutzten 
Massenoperator, der eine ungerade Funktion yon K war, sowie far die 
in (t .1) nicht hingeschriebenen Glieder mit  A iund Fik, wie man aus der 
Lagrange-Funktion mit  Rficksicht auf V(I.3), (1.4) unschwer ersehen 
kann. I i s t  entsprechend seiner Eigenschaft als Mindestspin eine In- 
variante. Die bisher benutzte Gleichung war daher im ganzen pseudo- 
skalar*. Der Vierervektor t~ ist aber auf Grund entsprechender Be- 
trachtungen ein echter Vektor, Kt~ ein Pseudovektor, und demgem~il3 
das Glied mit  l 2 in (t.t) als Produkt  zweier Pseudovektoren eine I m  
varia~r Die Inkonsequenz tr i t t  dutch G1. V (2.9) ein, wo die linke Seite 
ein Vektor, die rechte dagegen ein Pseudovektor ist. 

Wir k6nnen nun auch die Vorzeichenumkehr in der bisher benutzten 
Gleichung bzw. in dem ersten Gliede yon (1.1) beheben, indem wir sie 
als Ganzes mit  einer nngeraden Funktion von K multiplizieren, das 
lorentzinvariant ist, aber bei der R-Operation umkehrt .  Start  die Glei- 
chung einseitig mit  einer Matrixfunktion zu multiplizieren, wobei die 
Hermitezit~it der eingehenden Matrizen verloren geht, wird man natfir- 
lich lieber versuchen, sie mit  einem solchen Faktor  zu symmetrisieren, 
und das ist nun durch die physikalische Interpretat ion sehr nahe gelegt. 
In der Tat  sind die *k, ~k in (t.t) nur Hilfsgr6gen ohne unmittelbare 
physikalische Bedeutung. An ihrer Stelle standen ursprfinglich die 
Vierergeschwindigkeit 

(1.4) 

wobei I und K die schon erw~hnten Invarianten des Momententensors 
bedeuten, und ein entsprechend gebildeter raumartiger Vektor 

r7 - (1.5) 

die wegen t k ~ k = - - - Y . k ~ = - - ( I 2 + K  ~) die Beziehungen %u~----1, 
U k U~= q-1 erffillen. Diese Vektoren, die in dieser Form klassisch ein- 
geffihrt waren, lieBen sich nicht ohne weiteres als Matrizenfunktionen 
auffassen, well ihre Z~ihler nnd Nenner nicht vertauschbar sin& "Wir 
multiplizierten daher die ganze Gleichung vor dem l~'bergange zur 

* VVenn wir sie friiher als ,,invariant" gegen 7Rauminversionen bezeichneten, 
so bedeutete das, dab dabei sgmtliche Glieder ihr Vorzeichen umkehr'cen. 
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Matrizentheorie mit  (12 + K 2 )  {, womit  diese Gr6Be im Massenoperator 
erschien, dessen Hermitezit~it dadurch nicht  beeintr~ichtigt wurde, und 
rechneten mit  den t k, x k weiter. Die quantentheoretischen t~, ~ haben 
aber keine definiten Normen mehr,  sondern erfiillen die Relationen [vgl. 

V(I .5)  und  (t.6)1 tkt k = -- ( I2d-K 2) + 1  (1.6) 

und 
z k ~  k = 12 + K 2 - -  t ,  (t.7) 

wobei die rechten Seiten positiv und negat iv sein kSnnen. Der  Versuch 
liegt sehr nahe, die oben erw~thnte Symmetr is ierung so vorzunehmen,  dab 

uk = �89 (1~ + ~,~1) (t .8)  
und 

u~ = �89 (l~k + ~,I) (1.9) 

wieder  4inii6 Normen bekommen,  und das l~tl3t sich in der Ta t  mit  
einem in K ungeraden, mithin pseudoskalaren / erreichen. Danach  
transformiert  sich also u k wie ein Pseudovektor ,  d.h.  es ist R u k R  =u~ 
ftir k = t ,  2, 3 und R % R = - - u  4, und U k wie ein Vektor :  R UkR = - -  U~ 
far k = I , 2 , 3 ,  R U 4 R = U 4 .  

Fiir das Folgende ben6tigen wir verschiedene Eigenschaften der t- 
und z--Matrizen. Unter  ihren Vertauschungsrelat ionen x~ findet sich das 

Tripel [t4z4] ---- i K  [Kt4] = ixr [zaK ~ = - -  i t4, (l .t0) 

das zu erg~inzen ist durch die Beziehung ix 

(~4)~ + K~ --  (t~) 2 + ~ ( r  1) = o ( t .1t)  

(r = Spinmatrix,  a. a. O. als z- bezeichnet). Ftir die Behandlung dieser 
Relationen geht man besser v o n d e r  bisher benutz ten  t4-Darstellung zu 
einerK-Darstel lung tiber [in I I I  entwickelt  1, worin t 4 ( = -  t4) und 
=t ( = - - x 4 )  die Fo rm yon Differenzenoperatoren annehmen:  

~4 ~v(K) = ( ~ - - i K ) ( ~ + t  + i K ) ~ o ( K - - i )  J c ~ ( K + i ) .  (IA2) 

Die Gr6Be K, die wie alle unsere Matrizen hermitesch ist, ist hier wie 
eine reelle Zahl mit  dem Wertebereich yon - -  oo bis + oc zu behandeln. 
Es ist nicht  schwer, das Bestehen der Relat ionen (t.t0) und (t . l t )  durch 
Einsetzen yon (1.t2) direkt zu verifizieren. Ahnliche Relat ionen be- 
stehei1 in der Form 

F (K) = 9.1o (K) ~p (K --  i) -4- ~o  y) (K d- i) (t. t 3) .__> 

f~ir t 1, t 2, t 3 and  z, x, z-2, x3, woftir wir auf I I I  verweisen. 

lo WXSSEL, W.: Phys. Rev. 76, 1512 (t949). 
~1 WESSEL, W.: Z. Naturforsch. 4a, 645 (t949). 



Zur Theorie des Eiektrons VI 

Beim Einsetzen dieser Darstellungen in (t.8) und (1.9) erh~tlt man 
nach etwas weitl~tufigeren Rechnungen, zu denen man die Eigenschaften 
der 9~o (K) und ~3o heranziehen mul3 [n.b. : ~ ,  h~ingt nicht yon K ab !1 

~vS=--~juJ=~((K--0~+S~) (I(K)+/(K--0) ~ (t.t4) 

@ konjugiert kompl. Term 

als Bestimmungsgleichung ffir die Funktion / (K). Sie muB nattirlich aus 
Hermitezit~ttsgrfinden reell sein. Die Invariante  I ist der Mindestspin 
(~ I ) .  

13etrachten wir zun/ichst den Fall I --- 1 ~, weil hierfiir die Differenzen- 
gleichung eine sehr einfache L6sung hat. Setzen wir n~imlich 

so wird ftir I = 1 die G1. (t .t4) 

und es ergibt sich 
2 ( ujK~+~]a g(K) = ~ -  g _  K2+17" (1.17) 

Man k6nnte also die Forderung ~ U i =  + t, u i uJ = - -  1 ohne weiteres in 
Strenge erfiillen, indem man eben diesen Wert in (t.t7) einsetzte. Fiir 
die folgenden Rechnungen ist aber der Ausdruck (t.t7) zu kompliziert, 
und {iir [ 4= �89 wird schon die L6sung der (1 .t 6) entsprechenden Gleichung 
schwierig. Es w~tre sehr erwtinscht, wenn man den irrationalen Faktor  
in (t.17) durch seinen Grenzwert 1 (far grol3e K) ersetzen k6nnte. Nun 
ist ein Faktor  in der Normierung einer Vierergeschwindigkeit physika- 
lisch nicht wesentlich, weil man ihn immer durch eine Parameter-  
Transformation der Eigenzeit abiindern kann; wesentlick ist, dab ihre 
Norm definit ist, und hierftir gentigt es in der Tat,  den irrationalen Faktor  
wegzulassen und 

_ 2 ( t . 1 8 )  g(K) 

zu setzen. Geht man n~imlich hiermit tiber (t.t  5) in (t.14) ein, so erh~tlt 
man 

Ui _ K4 + (~2 + ~)K2 + �88 -- S 2) (1.t9) 
(K~ + ~)~ 

also jedenfalls ftir I = 0 ,  �89 und t etwas Positives. 
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Mit der Annahme (t.t8) ist auch die Differenzengleichung (t.t5) 
leicht aufzu16sen: man erh~ilt 

oo 

f sin K t / (K)  = 2 K  ~__, ( -  1)'~ - -  dt  (t.20) 
,,=0 K2 + (n + })2 cosh t/2 ' 

o 

also, wie gewtinscht, eine ungerade Funktion yon K. Diese Funktion 
ist iibrigens durch eine welter unten EFormeln (2.3) und (2.4)] folgende 
gigenschaft noch besonders ausgezeichnet. SchlieBlich haben auch die 
Spektren tier Operatoren (1.8), (t.9) genau den zu erwartenden Bereich, 
wie wir im folgenden Abschnitt ftir die vierten Komponenten zeigen 
werden. 

w 2. Spektren und Eigenfunktionen y o n  u ~ u n d  U a 

Es wird gentigen, die Analyse ftir (t.9) durchzuftihren und far (1.8) 
nur das Resultat anzugeben. Die Komponente U 4 nimmt in Anwendung 
auf ein W nach (t.9) und (t.12) die Form 

u% (K) = } {(~ -- iK) (~ + t + iK) (/(K) + / (K -- i)) W (K -- i) -- } 
I (/(K) + / (K + 0) ~ (K + i)} . (2. t) 

an. Wie man sieht, erscheint die Funktion / nur in einer Verbindung, in 
der sie sictl nach (t .t 5) durch g ausdrticken l~13t; man erMlt daher mit 
(t .t8) unter Erweiterung mit einem Faktor i in Z~ihler und Nenner leicht 

U'~(K)  = i{ (~- iK) (c r+  t + i K )  t I } 
} + i K  ~ o ( K - - i ) ~  4 � 8 9  F ( K + i )  .(2.2) 

Wir merken bier noch die aus (2.2) mit Rticksicht auf (t .t2) abzuleitende 
Formel 

�89 (K U 4 + U4K) ~ (K) ----- ~4F (K) (2.3) 

an; die Symmetrisierung mit K macht also die Symmetrisierung mit  / 
gerade wieder ri~ckggngig. Ebenso gilt 

} (Ku  4 + u4K) = t 4, (2.4) 

was wit sp~iter benutzen werden. Beide Formeln bleiben auch fiir die 
tibrigen Komponenten yon U k und u k richtig. 

Wit fragen nun nach den Eigenwerten und Eigenfunktionen yon U 4, 
die wit mit U bzw. ~ bzeiehnen wollen, d.h. wir untersuchen die 
Gleichung U4cya = Ucfl v . Von bier an wollen wir uns auI den Fall 

= 1  (2.5) 

beschr~nken. Wit machen dann den Ansatz [II(x)=I'(x+ t)~ 

q9 U (I<2) : 2--i K H ({ - -  i K) [cosh ~KT'~ ;go (K). (2.6) 
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Beim Einsetzen in (2.2) beachte man, daB, wenn man [cosh~(K+i ) ]}  
= i [ c o s h n K l ~  setzt, im gleichen Blatte der Riemannschen Fl~tche 
[cosh= (K -- i)l~ = -- i [cosh~K]~ wird. Anderseits kann man auch, im 
andern Blatte, die umgekehrten Vorzeichen w~ihlen, so dab schlieglich 

I ( } + i K  }a--iK--iK 'K-}-i)} = Uzu(K)  (2.7) 

wird. Im folgenden lassen wir das doppelte Vorzeichen weg, indem wit 
stillschweigend festhalten, dab U positiv und negativ sein kann. Die 
Differenzengleichung (2.7) 16sen wit wie fiblich 12 durch den Ansatz 

zu (K) = ~ gu (t) ~K-~ gt, (2.8) 

wobei der Integrationsweg yon t = oo kommend und dahin zuriickkeh- 
rend den Verzweigungspunkt t = 0 im positiven Sinne umlaufen soll. Es 
gilt auch auf Grund einer partiellen Integration, unter der gleich zu 
erfiillenden Voraussetzung, dab g im Unendlichen st{irker als t-'~ ver- 
schwindet, 

- 1  ~g,v(t)t~K+~dt. (2.9) Zu(K) -- �89 + iK 

Man erMlt dann mittels der bekannten SchluBweise ~2 ftir g die Diffe- 
rentialgleichung 

g = 0 .  (2.10) d (t a _ 2 U t  2-1)  g ' + 7  
dt 

Das Verhalten ihrer LSsungen Itir groBe t is t  durch eine charakteristische 
Gleichung mit den Wurzeln 0 und - -2  gegeben; die L6sung 

g(t) = ~ a,,t -~-2 , (2A1) 
n = 0  

in der sich die Koeffizienten dutch die Rekm'sionsformel 

( n - / t )  (n @ 3 ) a , , + l - - 2 U .  (n+t) (n@2)a,~--n(n@2)a, ,~_  1 = 0  (2.t2) 

bestimmen, gentigt also dem Erfordernis, st~trker als t-~ zu verschwinden. 
Sie ist nach t = 0  analytisch fortzusetzen und der Integrationsweg in 
(2.8) um ihre Singularit~tten herumzufiihren. 

Ftir U = 0 ist (mit a 0 = 1) 

g(t) = 2A f cos~ d~ . (2.13) 
= ~ (t 2 - -  sin2 y:)} ' 

0 

f~ir U 4= 0 sind die a.  abwechselnd gerade und nngerade Polynorne in U. 

12 S i e h e  e t w a  MIgSCHKOWSKI, H . :  D i f f e r e n z e n g l e i c h u n g e n .  G O t t i n g e n  1959 .  E s  
h a n d e l t  s i c h  e i n f a c h  u m  d ie  0 - D a r s t e l l u n g  y o n  1. c. I I I .  
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Die Differentialgleichung (2.t0) fiihrt zu einer 
relation ftir die Ableitung. Sie sei so normiert, dab 

f : g t  t 2 .  ge  g v t  a t  = cSvv/2~ ~ 

wird. Hieraus Iolgt mit der Formel 

Orthogonaliffits- 

(2.14) 

K 2 +  1 
4 (2.15) /~ (�89 + iK) 27(�89 --  r = = cosh =K 

fiir die Funktion Tu (K) von (2.6): 

OO 

f ~* ~v aK = ~ f (Ks + ~) x~ zv  dK (2.t6) 

und mit Rticksicht auf (2.9) und (2.t4) 
O0 O~ 

f qJ* q~vdK ~ f dK f f  ds *' ' = d t g  U (s) gv(t)  s- iK+'~t  iK+~ 
-co -~o (2.17) 

2 , t  t . 
= 2 ~  f t g v  g v a t  = ~ v v .  

Die Funktionen (2.6) init (2.9) und (2.tl) bilden also in der Tat  ein 
Orthogonalsystem. Das ist nicht ganz selbstverst/indlich, weiI an sich 
die L6sungen einer homogenen Differenzengleichung nut  bis auf eine 
periodische Funktion bestimmt sin& Wir k6nnten z.B. den cosh- 
Faktor  in (2.6) auch in den Nenner setzen. Er  wfirde aber dann rechter- 
hand in (2.16) erscheinen und in (2.t7) die Reduktion des Dreifach- 
integrals vereiteln. Die Funktionen (2.6) sind also eindeutig. 

Was nun den flit U zul~issigen Wertebereich betrifft, so schlieBen wit 
aus G1. (2.7), dab ftil" K--> o~ asymptotisch 

{Zv (K - -  i) - -  Z~ (K + 0 }  = U z v  (K) (2.18) 

sein muB. Hier ist offenbar die L6sung 

Zv  (K) = e ~'K (2.19) 

genauer, mit Rticksicht auf die Konvergenz von (2.t 6), Zo (K) = ei aK/K, 
was bei der Differenzengleichnng flit K - +  oo keinen Unterschied macht. 
Dnrch Einsetzen ergibt sich 

U = sinh ~. (2.20) 

Hier kann ~ jeden reellen Wert annehmen, jedoch, wieder mit Rticksicht 
auf die Konvergenz yon (2.t6), nicht komplex werden. Dutch ganz 
~ihnliche Rechnungen ergibt sich ftir u 4, wenn wir seine Eigenwerte mit u 
bezeiehnen, 

u = -+- cosh/t, (2.21) 

bei beliebigem, reellem k. Die  Eigenwerte  yon U 4 und  u 4 verhalten sich also 

gerade so, wie m a n  es klassisch erwarten sotlte, n~imlich u wie 2,_ t / ] / ~  f12, 
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/5__< t und  U wie :~ t/V/5~ - t , / 5 ~  t .  In  der Tatsache,  dab U gleich Null 
werden kann,  spiegelt sich die M6glichkeit yon /5  = o~. 

Die Singulari t~ten der Differentialgleichung (2.10) liegen, wenn m a n  
U nach (2.20) durch 2 ausdriickt ,  bei t = 0, d' und  - -  e -~. Mit Riicksicht 
darauf  liegt es nahe,  (2.13) in der Fo rm 

(2.22) 
g(t) "" ( t -  e'~ sin~o) ~ (t + e-'~ sin W)'~3 

0 

zu einer N~herungsl6sung ftir alle U zu erweitern. In  der T a t  ergeben 
sich bei der Entwicklung ffir grol3e t die Koeff izienten von (2.t2) jeweils 
bis auf einige Prozent  (zu klein). 

w 3. Neuformulierung des Massenoperators 

Nachdem wir uns t iberzeugt haben,  dab die nach (t .8), (t .9) und  (1 .t 2), 
( t . t3)  mi t  (t.20) gebildeten U~ und  u~ verniinffige quantenmechanische  
Opera toren  der Vierer- bzw. Pseudo-Vierergeschwindigkeit  sind, ist es 
nicht  nur  formal,  sondern auch physikal isch sehr naheliegend, im Sinne 
yon w t dieser Arbeit  tiberall z] durch ~ und t i durch u i zu ersetzen. Das  
frtihere L 0 [Formel  (2.t) 1. c21 wird also z.B.,  wenn wir den Massenterm 
gleich weglassen, 

L o = -  2-~ oU / ~ q -  A j p  - -  - = - gx~ c 2 i ~zl c 

und als Folge davon an Stelle yon (2.9) ebendor t  

8F] z 
Ox z - -  e ~o* Ui~0, (3.2) 

wo nun beide Seiten Vektoren gleicher Ar t  sind. In  den Ausdriicken 
L 1 ...  L a 1. c2 verwandel t  sich uiMi~ = K t  k durch Symmetr i s ie rung m i t / ,  
alas mi t  K und M]k kommut ie r t ,  in UiMi~ = K % ,  genauer,  da die Fak-  
toren dieser P roduk te  nicht  ve r t auschbar  sind, in �89 (UiMik +M]~ U i) = 
� 8 9  ), das ist aber  nach (2.4) gleich tk. Es  wird also z.B. 

~ {  g~o a~* } 
L~ ~ - -  2i ~o* tkF kZ F~Z~k~o (3.3) 0x z ~x ~ 

Man muB sich nattirl ich fragen, ob diese Subst i tut ion die Ergebnisse yon 
I. c2 aufrecht  erh~ilt, d.h.  ob dami t  der Anomal ie fak tor  und die Fein- 
s t ruk tu r  riehtig bleiben. Hierfiir  b rauch t  m a n  nur  anzunehmen,  ent-  
sprechend tier Iriiheren Voraussetzung S. 1008 1. c2, dab tier gleich zu 
bildende Massenoperator ,  wenn wir ihn e twa wieder m z (K) nennen,  so 
beschaffen ist, dab (U4)-lmz(K)/mo die Eigenwerte  :~ t  ha t ;  dann 1/iuft 
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die Rechnung wie friiher ab, da alle Formeln homogen in , und ~ sind 
mit Faktoren (g2, ~ oder K), die sich mit f (K) vertauschen lassen. 

Die Formel (1 .t) nimmt nun, indem sich ~J, ~ in U j, U k verwandeln 
und K ,~, das ist genauer �89 (Ktk + t~K), zun~ichst in �89 (Ku~ + u k K) und 
dann nach (2.4) in t~ iibergeht, die noch einfachere Gestalt 

UJ ~ .  -- 12,k~o(~ * U~o) = 0 (3.4) 

an, in der sie nun also auch inversionsfest ist. Dabei sind wieder alle 
explizit vorkommenden A i u n d  Fik zugunsten der durch die Strom- 
komponenten ausgedriickten OFJl/Ox ~ fortgelassen. Man kann dazu 
geltend machen, dab jedenfalls fiir Lichtquanten die unendlichen Bei- 
triige zur Selbstenergie, die wir mit unserem Verfahren endlich zu mactlen 
hoffen, bei hohen Frequenzen auftreten, wo die Ableitungen der Feld- 
st/irken als zweite Ableitungen der Potentialkomponenten sehr groB 
gegen diese und noeh groB gegen die Feldstiirken selber sin& 

Die Analyse dieser Gleichung wird sicher noch sehr viel Mt~he kosten, 
doch glauben wir nicht, dab die Mtihe etwa noch gr6Ber sein wird als 
bei der sehr ~ihnlich aussehenden HEISENBERGS la, obwohl die eingehenden 
Matrizen durchweg unendlich sin& Man muB dazu nut  bedenken, dal3 
die Variable K, dutch die der Massenoperator haupts~ichlich bestimmt 
wird, ein kontinuierliches Spektrum mit dem Wertebereich yon -- oc bis 
+ oo hat. Sie wirkt damit wie eine ft~nfte Koordinate, d.h. wenn man 
in einer K-Darstellung arbeitet, wie wir das im Vorangehenden durch- 
weg getan haben, so erseheint die ~o-Funktion einfach als eine Funktion 
der ffinf Vari-ablen x, y, z, tund K. Das liegt in der Natur der Sache, denn 
es war ja gerade unser Ausgangspunkt, die Rackwirkung eines geladenen 
Teilchens auf sich selbst durch eine endliche Erh6hung der Variablenzahl 
-- urspriinglich den Vektor u k -- zu erfassen. Zu K hinzu treten noch 
der Spin a und seine diagonale Komponente/~, die sich yon ihren Repr~- 
sentanten in der gew6hnlichen Theorie nur dadurch unterscheiden, dab 
auch a durch eine unendliche Zahlenfolge dargestellt wird, n~mlich durch 
I,  f @ t,  I - t -2  ... (I ganz oder halbganz), und dab # dementsprechend 
gr6Ber als { sein kann. 

Die Quantelung des Strahlungsfeldes wird damit nicht tiberfltissig 
gemacht; sie tr i t t  jedoch erst in den Aj und Fi~ in Erscheinung, die wir in 
(3.t) und (3.3) noch mitgeftihrt, jedoch in (3-4) weggelassen haben. Wir 
stellen uns dabei vor, dab sie nur noch Wechselwirkungen mit ,,/iuBeren" 
Feldern -- eventuell denen anderer Teilchen -- umfassen, w~thrend der 
eigentliche Rtickkopplungseffekt durch den Term drifter Ordnung in (3.4) 
wiedergegeben sein sollte. 

13 D 0 ~ R ,  H . - P . ,  W .  HEISENBERG, H .  MITTER, S. SCHLIEDER u. I'{. YAMAZAKI : 
Z. N a t u r f o r s c h .  14a ,  44J ( t959) .  
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Das Auftreten einer ft~nften Koordinate bringt es mit  sich, dal3 man 
in (3.4) alle r~iumlichen Ableitungen gleich Null setzen, also eine Art 
Schwerpunktssystem einftihren, und auch die ZeitabMngigkeit  rein 
periodisch w~ihlen kann, ohne dab das Eigenwertproblem seinen Sinn 
verliert. Es bleibt immer hOCk eine keineswegs einfache Differenzen- 
gleichung im K-Raume.  Wir wollen sie zum Schlul3 im ,,klassischen" 
Sinne, d.h. ohne Quantisierung des Materiefeldes untersuchen. Neben 
tier Einsicht in die analytischen Zusammenh~nge ergibt sich dabei das 
interessante Resultat ,  dab das Eigenwertproblem unter dieser Voraus- 
setzung zur Masse Null ftihrt - -  jedenfalls in der betrachteten N~iherung - -  
so dab eine endliche Masse ein reiner Quanteneffekt w~ire. 

Wir setzen also in (3.4) UJO~/~x j= U ~ O~/Oct und machen ftir ~0 
den Ansatz 

= ~-~ e-~~ ~ (K) .  (3.5) 

Die hiermit eingeftihrte Masse m denken wir uns in Vielfachen der 
Elektronenmasse m 0 ausgedriickt : 

~ = / ~  too. (3.6) 

Der Faktor  1 ist willk/irlich so gew~hlt. Dutch Einsetzen in (3.4) folgt 

U ~  - i~/l .  tk ~ (~ '*  g ~ )  = 0, (3.7) 

wobei 2 die Compton-Wellenl~inge l~/moC bedeutet  und I dutch (t.2) 
gegeben ist: 

~./z = 1h37 .  (3.8) 

Um die Diskussion zu vereinfachen, begntigen wir uns in (3.7) mit  den 
niedrigsten Gliedern in a. Das bedeutet,  dab sich die Formeln (t.13) auf 

= - - ~ ( ~ + 1 ) "  ~4 (3-9) 

reduzieren, wie man auf Grund der Angaben in Teil I I I  dieser Mittei- 
lungen 9 naehrechnen kann. [Die A-Glieder fallen dort fort.] Nun ist 
ftir den tiefsten a-Term jedenfalls I/~ = t ,  ferner, wenn wir nun an den 
Elektronenspin denken, (~ = �89 der Faktor  9J~/(a+ t) h6chstens vom 
Zahlwerte �89 Hiervon tr i t t  in (3.7) nur das Quadrat auf (well sieh 1I 
dutch ~ ausdrttckt). Es macht  keine tiberm~iBigen Schwierigkeiten, diese 
Terme (d.h. k = t, 2, 3) mitzuftihren, doch wollen wir bier im Sinne einer 
orientierenden N~iherung auell sie noch weglassen und uns nur mit  

U ~ - -  i~/Z. t ~ ( ~ v ,  V ~ )  = 0 (3-t0) 

beschiiftigen. Unter  dem eingeklammerten Terme w/ire in einer t4-Dar - 
stellung eine Summation tiber t a yon ~ bis oo zu verstehen, nebst 



1 4  W A L T E R  W I ~ S S E L  : 

erg/inzenden Summationen fiber a und seine Diagonal-Komponente. Wenn 
wir wieder zur K-Darstellung tibergehen [die Transformation ist in P R 2, 
vgl. 9, angegeben~, wird daraus 

CO 

(~* U4~) = f ~*  (K) U4~(K) dK = ]4. (3.tt) 
- -  ( X 9  

Dieser Gr6Be wird nach (3.10) der Masseneigenwert proportional; wir 
setzen daher 

. ]4  = ~" T (3.12) 

und haben dann nur noch (beachte t4----t  4) 

~U~7  ' + i ~ 4 T =  o (3.t3) 

zu behandeln, wo nun die Operatoren durch (2.2) -- mit a = �89 -- und 
(1.12) vollst~indig gegeben sind. 

Wir machen wieder den Ansatz (2.6), modifiziert, mit Rticksicht 
auf eine fibersichtlichere Schreibung des Integrals j4, wie folgt: 

~ ( K ) = ~ -  [ c o t h x K ~ 2 - i X H  - - i K  sinh ~;2 O-1 ,K  q~(K). (3.14) 

Dabei bedeutet O (I, K) die schon frfiher (in IV) benutzte reelle Funktion 

I" T I _" T T  \ / T 2 T T  ~ 

H H 2 

die der Funktionalgleichung 

0 (K) O(K + i) = (I -- iK + t) (I + iK) (3.t 6) 

und ihrer Konjugierten gentigt. Hiermit wird 

] 5 --- f kP* U 4 ~ d K  = f q~* (K) {qS(K -- i) -- r ~- i)} dK (%17) 
--OO --OO 

und als Folge von (%t3) 

(~ ~- �89 iK) q~(K ~-i) = (~ ~- ~ + iK) q~(K-- i). (3.18) 

Zur L6sung setzen wir wieder wie in (2.8) und mit dem gleichen Inte- 
grationswege 

q~(K) = ~ ~ (f) t ~ -~  dr. (3-f9) 

Hiermit wird nach (3.17) 
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u n d  h (t) m u B  n a c h  (3.18) d e r  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  

(t + t2/1,' + +  )h=0 (3.21/ 

gen t igen .  A u s  d i e se r  fo lg t  a b e r  

d (t + t ~) h 2, 2~  h 2 ( t - - @ )  = ~ 7  (3.22) 

d . h .  d a s  In t egTa l  (3.20), da s  j a  f ibe r  e i n e n  g e s c h l o s s e n e n  W e g  zu  er- 

s t r e c k e n  is t ,  v e r s c h w i n d e t ,  w a s  z u  b e w e i s e n  wa r ,  d e n n  h i e r m i t  v e r -  

s c h w i n d e t  # n a c h  (3.12). W i r  h a b e n  u n s  d a v o n  i i b e r z e u g t ,  d a g  a u c k  be i  

M i t f t i h r u n g  d e r  d u r c h  (3-9) g e g e b e n e n  T e r m e  d ieses  R e s u l t a t  e r h a l t e n  

b l e i b t .  

Z u r  W e i t e r f i i h r u n g  d e r  T h e o r i e  m u B  m a n  also z u r  Q u a n t i s i e r u n g  des  

va-Wel lenfe ldes  t i b e r g e h e n .  W i r  d e n k e n  d a b e i  e t w a  a n  die  M e t h o d e  y o n  

NAMBU u n d  LASlNIO 1~. D e r  G e b r a u c h  des  K - R a u m e s  w i r f t  a b e r  n o c h  

e in ige  I n t e r p r e t a t i o n s f r a g e n  auf ,  d ie  e ine  g e n a u e r e  U n t e r s u c h u n g  er-  

% r d e r n .  

Anhang: Vertauschung yon uk und Uu 
Die in Rede stehende Vertauschung wurde schon in der IV. Mitteitung ~ -eor- 

genommen unter  Berufung auI eine Arbeit  yon CzYzAK is. Sie wurde a. a. O. nur  
mit  einigeu Worten begriindet, weil es sich eben nur  um einen klassischen, heuristi- 
schen Gesichtspunkt  handelte.  Nachdem nun die , ,run-away solutions" tort- 
Iahren, die Aufmerksamkeit  auf sich zu ziehen, m6chten wit sie doch einmal ge- 
nauer  diskutieren. 

Die gew6hnliche Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen unter  dem Einflusse der 
Strahlungskraft  lautet, wenn man 

setzt : 
~; = ~ ( ~ ; ' -  ~s(~;~'~)) .  ( a .2 )  

Dabei ist m die Rnhmasse, und die Striche bedeuten Ableitungen nach der Welt-  
linie (s). Ihre L/Ssungen sind die , run-away  solutions". Unser inzwischen eliminier- 
ter ,,Massentrick" bestand darin, die ausgesandte Energie in der Ruhmasse mitzu- 
z~ihlen und dazu 

~ , =  e(~;u 'k)  (A.3) 

zu setzen. Die Analyse dieser Gleichnngen ist bei CZYZAK durchgefiihrt mi t  dem 
Ergebnis, dab man zwei ganz verschiedene LOsungstypen hat,  je nach der Natur  
des Impulses (Pk), der als Integrat ionskonstante  auftrit t .  W/ihlt man Pk zeitartig, 
so erh~lt man eine aperiodische :Bewegung [Formel (24) bei CZYZAK 1. c.], die einmat 
(a. a. O. bei s = 0) die Lichtgeschwindigkeit erreicht und vorher und nachher  dar- 
unter  bleibt;  w{ihlt man p~ raumartig, so wird die Bewegung periodisch [Formel (23) 
1. c.] und erreicht sie die Lichtgeschwindigkeit in Abst~inden ~e/mo, wobei m 0 eine 
Konstante  ist. Der erste Fall ist offenbar unphysikalisch, well er einen Punk t  der 
l,Veltlinie auszeiehnet; der zweite Fall wgre Ms ,,Zitterhewegung" annehmbar,  
wenn nicht  der raumart ige Impuls unm6glich wS.re. 

14 NAMBU, Y., and G. JONA-LAsINIO: Phys. Rev. 122, 345 (196t) ; 124, 246 (196t). 
15 CZYZAK, S .J . :  Amer. Phys. 22, 335 (t954). 
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Diese Verhi i l tnisse kehrel l  sich gerade um,  w e n n  m a n  in den  Bewegungsgle i -  
c h u n g e n  d i e u  k d u t c h  die U k ersetzt .  M an  muB dabei  m i t  Rf ieks ich t  au f  Ut~ U k = + t 
schre iben 

t t]~ 
m ~ ' =  ~ ( ~ " +  ~ ( u ~ y  )) (A.4)  

u n d  
m ' =  -- 8 (U~U 'k) (A.5)  

setzen,  u m  e inen  Massenzuwachs zu h a b e n  (U~ U ' k <  0). G1. (A.2) wird d a m i t  wieder  
zu  e inem vol ls tgl ldigen Different ia l  n a e h  der  "vVeltlinie 

d/d~ ( ~  v~ - ~ ~ ' )  = o (A.6)  
u n d  

pj  = c (m ~- - t u ; )  (A. 7) 

(o = Lich tgeschwindigke i t ,  aus  Dimens ionsgr f inden)  k o n s t a n t .  Diese GrOl3e is t  als 
Energie-Impuls-VeMor zn in terpre t ie ren ,  weft sie sich be im Vorhande l l se in  ~iuBerer 
Felder  en t sp r eche nd  glldert .  D a m i t  is t  also wieder die Kons ta l l z  dieses Vektors  im  
feldfreien Fal le  gewahr t ,  wie i m m e r  die Geschwindigkeit sieh gnde rn  mag.  

Die wei tere  I n t e g r a t i o n  ver lguf t  gallZ ana log  wie bei  CZYZAK. W'ir b e s c h r g n k e n  
u n s  auf  zei tar t ige  Impulse .  Se tz t  m a n  p k p ~ = -  (moc) 2, w o m i t  die Elekt ronel l -  
mas se  m o e ingeff ihr t  wird, u n d  Uk/U 4 = Vk/c, k : 1, 2, 3, so gil t  in R a u m v e k t o r e n  

= Uo - ~ sin ~0s /~  (A.8)  
c Uo 4 - -  Z 4 Sill m o s/e " 

Dabe i  is t  Z k = pk/moc, also ~ ,  Z ~ eill kons ta l l t e r  Vek to r  m i t  der N o r m  --  t ,  w g h r e n d  
11o, U0 4 weitere In teg ra t ionsko l l s t a l l t en  sind, die e inen Vektor  der N o r m  + t bil- 
den.  ]3eide s t ehen  noch  au fe inande r  senkreeh t ,  was in R a u m v e k t o r e n  

LIeS = uo 4 Z~ (A.9)  

bedeu te t .  Fo rme l  (A.8) s tel l t  noch  keine  , ,Z i t t e rbewegung"  dar,  da  sich ja  n u r  die 
Geschwindigkei t ,  l l icht  der  Or t  per iodisch gnder t .  N i m m t  m a n  abe t  noch  an, dab  1I o 
e in  E i n h e i t s v e k t o r  ist, so folgt U0 4 = 0 u n d  aus  (A.9), dab  110 senkrecht zur  Impuls -  
richtung ~ ist. Fo rme l  (A.8) ergibt  d a n n  

_ S 1Io coseen%s/e .  (A. t 0 )  
c z ~ z 4 

Hier  i s t  ~ / Z  4 gerade die Gesehwindigkei t ,  ill E i nhe i t en  yon  c, die d e m  Impu l se  p 
n a c h  d e m  gew6hnl ichen  Z u s a m m e n h a n g e  en t sp rechen  wfirde; dieser f iber lagert  s ich 
t r ansve r sa l  eille rein periodisehe.  Diese Zusa tzgeschwind igke i t  wird n u n  freilich 
per iodisch unend l ich ;  m a n  dar t  dahe r  der ganzen  Bewegul lg  n i ch t  al lzuviel  phys i -  
kal ische ]3edeutullg beilegell. I n  der  T a t  b e r u h t  sio ganz  auf  u n s e r e m  , ,Massen-  
t r ick" ,  der die Sache ungebi ihr l i ch  ve re in fach t ;  k 6 n n t e  mal l  sie m i t  u n s e r e m  gegell- 
wgr t igen ,  rea i i s t i sehen Massenopera to r  du rchrechnen ,  so wfirde sieh wohl  e twas  
Endl iches  ergebell. Abe t  gerade ill dieser p r imi t i ven  F o r m  ersche in t  u n s  die ]3e- 
t r a e h t u n g  heuristisch r e ch t  aufschlul3reich als e in  Modell, an  d e m  m a n  sehr  fiber- 
s icht l ich erkenl len kann ,  wie sich d u t c h  E in f i ih rung  y o n  lleuell Var iab ien  die Er-  
h a l t u n g  yon  Energ ie  u n d  I m p u l s  w a h r e n  lgBt. Hie r in  sehell wir  die eigent l iche 
Clberwilldung der run-away-Sehwier igke i t .  Die 13ewegung m i t  13berl ichtgeschwin- 
digkei t ,  die sich dabei  fiir die klass ische Besch re ibung  ergib t  u n d  an  der  sich nat i i r -  
lich auch  m i t  d e m  rea t i s t i schen  Massenopera to r  n i ch t s  ~indern wiirde, scheil l t  u n s  
n i ch t  ab su rd  zu sein, w e n n  sie sehr  sehnel l  u m  einell Mi t te lwer t  oszilliert u n d  dieser 
Mit te lwert ,  wie in d e m  ers ten  Gliede yon  (A.t0), d e m  W e r t e  yon  ~ en t sp r i ch t  : das  
Tei lchen , ,z i t te r t"  dal ln  u m  den  m i t  Unter l ich tgesehwi l ld igke i t  fo r t schre i t enden  
Schwerpunk t .  


