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Dem in der vorangehenden Mitteilung abgeleiteten Massenoperator haftete noch
eine sein Verhalten bei der Rauminversion betreffende Unstimmigkeit an. Es wird
gezeigt, daB sie sich genau beheben laBt, wenn man eine noch bestehende Freiheit
in der Bestimmung zweier Vierervektoren wahrnimmt. An Stelle der bisher hilfs-
weise benutzten sy, 1, treten dann die echte bzw. Pseudovierergeschwindigkeit U,
und u;, mit denen diese Theorie begriindet wurde. Es werden Darstellungen der
U, und #; und die Spektren ihrer vierten Komponenten abgeleitet und im Zusam-
menhang mit den sog. run-away solutions diskutiert.

Die Lgsung des im Vorangehenden angedeuteten Problems, auf das
wir in §4 ndher eingehen, hat insofern ein iiber das Formale hinaus-
gehendes Interesse, als sie zu einer quantentheoretischen Definition der
Vierergeschwindigkeit fithrt und damit das alte Problem der sog. run-
away solutions vom quantenmechanischen Standpunkte beleuchtet. Wir
meinen damit die schon von ScHOTT bemerkte!, wiederholt neu ent-
deckte? und von zahlreichen Autoren® kritisch untersuchte Erscheinung,
daB ein geladenes Teilchen sich auf Grund der Reaktionskraft der
Strahlung theoretisch selbst beschleunigen kann. Uber den gegen-
wartigen Stand des Problems unterrichtet ein Artikel von ERBER™

Die ,,Selbstbeschleunigung’ ist wohl ein HauptanlaB3, weshalb die
schéne Arbeit Diracs® aus dem Jahre 1938 nur von wenigen Autoren
weiterentwickelt worden ist, obwohl sie fiir eine Quantisiernng besonders
geeignet erscheint, weil sie die Massenrenormierung bereits im klassischen
Bereich vollzieht. RoHRLICH® hat neuerdings eine Integralgleichungs-
form fiir diese Theorie vorgeschlagen, die die unerwiinschten Losungen
ausschlieBt und die Mechanik wieder ,,Newtonisch’ macht in dem Sinne,

* G. HETTNER in dankbarer Erinnerung an Jenaer Assistentenjahre zum 70. Ge-
burtstage gewidmet.
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2 WALTER WESSEL:

daB man (praktisch) nur Anfangslage und -geschwindigkeit der Koérper
fiir ihre kiinftige Bewegung zu wissen braucht, obwohl die Diracschen
Gleichungen von dritter Ordnung in der Zeit sind. Unser eigener Versuch
bewegt sich in entgegengesetzter Richtung: wir ziehen aus dem Vor-
kommen von Ableitungen dritter Ordnung den SchluB3, dall Koordinaten
und Impulse nickt zur Beschreibung des Teilchens ausreichen, sondern
daB weitere Variable eingefithrt werden miissen. Hiermit nimmt die
klassische Theorie sofort verschiedene Ziige an, die man gewohnt ist
erst in der Quantentheorie anzutreffen. Erstens kann man mit einem
einfachen, die Ruhmasse betreffenden Trick die Erhthung der Variablen-
zahl dadurch herbeifiihren, daB man Geschwindigkeiten (#;) und Im-
pulse (p;) als wnabhingige Variable einfithrt. Das ist bekanntlich ein
Hauptcharakteristikum der Diracschen Theorie des Elektrons, soweit
sie iiberhaupt eine klassische Interpretation zuldfit. Ganz entsprechend
wie bei Dirac folgt daraus, daB der Drehimpuls r x p auch in Zentral-
feldern keine Konstante der Bewegung mehr ist (weil t X p==0); man
wird daher, um die Drehinvarianz der Theorie zu wahren, zur Einfithrung
eines Spins (M, ;) genétigt”. In den #, und M;, zusammen mit den zwei
Invarianten des schiefsymmetrischen Tensors M, und dem durch Ver-
jiingung daraus entstehenden Vektor U;-=M,,#* hat man dann neben
Koordinaten und Impulsen schon in der klassischen Theorie einen Appa-
rat von 16 Elementen (mit Nebenbedingungen), der genau der 16gliedri-
gen Algebra DIracs entspricht?.

Der mit diesem Apparat erzielte Fortschritt ist zunéchst der, daB bei
der kriftefreien Bewegung Energie und Impuls konstant bleiben, wihrend
die Selbstbeschleunigung nur die Vektoren #, und U, ergreift. Man kann
nun weiter zeigen*, daB bei Vertauschung von #, und U, in der Bewe-
gungsgleichung die exponentiell beschleunigte Bewegung in eine perio-
dische iibergeht, so daB man in der klassischen Theorie auch eine ,,Zitter-
bewegung** wiederfinden kann. In der Tat haben wir unsere relativisti-
sche Wellengleichung aus einer klassischen Theorie entwickelt, in der
die #, und U, vertauscht sind. Der Grund fiir die hierdurch herbei-
gefithrte Verinderung des Bewegungstyps ist der, daB der Vektor U,
raumartig ist (wegen Uj=M;,#" und der zeitartigen Natur von #F).
Wenn man ihn also als eine Geschwindigkeit auffafit, so handelt es sich
dabei um eine Uberlichtgeschwindigkeit; es entsprechen sich Unterlicht-
geschwindigkeit mit aperiodischer und Uberlichtgeschwindigkeit mit
periodischer Beschleunigung. Zundchst erscheint es als keine sehr

* Siehe den Anhang zu dieser Arbeit.

7 Uber die Einzelheiten orientiert am kiirzesten eine Arbeit des Verfassers mit
S.J. Czvzak, Phys. Rev. 91, 986 (1953).

8 Sjehe etwa SCcHWEBER-BETHE-DE HorFrMANN: Mesons and Fields, Vol. I, 4a.
New York: Evanston 1955.
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gliickliche Alternative, aus der Kalamitdt der Selbstbeschleunigung in
eine Bewegung mit Uberlichtgeschwindigkeit auszuweichen; es ist aber
zu bedenken, dafl man damit nicht gegen elementare physikalische
Forderungen versttBt, weil man der oszillatorischen Bewegung jedenfalls
nicht mit einem Inertialsystem folgen kann, und daB man hier einmal
einer grundsitzlichen Schwierigkeit mit einer Abhilfe von grundsétzlicher
Einfachheit begegnet. Im ibrigen kommt es ja fiir die Quantentheorie
nicht sowohl auf diese ,,anschaulichen Eigenschaften der klassischen
Bewegung als auf die spektralen und Transformationseigenschaften der
damit eingefithrten Operatoren an.

Was diese betrifft, so waren sie bisher noch nicht endgliltig festgelegt.
Eine Vierergeschwindigkeit gentigt ja per definitionem der Gleichung
ukuk = —1; mindestens sollte ihre Norm, da man noch eine Skalen-
transformation der Eigenzeit zulassen kann, negativ definit sein. Ebenso
war U, U* = 41 definiert. Solche Nebenbedingungen sind mit Operatoren
nicht ganz leicht zu verwirklichen und waren es in den vorangehenden
Arbeiten nicht; wir konnten sie dort auf den noch in anderer Hinsicht
ungeklirten Massenoperator abwilzen. Dementsprechend hatten die
Spektren der betreffenden Operatoren (i, und x,) keine Ahnlichkeit mit
dem einer Vierergeschwindigkeit; insbesondere war das von i, diskret.

Inzwischen lieB sich das Problem des Massenoperators weitgehend
kldren, wofiir auf die vorangehende Mitteilung® verwiesen werden muB.
Der mit ihm begriindeten Gleichung haftete jedoch noch eine ihr Ver-
halten bei Rauminversionen betreffende Unstimmigkeit an, auf die wir
in §1 zuriickkommen. Wir kénnen nun zeigen, daB sie sich gerade da-
durch beheben 148t, daBl man von den hilfsweise gebrauchten Vektoren ¢,
und zx, wieder zu den u,, U, zuriickkelrt und auf der Definitheit ihver
Normen besteht. Die u, transformieren sich dann nimlich wie die Kom-
ponenten eines Pseudovektors, wihrend U, ein echter Vektor wird, wie
er es wegen seiner Verkniipfung mit der Stromdichte sein muB. Die
Vertauschung wird also hier zwingend. Im {ibrigen findet man fiir die
Spektren der Operatoren #, und U, genau den Wertebereich, den die
betreffenden Komponenten in der klassischen Theorie haben, ndmlich
von —oo bis <+ oo, mit AusschluBl des Intervalles von —1 bis +1 fiir «,.
Wiahrend nun fiir die Energie der Ausschiuf dieses Bereiches bzw. des
Intervalles von — m,c? bis + m, c? entscheidend wichtig ist und natiirlich
auch in unserer Formulierung bestehen bleibt, liegt, soviel wir sehen,
kein Bedenken gegen den E+snschluf dieses Bereichs fiir die vierte Kom-
ponente der Geschwindigkeit vor. Die Uberwindung der run-away-
Schwierigkeit wiirde dann darin liegen, daB, klassisch-anschaulich

9 WesseL, W.: Z. Naturforsch. 14a, 1005 (1959); weiterhin als V zitiert. Dort
auch ein Verzeichnis der vorangehenden Arbeiten, die wir ebenso wie in V zitieren
werden.

1*



4 WALTER WESSEL:

gesprochen, die Teilchen stindig mit Uberlichtgeschwindigkeit, jedoch in
einer Zitterbewegung laufen.

Die Terminologie betreffend werden wir im folgenden U, als ,,Ge-
schwindigkeit” schlechthin bezeichnen, wihrend fiir den Vektor #, die
Bezeichnung ,,Pseudogeschwindigkeit” passend erscheint, die zugleich
auf seine Eigenschaft als Pseudovektor hinweist.

§ 1. Wellengleichung und Vierergeschwindigkeit

Die in der letzten Mitteilung® abgeleitete Wellengleichung 1453t sich
auf die Form bringen
%ja—w~ZZKthp(zp*%kw) =0 (1.4)
8!
mit
= e2hifmlcd. (1.2)

Man erhilt sie durch Variation der dort angegebenen Lagrange-Funktion
(2.8) mit den Werten (4.37) a.a.O. fir die ¢ ... ¢. Die Variations-
ableitungen von L, ... L; sind a. a. O. (2.3), (2.5) und (2.7) bereits aus-
gerechnet ; man beachte, daB sie noch mit e#/2m}¢® zu multiplizieren sind.
Das Massenglied i, (K) in V(2.1), das wir bisher in Ermangelung einer
befriedigenderen Losung mitfithren muliten, ist nunmehr ausgeschieden
und durch das letzte Glied von V(2.3) ersetzt, wo wir 0F}9x* nach
V(2.9) durch den Strom des yp-Feldes ausdriicken. Weggelassen sind
ferner alle noch explizit vorkommenden 4; und £, indem wir annehmen
(s. §3), daB diese sich in einer Wechselwirkungsdarstellung beriicksichti-
gen lassen, fiir die (1.1) den Materieteil der ,,feldfreien® Gleichungen dar-
stellt. SchlieBlich haben wir in (1.1) gemdB V(1.3) noch den Faktor
WM ;& von V(2.3) durch das etwas bequemere Ky, ersetzt, das wie alle
Produkte nichtkommutierender Terme symmetrisiert zu denken ist.

Die Gl. (1.1) ist, wie schon erwihnt, nicht invariant gegen Raum-
inversionen (die Paritdtsoperation). Man bemerke dazu folgendes:
unsere Matrizen zerfallen nach der 1. c. V eingefiithrten Terminologie in
solche vom $R-Typ und vom B-Typ. Die letzteren gehen in ihr Negatives
iiber, wenn man sie mit einer Matrix R transformiert, die im Schema der
Fig. 1 L c. V (*-Darstellung) die Gestalt

31
5l —1

R=1: 1 = (—1)tt (1.3)
.
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hat (zuerst in III angegeben); die vom -Typ gehen damit in sich tber.
Nun gehoren x;, x,, %, zZum IN-Typ, », zum PB-Typ; der Ausdruck /7—2&]

X
geht also bei der Inversion (r= —1’), wenn man p(—1', #*) =Ry’ (t/, %)
und Rx; R =u; setzt, nach Linksmultiplikation mit R in sein Negatives
iiber. Kurz gesprochen transformiert sich der Vierervektor x, wie ein
Pseudovektor: es ist R#R =%, Rx*R = —x*. Entsprechend ist K, als
vom B-Typ, ein Psendoskalar, und das gilt auch fiir den bisher benutzten
Massenoperator, der eine ungerade Funktion von K war, sowie fiir die
in (1.1) nicht hingeschriebenen Glieder mit 4; und F;,, wie man aus der
Lagrange-Funktion mit Riicksicht auf V{1.3), (1.4) unschwer ersehen
kann. I ist entsprechend seiner Eigenschaft als Mindestspin eine In-
variante. Die bisher benutzte Gleichung war daher im ganzen pseudo-
skalar*. Der Vierervektor ¢, ist aber auf Grund entsprechender Be-
trachtungen ein echter Vektor, K, ein Pseudovektor, und demgemif
das Glied mit /% in (1.1) als Produkt zweier Pseudovektoren eine In-
variante. Die Inkonsequenz tritt durch Gl. V(2.9) ein, wo die linke Seite
ein Vektor, die rechte dagegen ein Pseudovektor ist.

Wir kénnen nun auch die Vorzeichenumkehr in der bisher benutzten
Gleichung bzw. in dem ersten Gliede von (1.1) beheben, indem wir sie
als Ganzes mit einer ungeraden Funktion von K multiplizieren, das
lorentzinvariant ist, aber bei der R-Operation umkehrt. Statt die Glei-
chung einseitig mit einer Matrixfunktion zu multiplizieren, wobei die
Hermitezitdt der eingehenden Matrizen verloren geht, wird man natiir-
lich Heber versuchen, sie mit einem solchen Faktor zu symmetrisieren,
und das ist nun durch die physikalische Interpretation sehr nahe gelegt.
In der Tat sind die ¢, %, in (1.1) nur HilfsgréBen ohne unmittelbare
physikalische Bedeutung. An ihrer Stelle standen urspriinglich die
Vierergeschwindigkeit

-
Uy = e o (1.4)
wobei I und K die schon erwdhnten Invarianten des Momententensors
bedeuten, und ein entsprechend gebildeter raumartiger Vektor

Xy -
== — n 1"
k V——]Z T e ( )
die wegen = —wn "= — ([2+K?) die Bezichungen u,u"= —1,

U, Uf= 11 erfiillen. Diese Vektoren, die in dieser Form klassisch ein-
gefiihrt waren, lieBen sich nicht ohne weiteres als Matrizenfunktionen
auffassen, welil ihre Zihler und Nenner nicht vertauschbar sind. Wir
multiplizierten daher die ganze Gleichung vor dem Ubergange zur

* Wenn wir sie frither als ,,invariant’ gegen Rauminversionen bezeichneten,
50 bedeutete das, daB3 dabei sdmiliche Glieder ihr Vorzeichen umkehrten.
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Matrizentheorie mit (I 2—}—Kz)%, womit diese Grofle im Massenoperator
erschien, dessen Hermitezitdt dadurch nicht beeintrichtigt wurde, und
rechneten mit den ¢, »; weiter. Die guantentheovetischen t,, », haben
aber keine definiten Normen mehr, sondern erfiillen die Relationen [vgl.

V(1.5) und (1.6)] Gt =— (12 - K?) 11 (1.6)
und
gt =2+ K21, (1.7)

wobei die rechten Seiten positiv und negativ sein kdnnen. Der Versuch
liegt sehr nahe, die oben erwihnte Symmetrisierung so vorzunehmen, daf3

u, =% (fo + uf) (1.8)
und
U, =3+ (1.9)

wieder definite Normen bekommen, und das 146t sich in der Tat mit
einem in K ungeraden, mithin pseudoskalaren j erreichen. Danach
transformiert sich also #, wie ein Pseudovektor, d.h. es ist Ru,R =u,
fiir k=1, 2, 3 und Ru,R == —u,, und U, wie ein Vektor: RUR=— T,
fir k=1,2,3, RUR=U,.

Fiir das Folgende benétigen wir verschiedene Eigenschaften der -
und x-Matrizen. Unter ihren Vertauschungsrelationen® findet sich das

Tripel . . .
fpe [y =1K  [Ku] =iy [, K] =—11,, {1.10)
das zu erginzen ist durch die Beziehung!
()2 + K2 — (1)*+0(c+1) =0 (1.11)

(0 = Spinmatrix, a.a. O. als # bezeichnet). Fir die Behandlung dieser
Relationen geht man besser von der bisher benutzten ¢-Darstellung zu

einerK-Darstellung tiber [in IIT entwickelt], worin (= —1¢,) und
#* (= —x,) die Form von Differenzenoperatoren annehmen:
L4

SR = 0= K)o 1K) U i) Ay . (112
Die GréBe K, die wie alle unsere Matrizen hermitesch ist, ist hier wie
eine reelle Zahl mit dem Wertebereich von — oo bis + oc zu behandeln.
Es ist nicht schwer, das Bestehen der Relationen (1.10) und (1.11) durch
Einsetzen von (1.12) direkt zu verifizieren. Ahnliche Relationen be-
stehen in der Form

90 =0, () K 9 28, K 9 (1.3

fir 1, 1y, t; Und %, %s, ¥, woltir wir auf IIT verweisen.

10 WesseL, W.: Phys. Rev. 76, 1512 (1949).
1 WesseL, W.: Z. Naturforsch. 4a, 645 (1949).
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Beim Einsetzen dieser Darstellungen in (1.8) und (1.9) erhdlt man
nach etwas weitldufigeren Rechnungen, zu denen man die Eigenschaften
der U, (K) und B, heranziehen muB [n.b.: B, hingt nicht von K ab!]

GU =—wu =% (K—1)2+I2) ({(K) + {(K—1)2  (1.14)
- konjugiert kompl. Term

als Bestimmungsgleichung fiir die Funktion f(K). Sie mulB nattirlich aus
Hermitezitdtsgriinden reell sein. Die Invariante I ist der Mindestspin
{o=1).

Betrachten wir zundchst den Fall 7 = %, weil hierfiir die Differenzen-
gleichung eine sehr einfache Losung hat. Setzen wir nidmlich

HE+ ) +i(E=5) =), (1.15)

so wird fiir 7 = 1 die Gl. (1.14)

)= 3=+

I R B

und es ergibt sich
gl&) = 2 (G Ut f@:)" (1.47)
Man konnte also die Forderung U7 Ul=+41, u; w =—1 ohne weiteres in

Strenge erfiillen, indem man eben diesen Wert in (1.17) einsetzte. Fiur
die folgenden Rechnungen ist aber der Ausdruck (1.17) zu kompliziert,
und fiir I == wird schon die L3sung der (1.16) entsprechenden Gleichung
schwierig. Es wire sehr erwiinscht, wenn man den irrationalen Faktor
in (1.17) durch seinen Grenzwert 1 (fiir groBe K) ersetzen konnte. Nun
ist ein Faktor in der Normierung einer Vierergeschwindigkeit physika-
lisch nicht wesentlich, weil man ihn immer durch eine Parameter-
Transformation der Eigenzeit abindern kann; wesentlich ist, daf ihre
Norm definit ist, und hierfiir geniigt es in der Tat, den irrationalen Faktor
wegzulassen und

gK) == (1.18)

zu setzen. Geht man nidmlich hiermit iiber (1.15) in (1.14) ein, so erhilt
man

U= AR+ (117
7

CERE ’ (1:49)

also jedenfalls fiir I =0, % und 1 etwas Positives.
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Mit der Annahme (1.18) ist auch die Differenzengleichung (1.15)
leicht aufzulésen: man erhalt

_ N (=" _ sin K¢
HE) =2K 3 2 = fdtm, (1.20)

also, wie gewiinscht, eine ungerade Funktion von K. Diese Funktion
ist tibrigens durch eine weiter unten [Formeln (2.3) und (2.4)] folgende
Eigenschaft noch besonders ausgezeichnet. SchlieBlich haben auch die
Spektren der Operatoren (1.8), (1.9) genau den zu erwartenden Bereich,
wie wir im folgenden Abschnitt fiir die vierten Komponenten zeigen
werden.

§ 2. Spektren und Eigenfunktionen von u* und U*

Es wird geniigen, die Analyse fiir (1.9) durchzufithren und fiir (1.8}
nur das Resultat anzugeben. Die Komponente U* nimmt in Anwendung
auf ein ¢ nach (1.9) und (1.12) die Form

Up(K) =§{lo—iK) (o +1 -+ 1K) ({(K) + {(K — ) p (K —1) —
— (1) + /(K +19) p(K +4)}

an. Wie man sieht, erscheint die Funktion f nur in einer Verbindung, in
der sie sich nach (1.15) durch g ausdriicken 14Bt; man erhalt daher mit
(1.18) unter Erweiterung mit einem Faktor ¢ in Z4hler und Nenner leicht

} (2.4)

((0—iK)(o+1+iK . .
Uty (K) :i{(d i %)ﬁf”; LK) (K —1) +%ﬁq)(f(—{—i)}. (2.2)
Wir merken hier noch die aus (2.2} mit Riicksicht auf (1.12) abzuleitende
Formel
3 (KU + U*K) yp(K) =»*y(K) (2:3)

an; die Symmetrisierung mit K macht also die Symmeivisierung mit |
gerade wieder viickgingig. Ebenso gilt

L(Kut+ utK) =, (2.4)

was wir spiter benntzen werden. Beide Formeln bleiben auch fiir die
iibrigen Komponenten von U, und #, richtig.

Wir fragen nun nach den Eigenwerten und Eigenfunktionen von U4,
die wir mit U bzw. ¢y bzeichnen wollen, d.h. wir untersuchen die
Gleichung Uty =Ugy. Von hier an wollen wir uns auf den Fall

(2-5)

g =

o)

beschrinken. Wir machen dann den Ansatz [[I(x) =1(x--1)]
oK) =27 K13 —iK) [coshmn K gy (K). {2.6)
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Beim Einsetzen in (2.2) beachte man, daB, wenn man [coshz (K 4-4)]*
=i4[coshm K]} setzt, im gleichen Blatte der Riemannschen Fliche
[coshar (K —4)]t = —¢[coshm K]* wird. Anderseits kann man auch, im
andern Blatte, die umgekehrten Vorzeichen wéhlen, so dal3 schlieBlich

L E—i) = S B+ = Uy (8)  (27)

wird. Im folgenden lassen wir das doppelte Vorzeichen weg, indem wir
stillschweigend {esthalten, daB3 U positiv und negativ sein kann. Die
Differenzengleichung (2.7) lésen wir wie iiblich!? durch den Ansatz

2o (K) =$gu() 5 -Hdt, (2.8)

wobei der Integrationsweg von ¢ = oo kommend und dahin zurfickkeh-
rend den Verzweigungspunkt ¢ =0 im positiven Sinne umlaufen soll. Es
gilt auch auf Grund einer partiellen Integration, unter der gleich zu
erfilllenden Voraussetzung, daBl g im Unendlichen stdrker als ¢~% ver-
schwindet,

10 (K) =37 $eb e riar, 29)

1
2

Man erhélt dann mittels der bekannten SchluBiweise!? fiir g die Diffe-

rentialgleichung

d;‘i(tS—zUtz—t)g'+§:0. (2.10)

Das Verhalten ihrer Losungen fiir gro8e £ ist durch eine charakteristische
Gleichung mit den Wurzeln 0 und — 2 gegeben; die Lésung

glt) =X a, 78, (2.11)
n=0
in der sich die Koeffizienten durch die Rekursionsformel

m+1yn+3) a0 —2U0-m+1)n+2)a,—nn-+2)a, ;=0 (2.12)

bestimmen, geniigt also dem Erfordernis, stirker als £~% zu verschwinden.
Sie ist nach £=0 analytisch fortzusetzen und der Integrationsweg in
(2.8) um ihre Singularitdten herumzufiihren.

Fiir U =0 ist (mit a,=1)

gy = [ T (2.13)

7 2 __ gin2 w)%—
0
fiilr U =0 sind die a, abwechselnd gerade und ungerade Polynome in U.

12 Siehe etwa MEscukowskKr, H.: Differenzengleichungen. Gottingen 1959. Es
handelt sich einfach um die g-Darstellung von 1. c. ITI.
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Die Differentialgleichung (2.10) filhrt zu einer Orthogonalitits-
relation fiir die Ableitung. Sie sei so normiert, daB

fe&'gprdt =06y yf2n? (2.14)
wird., Hieraus folgt mit der Formel
. . Ke 1
I} +iK) I —iK) =a 2% (215)

fiir die Funktion ¢y (K} von (2.6):

o

JobovdK =n [ (K2 + 1) xb v dK (2.16)
und mit Riicksicht auf (2.9) und (2.14)

J et ydK == dK Jldsdtgy (s) gy (t) sTHETEpET (2.17)

=2n2 [ 2gh gy dt = dyy.

Die Funktionen (2.6) mit (2.9) und (2.11) bilden also in der Tat ein
Orthogonalsystem. Das ist nicht ganz selbstverstdndlich, weil an sich
die Losungen einer homogenen Differenzengleichung nur bis auf eine
periodische Funktion bestimmt sind. Wir kénnten z.B. den cosh-
Faktor in (2.6) auch in den Nenner setzen. Er wiirde aber dann rechter-
hand in (2.16) erscheinen und in (2.17) die Reduktion des Dreifach-
integrals vereiteln. Die Funktionen (2.6) sind also eindeutig.

Was nun den fiir U zuldssigen Wertebereich betrifft, so schlieBen wir
aus Gl. (2.7), daB fiir K — oo asymptotisch

3 {Ho (K —1) — gy (K +14)} = Uyy(K) (2.18)
sein mufBl. Hier ist offenbar die Lsung
qu(K) = e (2.19)

genauer, mit Riicksicht auf die Konvergenz von (2.16), yy (K) =¢"*%/K,
was bei der Differenzengleichung fiir X — oo keinen Unterschied macht.
Durch Einsetzen ergibt sich

U =sinh 4. (2.20)

Hier kann A jeden reellen Wert annehmen, jedoch, wieder mit Riicksicht
auf die Konvergenz von (2.16), nicht komplex werden. Durch ganz
dhnliche Rechnungen ergibt sich fiir #%, wenn wir seine Eigenwerte mit »
bezeichnen,

# = 4 cosh ], (2.21)

bei beliebigem, reellem A. Die Eigenwerte von U* und u* verhalten sich also
gerade so, wie man es klassisch evwarten sollte, ndmlich » wie 4-1 / ]/ 1— B3,
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B=1 und U wie i1/]//32 —1, f=1. In der Tatsache, daBl U gleich Null
werden kann, spiegelt sich die Méglichkeit von f = .

Die Singularitédten der Differentialgleichung (2.10)} liegen, wenn man
U nach (2.20) durch 1 ansdriickt, bei £ =0, ¢ und —e~% Mit Riicksicht
darauf liegt es nahe, (2.13) in der Form

Fi1

2t cos?y dy
H~= 2.22
80 T f (t— eisinw)g’(t + e *siny) ( )

3
2

zu einer Niherungslésung fiir alle U zu erweitern. In der Tat ergeben
sich bei der Entwicklung fiir groBe ¢ die Koeffizienten von (2.12) jeweils
bis auf einige Prozent (zu klein).

§ 3. Neuformulierung des Massenoperators

Nachdem wir uns iiberzeugt haben, daf die nach (1.8), (1.9) und (1.12),
(1.43) mit (1.20} gebildeten U, und %, verniinftige quantenmechanische
Operatoren der Vierer- bzw. Pseudo-Vierergeschwindigkeit sind, ist es
nicht nur formal, sondern auch physikalisch sehr naheliegend, im Sinne
von §1 dieser Arbeit {iberall x; durch U, und ¢; durch #; zu ersetzen. Das
frithere L, [Formel (2.1) L. ¢.?] wird also z.B., wenn wir den Massenterm
gleich weglassen,

Lo Lo 8 ) (A5 4 L)

i g4 - T2 i o4l
und als Folge davon an Stelle von (2.9} ebendort

or7? o
I oy Uy, 52

wo nun beide Seiten Vektoren gleicher Art sind. In den Ausdriicken
L, ... Lyl c® verwandelt sich »/M;, = K, durch Symmetrisierung mit /,
das mit K und M}, kommutiert, in UM ;5 =K u,, genauer, da die Fak-
toren dieser Produkte nicht vertauschbar sind, in % (U7M;, + M, Ul) =
1 (Ku,+u,K), das ist aber nach (2.4) gleich ¢,. Es wird also z.B.

San*
Li~ = o fpru P2 — S ) (3.3)
Man muB sich natiirlich fragen, ob diese Substitution die Ergebnisse von
L. c.? aufrecht erhilt, d.h. ob damit der Anomaliefaktor und die Fein-
struktur richtig bleiben. Hierfiir braucht man nur anzunehmen, ent-
sprechend der fritheren Voraussetzung S. 1008 1. c.?, daB3 der gleich zu
bildende Massenoperator, wenn wir ihn etwa wieder m;(K) nennen, so
beschaffen ist, daB (U*)tm, (K)/m, die Eigenwerte -1 hat; dann liuft
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die Rechnung wie frither ab, da alle Formeln homogen in ¢ und % sind
mit Faktoren (IR, B oder K), die sich mit f(K) vertauschen lassen.

Die Formel (1.1) nimmt nun, indem sich »/, »* in U?, U* verwandeln
und Ky, das ist genaver 4 (K1, + ¢, K), zunidchst in 1 (K4, + %, K) und
dann nach (2.4) in ¢, tibergeht, die noch einfachere Gestalt

U’a—”’,-—l%w(w* Uky) =0 (3-4)
123

an, in der sie nun also auch inversionsfest ist. Dabei sind wieder alle
explizit vorkommenden A; und F, zugunsten der durch die Strom-
komponenten ausgedriickten 0F"/0x' fortgelassen. Man kann dazu
geltend machen, daB jedenfalls fiir Lichtquanten die unendlichen Bei-
trige zur Selbstenergie, die wir mit unserem Verfahren endlich zu machen
hoffen, bei hohen Frequenzem auftreten, wo die Ableitungen der Feld-
stirken als zweite Ableitungen der Potentialkomponenten sehr grof3
gegen diese und noch groB gegen die Feldstdrken selber sind.

Die Analyse dieser Gleichung wird sicher noch sehr viel Miithe kosten,
doch glauben wir nicht, dal3 die Miithe etwa noch groBer sein wird als
bei der sehr dhnlich aussehenden HEISENBERGs !, obwohl die eingehenden
Matrizen durchweg unendlich sind. Man muf} dazu nur bedenken, daf}
die Variable K, durch die der Massenoperator hauptsichlich bestimmt
wird, ein kontinuierliches Spektrum mit dem Wertebereich von — oo bis
-} oo hat. Sie wirkt damit wie eine fiinfte Koordinate, d.h. wenn man
in einer K-Darstellung arbeitet, wie wir das im Vorangehenden durch-
weg getan haben, so erscheint die y-Funktion einfach als eine Funktion
der fiinf Vartablen x, v, z, f und K. Das liegt in der Natur der Sache, denn
es war ja gerade unser Ausgangspunkt, die Riickwirkung eines geladenen
Teilchens auf sich selbst durch eine endliche Erhohung der Variablenzah!
— urspriinglich den Vektor #, — zu erfassen. Zu K hinzu treten noch
der Spin ¢ und seine diagonale Komponente g, die sich von ihren Repri-
sentanten in der gewShnlichen Theorie nur dadurch unterscheiden, dafl
auch ¢ durch eine unendliche Zahlenfolge dargestellt wird, ndmlich durch
I, I+1,I+4+2... (I ganz oder halbganz), und daBl x4 dementsprechend
grofer als 1 sein kann.

Die Quantelung des Strahlungsfeldes wird damit nicht iiberfliissig
gemacht; sie tritt jedoch erst in den 4; und F, in Erscheinung, die wir in
(3.1) und (3.3) noch mitgefiihrt, jedoch in (3.4) weggelassen haben. Wir
stellen uns dabei vor, daB sie nur noch Wechselwirkungen mit ,,duBeren
Feldern — eventuell denen anderer Teilchen — umfassen, wihrend der
eigentliche Riickkopplungseffekt durch den Term dritter Ordnung in (3.4)
wiedergegeben sein sollte.

13 DURR, H.-P., W. HEISENBERG, H. MiTTER, S. SCHLIEDER u. K. YAMAZAKI:
Z. Naturforsch. 14a, 441 (1959).
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Das Auftreten einer fiinften Koordinate bringt es mit sich, daff man
in (3.4) alle rAumlichen Ableitungen gleich Null setzen, also eine Art
Schwerpunktssystem einfiihren, und auch die Zeitabhingigkeit rein
periodisch wihlen kann, ohne daB das Eigenwertproblem seinen Sinn
verliert. Es bleibt immer noch eine keineswegs einfache Differenzen-
gleichung im K-Raume. Wir wollen sie zum Schlufl im , klassischen®
Sinne, d.h. ohne Quantisierung des Materiefeldes untersuchen. Neben
der Einsicht in die analytischen Zusammenhinge ergibt sich dabei das
interessante Resultat, dal} das Eigenwertproblem unter dieser Voraus-
setzung zur Masse Null fithrt — jedenfallsin der betrachteten Nidherung —
so daB eine endliche Masse ein reiner Quanteneffekt wire.

Wir setzen also in (3.4) U’ y/0af= Ut dy/dct und machen fir yp
den Ansatz

p =1t I P(K) 3.5)

Die hiermit eingefithrte Masse m denken wir uns in Vielfachen der
Elektronenmasse m, ausgedriickt:

= Uy (3.6)
Der Faktor !/ ist willkiirlich so gewdhlt. Durch Einsetzen in (3.4) folgt
p U —i3jl- o, PP*UPY) =0, (3.7)

wobei % die Compton-Wellenlange %ijmyc bedeutet und / durch (1.2)
gegeben ist:

7L =1137. (3-8)

Um die Diskussion zu vereinfachen, begniigen wir uns in (3.7) mit den
niedrigsten Gliedern in ¢. Das bedeutet, daB3 sich die Formeln (1.13) auf

7 IMm »t
z} TR } i 6.9

reduzieren, wie man auf Grund der Angaben in Teil IIT dieser Mittei-
lungen® nachrechnen kann. [Die A-Glieder fallen dort fort.] Nun ist
fiir den tiefsten o-Term jedenfalls Ijo =1, ferner, wenn wir nun an den
Elektronenspin denken, ¢ = £, der Faktor /(¢ +1) hochstens vom
Zahlwerte 1. Hiervon tritt in (3.7) nur das Quadrat aunf (weil sich U
durch » ausdriickt). Es macht keine iiberméBigen Schwierigkeiten, diese
Terme (d.h. £ =1, 2, 3) mitzufiihren, doch wollen wir hier im Sinne einer
orientierenden Niherung auch sie noch weglassen und uns nur mit

p U — i3l - o PP USE) =0 (3.10)

beschiftigen. Unter dem eingeklammerten Terme wire in einer (4-Dar-
stellung eine Summation itber ¢ von £ bis co zu verstehen, nebst
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erginzenden Summationen tiber ¢ und seine Diagonal-Komponente. Wenn
wir wieder zur K-Darstellung libergehen [die Transformation ist in PR 2,
vgl. ®, angegeben], wird daraus

(T UAP) — [ W (K) USP(K) dK = J°. (3.11)

Dieser GréBe wird nach (3.10) der Masseneigenwert proportional; wir
setzen daher

7
p=n--J0 (3.12)
und haben dann nur noch (beachte 1,==—:)
nUAY £t =0 (3.13)

zu behandeln, wo nun die Operatoren durch (2.2) — mit ¢ =4 — und
(1.12) vollstindig gegeben sind.
Wir machen wieder den Ansatz (2.6), modifiziert, mit Riicksicht
auf eine iibersichtlichere Schreibung des Integrals j¢, wie folgt:
=2 bo—ikr(1 iK\sinh PE @11
P(K) =2 [cotha K]12 17(2 zK)smh "o (2,K)Q5(K). (3.14)

Dabei bedeutet @ (I, K) die schon frither (in IV) benutzte reelle Funktion

I+1K I—iK
O, K) = 2H< 2 )H( 2 ) (3.15)
’ gl iE =t (I —iK— 1)’ '
( 2 ) ( 2 )
die der Funktionalgleichung
OK)OK +1) = (I —iK+1){I + 1K) (3.16)

und ihrer Konjugierten geniigt. Hiermit wird
Ji=[P*UVdK = [ O*(K) {D(K — 1) — D(K + 1)} dK  (3.17)

und als Folge von (3.13)
i+ % —1iK) ®(K +4) = (n + ¢ +iK) (K —1i). (3-18)

Zur Lésung setzen wir wieder wie in (2.8) und mit dem gleichen Inte-

grationswege
DK) =S h(t) #5141, {(3.19)

Hiermit wird nach (3.17)
]4:2n(j§dth2(t) (t—%), (3.20)
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und 4 (f) muB nach (3.18) der Differentialgleichung

(1420 (A —n)t+ L) =0 (3.21)
geniigen. Aus dieser folgt aber
29 2 (t - %) - % (14 £2) 2, (3.22)

d.h. das Integral (3.20), das ja iiber einen geschlossenen Weg zu er-
strecken ist, verschwindet, was zu beweisen war, denn hiermit ver-
schwindet 4 nach (3.12). Wir haben uns davon tiberzeugt, daBl auch bei
Mitfithrung der durch (3.9) gegebenen Terme dieses Resultat erhalten
bleibt.

Zur Weiterfihrung der Theorie muBl man also zur Quantisierung des
y-Wellenfeldes tibergehen. Wir denken dabei etwa an die Methode von
NamBU und LasiNio!. Der Gebrauch des K-Raumes wirft aber noch
einige Interpretationsfragen auf, die eine genauere Untersuchung er-
fordern.

Anhang: Vertauschung von u;, und Uy,

Die in Rede stehende Vertauschung wurde schon in der IV, Mitteilung® vor-
genommen unter Berufung auf eine Arbeit von Czyzax!5. Sie wurde a.a. O. nur
mit einigen Worten begriindet, weil es sich eben nur um einen klassischen, heuristi-
schen Gesichtspunkt handeite. Nachdem nun die ,,run-away solutions fort-
fahren, die Aufmerksamkeit auf sich zu ziehen, méchten wir sie doch einmal ge-
nauer diskutieren.

Die gewohnliche Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen unter dem Einflusse der
Strahlungskraft lantet, wenn man

26302 = ¢ (A1)

mu]' = (u;’ — uy (ug, u’®)). (AZ)

setzt:

Dabei ist » die Ruhmasse, und die Striche bedeuten Ableitungen nach der Welt-
linie (s). Ihre Losungen sind die ,,run-away solutions’. Unser inzwischen eliminier-
ter ,,Massentrick bestand darin, die ausgesandte Energie in der Ruhmasse mitzu-

zdhlen und dazu .,
= sl (A3)

zu setzen. Die Analyse dieser Gleichungen ist bei Czvzax durchgefithrt mit dem
Ergebnis, dall man zwei ganz verschiedene Losungstypen hat, je nach der Natur
des Impulses (p;), der als Integrationskonstante auftritt. Wahlt man p, zeitartig,
so erhilt man eine aperiodische Bewegung [Formel (24) bei Czyzaxk L. c.], die einmal
(a. a. O. bei s =0) die Lichtgeschwindigkeit erreicht und vorher und nachher dar-
unter bleibt; wihlt man p; raumartig, so wird die Bewegung periodisch [Formel (23)
1. c¢.] und erreicht sie die Lichtgeschwindigkeit in Abstanden se/m,, wobei m, eine
Konstante ist. Der erste Fall ist offenbar unphysikalisch, weil er einen Punkt der
‘Weltlinie auszeichnet; der zweite Fall wire als ,,Zitterbewegung annehmbar,
wenn nicht der raumartige Impuls unmdglich wire.

14 NamBy, Y., and G. Jowa-Lasinto: Phys. Rev. 122,345 (1961); 124, 246 (1961).
15 Czvzaxk, S.J.: Amer. Phys. 22, 335 (1954).
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Diese Verhiltnisse kehren sich gerade um, wenn man in den Bewegungsglei-
chungen die u; dutch die U ersetzt. Man muB dabei mit Riicksicht auf U, U% = +- 1
schreiben , ., .

m U] = e (U + U;(Uy U'R) (A.4)
wm = — (U, U} (A.5)

setzen, um einen Massenzuwachs zu haben (Uy U'%< 0). GL (A.2) wird damit wieder
zu einem vollstindigen Differential nach der Weltlinie

djds(mU;—eU}) =0 (A.6)
pj=cmUj—elj) (A7)

(¢ = Lichtgeschwindigkeit, aus Dimensionsgriinden) konstant. Diese Gré8e ist als
Enevgie-Impuls-Vektor zu interpretieren, weil sie sich beim Vorhandensein duferer
Felder entsprechend dndert. Damit ist also wieder die Konstanz dieses Vektors im
feldfreien Falle gewahrt, wie immer die Geschwindigkeit sich dndern mag.

Die weitere Integration verliuft ganz analog wie bei Czvzak. Wir beschrinken
uns auf zeitartige Impulse. Setzt man pyp%= — (m,c)2, womit die Elektronen-
masse m, eingefitbrt wird, und Uk/ U= Vk/c, k=1, 2, 3, so gilt in Raumvektoren

und

und

&_fuo~8sinmos/s (A.S)

=— o .
[ Ut — Ztsinmgsfe

Dabeiist Zj, = py/mqe, also B, Z¢ ein konstanter Vektor mit der Norm — 1, wihrend
110, U,f weitere Integrationskonstanten sind, die einen Vektor der Norm 41 bil-
den. Beide stehen noch aufeinander senkrecht, was in Raumvektoren

0,8 = Ug 2* (A.9)

bedeutet. Formel (A.8) stellt noch keine ,,Zitterbewegung’ dar, da sich ja nur die
Geschwindigkeit, nicht der Ort periodisch dndert. Nimmt man aber noch an, daB 1,
ein Einheitsvektor ist, so folgt Uj =0 und aus (A.9), daB U, senkrechs zur Impuls-
vichtung 3 ist. Formel (A.8) ergibt dann

% = % — %cosec wy sfe. (A.10)
Hier ist 3/Z% gerade die Geschwindigkeit, in Einheiten von ¢, die dem Impulse p
nach dem gewdéhnlichen Zusammenhange entsprechen wiirde; dieser iiberlagert sich
transversal eine rein periodische. Diese Zusatzgeschwindigkeit wird nun freilich
periodisch unendlich; man darf daher der ganzen Bewegung nicht allzuviel physi-
kalische Bedeutung beilegen. In der Tat beruht sie ganz auf unserem , Massen-
trick”, der die Sache ungebithrlich vereinfacht; kénnte man sie mit unserem gegen-
wirtigen, realistischen Massenoperator durchrechnen, so wiirde sich wohl etwas
Endliches ergeben. Aber gerade in dieser primitiven Form erscheint uns die Be-
trachtung heuristisch recht aufschluBreich als ein Modell, an dem man sehr iiber-
sichtlich erkennen kann, wie sich durch Einfithrung von neuen Variablen die Er-
haltung von Energie und Impuls wahren 14Bt. Hierin sehen wir die eigentliche
Uberwindung der run-away-Schwierigkeit. Die Bewegung mit Uberlichtgeschwin-
digkeit, die sich dabei fiir die klassische Beschreibung ergibt und an der sich natiir-
lich auch mit dem realistischen Massenoperator nichts &ndern wiirde, scheint uns
nicht absurd zu sein, wenn sie sehr schnell um einen Mittelwert oszilliert und dieser
Mittelwert, wie in dem ersten Gliede von (A.10), dem Werte von p entspricht: das
Teilchen ,,zittert” dann um den mit Unterlichtgeschwindigkeit fortschreitenden
Schwerpunkt.



