
Uber Richtungsfelder 
in den projektiven R iumen und einen Satz 
aus der reellen Algebra 
Von EDUARD STIEFEL, Zfirieh 

Es wird im folgenden die frfiher*) ffir beliebige geschlossene Mannig- 
faltigkeiten entwickelte Theorie der Riehtungsfelder auf die n-dimem 
sionalen reellen projektiven R~ume angewendet. Die vollst~ndige 
Bestimmung der charakteristischen Homologieklassen (mod 2) dieser 
R~ume (Satz D) ergibt einerseits Beitr~ge zur Topologio ihrer Richtungs- 
felder (S~tze A und B), andererseits folgen aus ihr Ergebnisse fiber reelle 
Matrizen und Bilinearformen (Nr. 9). In  der nachstehenden Arbeit yon 
H. H o p / w e r d e n  dieselben Anwendungen als Folgerungen einer anderen 
topologischen Methode erseheinen**). 

1. Wenn n gerade ist, so gibt es bekanntlieh im n-dimensionalen 
reellen projektiven Raum P~ N ebenso wie in der n-dimensionalen 
Sphere -- kein fiberall stetiges Richtungsfeld. Dieser klassische Satz yon 
Brouwer lgflt sieh folgendermaBen verallgemeinern: 

~9atz A .  Es sei n + 1 ~-- 2 ~. u ,  u ungerade. Dann ist es unm6gUch, 
2 ~ stetige Richtunge]elder im t ~ so anzubrinqen, daft in jedem Punkt  di~ 
dart angebrachten Richtungen linear unabha'ngig voneinander sind l). 

Hierin ist unter anderem die Aussage enthalten, dab unter allen projek- 
tiven R~umen h0chstens die der Dimensionszahlen n ----- 2 ~ -- 1 paralle- 
lisierbar sein k0nnen, d . h .  dab es ht~chstens in diesen projektiven 
R~umen n stetige und linear unabh~ngige Felder geben kann. Man weil3, 
dab P~, pa, p~ parallelisierbar sind; ob es noch weitere parallelisierbare 
projektive Ri~ume gibt, weil3 man nicht~). 

*) E.~tie]el, R i c h t u n g s f e l d e r  u n d  F e r n p a r a l l e l i s m u s  i n  n - d i m e n s i o n a l e n  
M a n n i g f a l t i g k e i t e n .  Comment. Math. Helvet.  8 (1935); diese Arbeit  Wird im folgenden 
als ,,Diss." zitiert. 

**) Herr  Prof. Dr. H. Hopf war so freundlich, mein urspriinglich vorliegendes Manu- 
skript  w~hrend meiner l~ngeren Abwesenheit  im Milit~rdienst for den Druck auszu. 
arbeiten. E r  ha t  bei dieser Gelegenheit einige Hilfsmittel, die ieh als Spezialf~lle der 
allgemeinen Theorie darge6teUt hat te ,  fiir die projekt iven R~ume direkt hergeleitet. 
Ferner  ha t  er einen Beweis, der bei mir  noch nicht  ganz pr~zis war,  durch Benutzung 
eines Satzes von Wa~.ewski in Ordnung gebracht.  Ieh  danke ihm herzlich fikr seine 
Hilfe, ohne die das Erscheinen der Arbeit  zum mindesten s tark  verzSgert worden w/Lre. 

1) Fiir  k = 1 bereits enthal ten  in Diss. w 6, Satz 26. 
=) Zum Problem der Parallelisierbarkeit vergleiche man  Diss., besonders Einleitung, 

Nr. 5, 6. 
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Der Satz A wird welter verallgemeinert und versch/~rft werden. Ein 
System yon m stetigen und linear unabh~ngigen Richtungsfeldern nennen 
wir kurz ein ,,m-Feld". Wit werden nicht nur m-Folder betrachten, die in 
dem ganzen Raum pn, sondern auch solche, die nur in einer offenen Toil- 
menge yon pn, dem ,,Regularit~tsbereich" des Feldes, erkli~rt sind; die 
abgeschlossene Komplement~rmenge dieses Bereiehes heil3e die ,,Singu- 
laritdtenmenge" des Feldes. (~ber  das Verhalten des Feldes auf  dieser 
Menge Q wird nichts vorausgesetzt; es kommt oft vor, dab jedes einzelne 
der m Richtungsfelder im ganzen Raum regul~tr ist, und da~ auf Q 
lineare Abh~ngigkeit zwischen den verschiedenen Feldern eintritt.) Es 
gilt der folgende Satz: 

Satz B. Der Regularit~tsbereich eines m-Feldes im pn enthalte eine 
k-dimensionale Ebene P~ des pn. Dann sind aUe BinomialkoeHizienten 

( n + l )  mit n - - k < / ~ < m + l / ~  

9erade. 

Wir zeigen, daft A aus B folgt : Ein im ganzen pn regulates m-Feld sei 

gegeben; dann ist die Voraussetzung yon B m i t  k----n efftillt; alle 

Zahlen (n +p 1) mit p ---- 1, 2, . . . ,  m sind daher gerade; fiir den Boweis 

der Behauptung m < 2 ~ -- das ist ja die Behauptung yon A -- hat  man 

mithin nur noch zu zeigen, dab ( n ~  1) ungerade ist; dies geschieht, 

indem man das Polynom (1 -t- x) n+l modulo 2 nach dem binomischen 

Satz entwickelt: 

(l ~-x)~+x : Z (n ~i 1) 

der Koeffizient yon x 2x ist 

Der Satz B ist einerseits eine Folge des n~chsten Satzes: 

~atzC. Ess. (~* 1)~ u ~ e . ~ e u . i m ~ e i n m - F e ~ d m i , . n e r 2 i ~ u -  

lari~tenme~ye Q 9ege]oen. Dann entl~U ]ede Umgebu~ yon Q ei~n (m - 1)- 
dlmensionalen Zyklus rood. 2, der einer Ebene pro-1 im pn homolog ist. 
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Um zu boweisen, dab B aus C folgt, nehmen wir ein m-Feld ~ und eine 
Ebene pk, welche die Voraussetzungen des Satzes B erfiillen, sowie eine 
Zahl #, welche die dort genannten Ungleichungen befriedigt; infolge 
dieser Ungleichungen enthalt pk oine Ebene pn-~+~ und ~ ein/~-Feld ~t ; 
/>n-z+t hat  mit jedem Zyklus, der einer Ebene Pz-~ homolog ist, einen 
Schnittpunkt, ist aber fremd zu der Singularit~tenmenge Q von ~ und 
also auch zu einer gewissen Umgebung U von Q; folglich enth~lt Ukeinen 
Zyklus, der homolog P~-~ ist; aus Satz C, angowandt auf ~ ,  ergibt sich 

dahor, daB( n -k 1)gerade ist. 

Oft bestehb die Singularit/ttenmenge eines Feldes aus den Punkten 
eines Komplexes (aus Zellen einer Zerlegung yon pn), den wir dann den 
,,Singularit/~tenkomplex" des Feldes nennen. In diesem Fall gestattet 
der Satz C eine Pr~zisierung: 

Satz Ct. Besteht, unter den Voraussetzungen des Satzes C, die Menge Q 
aus den Punkten eines Komplexes K, so enthalt nieht nur eine Umgebung 
yon Q, sondern der Komplex K selbst einen Teilzyklus yon der im Satz C 
yenannten Art. 

Es ist klar, daft C aus C / folgt : die Voraussetzungen yon C seien erfiillt, 
und U sei eine vorgegebene Umgebung yon Q; man konstruiere einen in U 
gelegenen Komplex K, der die Menge Q enth~lt, und betrachte das m-Feld 
nur in der Komplementarmenge yon K, so dab K also die Rolle des 
Singularitatenkomplexes spielt; durch Anwendung des Satzes Ct auf das 
so verkleinerte m-Feld ergibt sich die Giiltigkeit yon C. 

Die S~tze A, B, C sind also Konsequenzen des Satzes C t, und der 
Beweis dieses Satzes ist daher unser Ziel. Aul~erdem werden wit alge- 
braisehe Folgerungen aus dem Satz B ziehen (Nr. 9). 

2. Der Beweis des Satzes C ~ beruht auf der allgemeinen Theorie der 
Systeme yon Richtungsfeldern in geschlossenen Mannigfaltigkeiten und 
der ,,charakteristischen Homologieklasse", die ieh frfiher ausftihrlieh dar- 
gestellt habe und fiber deren Hauptpunkte ieh hier nur kurz berichten 
werdeS). 

Wit betrachton eino differenzierbare gesehlossene n-dimensionale 
Mannigfaltigkeit M~; Orientierbarkoit wird nieht vorausgesetzt; als 
Koeffizientenbereieh fiir die Homologien benutzen wir den Restklasson- 
ring rood. 2 (frtiher hatte ieh, um feinere Resultato zu erhalten, fiir 
gewisse Dimensionszahlen den Ring der ganzen Zahlen, f/ir andero den 

'*) Diss. w 4, besonders Nr. 4, 5. 
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Ring rood. 2 benutzt;  ffir unsere gegenw&rtigen Ziole genfigt dot letztere 
Ring; die dadurch entstehenden Anderungon sind lediglich Verein= 
fachungen). In M" sei ein m-Feld mit einem Singularit/~tenkomplex K 
gogeben (,,m-Fe/d" und ,,Singularitdtenkomplex" sind analog wie ffir don 
pn erkl/~rt); K geht~ro einer hinreiehend feinen Zellenzerlegung yon M n 
an. Wir setzen vorl/~ufig voraus, da6 K h(ichstens (m -- 1)-dimensional 
ist; jeder ( m -  1)-dimensionalen Zelle x~ yon K wird dutch eine Vor- 
schrift, auf  die wit noeh zuriickkommen werden, ein , ,Index" ~ (x,) zu- 
geordnet, dot eine der beiden Restklassen rood. 2 ist; man bride den 
algebraisehen Komplex z ----Zj(xi) x~; es gilt der folgende ,,Hauptsatz": 

z ist ein Zyklus rood. 2; seine Homologieklasse F 'n-1 ist unabh~ngig yon 
dem speziell betrachteten m-Feld. 

z heiflt der ,,singuli~re Zyklus" des m-Feldes, F m-1 heil3t die (m -- 1)- 
dimensionale ,,charakteristische Homologieklasse" yon M n. 

Ist  ~ ein m-Feld mit einem Singularit~tenkomplex K von grOBerer 
Dimension als m -- 1, so kann man immer ein m-Feld ~/f inden,  dessen 
Singularitatenkomplex der aus den (m -- 1)-dimensionalen Zellen yon K 
bestehende Komplex K ~-1 ist. (Andeutung der Konstruktion von ~I: 
in der Zellenzerlegung yon M n, die dual is~ zu der Zerlegung, welcher K 
angeht~rt, bilden diejenigen Zellen, deren duale Zellen nicht zu K 
gehtiren, einen Komplex/~, der im Regularit/~tsbereich yon ~ liegt; man 
behalte das Feld ~ nur auf F bei und tilge es in der Komplementi~rmenge 
yon F;  das so reduzierte Feld li~Bt sich zu einem m-Feld $i I mit dem Sin- 
gularit/~tenkomplex K m-~ erweitern.) Der singul/~re Zyklus z yon ~ liegt 
nach seiner Definition in K m-l, also in K. Man sieht also: 

Ist der (beliebig-dimensionale) Komplex K Singulariti~tenkomplex eines 
m-Feldes, so enth~lt er einen Zyklus aus der charakteristischen Homologie- 
klasse F ''-x. 

Hieraus ist ersichtlich, dab unser Satz C ~ in dem folgenden ent- 
halten ist: 

Satz D. Die charakteristische Homologieklasse F 'n-1 des pro~ektiven 
Raumes t m ist die NuUklasse oder die Klasse, welche die Ebene pm-1 ent, 

M~l t ' ' enachdem(n-4-1)  g e r a d e ~  

Man kann den Inhalt  dieses Satzes auch folgendermaBen ausdriicken. 
Da im pn die Ebenen pr r-dimensionale Homologiebasen rood. 2 bilden, 
ist es yon vorneherein klar, dab es ffir m - ~  1, 2 . . . . .  n Restklassen 
~n.~ rood. 2 gibt, welche durch die Homologien 
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bestimmt sind, wobei z singul~rer Zyklus eines m-Feldes ist; dann besagt 
der 8atz D : 

Die durch (1) de/inierten Gr6flen ~ ,  ,~ er/allen die Kongruenzen 

(n  Jr 1) rood. 2 .  (2) 
~%n ,ra ---- m 

Bevor wir an den Bowels der Behauptung (2) herangehen, miissen wit 
noeh den oben erwi~hnten Begriff des ,,Index" besproehen, der bei der 
Definition der singuli~ren Zyklen eine wesentliehe Rolle spielte. 

3. Der Begriff des ,,Index" beruht auf dem naho verwandten Begriff 
der ,,Charakteristik"a). Auf einer Sphere S n-~ des euklidischen Raumes 
R n sei ein m-Fold des R ~ gegeben, also oin solehes System yon m stetigen 
Feldorn yon Richtungen des R n, dab in jedem einzelnen Punkt der S n-~ 
clio dort angebraehten Riehtungen linear unabh~ngig yon einander sind; 
(die Richtungen sind im allgemeinen nieht tangential an Sn-~). Jedem 
solehen Fold ~ ist als ,,Charakteristik" ~(~) eine der beiden Restklassen 
rood. 2 zugeordnet; auf die Definition gehen wir hior nieht ein, sondern 
wir stellen nur  fest, dab sieh aus der Definition unmittelbar die folgenden 
drei Eigensehaften (a), (b), (c) ergoben: 

(a) Die Charakteristik bleibt ungoi~nder~ bei stetiger Abimderung 
V O n  ~ .  

(b) Liegt R ~ im R n§ und fiigt man zu ~ ein Fold konstanter (d. h. 
paralleler) Richtungen des R n+l hinzu, die nieht im R a liegen, so hat  das 
dadurch auf  S n-~ entstandene (m ~- 1)-Fold des R n+l die gleiche Charak- 
teristik wie das gegebene m-Fold ~ des R a. 

(c) Ftir m---- 1 ist ~ (~) die bekannte Kroneckersche Charakteristik, 
also der Abbildungsgrad (rood. 2) derjenigen Abbildung der S n-1 auf 
die Riehtungskugel des R n, welche durch die Richtungen des Feldes 
vermittelt wird. 

Yon den weiteren Eigenschaften, die sich aus den vorstehenden er- 
geben, hebon wit im Augenblick die folgende Verallgemeinerung yon (c) 
hervor, deren Bowels wir wohl iibergehen diirfen: 

(d) Besteht jedes der m -- 1 ersten Riehtungsfeldorn yon ~ aus kon- 
stanten Richtungen, w~hrend die Richtungen des m-ten Feldes einer 
Ebene R ~m+l des R a parallel sind, so ist ~(~) gleieh dem Grade der 
Abbildung yon S ~-~ auf die Riehtungskugel yon R ~-~+1, welche durch 
die Riehtungen des m-ten Feldes vermittelt wird. 

In  meiner friiheren Darstellung war fibrigens immer m ~ n voraus- 

4) I)iss. w 1, besonders  Nr.  4, fe rner  w 2, w 3, Nr.  1. 
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gesetzt;  je tzt  ist es zweckm~Big, auch m -- n zuzulassen; man best~tigt  
leicht, dab die vorstehenden Eigenschaften dann (und nur  dann) giiltig 
bleiben, wenn man  festsetzt:  

(e) Die Charakterist ik eines n-Feldes auf  einer S O des R n, also eines 
Paares yon zwei n-Beinen, die in zwei Punkten  des R n angebracht sind, 
ist - -  0 oder = 1 rood. 2, je nachdem die beiden n-Beine die gleiche 
Orientierung oder verschiedene Orientierungen des R n bestimmenS). 

Wir  werden sparer noch einige weitere Eigenschaften der Charakteristik 
nennen. Je tz t  definieren wir den , , Index".  Es sei also in der Mannigfaltig- 
kei t  M ~ ein m-Feld mit  einem ( m -  1)-dimensionalen Singularit~ten- 
komplex K gegeben, und  x sei ein (m -- 1)-dimensionales Simplex yon K.  
Wir nehmen eine kleine Sphare S n-m in M n, deren Mit te lpunkt  ein 
innerer P u n k t  yon x ist, und  die x umschlingt;  das m-Feld ist au f  ihr 
regular und  ha t  eine Charakteristik a;  aus (a) folgt leicht, dab ~ yon 
der speziellen Wahl  der Sphi~re S ~-m nicht abhangt ;  diese Gr0~e ~ ist 
der Index j (x). 

4 .  Im  Falle m =:  1, in welchem x ein Punk t  ist, ist demnach ](x)  der 
in der fiblichen Weise erkl~rte Index (rood. 2) einer isolierten Singularit~t 
eines Richtungsfeldes. Die charakteristische Homologieklasse F ~ wird 
dutch  einen mit  der Indexsumme ~Y'?" (x~) multiplizierten Punk t  repr~sen- 
t ier t ;  die Indexsumme ist bekanntl ich die Eulersche Charakterist ik yon  
Mn;  man sieht also: F ~ ist dann und nur  dann die Nullklasse, wenn die 
Eulersche Charakterist ik yon M n gerade ist~ 

Da der projektive R a u m  p n  die Charakteristik 1 oder 0 hat ,  je naehdem 
n gerade oder ungerade ist, bedeutet  das Vorstehende die Giiltigkeit der 
Behauptung  (2), also des Satzes D, ftir m = 1 bei beliebigem n. 

Wir wollen sogleich auch noch die F~lle m = n erledigen. Man kann  
im p n  _ etwa indem man  pn  als euklidischen R n mit einer unendlich 
fernen Ebene pn-1  auffal3t -- ein n-Feld konstruieren, dessen Singula- 
r i t~tenkomplex K eine Ebene pn-1  ist; ein ( n -  1)-dimensionales 
Simplex x zerlegt die n-dimensionale Umgebung eines seiner inneren 
Punk te  in zwei Gebiete, in deren jedem durch das dort  regul~re n-Feld 
eine Orientierung best immt ist; aus der Definition des Index und aus 
Nr. 3, (e) folgt : sind diese beiden Orientierungen l~ngs x koh~rent,  so ist 
j(x) ---- 0 ,  sind sie nicht  koh~rent,  so ist ](x)  - -  1. Daraus ist ersiehtlich: 
der singuli~re Zyklus (Nr. 2) des n-Feldes ist gleich 0 oder gleich p~-l ,  je 

6) Da  da s  n -Fe ld  au f  S ~ aus  n Fe lde rn  von  R i c h t u n g s p a a r e n  bes t eh t ,  en t sp r i ch t  einer 
Reihenfo lge  der  R i c h t u n g e n  in d e m  e inen  n -Be in  eine b e s t i m m t e  Reihenfo lge  in d e m  
ande ron  n-Bein .  

6) Diss .  w 5, Nr .  2. 
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nachdem P~ orientierbar ist oder nichtT). Da pn fiir ungerades n 
orientierbar, ftir gerades n nicht orientierbar ist, ist damit (2) fiir m = n 
bewiesen. 

5. Die somit bewiesene Giiltigkeit yon (2) fiir m -- 1 und m = n 

erm6glicht eine Umfomung  der Behauptung (2) fiir 1 ~ m < n. Setzen 

wir f'tireinenAugenblick ( n -[- 1] ~ fl~,~, so sind die fl.,~ f t i r l  < m  <: n \ ~n / 
durch die Pascalsche Dreiecksregel 

= + 

zusammen mit den Randbedingungen 

f l ~ , l : n +  1 , f l , , , , ~ - - - - - n + l  

vollst/indig charakterisiert. Die Behauptung (2) lautet: 

r (mod. 2) fiir 1 _~m < : n ;  

die Giiltigkeit von 
0%, _---- n q- 1 , a~,~_----n ~ 1 

haben wir soeben bewiesen; es bleibt also noch die Gfiltigkeit der Kon- 
gruenzen 

O~n,m ---- ~n--l,m--1 ~-  ~n--l,m 
(3)  

ffir l < m < n 

nachzuweisen. 
Dieser Naehweis wird durch eine Konstruktion folgender Art erfolgen. 

Im pn wird ein m-Feld ~ angegeben werden, dessen Singularit~ten- 
komplex K aus zwei Ebenen 1P~ -1 und 2P~ -1 besteht, und dessen singul~rer 

: p ~ - i  ist, wobei ~1 und ~ gewisse Restklassen Zyklus z = ~1 1 P ~  1 -~ ~2 x 2  

rood. 2 un4 1P~ -1, p ~ - i  als Zyklen rood. 2 aufzufassen sind; ohne daft ~1 
und ~2 explizit bestimmt zu werden brauchen, wird dann in einem 
Raume pn-1 erstens ein (m -- 1)-Feld ~r mit einem singul~ren Zyklus 
zx = ~pm-~ und zweitens ein m-Feld ~rr mit einem singul~ren Zyklus 
z 2 : ~2 Pro-1 konstruiert werden, wobei p,~2 und pm-1 Ebenen des 
pn-i, aufgefa~t als Zyklen rood. 2, sind. Damit wird der Beweis beendet 
sein; denn aus der Definition der ~v, ~ folgt 

O~n, m : ~1 "J[- ~2 , O~'n--l,m--1 = ~1 , Of'n--l,m = $fl , 

also die Giiltigkeit yon (3). 

~) Dieses Kri ter ium fiir die Orientierbarkeit  gilt  nicht  nur  fiir Pn,  sondern fiir alle ge- 
schlossenen Mannigfaltigkeiten Mn. 
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Hierzu sei noch folgendes bemerkt. Wenn das Feld ~ so konstmiert  ist, 
dab K aus zwei Ebenen 1P~ - - tund  aP~ -1 bosteht, so ist yon vornherein 
klar, dab der singul~re Zyklus die Gestalt ~1 tP~ --1 ~ ~ ~/~-1 hat;  denn es 
gibt, wJe man sieh leicht fiberlegt, in K keine anderen (m -- 1)-dimon- 
sionalon Zyklen als die yon der angegebenen Gestalt; ebenso folgt aus 
der Tatsache, da$ ~I und ~/1 je eine Ebene als Singularit~tenkomplex 
besitzen, sofort, dab die singul~ren Zyklen yon der Gestalt z x = ~ t p m - z ,  

zz = ~#pm-~ shad. Zu beweisen wird nur sein, dalt ftir die speziell kon. 
struierten Felder ~t __= ~ ,  $~ = ~ ist; und die Index-Betraehtungen, die 
zum Beweis dieser Gleichheiten n0tig sind, k~nnen in der Umgebung 
beliebiger Punkte  der betreffenden Ebenen vorgenommen werden, wobei 
man im Falle des Feldes ~ nur die Punkte der Schnittebene yon IP~ - t  
und ~p~-I vermeiden m u l l  

6. Um den Gedankengang spi~ter nicht unterbrechen zu miissen, 
stellen wir hier, in Fortsetzung yon Nr. 3, noch einige Eigenschaften der 
,,Charakteristik" zusammen. 

Dureh stetige Ab/~nderung des in Nr. 3, (b), genannten Feldes kon- 
stanter Richtungen ergibt sich, bei Berficksichtigung yon (a), die fol- 
gende Verallgemeinerung yon (b): 

(b t) Die Gfiltigkeit yon (b) bleibt erhalten, wenn yon den Richtungen 
des neu hinzugefiigten Feldes nicht vorausgesetz$ wird, dab sie parallel 
shad, sondern nur, dall sie iiberall aus dem R ~ herauszeigen. 

Dies l~ilt sich noch welter verallgemeinern: 
(J) Auf der Sphere ~qn-m des R n, der im R n+l liegt, seien m 44- 1 Rich- 

tungsfelder ~o, ~1 . . . . .  ~ des R "+1 gegeben, die ein (m + 1)-Feld 
bilden; die Riehtungen yon ~o sollen iiberall aus R n herauszeigen, w/~h- 
rend fiber die ~ mit i > 0 nichts Derartiges vorausgesetzt wird; projiziert 
man $~, i > 0, yon ~B0 aus auf  R n, so entsteht ein Richtungsfeld ~ des 
Rn; die Felder ~ . . . . .  ~ bilden ein m-Feld ~ l  des R n auf  S ~m. 
Behauptung: ~ und ~ haben die gleiche Charakteristik. 

Dabei ist unter  ,,Projektion einer Richtung v~ yon der Richtung v0 aus 
auf  den R ~'' diejenige Richtung des R n zu verstehen, die in der 2-dimen- 
sionalen Halbebene liegt, welche yon der, (lurch v0 bestimmten (un- 
orientierten) Geraden und der Richtung v~ aufgespannt wird; sie ist 
immer definiert, wenn v0 und v~ unabh~ngig sind und nieht beide in R ~ 
liegen. Der Beweis yon (~) erfolgt, indem man die Felder ~ ,  i > 0, 
stetig in die Felder ~ fiberffihrt und dann den Satz (b f) anwendet; dal~ 
diese l~befffihrung moglich ist, ohne dab jemals eine lineare Abhi~ngigkeit 
eintritt, ist leicht zu sehen. 
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Etwas weniger naheliegend ist die n~ehste und letzte Eigensehaft der 
Charakteristik, die wir ben~tigen; sic kann als Verallgemeinerung der 
folgenden Eigenschaft (go) des Abbildungsgrades angesehen werden: 

(go) Die Sphere S r wurde durch ihre Aquatorsph~re S r-1 in die Halb- 
kugeln A und B zerlegt; ebenso die Sphere S~ durch S~ -1 in A 1 und Bl; 
wird dann S r so in S[ abgebildet, da[~ S r-1 in S ~  1, A in A1, B in B 1 ab- 
gebildet wird, so hat die Abbildung yon S r in S[ denselben Grad wie die 
Abbildung yon S r-1 in S~ -1. 

Der Beweis ergibt sich aus den Grundeigenschaften des Abbildungs- 
grades und darf  hier wohl iibergangen werden. Wir behaupten, da~ die 
Charakteristik eines (m ~- 1)-Feldes die folgende Eigenschaft (g) besitzt, 
welehe im Falle m = 0 offenbar mit (go) ~quivalent ist : 

(g) Die Sphere S n - m  des R n+l werde durch die )~quatorsph~re ~_~r~-m-1 in 
die H~]ften A und B zerlogt; S n-m--1 liege in der Ebene R n (ob die ganze 
S n-rn in R n liegt, ist gleichgfiltig); auf S n - m  soi ein Richtungsfeld !8~ 
gegeben, dessert Richtungen auf S n-~-I in R n liegen, auf A nach der einen, 
auf B nach der anderen Seite yon R ~ weg weisen; ferner scion in der ab- 
geschlossenen Vollkugel V n-re+t, die yon S n-'~ begrenzt wird, m Folder 
!l~o . . . .  , ~,~-1 yon Richtungen gegebon, die parallel zu R n und fiborali 
linear unabh~ngig sind; die Folder ~ o , - . . ,  !~m-1, ~ sollen auf  S n-ra 

iiborall linear unabh~ngig sein; sie bilden also auf S n -m  ein (m + 1)-Fold 
des R n+l und a u f S  n-m-a ein (m + !)-Fold !~ # des R n. Behauptung: Die 

Charakteristik yon $ auf S n- 'n  ist gleich der Charakteristik yon ~ r  auf 
~n--m--1. 

I)er Boweis wird folgendermaBen erbracht werden: dutch oine stetige 
Ab~nderung, bei welcher sich naeh (a) die beiden zu untersuchenden 
Charakteristiken nicht ~ndern, werden die gegobenen Folder in eino 
solehe Late  gebracht, dab man die Charakteristiken naeh (d) als Ab- 
bildungsgrade deuton kann, und diese Grade werden auf Grund yon (go) 
einander gleieh sein. 

Durehftihrung des Beweises: Wir benutzen den folgenden Satz yon 
T .  W a ~ e w s k i  : ,,In der Vollkugel V (beliebiger Dimension) solon stetige 
Funktionen 

vt,  v ,  [1 t =  1 . . . . .  m ;  ~ = 1 . . . . .  n ;  m < n ] 

so gegebon, da[] die Matrix (v~v) durchweg den Rang m bat ;  dann kann 
man diese Matrix dureh Hinzuffigung yon n -- m weiteren Zeilen, doren 
Elemente ebenfalls stetige Funktionen in V sind, zu einer quadratischen 
n-reihigen Matrix erg~nzen, deren Detorminanto nirgends versehwJndetS). 

s) T. Wa~ewsb~, S u r  los  m a t r i c e s  d e n t  l e s  6 1 6 m e n t s  s e n t  de s  f o n c t i o n s  
c o n t i n u e s .  Compos. Math. 2 (1935), 63--68. 
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Auf Grund  dieses Satzes lassen sich in unserer  Volllmgel V n - ' ~ l  Felder  
!~B1 . . . . .  !lB._ m yon  Richtungen,  die parallel zu R n sind, so anbringen, dai] 
$o  . . . . .  !B.~_l, !~1 . . . . .  !~Bn_ m in jedem P u n k t  yon  V n-m+1 linear un- 
abh~ngig sind. 

Wir fi ihren nun in V n-m+1 , ,Polarkoordinaten"  (% r) ein: mit  ~0 be- 
zeichnen wir den variablen P u n k t  auf  S n-m, mit  r den Abstand yore 

Mit te lpunl~ q yon  V n-m+l. Dem Punkt ,  der auf  dem Strahl  q~ im 
Abstand  r yon  q liegt, ordnen wir die Koord ina ten  (~, r) zu; den Radius 
yon  V n-~+l nehmen wir gleich 1 an;  der P u n k t  ~ hat, also die Koord ina ten  
(~, 1) und  der P u n k t  q die Koord ina ten  (~, 0) mit  unbes t immtem ~. Die 
Richtungen der Felder  ~ und  ~ denken ~ i r  uns durch Vektoren 
v~ @, r), m~ (~, r), bzw., wenn r ~- 1 ist, du tch  v~ (~), m~ (~) gegeben. M i t e  
bezeichnen wir einen festen Vektor,  der senkrecht  auf  R n steht.  Dann  
lassen sieh die Vektoren vm auf  S ~-~ in der Gestalt  

~---1 n---m 

4=0 1=1 

darstellen. Der  Koeffizient c(~) ist auf  der einen der Halbkugeln  A, B 
positiv, au f  der anderen negat iv  und auf  S "-~-1 gleieh 0; da Vo . . . .  , vm_~, 
v~ tiberall l inear unabhi~ngig sind, ist fiir jeden P u n k t  ~ yon  S ~-~-x 
wenigstens einer der  Koeffizienten b~ (~) von  0 verschieden. 

Wir  definieren nun v~(~, r) ffir 0 ~ r ~ 1 durch 

v,~(ep, r) = rXa , ( c f )  v,(cp) + Xbj(q)) mj(~, r) W c(~) e 

und  be t rachten  die Vektoren 

'o(% r) . . . . .  ,~_,(% r), ,m(% r) 

auf  S n-'n in Abh~ngigkeit  yon  dem Paramete r  r, der yon 1 bis 0 l~uft. Wir  
behaup ten :  diese m ~ 1 Vektoren sind stets  linear unabh~tngig; in der 
T a t :  die ~i mi t  i ---- 0, . . . ,  m --  1 sind naeh  Voraussetzung unabhi~ngig, 
und  dab ~,n(~, r) nie yon  vo(~, r) . . . . .  v~_1(% r) abh~ngig ist, folgt, wenn 

auf  S n-~-I liegt, daraus, da~ dann  wenigstens ein b~ r 0 ist, und wenn 
nicht  auf  S n-m-~ liegt, aus c ~: 0. Die Vektoren ~0 . . . . .  v~ bilden also 

ftir jeden Wer t  yon  r mi t  1 ~ r ~ 0 a u f S  n-~ ein (m~- 1)-Feld !~(r) des 
Rn+l; sie bflden aber  auch  ftir Mle diese r auf  S n-'n-~ ein (m -~ 1)-Feld 
$ " ( r )  des R n, da v~ ,  wenn ~ auf  S n-'n-~ liegt, infolge c(~) -~ 0 immer  ein 
Vektor  des R n ist. Auf  Grund  der Eigensehaft  (a) aus Nr. 3 ~tndern sich 
die Char~kterist iken der Felder  $ ( r )  und  $ " ( r )  nicht,  w~hrend r y o n  1 
bis 0 Btuft. Fiir  r = 1 handel t  es sieh um die vorgelegten Felder  ~ ,  ~ " ;  
ffir r ------ 0 haben wir die Vektoren 
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~, (% 0) ---- v, (q) , i =  0 . . . . .  m - -  1 ,  

v~(~, 0) = X b j ( ~ )  mj(q) + c@) e ,  

wobei q wieder den Mit te lpunkt  yon V n-~+l bezeichnet. Fiir  jedes i <  m 
bilden die v~ (~, 0) ein konstantes  Riehtungsfeld;  die Vektoren v~ (~, 0) 
sind der Ebene R ~-~+1 parallel, welehe yon m~(q) . . . . .  m~_~(q), e auf- 
gespannt  wird;  liegt ~ auf  S n-'n-~, so sind die v~(T, 0) der, in R n-~+x 
gelegenen, Ebene R ~-~ parallel, die yon  den m~(~) aufgespannt  wird. 
Aus Nr. 3, (d), folgt daher:  die Charakterist iken ~ und a# yon 2)(0) und  
~ ( 0 )  sind gleich den Graden derjenigen Abbildungen yon  S n-~ bzw. 
S n-m-1 auf  die Richtungskugeln S~ --~ bzw. S~ -~ -~  der R~ume R n-m+i bzw. 
R n-m, welehe durch die Vektoren v,~(~, 0) vermi t te l t  werden. Diese 
beiden Abbildungen erfiillen aber, infolge des Verhaltens des Vor- 
zeichens yon  c(~), die Voraussetzungen des Satzes (go); folglich ist 

----- ~ It, was zu beweisen war. 

7. Wie in Nr. 5 angedeute t  wurde, werden wir im projekt iven Rau m  
p n  spezielle Richtungsfelder  zu konstruieren haben. Ftir  die Durchftih- 
rung dieser Kons t ruk t ionen  ist es bequem, im euklidisehen Rau m  R n+l 
s t a t t  im p n  zu arbeiten. Die Beziehung zwischen R n+l und  p n  besteht  ja 
darin, dab ma n  die Geraden durch den Nul lpunkt  o des R n+l als die 
Punk t e  des p n  deuten kann.  Daraus ergibt sieh: Ist  x ein yon  o ver- 
schiedener P u n k t  des R n+l und  sind in ihm m Vektoren vl . . . .  , v~ an- 

gebracht ,  welehe zusammen mi t  dem Ortsvektor  v0 = o x ein linear un-  
abh~ngiges System yon  m ~ 1 Vektoren bilden, so entsprechen den 
vl . . . . .  v , ,  im p n m  linear unabh~ngige Richtungen r~ . . . . .  r~, die in dem 
P u n k t  x ~ angebracht  sind, welcher x entspr icht ;  sind dagegen v0, v~, . . . ,  
~ linear abh~ngig, so sind auch r l , . . . ,  r~ linear abh~ngig, oder diese 
Richtungen sind gar nicht  definiert; ferner  ist klar:  dem Vektor  v, der 
im P u n k t  x mi t  den Koord ian ten  Xo, x~ . . . .  , x~ angebraeht  ist, entspr ieht  
im Pn dieselbe Richtung wie, bei beliebigem ~t ~< 0, dem Vektor  ~t v, der 
im P u n k t  mi t  den Koord ina ten  ~ x0, 2x~ . . . .  , 2 x  n angebracht  ist. Solehe 
Uberlegungen legen es nahe, den folgenden Begriff einzufiihren: E in  
, ,projekt ives  (m ~ 1)-Feld yon Vektoren des R '~+1'' ist ein System yon 
m ~ t Feldern  von Vektoren vo, vl, . . . ,  v,, des R '~+~, wobei ~o immer  den 
Or tsvektor  (Xo, x~, . . . ,  x~) bezeichnet und  die iibrigen v~ im ganzen 
R n+~ stetige und  homogene Funkt ionen  ersten Grades der  Koordina ten  
xo, xl,  . . . ,  x~ sind --  (also fiir jedes ~t die Gleichungen v~(Rx 0, 2x 1, . . . ,  
2x , )  = ~ v i ( x o ,  x~ . . . .  , x,~) erftillen). Dann ist aus dem Vorstehenden 
ersiehtlieh: J edem projekt iven (m-}- 1)-Feld !B yon Vektoren des R n+l 
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entspr icht  ein m-Feld ~ yon  Richtungen im pn ;  der Singulariti~tenmenge 
yon  ~ ,  d. h. der Menge der (yon o verschiedenen) Punkto  des R n+l, in 

welchen die Vektoren von ~ linear abh~ngig sind, entspr icht  die Singu- 
lariti~tenmenge yon  ~. 

Nehmen  wir j e t z t  an, dab das Feld ~ einen Singulariti~tenkomplex 
besitzt,  der  eine Ebene  pm-i  enthi~lt, zu welcher ein bes t immter  Index  
geht~rt - -  wie es bei der in Nr.  5 geschilderten Si tuat ion der Fall  ist. 
pro-1 ist das Bild einer Ebene  R m des R n+l, die in dem Singulari taten- 
komplex  yon  !B en tha l ten  ist, und  zu der der Index  ~ geh0ren m0ge. Wir  
behaupten,  dab ~ = ~ ist. 

Um dies zu beweisen, nehmen wir einen vom Nul lpunkt  verschiedenen 
Punk t  x -~ (x o . . . . .  x~) yon  Rm; wir diirfen annehmen,  dab x~ :~ 0 ist;  
die Ebene x .  ~--const., in welcher x liegt, heiBe Rn; die cartesischen 
Koord ina ten  x 0 . . . .  , x._ 1 in der Ebene  R n konnen wir gleichzeitig als 
lokale cartesisehe Koord ina ten  in dor Umgebung des Punktes  x ~ y o n / m  
auffassen, welcher dem P u n k t  x entspricht .  Dann  wird das m-Feld ~ in 
der  Umgebung yon  x ~ im R n dargestellt  du tch  diejenigen Vektoren 
~ [ , . .  i welche entstehen,  wenn m a n  die ~i, ~m , ,yon % aus au f  
R a proj iz ier t"  (man vergleiehe zu dieser Ausdrucksweise Nr. 6, (/)). 
Es  sei nun  S n-~  eine kleine Sphere  im R n mit  dem Mit te lpunkt  x; dann  
ist der Index  ~ gem~B seiner Definition die Charakteris t ik des aus den 

~ bestehenden m-Feldes des R n auf S n-re. Andererseits  Vektoren ~1, �9 �9 �9 ~m 
ist der Index  ~ gem~B seiner Definition die Charakter is t ik  des aus 
% ,  ~1 . . . . .  ~m bestehenden (m ~- 1)-Feldes des R n+l a u f  S ~-~. Die be- 
haup te t e  Gleichheit  ~ ~- ~ besteht  daher  auf  Grund  yon  Nr. 6, (/). 

Damit  ist nicht  nur  die Kons t ruk t ion  yon  m-Feldern,  sondern es  sind 
auch die notwendigen Index-Be t rach tungen  yore p n  in den R ~+1 verlegt,  
und  das in Nr. 5 formulierte  P rog ramm l~Bt sich je tz t  folgendermaBen 
ausspreehen:  

Es sei 1 < m < n bei beliebigem n > 2. Es wird ein spezielles projek-  
t i r e s  (m -~ 1)-Feld ~ yon  Vektoren des R n+l angegeben werden, dessen 
Singulari t~tenmenge aus zwei Ebenen  R~I und  R~ besteht ,  zu welchen 
die Indizes ~ bzw. ~2 geh0ren m0gen;  ferner  wird im R n erstens ein 
projekt ives  m-Feld ~ /  angegeben werden, das auf  einer Ebene  R m-1 
singular wird, und  zweitens ein projekt ives  (m-t-1)-Feld ~ ,  das au f  
einer  Ebene  R ~ singular wird;  die zu R ~-1 und  R ~ geh0rigen Indizes 
seien ~ bzw. ~/; daun  wird gezeigt werden, dab ~ ~-- ~1 und  ~ -~ ~ ist. 

8. Dieses P rog r amm fiihren wir je tz t  durch und  bedienen uns der 
soeben b e n u t z t e n  Bezeichnungen;  wir bezeichnen auch wie bisher die 
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Koord ina t en  im R n+l  mit  X o ,  x l  . . . . .  x,,; die Grundvek to r en  dieses 
Koord ina tensys t ems  mSgen eo, e~, . . . ,  e= heiBen. 

Wir  definieren das (m-~ 1)-Feld ~ = {Do, D~, . . . ,  ~m} folgendermaBen:  

D o = :  ~ x ~ %  ; o ~ =  Z x ~ % + ~  , i =  1 . . . .  , m - -  1 ; 

n - - - m - - - 1  

Es ist also: ~=o 

go = (xo  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  x . )  

~ = (0 x o x~ x~ . . . . . . . . . . . .  x~_~ 0 . . . . . . . . . . . .  0 ) 

~2 = (0 0 Xo Xl  . . . . . . . . . . . . . . . . .  X,~_m 0 . . . . . . .  0 ) 
~  , ,  . . . . . .  , . . . .  , . ,  . , , ~  , . ,  , ,  . . . . . . . . . .  , . . . . . . .  , . . . .  ~  . , .  

D m _ i  = ( 0  0 . . . . . . .  X 0 X 1 . . . . . . . . . . . . . . . .  X n _  m 0 ) 

D m = ( 0  0 . . . . . . .  0 X 0 X 1 . . . . . . . . . . . .  Z . . . .  1 Z n - - 1 )  

Wir  bes t immen  die singul~ren P u n k t e  x = (x 0, xl . . . .  , xn) yon  !~, also 
diejenigen Punkte ,  in denen die m + 1 Vektoren  l inear abh/~ngig sind; 
sie sind dadurch charakter is ier t ,  dab alle ( m + l ) - r e i h i g e n  Unte rde te r -  
minan ten  der obigen Kom ponen t en -Ma t r i x  der ~ verschwinden.  Die 
De te rminan te  aus den m ~ 1 ersten Kolonnen  ha t  den Wer t  x~ +1 ; folglich 
ist x 0 = 0; die De te rminan te  aus der 2., 3., . . . ,  (mA-2)-ten Kolonne  hat ,  
au f  Grund von  x 0 = 0, den Wer t  x~+l;  folglich ist xl = 0; so scblieBt 
m a n  welter  bis zur De te rminan te  aus der (n - -  m)-ten,  . . . ,  n - ten  Kolonne,  
deren Verschwinden die Gleichung x . . . .  1 = 0 liefert;  dann  ha t  die 
De t e rminan t e  aus der (n - -  m ~ 1)-ten, . . . ,  (n + 1)-ten Kolonne den W e f t  
x~_m. xn_ 1, und  da sie versehwindet ,  ist en tweder  x~_~ = 0 oder x~_i = 0. 
Somit  liegt der singul/~re P u n k t  au f  einer der  folgenden beiden Ebenen  
Rl?, 

R ~  t~ : x 0 = x 1 . . . . .  X n _ m _  1 = O ,  x,a_ m = 0 "~ 

: X o =  X 1 - -  . . .  - -  X n _ m _  1 = O ,  X n _  1 = O .  

Jede r  P u n k t  dieser Ebenen  ist aber  auch ~ k l i c h  singular,  denn a u f / ~ 1  
verschwindet  ~ - 1 ,  atff  R~2 verschwindet  ~m. 

I )e r  R a u m  R n sei die durch  x n = 0 gegebene Ebene  des R n+l. Die 
Vektoren  ~0, D1 . . . . .  ~ - 1  des Feldes $ ,  welche in P u n k t e n  yon  R n an-  
gebraeht  sind, liegen in Rn; das Sys t em dieser m Vektoren  sei ~ t .  Aus 
derselben De te rminan ten -Be t r aeh tung  wie soeben e rkenn t  man ,  dab  das 
pro jek t ive  m-Feld  ~ / n u r  au f  der folgenden Ebene des R n singul/ir wird:  

213 



R m - 1  : X 0 ~--- X 1 : " "  ----- X f l _  m = 0 

(also auf dem Sehnitt von R n u n d  Rn~l). 

Fiir jeden Punkt  x yon R n verstehen wir unter ~m die Projektion des 
in x angebrachten Vektors v~ auf R n, also 

~ = (0 0 . . . . . .  0 xo xl . . .  x,,_m_~O) . 

~ "  sei nun das Feld der in den Punkten yon R n angebraehten Vektoren 
v0, Vl . . . .  , v~_l, v~. Wieder dieselbe Determinant~en-Betrachtung wie 
oben zeigt: ~ wird singular nur auf  der Ebene 

. R  m : x ,  0 ~ x I ~ . . .  ~ X n _ m _  l ~ 0 . 

Fiir die Untersuehung der Indizes 21 und 21 fassen wir die Umgebung 
des folgenden Punktes ol ins Auge: 

o1: x._ 1--  l ,  xr ftir i % n - -  1 ; 

er liegt auf R~I, aber nicht auf R~2; die in ibm auf R~I senkreeht stohendo 
(n + 1 -  m)-dimensionale Ebene, also die Ebene 

E~'+I-~: x~_ 1---1, x j = 0  fiir n - - m < j < n - - 1  und ftir i----n, 

ist fremd zu R~ und hat mit R~ nur den Punkt  o~ gemeinsam; die 
Charakteristik des Feldes !B auf einer in E~ +l--~ gelegenen Sph/ire mit 
dem Mittelpunkt ol ,  

2 2 �9 ~.2n_ ~ ~___ r 2  S~ '-~ : X o + X l + ' "  + , r > O  

ist daher gleieh dem Index 21. 
Die El)one E~ +l-'~ liegt in Rn; sie steht senkrecht auf R ~-1 und hat 

daher mit R ~1  nur den Punkt  o 1 gemeinsam; daher ist die Charak- 
teristik des Feldes $ r auf der Sphi~re S~ - ~  gleich dem Index 2 i. 

Den Feldern $ und ~5 ~ sind auf S~ --m die Vektoren Vo, vl . . . . .  v~_l 
gemeinsam, und diese liegen in dem Raum Rn; das Feld ~5 entsteht aus 
$ '  durch Hinzufiigung des Vektors vm, der infolge der Bedingung 
x~_ 1 ---- 1 tiberall aus dem Raum R n herauszeigt; aus Nr. 6, (b I), folgt daher 
die Gleichheit der Charakteristiken yon $ und $I  auf  S~ -~.  Damit ist 
21 --~ 2 t bewiesen. 

Um 2~ und ~I zu untersuchen, betrachten wir die Umgebung des 
Punktes 

o~: x . _ ~ = l ,  x ~ = O  fiir ] # n - - m ;  
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or lieg~ auf -h~2, aber nicht auf R~; die in ihm auf  R~ senkrecht stehendo 
(n + 1 -  m)-dimensionale Ebene, also die Ebene 

E~ +1-~: x ~ _ ~ = l ,  x a = 0 f t i r n - - m < j < n - -  1 u n d f i i r ] = n ,  

ist fremd zu R~I und hat mit R~2 nut  den Punkt o2 gemeinsam; die 
Charakteristik des Feldes ~ auf einer ha E~ +l--m gelegenen Sphire mit 
dem Mittelpunkt o~, 

x z ~--- r 2 r ~ 0 8~  - ~  : x~ + z~ + . . .  + x~_~_i + , _ ~  , , 

ist daher gleich dem Index ~2- 
Ftigen wir zu den Gleichungen der Ebene E~ +I--~ noch die Gleichung 

X,_l = 0 hinzu, so erhalten wir die in E~ +l--m gelegene Ebene 

E ~-m: x._~-----t, x ~ = 0  fiir ] > n - - m ;  

das ist die im Punkte 02 auf R m senkTecht stehende (n -- m)-dimensionale 
Teflebene des R n. Der Index ~t/ist daher gleich der Charakteristik des 
Feldes ~ ' / auf  einer Sphere S n-m-l, die in E n-'n liegt und o2 zum Mittel- 
punkt hat; als diese Sphi~re w~hlen wir die J~quatorsph~re yon S~ -~,  die 
durch xn_l = 0 bestimmt ist. 

Auf S ~-m-1 sind ~B und ~)rr miteinander identisch. Wit behaupten, dab 
sich der Satz (g) aus Nr. 6 anwenden lil]t; in der Tat: S "~-m-1 liegt in R n 
(sogar S~ - ~  liegt in Rn); da die n ersten Grundvektoren eo, el . . . . .  e~_l 
des R n+l parallel zu R n shad, da ferner die (n + 1)-te Komponente des 
Vektors v,,, gleich x~_l ist, und da die beiden Halbkugeln A und B, in die 
S~ --~ dutch S T M  zerlegt wird, durch die Ungleichungen x._~ >/0  und 
x._~ ~< 0 charakterisiert sind, weisen die Vektoren v,~ auf A naeh der 
einen, a u f B  nach der anderen Seite yon R n weg, wihrend sie auf S n-m-x 
selbst in R ~ liegen; die Vektoren Do, D1 . . . .  , v,~_l liegen auf E~ +1--~ 
immer in Rn; sie sind linear abhingig nur auf der Ebene R m-l, und da 
diese fremd zu E~ +1-~ ist, sind sie in der yon S~ -m begrenzten, in E~ +t--~ 
gelegenen Vollkugel linear unabh~ngig; somit sind alle Voraussetzungen 
des Satzes (g) erftiUt, mid folglich ist ~ = ~t~. 

Damit ist alles bewiesen. 

9. Wir ziehen jetzt eine algebraische Folgerung aus dem Satz B 
(Nr. 1). Es seien A1, . . . ,  A, reelle Matrizen mit je n Zeilen und r Kolon- 
nen; sie spannen eine lineare Schar yon Matrizen 

A ( y l ,  . . . ,  Y,) = yI A1 + "'" + y , A ,  
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auf ;  die Matr ix  A (0, . . . ,  0) ist die Nul lmat r ix ;  wit  sagen, die Schar habe  
durchweg den Rang  r, wenn alle Matr izen A (Yl . . . .  , Ys) mit  (Yl . . . .  , Ys):/= 
(0, . . . ,  0) den R a n g  r haben.  

Satz  E .  Ft~r die Ex i s t enz  einer l inearen Schar, welche yon s reellen 
Matr i zen  mit  n Ze i len  u n d  r Ko lonnen  au/gespannt  wird  und  durchweg den 

R a n g  r hat, ist d i e / o ~ e n d e  Bed ingung  notwendig : alle Binomialkoe/ f i z ienten  

( ~ ) m i t  n -~ r < # < s s ind gerade. 

Beweia. Wir setzen voraus,  dab  die Matr izen At ,  . . . ,  A 8 eine Schar der  
genann ten  Ar t  au f spannen ;  wir werden zeigen, dal] dann im pro jek t iven  
R a u m  pn-1 ein (s - -  1)-Feld exist iert ,  in dessen Regulariti~tsbereich eine 
Ebene  pr -1  liegt;  dann  wird au f  Grund des Satzes B der Satz E be- 
wiesen sein. 

I s t  Q irgend eine quadra t i sche  n-reihige nicht-singuliire Matrix,  so 
erffillen auch die Matr izen QA~ . . . . .  Q A  s die Vorausse t zung ;  da  
A t ~ A (1, 0, . . . ,  0) den R a n g  r hat ,  k a n n  m a n  Q offenbar  so w~hlen, 
dab  Q A  1 = (~vq) wird, wobei  ~ q q -  1 und ~vq - -  0 fiir ~ ~ ~ ist;  indem 
wir s t a r t  QA a wieder A a schreiben, dfirfen wir yon  vornhere in  annehmen ,  
daI3 A i == (~vqi ist. Es sei 

A a = (a~q,) ; 

d a n n i s t  also a v q  1 ---- ~vq  ftir ~ m_ 1,  . . . ,  n u n d ~  ---- 1 . . . .  , r. Daraus ,  dab  
unsere Matr izen den R a n g  r haben,  folgt iibrigens r ~ n.  

Wi t  setzen 
~ avaa xq ~ v a v ( x  1, . . .  , xr) 

und  be t r ach ten  die, yon  den P a r a m e t e r n  x~, . . . ,  x~ abh/gngigen Vektoren  

v,, ~-- (v,,1 . . . . .  van) , a ~ l , . . . , a , 

i m  R a u m e  R~; dann  ist speziell v~ = (x~ . . . . .  x~, 0 . . . .  ,0) .  Wir  behaup-  
ten,  dab  die Vektoren  vl, v~ . . . . .  v, nu r  ffir (x~, . . . ,  x~) = (0, . . . ,  0) 
l inear abhi~ngig sind; in der  T a t :  es sei (y~, . . . ,  y , ) : / :  (0 . . . .  , O) u n d  

~YaVo- - - -0 ;  diese Rela t ion  ist g le ichbedeutend mi t  den Gleiehungen 

~Vavqaxqya-----O , v ~ l , . . .  , n  , 
Q,O 

[~---- 1 . . . . .  r ; a - ~  1 . . . .  , s ]  , 

die wit  auch so schreiben kOnnen: 

X x ~ ( X y a a ~ a ) ~ O  , ~ , ~  ! ,  . . .  , n  ; 
Q a 
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da  aber  die Kolonnen  der Matr ix  A (y~ . . . . .  y~) l inear unabh~tngig sind, 
folgt hieraus (x~ . . . . .  x~) ~ (0 . . . .  , 0 ) .  

J e t z t  seien x ~ , . . . ,  x~ . . . .  , x~ Koord ina ten  im R ~. Der  Or t svek tor  
v0 ~ (xl, . . . ,  x,)  zusammen  mi t  den Vektoren v~ . . . .  , v, - -  ohne den 
Vektor  D 1 - -  bilden ein pro jekt ives  s-Feld $ i m  R~; (dabei hi~ngen 
v2, . . . ,  v, nur  yon den ers ten r Koord ina ten  ab). Die soeben festgestell te 
Unabh~ngigkei tseigenschaf t  der Vektoren  vl, v2, . . . ,  ~, bedeu te t :  au f  
der  Ebene R r, die durch x~+~ . . . .  x ,  ~ 0 gegeben ist, besi tz t  das Feld  

keine andere  Singulari t~t  als den Nul lpunk t  o. Das (s - -  1)-Feld 
im P~-~, das dem Feld ~ entspricht ,  besi tzt  daher  keine Singulariti~t au f  
tier Ebene  pr-~, welche R ~ en tspr ich t ;  pr-~ gehi~rt also zum Regular i t~ts-  
bereich yon  ~. D a m i t  ist die Behaup tung  bewiesen. 

Besonderes In teresse  verd ient  der  Fal l  quadrat ischer  Matrizen, also 

d e r F a l l  r ~---n; dann  lau te t  die B e h a u p t u n g  des Satzes E :  a l l e ( n )  mi t  

~e ----- 1, 2, . . . ,  s - -  1 sind gerade;  au f  Grund der l~berleglmg, die in Nr.  1 
v o m  Satz B zum Satz A ffihrte, k6nnen wir daher  den folgenden Satz 
aussprechen 9) : 

Es  sei n -~ 2 ~ �9 u, u ungerade, u n d  e~ existiere eine lineare Schar yon 

reellen quadratischen n-reihigen Matr i zen  

A (y~ . . . . .  y~) ~ y l A i  -~- . . .  -~ y ,  A , ,  

welehe, abgesehen von A ( 0 , . . . ,  0), samtlich nicht-singul~r s ind;  dann  ist 

s ~ 2  ~. 

Insbesondere  kann  die Maximalzahl  s ~ n ht~chstens dann  erreicht  
werden, wenn n eine Po tenz  yon  2 ist;  derart ige Scharen sind ftir 
n ---- 1, 2, 4, 8, aber  nicht  fttr gr6~ere n bekannt .  

Schliel31ich sei noch eine andere  Formul ierung des Satzes E angegeben:  

E s  existiere ein solches S y s t e m  vor~ n reellen Bilinear.tormen 

/ v ( x ; y ) ~ - Z a v q ~ x Q y ~  , ~ 1  . . . .  , n  , 
q~q 

in  den Variablenreihen 

x = (xl, . . . ,  x~), y = (yl . . . . .  y , ) ,  

daft das Gleichungssystem 

/v(x;  y) - -  0 ,  v ~  1 , . . . , n ,  

9) Der  Satz  is t  ffir ~ ~ 0 e l emen ta r ,  for  k ~ 1 bewiesen  in Diss. ,  Sa tz  27, u n d  fiir 
~ 4 angekf indig t  in meiner  No te  in den  Verh.  d. Schweiz.  N a t u r f e r s c h e n d e n  Gesel lschaf t  

1935, S. 277- -278 .  
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keine anderen LSsungen (x x . . . . .  x~, Yl . . . . .  Ys) besitzt als die trivialen mit  
x ~-- (0 . . . . .  O) oder y ~ (0 . . . .  ,0).  Dann  sind alle Binomialkoe//izienten 

( ~ )  mit n - - r < l ~ < s g e r a d e .  

In  der Ta t  ist, wie wir schon im Beweis des Satzes E feststellten, das 
soeben formulierte Verhalten der Formen/v  (x ; y) gleichbedeutend damit,  
dab die Kolonnen jeder Matrix A (Yl . . . . .  Ys) mit  (Yl . . . .  , y,) :~ (0, . . . ,  0) 
linear unabh~ngig sind, dab diese Matrizen also s~mtlich den Rang r 
haben to). 

(Eingegangen den 7. Dezember 1940.) 

x0) Die S~tze aus Nr. 9 (sowie die Verallgemeinerungen, die entstehen, wenn man in der 
zweiten Formulierung des Satzes E die Linearformen dutch ungerade stetige Funktionen 
ersetzt) slnd auf einem anderen, aber ebenfalls topologlschen Wege bewiesen und saint 
weiteren Anwendungen und Spezialisierungen ausfiihrlich dargestellt in der nachstehenden 
Arbeit von H.  Hop], E i n  t o p o l o g i s c h e r  B e i t r a g  z u r  r e e l l e n  A l g e b r a .  Herrn 
F. Behrend, dem Herr Hopf und ich diese S~tze mitgeteilt hatten, ist es gelungen, Beweise 
zu finden, die in pr&ziserem Sinne ,,algebralsch" sind: F.  Behrend, ~ b e r  S y s t e m e  
r e e l l e r  a l g e b r a i s e h e r  G l e i c h u n g e n .  Compos. Math. 7 (1939), 1 - - 1 9 . - -  In  der Arbeit 
von H. Hop] (Anhang I) finder man iibrigens auch neue Beweise unserer S~tze A und B. 
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