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ZunS~chst wird gezeigt, dab man die Bohr-Sommerfeldsche Quantenbedingung ftir 
den radialen Impuls ausgehend yon der statistischen Theorie des Atoms sehr an- 
schaulich begriinden kann:  Diese Quantenbedingung erweist sich im Falle yon 
Atomen als eine naturgem~Be Normierungsbedingung. Irn Ansehlul3 hieran wird 
ftir das in einer friiheren Arbeit  entwickelte Zusatzpotential,  welches im Falle yon 
Elektronen dem Paulischen :Besetzungsverbot der energetisch tiefer liegenden 
Quantenzust~nde Rechnung tr~gt, eine hShere N~herung hergeleitet. 

w 1. Einleitung und Zusarnrnenfassung 

In der vorliegenden Arbeit soll zun~chst gezeigt werden, dab auf 
Grund statistischer Betrachtungen, insbesondere ohne Zuhflfenahrne der 
Wentzel-Krarners-Brfllouinschen Methode, die Bohrsche Quanten- 
bedingung ftir den radialen Irnpuls eines Elektrons irn Atom als eine 
naturgern~ge Norrnierungsbedingung der Dichteverteilung von bestimrn- 
ten Elektronengruppen des Atoms auf eine sehr anschauliche Weise 
interpretiert werden kann. Weiterhin wird irn Anschlul3 hieran eine 
h6here N~therung fiir das Abstogungspotential hergeleitet, das in voran- 
gehenden Arbeiten 1 im Falle yon Elektronen als Ersatz des aus dern 
Pauli-Prinzip folgenden Besetzungsverbotes der vollbesetzten Elek- 
tronenzust~tnde eines Atoms entwickelt wurde. 

Die Grundlage der folgenden Betrachtungen bildet eine verfeinerte 
statistische Behandlungsweise der Elektronen eines schweren Atoms, bei 
welcher die Elektronen nach der Nebenquantenzahl l gruppiert werden 3. 
Ftir den ersten Tell der folgenden Resultate (w ist es wesentlich, dab 

1 GO~B~S, P.:  Acta Phys. Acad. Sci. Hung, 1, 285 (t952). Man vgl. auch 
Go•BKS, P.: Handbuch  der Physik, Bd. 36/2, S. 168if. Berlin-G6ttingen-Heidel- 
berg: Springer t956. 

2 GoXlBs P.: Acta Phys. Acad. Sci. Hung. 1,285, 295 (1952). Man vgl. aueh 
GOMB~.S, P.: Handbuch  der Physik, Bd. 36/2, S. 148ff. Berlin-G6ttingen-Heidel- 
berg: Springer t956. 



294 P.  GOMBAS : 

diese Gruppierung der Elektronen vollkommen unabh/ingig v o n d e r  
Wentzel-Kramers-Brillouinschen Methode auf rein statistischem Wege 
durchgeftihrt werden kann. Eben deswegen wollen wir den Gedanken- 
gang, der dieser Gruppierung zugrunde liegt, sowie einige Resultate 
dieser Gruppierung kurz zusammenfassen. 

Wir ziehen die Elektronen in einem Raumelement dv in Betracht, 
das sich an dem durch den Ortsvektor'r definierten Ort befindet, wobei 
wir als Ursprung des Koordinatensystems den Atomkern w~hlen. Diese 
statistisch zu behandelnden Elektronen (genauer die Bildpunkte dieser 
Elektronen) besetzen bekanntlich im Phasenraum Zellen vom Volumen 
hal2, w o h  die Plancksche Konstante bezeichnet. 

Zu der ftir unsere Zwecke entsprechenden Einteilung des Impuls- 
raumes gelangt man, wenn man yon dem grundlegenden Zusammenhang 
ausgeht, der den Betrag M des Drehimpulses eines Elektrons quantisiert. 
Dieser lautet 

M = r p ~  = k ~  (t) 

wo r = [r I die Entfernung vom Kern, Pk die azimutale Impulskomponente 
des Elektrons und k die azimutale Quantenzahl bedeutet, fttr die man 
gem~il3 dem Kompromil3 zwischen der halbklassischen statistischen 
Betrachtungsweise und der Wellenmechanik den halbzahligen Wert l + 
zu setzen pflegt. Wir wollen jedoch den Wert yon k einstweilen noch 
nicht endgtiltig festlegen und auf dessen endgflltige Bestimmung sp~iter 
noch zurfickkommen. 

Aus der obenstehenden Beziehung folgt ftir die azimutale Impuls- 
komponente der Ausdruck 

p~ = k h ~ . (2) 
2 ~  r 

Auf Grund dessen hat FERmi den Impulsraum mit Hilfe von koaxialen 
Kreiszylinderfl/ichen, deren gemeinsame Achse mit dem Ortsvektor r 
zusammenf~illt, in Zylinderschalen eingeteilt, die die Elektronen (genauer 
Bildpunkte der Elektronen) mit gleicher Nebenquantenzahl I enthalten; 
man vgl. hierzu Fig. 1. Mit Rticksicht auf den Ausdruck fiir ~b k liegt es 
an der Hand, ft~r die Radien der Zylinderquerschnitte 

p ~ = l  h 1 [ 

2,~ ~ (3) J ( z = o , t , 2  . . . .  ) 

zu setzen. Es enthalten so beginnend yon innen die aufeinanderfolgenden 
Zylinderschalen die Bildpunkte der s-, p-, d-, . . .  Elektronen. 
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Impuls p,~ bzw. - - p , ,  voll 
aUf.  

Wenn wir das vollbesetzte 
Impulsraumvolumen der/- ten 
Zylinderschale mit  o~ I und 
die Anzahl der Elektronen 
im Volumenelement dv mit d ~  
bezeichnen, so hat man 

Die im Raumelement dv befindlichen Elektronen mit der Neben- 
quantenzahl l besetzen die energetisch tiefsten Impulsraumzellen der 
/-ten Zylinderschale, sie fiillen also diese bis zu einem maximalen radialen 

]$3 
oJldv = - - t i N , .  (4) 

2 

Wenn wir weiterhin die Dichte 
der Elektronen mit der Neben- 
quantenzahl l durch ~ be- 

d N l  
zeichnen, d.h. el --d~-v setzen, 
so folgt 

h a 
o~i- TOl .  (~) 

Fig. t. Zur Aufteilung des Impulsraumes 

dem 

Sta t i s t i sche  N g h e r u n g e n  fiir Vie le lek t ronenprobleme 

o) l ist das Volumen der /-ten Zylinderschale yon der H6he 2p,~,, 
inneren Radius Pl und dem ~iugeren Radius Pz+l. Man hat  also 

~ = ( p L I -  ~, ~) ~ 2~,~.  (6) 

Mit Rticksieht auf (5) folgt hieraus sofort 

h DI ' (7) Pr~-- 4(2l+ 1) 

wo D z = 4 ~  r ~ 0i ist, also D z die radiale Dichte der Elektronen mit  der 
Nebenqnantenzahl l bedeutet. 

w 2. Erste N~iherung: Wentzel-Kramers-Brillouinsches Verfahren 

Wit wollen nun das Resultat  (7) zur Bestimmung der Energie und 
der Verteilungsfunktion eines Valenzelektrons im Grundzustand in 
einem schweren Atom heranziehen, und zwar legen wit ein Alkaliatom 
zugrunde und haben es dann nut  mit  einem Valenzelektron zu tun. 
Dieses Elektron ist das Elektron im h6chsten besetzten Energiezustand 
des Atoms. Der !dassische Energieausdruck lautet folgendermaBen 

P~ Ve = E~, (8) 
2 m  
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wo :b~ den Betrag des Elektronenimpulses, V alas elektrostatische Potential 
und E~ die Energie des Elektrons bezeichnet; m i s t  die Masse des Elek- 
trons und e die positive Elementarladung. 

Wir nehmen an, dab der Grundzustand, in dem sich das Valenz- 
elektron befindet, ein Zustand mit tier Nebenquantenzahl 1 ist; es 1/iBt 
sich dann in (8) yon der kinetischen Energie der azimutale Anteil ab- 
spalten, und man erh~tlt 

ha k 2 P~ -f Ve = E~, (9) 
2m 8 :rr2 m r 2 

wo Pr~ den radialen Impuls des Elektrons im h6chsten Energiezustand 
des Atoms bezeichnet. Im azimutalen Anteil setzen wit im Z~hler stat t  
dem exakten Wert 1 (1 - / t )  den Ausdruek k 2 = l (1 q- I) + ~, alas uns die 
M6gliehkeit gibt, durch eine entsprechende Wahl yon ~ den folgenden 
beiden F/illen Rechnung zu tragen. 

t. Ftir c~= �88 d.h. fiir k 2 = ( l + � 8 9  2 ergibt sich tier bei einer halb- 
klassischen Betrachtungsweise iibliche KompromiB zwisehen der {ilteren 
und neuen Quantentheorie, das dem algebraischen Mittelwert yon l 
und 1 q- t bzw. dem Mittelwert der entsprechenden Impulskomponenten 
entspricht. 

2. Ftir a = �89  d.h. fiir k 2 ~- �89 [( l-]-  l ) 2 q - / 2 ]  ergibt sich der statistische 
Mittelwert des azimutalen kinetischen Energieanteils, also des Quadrates 
der azimutalen Impulskomponente a, d.h. der Mittelwert yon l 2 und 
(1+1)~. 

Der Wert k 2 = l (l + t), d.h. ~ = 0, der einer exakten quantenmechani- 
schen Behandlungsweise entspricht, kommt hier nicht in Frage, da wir 
im folgenden eine halbklassische Auffassung zugrunde legen. 

Ftir p~. bieten sich zwei Ausdriicke, entweder der, den man aus (9) 
erh~ilt h~ k s 

[ ( )1 ~ py~ = 2 m  E ~ +  Ve 8~2m r2 , 

oder abet der statistisch hergeleitete Ausdruck (7). Wir wollen nun den 
letzteren zugrunde legen und nochmals betonen, dab Dz die radiale Dichte 
der Elektronen mit der Nebenquantenzahl I im  Atom bezeiehnet. Dieser 
Zusammenhang Itihrt unmittelbar zur ]3ohr-Sommerfeldschen Quanten- 
bedingung. Wenn man beide Seiten mit 2 multipliziert und tiber den 
klassischen Bahnbereich yon r(rl<=r<=r2) integriert, so folgt 

u r2 

f a fD~dr .  (tl) 2 j p , ~ d r  - -  2(2z + 1) 
r I f l  

a Man vgl. hierzu GOMB.~S, P.: Acta Phys. Acad. Sci. Hung. 1, 285 (t952), 
sowie GOMB~_S, P. :  H a n d b u c h  der  Physik ,  Bd. 36/2, S. 150. Ber l in-Ght t ingen-  
Heidelberg:  Springer  1956. 
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r2 

Das Integral f D Z dr gibt die Anzahl ~ der Elektronen des Atoms, 

die sich in Quantenzust~nden mit der Nebenquantenzahl l befinden. 
Diese Anzahl wollen wir nun mit den Quantenzahlen ausdrticken. Wir 
bezeichnen die radiale Quantenzahl des energetisch h6chstenZustandes 
mit der Nebenquantenzahl l mit n*',. Alle energetisch tiefer liegenden 
Zust~inde, d.h. alle Zust~inde mit der radialen Quantenzahl 0, 1 . . . .  , 
n ~ - -  t,  sind voraussetzungsgem~B voll besetzt. Da ieder dieser Zust~inde 
2 (21-5 t)-fach entartet ist, bedeutet das, dab sich in diesen vollbesetzten 
Zust~inden insgesamt 2 ( 2 / +  1)n~ Elektronen mit der Nebenquanten- 
zahl 1 befinden. Der energetisch h6chste Quantenzustand mit der Neben- 
quantenzahl l i s t  im allgemeinen nicht voll besetzt : in diesem kann sich 
die Anzahl der Elektronen zwischen I und 2(2/-}-t) bewegen. Die 
Gesamtzahl der Elektronen mit der Nebenquantenzahl 1 im Atom liegt 
also zwischen der unteren Grenze 2(2/@t)n*'~@t und der oberen 
Grenze 2 (21 + 1 ) n*', + 2 (2 l + 1 ) = 2 (2 l @ t ) (n r ~ + t ) ; wobei bemerkt sei, 
dab bei einer statistisehen Betrachtungsweise, bei der man die Elek- 
tronen als pulverisiert, d.h. als kontinuierlich verteilt betrachtet, als 
untere Grenze eher 2 (2 /+  1) n*'~ zu setzen ist. Bei einer statistischen 
Betrachtungsweise des in Frage stehenden Atoms erh~ilt man ftir die 
Anzahl der Elektronen mit der Nebenquantenzahl l weder den unteren 
noch den oberen Grenzwert, sondern naturgem~iB den Mittelwert 
2(21+t)(n~.+�89 Aus (tl) folgt also 

*'2 

2 f t5~ dr = ~Pr** dr = (nrl , @ �89 h, (12) 

was mit der Bohr-Sommerfeldschen Quantenbedingung identisch ist. 
Diese Quantenbedingung ergibt sich hier also als eine naturgem~tBe Nor- 

mierungsbedingung der Elektronendichte T22 (21 + 1) p ~ ,  deren Inte- 

gral in dem zur Verffigung stehenden Raum, d.h. im klassisehen Bahn- 
bereich mit der Anzahl der Elektronen identisch sein mug. Es sei noch 
darauf hingewiesen, dab sich bei dieser halbklassischen statistischen Be- 
trachtungsweise die halbzahlige Quantelung, d.h. dab auf der rechten 
Seite in (t2) n*', + �89 statt  n*'~ steht, auf natiirliche Weise ergibt im besten 
Einklang mit der halbzahligen Quantelungsvorschrift der Wentzel- 
Kramers-Brillouinschen Methode. 

Was die Bestimmung des Energieeigenwertes anbelangt, gelangt mall 
also zur Wentzel-Kramers-Brillouinschen Methode. Die Bestimmung des 
Eigenwertes E ,  erfolgt nun in der iiblichen Weise, indem man in (12) 
fiir ib,,, den Ausdruck (10) setzt und Ev so bestimmt, dab (t2) befriedigt 
sei. 

Wir k6nnen in dieser N~iherung auch einige Feststellungen beztiglich 
der Verteilung des in Frage stehenden Valenzelektrons machen. Mit 
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Rticksicht auf (7) und (t0) folgt 

Dl 2(2/+1) t \E~ '+Ve--~ '  r~ ) , (t3) 

wo wir zur Abktirzung 

h2 = Z e  2a 0 = ~  (t4) 
8~z e m 2 

setzen und a 0 den ersten Bohrschen Wasserstoffradius bezeichnet. Da 
sich D~ in erster N~iherung aus der radialen Dichteverteilung Dz0 der 
Rumpfelektronen mit der Nebenquantenzahl l und aus der radialen 
Verteilungsfunktion Pl des Valenzelektrons zusammensetzt, also 

D z = D t 0 +  Pz (15) 

ist, folgt fiir Pt der Ausdruck 

~ k 2 ~ 
Pz--  2(2/+1) ~ E ~ , + V e _ 7  r Y) __Dlo ' (16) 

7 

d e r n u r  ftir positive Werte und den Wert Null Gtiltigkeit hat und fiir 
negative Werte identisch gleich Null zu setzen ist. 

Fig. 2. Pz als Funktion von r fiir das Valenzelektron im 4s-Zustand des K.Atoms 

Wir haben mit diesem Ausdruck mehrere Berechnungen durchge- 
ftihrt, auf die wir an einer anderen Stelle demn/ichst zurtickkommen. 
Hier seien nur kurz die Resultate Itir das Elektron des K-Atoms er- 
w~ihnt, die alle wesentlichen Ztige enthalten. Wenn man fiir V und Dz0 
die Hartree-Fockschen Verteilungen * des K+-Ions einsetzt, so folgt mit 

= �89 ftir ~ der in Fig. 2 dargestellte Verlauf. Die drei im Inneren des 
Rumpfes liegenden Maxima entsprechen den drei Maxima der exakten 
wellenmechanischen Verteilung und liegen an den Stellen, wo Dl0 
Minima aufweist. Es ist tiberraschend, dal3 man mit diesen einfachen 
t3berlegungen tiber diese inneren Maxima, wenn auch nut  durchaus 
qualitativ, abet immerhin einen AufschluB bekommt. 

All dies l~tl3t sich auf t in Elektron in einem beliebigen Zustand eines 
Atoms tibertragen, sofern die zur selben Nebenquantenzahlgeh6renden 

4 I-IARTI~E~, D . R . :  P r o c .  R o y .  Soc .  L o n d .  A 143,  506  (1934) .  
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energetisch tiefer liegenden Elektronenzust~nde des Atoms roll besetzt 
sind. Es ist dann Di0 die radiale Dichte derjenigen Elektronen, die sich 
eben in diesen zur selben Nebenquantenzahl geh6renden energetisch 
tiefer liegenden vollbesetzten Zust~nden befinden. 

w 3. Zweite N~iherung: Ersetzung des Paulischen Besetzungsverbotes 
durch ein Zusatzpotential 

Eine h6here N~herung zur Bestimmung des Eigenwertes E~ und der 
Dichteverteilung des Valenzelektrons l ~ t  sich folgendermaBen herleiten. 
Wit zerlegen den radialen Impuls Pr~ des Valenzelektrons in zwei Teile, 
in den Anteil Pro, der aus dem Paulischen Besetzungsverbot der voll- 
besetzten Rumpfelektronenzust~,tnde resultiert, d.h. das Valenzelektron 
(genauer den Bildpunkt des Valenzelektrons) bis zum unteren (inneren) 
Rand der energetisch tiefsten freien Impulsraumzelle hebt, und in den 
Anteil Pr,, tier der endlichen Breite dieser freien Impulsraumzelle Rech- 
nung tr~gt; es ist also dann 

Pr~ =Pro+Pr~" (17) 

Wenn man beide Seiten dieser Gleichung auf die zweite Potenz hebt 
und in dem in Pr~ linearen Glied p,~ durch P.,--Pro ersetzt, so folgt 

#2 2~2 .h2 
r~ =t~r~ - Fro-- 2Pro (Pr~-- Pro)" (18) 

Ftir Pr, und P,o haben wir nun die Ausdrticke 

k211~ ( /9)  Pr, = [2m (E~, + Ve- -Y~ r2 ]~ , 

_ h h (D~ o + ~ ) ,  (20) 
Pr~ 4(2/ +1) D l -  4(2/ +1) 

h 
Pro--  4(2/+ 1) Dl~ (2t) 

Wenn man im ersten Glied auf der rechten Seite in (t8) fiir Pr~, den Aus- 
druck (t9), im letzten den Ausdruck (20) und flit Pro den Ausdruck (2t) 
setzt, so folgt nach Division durch 2m 

P~ = E ~ + Ve- -  y ~ ks ~2 2 ~ 
2m r 2 4(2l + 1) 2 TED-~ 2 4(2/+ 1) ~ (22) 

Diese Gleichung kSnnen wit auch folgendermaBen schreiben 

p~ ~_y2/(z+~) ( V + G ~ ) e = E ~ ,  (23) 
2m r 2 

wo auf der linken Seite das erste Glied die aus der endlichen Impuls- 
breite einer Impulsraumzelle resultierende radiale kinetische Energie 
(kurz radiale kinetische Selbstenergie), das zweite Glied die exakte 
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wellenmechanische azimutale kinetische Energie des Valenzelektrons be- 
deutet  und das dritte Glied eine modifizierte potentielle Energie des 
Valenzelektrons im Potential  

= r + G; (24) 

darstellt. Dieses modifizierte Potential  setzt sich additiv aus dem elektro- 
statischen Potential  V und aus dem Potential  

, ~ ~ 1 (25) Gz = - -  8 (21 + 1) 2 ea~ (D~~ + 2Dz0Pz) - E e ao - ~  

zusammen. Dieses Zusatzpotential  ist eine Folge des Paulisehen Be- 
setzungsverbotes der yon den Rumpfelektronen vollbesetzten energetisch 
tiefer liegenden Quantenzust/inde, und man kann dieses Besetzungs- 
verbot durch das niehtklassische AbstoBungspotential G; ersetzen. Wenn 
man also bei der Berechnung der Zust/inde des Valenzelektrons das 
modifizierte Potential  ~b zugrunde legt, so wird man yon jedem Be- 
setzungsverbot in bezug auf die Rumpfelektronenzust~inde, d.h. yon den 
Orthogonalit~itsforderungen der Eigenfunktion des Valenzelektrons auf 
die Eigenfunktionen der Rumpfelektronen frei. Ftir G; gilt genau das- 
selbe wie ftir das in einer frtiheren Arbeit 5 hergeleitete Zusatzpotential  

~ e a 0 D ~ 0 -  ~ I Gz ---- 8 (2t + 1) 2 ~ e a o ~2" (26) 

Das hier hergeleitete Zusatzpotential  G; stellt eine h6here N/iherung yon 
G 1 dar und unterscheidet sich von diesem dadn, dab neben D~o noch das 
im Verh~ltnis zu D~0 kleine Korrektionsglied 2Dzo P~ steht. Wenn man 
das Zusatzpotential  nach der kleinen Gr6Be Pl entwickelt, so stellt G t 
das erste und G~ das erste und zweite Glied der Entwieklung dar, es ist 
also 

, ~_ ~Gz p~, (27) 

wie dies aus einem Vergleich yon (25) und (26) unmit telbar  zu sehen ist. 
Die h6heren Glieder der Entwicklung verschwinden. 

Die welter oben erw/ihnte h6here N~therung unseres Verfahrens zur 
Bes t immung des Eigenwertes lind der Dichteverteilung des Valenz- 
elektrons besteht nun darin, dab wir vom Energieausdruck (23) zur ent- 
sprechenden Schr6dinger-Gleichung iibergehen, indem wir fiir p** den 
entsprechenden Differentialoperator einfiihren und die linke Seite als 
einen erweiterten Hamilton-Operator betrachten. Man erh/ilt so 

dr 2 7g E~ +- qbe--y 2 / = 0 ,  (28) 

wo / d a s  r-fache der radialen Eigenfunktion bezeichnet, d . h . / = r R  ist. 

5 Go~aBAs, P.: Acta Phys. Acad. Sci. Hung. 1, 285 (1952). Mail vgl. auch 
Go~BAs, P.: Handbuch der Physik, Bd. 36/2, S. 168If. Berlin-G{Sttingen-Heidel- 
berg: Springer t956. 
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Da man bei Zugrundelegung des modifizierten Potentials ~ yon den 
Orthogonalit~tsforderungen der Eigenfunktion des Valenzelektrons auf 
die Eigenfunktionen der Rumpfelektronen frei wird, kann man so ver- 
fahren, als ob sich das Valenzelektron im modifizierten Potential ~b im 
energetisch absolut tiefsten Quantenzustand bef~inde, was bei der Be- 
stimmung des Eigenwertes und der Dichteverteilung zu sehr grol3en 
Vereinfachungen f/ihrt. Die Dichteverteilung des Valenzelektrons wird 
natiirlich nur in den ftir chemische Probleme wichtigen ~iul3eren Gebieten 
des Atoms richtig dargestellt, im Inneren des Atoms -- wo die N~ihe- 
rungseigenfunktion wegen dem Fehlen der Nullstellen v o n d e r  exakten 
wesentlich verschieden ist -- kann nattirlich nut  davon die Rede sein, 
dab unser N~iherungsverfahren die mittlere Dichteverteilung approxi- 
miert. 

Auf einige Anwendungen der bier hergeleiteten genaueren Form des 
Zusatzpotentials m6chten wir an einer anderen Stelle demn~ichst zuriick- 
kommen. Hier sei nur beziiglich der Wahl des Wertes von c~ folgendes 
erwiihnt. Aus den Termberechnungen von Atomen zeigt sich, dab fiir 
kleine Ordnungszahlen der Wert ~ = �88 und fiir h6here der Weft ~ = �89 
gtinstiger ist. Allerdings ist dieser Unterschied im Weft von c~ nur ftir 
s-Zust~tnde (l = 0) wesentlich, ftir 1 ~ t verliert dieser Unterschied um 
so mehr an Bedeutung, je gr613er l ist. 

Das in diesem Paragraph hergeleitete Zusatzpotential liil3t sich 
ebenfalls auf ein Elektron in einem beliebigen Zustand eines Atoms an- 
wenden, sofern die zur gleichen Nebenquantenzahl geh6renden energe- 
tisch tiefer liegenden Elektronenznstiinde voll besetzt sin& Es ist dann 
D~0 die radiale Dichte derjenigen Elektronen, die sich eben in diesen zur 
selben Nebenquantenzahl geh6renden energetisch tiefer liegenden voll- 
besetzten Zust~inden befinden. 


